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Introduzione

Lo scopo di questa tesi ¢ dare la nozione di topologia debole in spazi di Ba-
nach e fornire una caratterizzazione della compattezza debole in particolare

per spazi riflessivi e separabili.
L’elaborato ¢ suddiviso in tre capitoli.

Nel primo capitolo si descrive come costruire la topologia meno fine su
uno spazio di Banach E che renda continue una famiglia assegnata di ap-
plicazioni (¢;);e;. Questa costruzione si applica in particolare alla famiglia
dei funzionali lineari limitati su E e si ottiene la topologia debole o(E, E*).
Ne descriviamo gli intorni e mostriamo che in dimensione finita la topologia
forte e la topologia debole coincidono, mentre in dimensione infinita cio ¢

falso.

Nel secondo capitolo si osserva che esiste un operatore canonico J : £ —»
E** e si costruisce su E* la topologia debole o(E*, E), ovvero la topologia
meno fine che rende continue le applicazioni di E** del tipo J(z), = € E.
Infine si mostra che la sfera unitaria in £* é compatta in o(E*, E') e si porta
un esempio di costruzione di uno spazio di Banach nel quale un insieme com-
patto ha una successione limitata che non ammette alcuna sottosuccessione

convergente.

Nell’ultimo capitolo vediamo che in spazi di Banach separabili e riflessi-
vi la compattezza é equivalente alla compattezza sequenziale. Il capitolo é
diviso in due sezioni principali: la prima riguardante gli spazi riflessivi, la
seconda gli spazi separabili. Si da inizialmente una caratterizzazione degli

spazi riflessivi a partire dalla compattezza della sfera unitaria in o (E*, E) e si



danno diverse caratterizzazioni della riflessivita di £ ed E*. Nella sezione se-
guente vediamo come le condizioni di separabilta di £* e di F sono necessarie
e sufficienti affinché le topologie o(E, E*) e o(E*, F) siano metrizzabili sulle
sfere unitarie. Queste condizioni permettono di provare il teorema centrale
del capitolo, che garantisce che in uno spazio di Banach separabile e riflessi-
vo ¢ possibile estrarre da ogni successione limitata in £ una sottosuccessione
convergente in o(F, E*). Si chiude mostrando che la condizione di uniforme

convessita implica la riflessivita.
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Capitolo 1

La topologia debole

1.1 La topologia meno fine associata ad una

famiglia di funzioni

Sia X un insieme, (Y;);c; una famiglia di spazi topologici. Sia poi (¢;)ier

una famiglia di applicazioni da X in Y}, cioé
v, X —Y, Viel (1.1)

Vogliamo costruire su X una topologia 7 che sia la pit “conveniente” possibile
(cioé quella costituita dal minor numero di aperti) e che renda continue le ;
Vi € 1. Mostreremo in seguito che c’é un unico modo per trovare la topologia
meno fine che renda continue un certo numero di applicazioni; denominiamo
questa come la topologia piu debole associata alla famiglia (p;);c;-

Consideriamo ora w; C Y; aperto, ovviamente dovremo richiedere che ¢; ' (w;)
sia un aperto di X. Al variare di w; nella famiglia degli aperti di Y; e al variare
di 7 in I otteniamo una famiglia di sottinsiemi di X che saranno necessaria-
mente aperti per la topologia 7: indichiamola con (Uy)xea. Questa famiglia
perd non € ancora una topologia, poiché non é necessariamente stabile per
Mfinita © PT Ugppitraria- Cerchiamo quindi una famiglia 7 di sottoinsiemi di

X con queste proprieta. Anzitutto consideriamo le intersezioni finite degli
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insiemi (Uy)xea; in questo modo otteniamo
¢:{ m Uy : Uy = o (w), wingaperti} (1.2)
finita
che contiene (Uy)xea ed ¢ stabile per [ ;,,,,- A questo punto prendiamo una
nuova famiglia, ottenuta dalle unioni arbitrarie degli elementi di ¢,

arbitraria

E chiaro che 7 ¢ stabile per | ma non é banale che sia stabile per

arbitraria

(finita: mostriamolo con il seguente lemma.

Lemma 1.1.1. Sia X un insieme, (Y;)ie; una famiglia di spazi topologici e
(pi)ier una famiglia di applicazioni definita come in (1.1). Allora la famiglia

7 definita come in (1.3) ¢ stabile per () ;;,it0-
Dimostrazione. Dobbiamo provare che se Ky € 7, Ky € 7 allora Ki1NK, € 7.

.y (m o <wij>) ,

i€lq jEJl

K= (ﬂ wil(wz’j)),

i€ly \jEJ2

Per definizione

con w;; C Y; aperto, Iy, I insiemi qualsiarsi e Ji, J, insiemi finiti di indici.
Abbiamo che

KNk, = (ﬂ (o (wij))) N Ko.

i€l \jeh

Usando le proprieta distributive dell’insiemistica otteniamo

KiNK;= U (ﬂ 801'_1(Wij)mK2>'

i€l \j€N
Riapplicando nuovamente
KiNK,; = U U (( ﬂ 90;1(%‘]‘)) A ( ﬂ 901‘_1(%‘]‘))> :
i€l i€ls JjeN jE€J2

Si pu6 concludere che K1 N Ky € 7. O
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Ricordiamo il concetto di base di intorni.

Definizione 1.1. Dato X spazio topologico, una base di intorni di x € X ¢
una famiglia di intorni per x tale che ogni altro intorno del punto contiene

un elemento della base.

Osservazione 1. Non é possibile invertire 'ordine delle operazioni nella co-
Quindi

abbiamo ottenuto gli aperti della topologia 7 considerando prima [ finita 41

struzione di 7 poiché non otterremmo la stabilitd per U, pimraria -

insiemi della forma ;' (w;) e poi |J di questi; inoltre questa costru-

arbitraria
zione € unica per quanto detto. Segue che Vx € X, otteniamo una base di

intorni di x per la topologia 7 considerando insiemi della forma

F={ m ¢; "(V;) : V; intorno di ¢;(z) in Y;}.
finita
Proposizione 1.1.2. Sia X un insieme, (Y;)icr una famiglia di spazi topo-
logici e (i)ier una famiglia di applicazioni definita come in (1.1). Sia poi

(Tn)nen una successione in X. Si ha che
Ty =T & iz, = pi(z) Viel

Dimostrazione. Se xz, — x allora p;(z,) — p;(z) Vi € I poiché le ¢; sono
continue.

Viceversa sia U intorno di x. Per 'osservazione 1 esiste J C [ finito tale che
U 2 Nies i (Vi), dove V; intorno di ¢;(x).

Poiché ¢;(x,) — ¢;(x) per ipotesi, allora

Posto N = max;c;N;, abbiamo che z, € U VYn > N. H

Proposizione 1.1.3. Sia X un insieme, (Y;)ier una famiglia di spazi topo-
logici e (p;)ier una famiglia di applicazioni definita come in (1.1). Sia poi Z
uno spazio topologico e sia Y : Z — X.

Y é continua & p; 0 Z — Y, e continua Vi € I.
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Dimostrazione. L’implicazione = é immediata.
Viceversa dato U aperto di X, proviamo che ¢»~}(U) ¢ un aperto in Z. Gra-
zie all’osservazione 1 sappiamo che U ¢ della forma U,,,4itraria () finita i (ws)

dove w; aperto di Y;. Si ha

)= | N et = | () (iow)  (w)

arbitraria finita arbitraria finita

Abbiamo che ¢~}(U) ¢ aperto di Z poiché p; o 1) ¢ continua. ]

1.2 La topologia o(FE, E¥)

Sia F spazio di Banach, consideriamo
E*={f]| f: E — R lineari e continue}.
Definiamo su E una topologia usando quanto visto nella sezione 1.1.

Definizione 1.2. La topologia debole o(FE, E*) su E ¢ la topologia meno

fine che rende continue tutte le applicazioni di E*.

Osservazione 2. Ogni f : E — R, f € E*, & continua per la topologia
forte (ovvero la topologia indotta da ||z||g). Si ha quindi che la topologia
debole & meno fine della topologia forte. Vedremo in seguito che le due
topologie coincidono se E ha dimensione finita, mentre in dimensione infinita

la topologia debole sara sempre strettamente meno fine.

Vediamo ora qualche semplice proprieta di questa topologia.
Proposizione 1.2.1. La topologia debole é di Hausdorff.

Dimostrazione. Siano x1,x9 € E, 11 # x9. Mostriamo che esistono O; e Oy
intorni aperti per la topologia debole o(E, E*) tali che 21 € Oy, x5 € O5 €
01 N Oy = (. Per la seconda forma geometrica del teorema di Hahn Banach
esiste un iperpiano di equazione f(x) = « che separa i punti x; e xs.

In altri termini, 3f € E*, Ja € R tali che

<f,SL’1> <a< <f,132>.
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Definiamo
O1=f{e € E: {f.2) <a} = f(~oc,a),

Oy ={x € E: (f,x) >a} = f ' a,+00).

Per costruzione O; e Oy sono aperti per o(E, E*); inoltre x; € Oy, x5 € O,
(§] 01 N 02 = @ O

Proposizione 1.2.2. Siazg € E, ¢ >0, k€ R e{f1,..., fx} C E*. Allora

l'insieme
V=V(zg, f1,..., frse) ={x € E: [(fi,xr —xp)| <e Vi=1,...,k}

e un intorno di xo per o(E, E*).

Inoltre
F(zo) ={V(zo, f1,..-, fr,€): €>0, keN, fi,...fr € E}
¢ una base di intorni di xo per o(E, E*).
Dimostrazione. Si ha che
reV & [(fiyx—xg)| <e Vi=1,... k.
Usando la linearita delle f; si ottiene che
[{(fi,x) — (fi,xo)| <€ Vi=1,... k.

Pertanto
fz(fL'()) —e< fz(l’) < fZ(ZE[)) +e Vi= 1, R k.

Ne segue che

fi(x) € |fi(xo) — €, filxo) + €[ Vi=1,...,k

e [ (1fi(wo) — € filwo) +€[) Vi=1,... k.
Infine

xemﬁ%mm%amm+4)
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Sappiamo che | f;(x¢) —¢€, fi(zo) + €[ & un intorno aperto di f;(x) in R, ogni f;
¢ continua per definizione di o(FE, E*), quindi f[l( |fi(zo) — €, fi(xo) + €] ) ¢
un aperto che contiene xy. Inoltre per definizione di topologia l'intersezione
finita di aperti é un aperto. Quindi V' é un aperto per la topologia debole
o(E, E*) che contiene x.

Mostriamo ora che F(xg) é una base. Sia U un intorno di z( per la topologia
debole o(F, E*). Per quanto detto nell’osservazione 1 esiste un aperto W
incluso in U contentente xo e della forma W = (1, I (w;), dove w; é
un intorno di fi(zo). Inoltre é possibile trovare un € > 0 tale che (fi(zo) —
€, fi(xo) +€) C w; Vi. Si ha quindi che xg € V. C W C U, dove V & un

elemento della base. O

Notazione 1. Se la successione (x,),en converge a x nella topologia debole
o(E, E*) scriveremo x, — .

Osservazione 3. Sia (z,)nen successione in E. Diciamo che z, — =z in
o(E, E*)

< VYVintorno Udizino(E,E*) 3n e N: Vn>7 x, € U.

< Dato U intorno di x, Ve > 0,Vf,..., fr e E*In e N:. Vn>n

Ty € fl-_l(]fi(a;) — ¢, fi(z) +6[) Vi=1,..., k.

& Ye>0,Yf1, ..., fr € E* fi(x,) € fi(x) —¢€ filx)+e] Vi=1,... k.

& VfeE* f(r,) — f(x), cioé (f,z,) = (f,x).

Proposizione 1.2.3. Vx € E si ha

||| = sup (T’ z).
(IT)I<1
TeE*

Dimostrazione. |(T,z)| = |T'(x)| < |T|[|z]] < ||=]| VI e E*, ||T| < 1.
Quindi passando al sup si mantiene la disuguaglianza
sup [(T,z)| < [|z]].

T]I<1
TeE*

Inoltre
sup [(T,z)| > (T,x) VT € B [T| <1

IT]<1
TeE*



1.2 La topologia o(E, E*)

Applicando la trasformazione T' = ||€_0||7 dove Ty : E — R ¢é lineare e tale che
| Toll = ||z||, To(z) = ||x||?, otteniamo
<T0,l’> TO
(T, x) = = llzll e |17 = ||| =
| ]|
Infine

sup [(T,z)| = ||=[|.

7]<1
TeE*
O
Proposizione 1.2.4. Vz € E il funzionale T, : E* — R definito da
T.(f)=(f.z) VfeE
¢ lineare, limitato e ||T,|| = ||=||.
Dimostrazione. Mostriamo la linearita
To(Af + pg) = (A + pg, ) = Xf. 2) + (g, x) = ATo(f) + pTa(9).
Infine la limitatezza
sup |T5(f)] = sup [(f,z) =[]
I1TI<1 I17]<1
TeE* TeE*
Si puo concludere infine che ||T,| = ||z|]. O

Proposizione 1.2.5. Sia (x,)neny una successione in E, allora valgono i

sequenti fatti:
(i) Se x, — x in norma, allora x,, — = debolmente in o(E, E*).

(i) Se x, — = debolmente in o(E, E*), allora (x,)nen € limitata e

|z|| < lminf ||z,||.
n—oo

(iii) Se x, — x debolmente in o(E,E*) e f, — f in norma, allora

<fn7xn> - <.fa {L'> — 0.
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Dimostrazione. (i) Per Posservazione 3 ¢ sufficiente mostrare che

(i)

(iii)

(f,xn) = (f,2) >0 Vfe€E"
Pertanto

[(frzn) = (fs o) = [(fr o0 — )] < | fullllzn — ]| =0
poiché f ¢ limitata e ||z, — z|| — 0 per ipotesi.
Dall’osservazione 3 sappiamo che

T, =~ xzino(E, E*) = (f,z,) — (f,x) =0 VYfeFE"

Inoltre grazie alla proposizione 1.2.4 37T, : E* — R limitata, ||}, || =

||x,|| e tale che
L, (f) = (f, n)-

Allora [T, (f)| = |(f, #n)]| e la successione ((f,zy)),cy ¢ limitata, cioé
P, [T ()] < +00 Y € B

Per il teorema di uniforme limitatezza si ha che sup,,cy ||7%, || < +oo.
Da ||T,,.|| = ||zal possiamo dedwrre che sup,cy||zn| < +oo, cioé
(Tp)nen € limitata.

Inoltre
[(Frza)l < A fllllznll < llznll Ve B, |IFI <1
Passando al lim inf per n — oo viene
|{(f, )| <liminf ||z,
n—00

A questo punto passando al sup e usando la proposizione 1.2.3 possiamo
concludere che

|z|| < liminf ||z,]||.
n—oo
Si ha che

(frszn) = (f,2) = (fu — f,2) + (fu, 20 — 7).
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Risulta
<f7 Ly — ‘/L‘> — 0

per 'osservazione 3 e

[(fn = i) < [ fo = fllllznll =0

poiché z,, ¢ limitata e || f,, — f|| — 0 per ipotesi.
[

Proposizione 1.2.6. Se E ha dimensione finita, la topologia debole o(E, E*)
e la topologia forte coincidono. In particolare (x,)nen converge debolmente

se e solo se (T,)nen converge in norma.

Dimostrazione. Grazie all’osservazione 2 sappiamo che in generale la topo-
logia debole & meno fine della topologia forte, quindi ogni aperto debole
necessariamente sara un aperto forte. E sufficiente mostrare che un aperto
forte & anche un aperto debole.

Sia x¢ € F, sia U intorno di xg per la topologia forte. Dobbiamo trovare un
intorno V' di xy per la topologia debole o(FE, E*) tale che V C U. Fissiamo
r > 0 in modo che B(xgy,r) C U.

Poich¢ E ha dimensione finita possiamo scegliere una base ey, ..., e, di E,
con |le;|| =1 Vi. Allora ogni x € E si pu6 rappresentare come combinazione
lineare degli elementi della base, cioé¢ z = Y"1 | z;e;.

Inoltre le applicazioni f; : E — R con f;(z) = x; sono lineari, continue e
|| il < 1. Quindi I'insieme

V={xeE: [(fiyx—xy)| <e Vi=1,...,n}

é un aperto, dove € > ( verra fissato in seguito. Segue che

n n n
E Iiez—g Zo, 6| < E |2 —o,
i—1 i—1 i=1

A questo punto mi ¢ sufficiente scegliere € = - per concludere. ]

[—=ol| =

= Z|<fi,x—x0>\ <ne VreV.
i=1
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Osservazione 4. Gli aperti (rispettivamente i chiusi) della topologia debo-
le sono anche gli aperti (rispettivamente i chiusi) della topologia forte. In

dimensione infinita il viceversa é falso, vediamone alcuni controesempi.

Esempio 1. Verifichiamo che

S={fel’R): [f]

Lp = 1}

non ¢ chiuso in o (£, E*).

Sia f € Cg° tale che ||f|.» = 1. Prendiamo poi la successione (f,)nen
definita da f,(z) = f(x —n) Vo € R, ¥n € N. Ovviamente segue che
|fullzr =1 Vn e Ne f(x —n) — 0 puntualmente ed in modo dominato.
Inoltre fsupp@ fap — 0 VYoeCy= f, — 0 debolmente in LP.

Quindi si ottiene che f,, € S Vn € N ma S non ¢ chiuso nella topologia
o(E, E*) poiché 0 € S.

Esempio 2. Piu in generale mostriamo che 'affermazione dell’esempio 1 ¢
valida in ogni spazio di Banach di dimensione infinita.

Consideriamo

S={xecFE: ||z| =1}
e mostriamo che non é un chiuso per la topologia debole, anzi

E,E*

57D _tr e B 2| < 1) = By

Sia zy € E, ||xo|| < 1. Mostriamo che xg é un punto di chiusura di S. In
altre parole, se prendiamo V' intorno arbitrario di z¢ in o(E, E*) dobbiamo

provare che VNS # (. Senza ledere di generalitd possiamo supporre che
dk e N, de > 0, f,,..., fr € £* tali che

V={zeFE: [(fijr—x)|<e Vi=1,...,k}.

Consideriamo yy € F, yo # 0 tale che (f;,y0) =0 Vi = 1,..., k. Notiamo
che un yo che abbia queste proprieta esiste. Se per assurdo non esistesse, la
mappa

0: E— RF

Tr — (<fi,$>)1§¢§k:
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sarebbe iniettiva, e quindi ci sarebbe un isomorfismo tra E e (F). Ma cio
¢ assurdo poiché ¢(FE) ha dimensione finita, quindi necessariamente anche E
dovrebbe avere dimensione finita.

Prendiamo ora la funzione ¢(t) = ||zo+tyo|| continua su [0, +00) con g(0) < 1
e lim; o, g(t) = +00. Per la continuita 3ty > 0 tale che g(to) = ||xo+toyol| =

1. Banalmente xg + toyg € S, mostriamo che zy + toyo € V. Viene

[(fi, 0 + toyo — 330>| = ‘<fi7t0?/0>| = t0’<.fi>y0>’ =0.

= Ve>0 |<f1,t0y0>‘ < €.

= x0+tyo €SNV, = SNV #£0.

o(E,E*)

A questo punto per concludere che S ( = Bpg ¢ sufficiente mostrare che

Bpg ¢ chiuso per la topologia debole. In effetti

Bp= () {ze€E: [(f)| <1}
{ﬁ@

é un intersezione arbitraria di insiemi debolmente chiusi e quindi & un chiuso
per la topologia debole.
Esempio 3. Se E é uno spazio di Banach di dimensione infinita, allora
I'insieme

U={zeFE: ||z|]| <1}
non ¢ aperto per la topologia debole. Supponiamo per assurdo che U sia

aperto debole, allora UY = {z € E: ||z| > 1} & un chiuso debole, ma
focE: o <Bn{zeB: o] 21} ={reE: o =1}

non ¢ un chiuso debole per quanto mostrato nell’esempio 2, quindi siamo

giunti ad un assurdo.
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Capitolo 2

La topologia debole *

2.1 La topologia o(E*, F)

Vogliamo ora provare a costruire, similmente a quanto fatto su E, una
topologia su E*. Per analogia possiamo ottenere la topologia forte associa-
ta alla norma di E* e la topologia o(E*, E**). Inoltre ¢ possibile costruir-
ne una terza, detta topologia debole * e denotata con o(E*, E). Per farlo

consideriamo, Vx € E| le seguenti applicazioni:
T,: E* — R
fr—{f, ).

Al variare di x in E otteniamo una famiglia (7} ).cp di applicazioni da E* in
R.

Se definiamo

(2.1)

J:E— E*
z+— T,

si ha chiaramente che J(E) = (T}).ck.

Definizione 2.1. La topologia debole * ¢ la topologia meno fine su E* che

rende continue le applicazioni (7;),cp definite come in (2.1).

Osservazione 5. I chiaro che se in E** le applicazioni T, hanno tutte la

forma descritta in (2.1) allora la topologia o(E*, E') coincide con o(E*, E**).

13
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In generale pero o(E*, E) é strettamente meno fine di o(E*, E**) poiché deve

rendere continue meno applicazioni.

Osservazione 6. La ricerca di topologie con il minor numero possibile di aperti
¢ giustificata dal fatto che una topologia con meno aperti ha pit compatti.
Nel corso di questo capitolo, in effetti, mostreremo alcuni importanti risultati
sulla compattezza, come ad esempio il fatto che la sfera unitaria Bg- in E*

non ¢ compatta con la topologia forte ma lo ¢ con la topologia debole *.

Proposizione 2.1.1. La topologia debole * ¢ di Hausdorff.

Dimostrazione. Siano f1, fo € E* tali che f; # f;. Allora necessariamente
Jx € E tale che (f1,z) # (fo, x).

Assumiamo che (f1,z) < (fa, x) e scegliamo « tale che
(fi,2) <a < (f2 ).
A questo punto é sufficiente scegliere
O1={feE": (fz) <a} =T, (-00,0),

Oy ={fcE": (f,x) >a} =T, (o, +0).

Per costruzione O; e Oy sono aperti di o(E*, E); inoltre f; € Oy, fo € Oy e
01N Oy = 0. o

Proposizione 2.1.2. Sia fo € E*, ¢ >0, k€ N e {z1,..., 2} C E. Allora

[insieme
V=V(fo,x1,...,xn¢) ={f e E": {f—fox)|<e Vi=1,...k}
¢ un intorno di fy nella topologia o(E*, E). Inoltre
F(fo) ={V(fo,x1,...,2,€): KEN, z1,...,2p, € E, € >0}

¢ una base di intorni di fo per o(E*, E).
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Dimostrazione. Si ha che
fev e |[(f—fox)) <e Vi=1,... k.
Usando la linearita di f e fy si ha
|(f,zi) — (fo,zi)| <€ Vi=1,... k.
Per definizione di T,
1o, (f) = Tey(fo)l <€ Vi=1,.. k.

Pertanto
T%(fo) —e< sz(f) < sz(fo) +€e Vi= 1,.. .,k’.

Ne segue che

T, (f) € Th,(fo) — € Ty, (fo) +€| Vi=1,...,k

fe T (1T, (fo) — € To(fo) +€[) Vi=1,... k.

Concludendo si ha
k
f S ﬂTa;l< ]sz(fo) - EaTﬂ?i(fO) + E[ )
i=1

Dal fatto che |T,.(fo) —¢€, Ty, (fo)+€[ & un intorno aperto di 7,,,(fo) in Re T}, ¢
continua per definizione di o(E*, E) segue che T, (|15, (fo) —€, Ty, (fo)+el ) ¢
un aperto che contiene fy, Vi = 1,..., k. Inoltre per definizione di topologia
I'intersezione finita di aperti ¢ un aperto. Quindi V ¢ un aperto per la
topologia debole * che contiene f;.

Mostriamo ora che F(fy) ¢ una base. Consideriamo U intorno qualsiarsi di
fo per o(E*, E). Per quanto visto nell’osservazione 1 abbiamo che esiste
un aperto W incluso in U contenente fy della forma W = (1.0 Tr;' (wi),
dove w; ¢ un intorno di 7y, (fy). Inoltre é possibile trovare un € > 0 tale che
(T, (fo) — €, Ty, (fo) + €) C w; Vi. Si ha quindi che fo € V.CW C U, dove V

¢ un elemento della base. O]
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Notazione 2. Se una successione (f,)nen in E* converge a f nella topologia
debole * scriveremo f, = f.

Osservazione 7. Sia (f,)neny una successione in E*. Diciamo che f, A fin
o(E* F)

< Vintorno U di fino(E*,E)3neN: Yn>n f, €U.

< Dato U intorno di f, Ve > 0,Vxy,..., 2, € E neN: Vn>n

fo € TH(]T0(f) — € Toi(f) + €[ ) Vi=1,... k.

S Ve>0,Voy,...,oy € E Ty (fn) € |10, (f)—€ Tu(f)+e[ Vi=1,... k.
& VYee E T.(f,) = T.(f), cioé (f,,z) = (f,x).

Notiamo quindi che la topologia debole * ¢ la topologia della convergenza

puntuale della successione (f,,)nen-

Proposizione 2.1.3. Sia (f,)nen una successione in E*, allora valgono i

sequenti fatti:
(i) Se fn — f in norma, allora f, — f in o(E*, E**).
Inoltre se f, — f in o(E*, E*), allora f, — f in o(E*, E).
(ii) Se f, = f in o(E*, E), allora f, ¢ limitata e
1] < lminf [[f,].
n—oo
(iii) Se fo = f in o(E*, E) e x, — x in norma, allora
<fnaxn> - <f7 :E) — 0.

Dimostrazione. (i) Grazie all’osservazione 7 abbiamo che é sufficiente mo-

strare che
<Tx7 fn> - <Tazaf> — 0

Si conclude direttamente con

grazie alla limitatezza di T}, e al fatto che || f,, — f|| — 0 per ipotesi.
Mostriamo ora il secondo fatto. Grazie all’osservazione 7 basta provare

che

(fn,z) = (f,x) o equivalentemente (T, f,) — (T., f).
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(ii

(iii)

Ma cio segue direttamente dalla definizione di o(E*, E**).

Dall’osservazione 7 si ha che

fo = = fu2) = (fL2).

Inoltre grazie alla proposizione 1.2.4 Elffn : B — R limitata, Hffn | =
|| f|| e tale che

Tfn (Ta:) = <Tx> fn>

Allora | Ty, (T,)| = |(fn, )] € la successione ({fn,2))nen ¢ limitata, cioé

SUD,en |van (T:)| < 400 Vz € E.

Per il teorema di uniforme limitatezza segue che sup, o || T}, || < +oc.

Dal fatto che ||ffn|| = || full si ha che f, ¢ limitata.
Inoltre
()| < W fullllzll < M full Vo€ B, o] < 1.

Passando al liminf per n — +o00 si ottiene
< lim1 .
[{f,2)] < lim inf | f,
Passando al sup e usando la proposizione 1.2.3 possiamo concludere che
11 < liminf || £,]].
n—-+00
Si ha che

(frszn) = (f,2) = (fosTn — ) + (fu — [, 2)

Risulta
(fo—f,z) =0

per l'osservazione 7 e

| (st = )] < [ fullllzn — 2f] =0

poiché f, é limitata e ||z, — z|| — O per ipotesi.
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Osservazione 8. Quando F ha dimensione finita, le topologie o(E*, E*),

o(E*, E) e la topologia forte coincidono.

Ora vediamo un primo importante risultato di compattezza nella topolo-

gia appena definita.

Teorema 2.1.4 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). La sfera

B ={f € E": [|fl <1}

¢ compatta per o(E*, F).

Dimostrazione. Consideriamo il prodotto cartesiano Y = RF = {w |w : £ — R},

dove w = (wy)zep con w, € R.
Muniamo Y della topologia prodotto, ovvero la topologia meno fine che al
variare di z in F rende continue tutte le mappe
pe Y — R
(2.2)
W — Wy

e mostriamo che questa é equivalente alla topologia della convergenza pun-
tuale.
Troviamo anzitutto com’é fatto il sistema fondamentale di intorni. Dato
w €Y abbiamo che | p,,(w) — €, ps, (W) + € [ & un intorno aperto di p,,(w) in
RVi=1,... k. Segue che p_'(]py,(w)—€ py,(w)+e€[) ¢ un intorno aperto
di win Y (per la continuita delle p,, Vi =1,... k).
= we N, P! (] Poi(w) — €,pp(w) + € [ ) ¢ un sistema fondamentale di
intorni per w in Y.
Diciamo che w, — w su Y rispetto alla topologia prodotto
< YU intorno di wy, Voi,..., 2, In >N w, € U.
SVe>0 ImeN: Vn>7 w, € N 05 ( 1pe (W) — €,pn (W) + ¢ ).
SVe>0,MEN: Vn>7 po(wn) € Ny [P (W) — € pay (W) + €] .
&Ve>0, ImeN: Vn>n p,,(wn) € |pe,(W)—€,ps, (W) +€[ Vai,...,24 €
E.
sVreE py(w,) = pe(w), cioé w,(z) = w(z) Vi
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Consideriamo poi E* munito della topologia debole * o( E*, E'), abbiamo mo-
strato che nell’osservazione 7 che cio equivale alla topologia della convergenza
puntuale. Possiamo concludere che le due topologie sono equivalenti, poiché
anche la topologia prodotto é la topologia della convergenza puntuale.
Ricordando che le applicazioni in £* sono delle particolari applicazioni da
in R (cioé sono lineari e continue), si ha che E* C Y.

Prendiamo ora l'iniezione canonica
¢ E —Y
fr— (We)zer
con w, = (f,x). Mostriamo che ¢ ¢ continua.
Sia z € F fissato, per definizione di o(E*, E') la mappa
pzo¢: EF— R
fr—=(0(f))e = (f,2)

é continua. A questo punto la continuitd di ¢ viene direttamente dalla pro-

posizione 1.1.3.

Anche la mappa inversa
67 O(E) — B
wr— ¢~ (W),

dove ¢(E*) ¢ munito della topologia indotta da Y, é continua.

E sufficiente mostrare che, fissato z, la mappa

(peo@)og ' ¢(F) — R
wr— (p7H(w), )
¢ continua. In effetti w = ¢(f) per qualche f € E*, quindi (¢~ (w),z) =
(f,x) = w, e le mappe definite come in (2.2) sono continue poiché su Y
abbiamo la topologia prodotto. Si conclude, analogamente a prima, con la
proposizione 1.1.3.

In definitiva ¢ ¢ un omeomorfismo da E* in ¢(E*).
Sia K = ¢(Bg-+), dove

K = {w €Y i |wy| < |zl|, wetwy = wepy, wWrg =Awy VAER Vz,y € E}
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Per poter concludere é sufficiente mostrare che K é compatto, poiché un
omeomorfismo manda compatti in compatti.

Osserviamo che ¢é possibile scrivere K = K; N K,, dove
Ki={weY: |w| <|z| VzeE}, (2.3)

K, = {w €Y i |w,| < 7], wetwy = Waty, Wre = Awy, YA ER,Vz,y € E}
(2.4)

La (2.3) si puo scrivere in modo equivalente
Ky =TT I=llll, 1] (2.5)
el

e applicando il teorema di Tychonoff alla (2.5) abbiamo che K; é compatto.

La (2.4) si puo scrivere

KQ = ﬂ Ax,y N ﬂ B)\,LE )
T, yel zel
AeR

dove

Apy={weY rwppy —wy —w, =0},
By, ={weY 1wy, — A\w, =0}.

Ay e By, sono entrambi chiusi in Y, e cio segue dalla continuita delle
applicazioni w — Wy, — Wy — Wy € W — Wyy — Aw,. Di conseguenza K é
chiuso.

Si puo concludere che K ¢ compatto, poiché ¢ intersezione di un chiuso e di

un compatto. [

Corollario 2.1.5. La sfera
Bpe ={T € E*™ . |T|| < 1}

¢ compaltta nella topologia o(E**, E*).

Ricordiamo ora le equivalenze per la compattezza negli spazi metrici.
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Teorema 2.1.6. Se X ¢ uno spazio metrico sono equivalenti:

1. X é sequenzialmente compatto, cioé da ogni successione in X st puo

estrarre una sottosuccessione convergente.

2. X é compatto, cioe da ogni ricoprimento di X si puo estrarre un sotto-

ricoprimento finito.
3. X & completo e totalmente limitato.

Osservazione 9. 1l problema della non metrizzabilita della topologia debole
(che studieremo in modo pin approfondito nel prossimo capitolo) esprime
un’impossibilita nell’utilizzo dei concetti di compatezza per spazi metrici in
ambito topologico. Come conseguenza diretta di questo fatto abbiamo, ad
esempio, il fatto che é possibile trovare uno spazio topologico compatto E e
una successione in F che non ammette alcuna sottosuccessione convergente.
Viceversa se E ¢ uno spazio topologico tale che ogni successione ammette

una sottosuccessione convergente questo non implica che F sia compatto.

FEsempio 4. Vogliamo costruire uno spazio di Banach E ed una successione
(Yn)nen in X = Bp« (che é compatto in o(FE*, E) grazie al teorema 2.1.4)
che non ammetta alcuna sottosuccessione convergente in o(E*, E).

Sia

E=1(*={z:N— R:sup|z,| <c},
neN

mostriamo che ||z||oc = sup,cy |7,| ¢ una norma, dove r = (z,)nen, € che

tale norma rende E uno spazio di Banach. Infatti:
¢ |||l > 0 per definizione.
o |[z]|oc =0 & sup,en|2n]| =0 & |2, =0Vn & z=0.
o [[Azlloc = suppen = [Azn| = |Alsup, ey [zn] = [M[[z]loc VA € R.

o |2 4+ Yllow = SUPen |Tn + Yn| < SUp ey [@n] + yn| < sSUpey |Ta] +
SUPpen |Ynl = [12]loo + 1Yl oo-
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Ci rimane da provare che E é completo rispetto alla norma considerata.

Consideriamo la successione di Cauchy (2%)ren con 2% € E Vk, cioé
Ve> 03k €N: Yk h >k |[la"— 2" <e

Per le proprieta del sup segue che

k

P — 2P| < ||z — 2| < €

Si ha che (2%)iey ¢ di Cauchy in R e quindi & convergente. In altri termini
Jdz € E tale che 2% — a.

Dalla condizione di Cauchy in R passando al sup si ottiene
Ve>03k>0: VE> ke ||2* — 2] <

Se (2%)ren successione in E, ¥ — x in norma oo allora z ¢ limitata (cio¢
x € E) , poiché convergenza uniforme conserva la limitatezza.

Consideriamo ora ¢, : E — R tale che

¢h<(xk>keN) = Thp-

In tal caso si ha

‘wh((xk)keN)‘ = |zp| < sup |oi| = ||7]| -
keN
Segue che
[¢hnll = ‘ Slup Wh((%)keN)’ <7l <1
T||oo <1
Inoltre
0 sek#h
[onll = sup  |[Un((zi)ren)| = |za] =1 se pongo x; =
2]l <1 1 sek=h.
Possiamo concludere quindi che ||¢y,|| = 1.

Inoltre 1)y, é lineare e cio segue dal fatto che V(zx)ren, (Yr)ren € E e VA € R

si ha

Un (2 ren+ Wi )ken) = Un ((@rtyr)ken) = 2ntyn = U ((@k)ken) +9n (Y ken) ,
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Un(Maw)ken) = Un((Azi)ken) = Azn = My (@) ken).-

Abbiamo quindi ¢, € E* e ||| = 1, vogliamo mostrare che (¢p,)neny non
ammette sottosuccessioni convergenti in o(E*, E'). Supponiamo per assurdo
che esista (1, ) jen sottosuccessione di (¢ )nen tale che ¢y, = 1 in o(E*, E).

In altri termini

(Un,,2) = (Y,2) Ve e E e (Yp,,x)=xp,. (2.6)

Grazie a (2.6) ¢ sufficiente scegliere  tale che (z,);en non converge.

Se prendiamo

si ottiene v, (x) = x5, = (—1)7 che non & una sottosuccessione convergente.

Osservazione 10. La scelta dello spazio £*° nell’esempio 4 non é casuale. In
effetti abbiamo preso uno spazio non riflessivo e non separabile poiché, come
vedremo in modo piu approfondito nel prossimo capitolo, queste condizioni

sotto delle specifiche ipotesi inducono la metrizzabilita sulle sfere unitarie.
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Capitolo 3

Spazi riflessivi e spazi separabili

3.1 Spazi riflessivi

Per definire il concetto di riflessivita, ovvero la relazione che intercorre

tra I spazio di Banach e il suo biduale, ricordiamo che

3J:E— E*

z+— T,

con T, definito come in (2.1). Segue direttamente, usando quanto visto nella

proposizione 1.2.4, che ||J(x)|| g~ = ||z| &

Osserviamo anzitutto che J ¢ iniettiva, in effetti: ||z —y||g = || J(x—y)|
|J(z) — J(y)||g. Pertanto se x # y allora J(z) # J(y).

Quindi, in generale, E** contiene una “copia” di E, ma non é affatto detto

Exx =

che J(E) = E**. Se accade questo, in altri termini se J & suriettiva, diciamo
che lo spazio E é riflessivo.
Se E é riflessivo 'applicazione J é un isomorfismo: diremo quindi che E ¢

identificato con E**, in simboli £ = E**.

Lemma 3.1.1 (Helly). Sia E spazio di Banach, siano poi fi,..., fr € E* e
Y,V € R. Sono equivalenti:

(i) Ve >0, Jx. € E tale che ||z ||p <1 el|(fi,ze)—vi| <e Vi=1,... k.

25
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(ii) | S0, Brvil < | 58, Bifi]

Dimostrazione. (i) = (ii) Fissiamo fy,...,0r € Resia § = Zle |Bi]. Da

(), moltiplicando per f3; e sommando in i a destra e sinistra otteniamo

E* vﬁl,'-.,ﬁkGR.

k k
| ZBi(fi;xe> - Zﬁz‘%‘ <e€S.
i=1 i=1

Ve > 0 segue che

k k k
| Z@'%‘ <l Zﬁifi‘ oe|lze|| g +eS < | Zﬁz]ﬂ g T €S
i=1 i=1 i=1
k k
= }Z@iﬂ < Zﬁz‘fi| o
i=1 i=1
(i) = (i) Sia v = (745,72, - - -, &) € R¥, consideriamo I’applicazione

(. E— RF
z— ((fi,2),.- ., {fr, 7))

La proprieta (i) < v € {(Bg).

Supponiamo per assurdo che v ¢ ¢(Bg). In tal caso, poiché siamo in di-
mensione finita, la sfera ¢ convessa e {7} e ¢(Bg) possono essere separati
strettamente da un iperpiano in R*, cioé¢ 38 = (B1,...,5r) € RF e a € R tali
che

g-lxr)<a<f-v Vre Bg.
Segue che
k k
<Z Bifi,x) <a< Zﬁi% Va € B,
i=1

i=1

da cui passando al sup

k k
sup ’<Zﬂifi>$>’ =l Zﬁifi\
i=1

H$||E§1 i=1

k
<a< Zﬁl%
i=1

Osserviamo che questo contraddice (7i), quindi v € ¢(Bg). O
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Lemma 3.1.2 (Goldstine). Sia E spazio di Banach, allora J(Bg) & denso in
Bpg« rispetto alla topologia o(E**, E*) e quindi anche J(FE) é denso in E**
rispetto alla topologia o(E**, E*).

Dimostrazione. Sia & € Bg« e sia V un intorno di € nella topologia o(E**, E*),
mostriamo che V N J(Bg) # 0. Possiamo assumere che 3k € N, Je >
0, Af1,..., fr € E* tali che

V={neE”" |(n-§,f)<e VYi=1,...,k}.

Si vuole mostrare che esiste almeno un = € Bg tale che J(z) € V, cioé tale

che valga
|(fi,x) — (&, f)l <e Vi=1,... k.
Poniamo v; = (&, f;). Grazie al lemma 3.1.1 ¢é sufficiente mostrare che

k k
\Zﬁm} < HZ@-L—}

Si ha, V¢ tale che ||£]| < 1, che

E*’

E*°

k
o <D B
=1

]

k k k k
’Zﬁi%“ = ‘Z/Bi<£a fol = |<§7Zﬁifi>| < 1€l o Zﬁifi}
=1 =1 =1 =1

Teorema 3.1.3 (Kakutani). Sia E spazio di Banach. Allora
E ¢ riflessivo <& Bp={x € E : ||z|| <1} é compatto in o(E, E™).

Dimostrazione. = Supponiamo E riflessivo, quindi J(Bg) = Bgs«. Grazie al
corollario 2.1.5 8i ha che B+« é compatto in o(E**, E*). Per concludere ¢ suf-
ficiente mostrare che J~! & continua da E** munito della topologia o(E**, E*)

in F munito della topologia o(E, E*). Fissato f € E*, se 'applicazione

foJ':E* —R
& (f, 1))
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¢ continua su E** con o(E**, E*), poi si otterra il risultato grazie alla propo-
sizione 1.1.3.

Si ha che (f, J71(&)) = (f,z) = (£, f) e la mappa & — (£, f) ¢ continua su
E** munito di o(E**, E*).

Segue che J~! ¢ continua, quindi Bg ¢ compatto in E munito di o(E, E*).
Concludiamo con I'implicazione <.

L’iniezione canonica J : E — E*™* ¢é continua, con £ munito di o(E, E*)
ed E** munito di o(E**, E*). Cid segue direttamente dal fatto che, fissato
f € E*, la mappa = — (J(x), f) = (f, x) & continua rispetto alla topologia
o(E, E*). Inoltre, per ipotesi, Bg é compatta in o(E, E*); dalla continuita di
J segue che J(Bpg) é compatta in E** in particolare é chiusa in E** rispetto
alla topologia o(E*™*, E*).

Grazie al lemma 3.1.2 si ha che J(Bg) é denso in Bp« nella topologia
o(E*, E*). Dai fatti precedenti si ottiene che J(Bg) = Bp« e quindi che
J(E) = B, O

Osservazione 11. J(Bg) é chiuso in By« nella topologia forte. Inoltre J(Bg)
¢ denso in E** nella topologia o(E*™*, E*) ma non nella topologia forte.

In effetti se (&,)neny € una successione di Cauchy in Bp.« tale che &, =
J(x,) — & allora, usando il fatto che J é un isometria, si ha che (z,)nen
¢ di Cauchy in Bg, cioé x,, — x e £ = J(z). Supponiamo per assurdo che
J(Bg) sia denso in Bgs«; dal fatto che é chiuso si ottiene che J(Bg) = Bp«,

cioé F é riflessivo. Ma cio é ovviamente assurdo.

Proposizione 3.1.4. Sia E spazio di Banach riflessivo, sia M C E un

sottospazio lineare chiuso; allora M ¢ riflessivo.

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che su M possiamo trovare due diverse
topologie: la topologia indotta da o(E, E*) oppure la topologia o(M, M*).
In realta le due topologie coincidono: questo fatto ¢ conseguenza diretta del
teorema di Hahn Banach, secondo cui ogni funzionale lineare continuo su M
¢ la restrizione a M di un funzionale lineare continuo definito su E.

Grazie al teorema 3.1.3 basta provare che By, é compatto in o(M, M*), o
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equivalentemente in o(F, E*). Per ipotesi Bg ¢ compatto in o(FE, E*) e M
¢ banalmente chiuso in o(E, E*) (poiché ¢ lineare). Si conclude quindi che
By € compatto in o(E, E*). O

Corollario 3.1.5. Sia E spazio di Banach. Si ha che
E ¢ riflessivo < E* ¢ riflessivo.

Dimostrazione. = Dobbiamo provare che se £ = E** allora E* = E***,

Sia J l'isomorfismo canonico da E in E** prendiamo ¢ € E***. La mappa

f:EFE—R
(3.1)
x— (p, Jz)

¢ un funzionale lineare continuo su F. Linearita e continuita seguono dal

fatto che e J sono lineari e continue. Quindi f € E* e percio si ha

(o, Jz) = (f,z) (3.2)
e per definizione di J
(J, fy = (f,z) Vxe€E. (3.3)

Da (3.2) e (3.3) risulta
{, Jx) = (Jz, f).

Dalla suriettivita di J si ottiene che

(p,8) = (&, f) VEe E™,

cio¢ J' : B* — E** ¢ suriettiva.

< In modo analogo a quanto appena mostrato si mostra che E** é riflessivo.
Inoltre grazie all’osservazione 11 J(E) é un sottospazio chiuso di E** per la
topologia forte, quindi grazie alla proposizione 3.1.4 possiamo concludere che

J(E) é riflessivo. Segue che E ¢ riflessivo. O
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3.2 Spazi separabili

Definizione 3.1. Uno spazio metrico F é separabile se 3D C E numerabile
tale che D = E.

Proposizione 3.2.1. Sia E uno spazio metrico separabile e F' C E un

sottoinsieme qualsiarsi. Allora F' ¢ separabile.

Dimostrazione. Sia (u,)neny un sottoinsieme numerabile denso di E (esiste
per l'ipotesi di separabilita su E). Sia poi (7, )men una successione di numeri
positivi tali che r,, — 0; a questo punto ¢é sufficiente scegliere infiniti punti

Ampn € B(uy,rm) N F. L'insieme (a5 )n men € numerabile e denso in F. [

Teorema 3.2.2. Sia E spazio di Banach tale che E* ¢ separabile, allora E

e separabile.

Dimostrazione. Sia (f,)nen un sottoinsieme numerabile e denso in E*.
Sappiamo che

1fall = sup (fu, ).
€E

€T
llz)<1

Da cio segue che ¢ possibile trovare almeno un z, € E tale che ||z,]| =1 e
s = Ll

Sia Ly lo spazio vettoriale su QQ generato da (x,),en. Lo contiene tutte e sole
le combinazioni lineari finite a coefficienti in Q degli elementi (z,,),en.
Consideriamo poi, Vn € N, lo spazio vettoriale su Q generato da (xy)i1<g<n €
denotiamolo con A,,. Inoltre Ly = U,ecnA, € quindi é numerabile.

Infine denotiamo con L lo spazio vettoriale su R generato da (x,)nen.

Si ha che Ly é un sottoinsieme numerabile denso di L. A questo punto basta
mostrare che L é un sottospazio denso di F; da cio, infatti, segue direttamente
che Lg é un sottoinsieme numerabile denso di E e quindi E é separabile.
Sia f € E* tale che f|, = 0. Applicando un corollario di Hahn Banach ci
basta provare che f = 0.

Usando I'ipotesi di separabilita abbiamo che Ve > 03N € N: ||f — fy] <e.
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Inoltre da (f, zx) = 0 segue che

%HfNH <{fx,on) = (v — fran) < |fx = fllllonll = 1 fx = fll < e

slfvll <e

Ifn = fll <e

AP < ILF = Sl + I x ] < 3e Ve > 0.

Usando

otteniamo

= f=0.

Corollario 3.2.3. Sia E spazio di Banach. Allora
E ¢ riflessivo e separabile < E* ¢ riflessivo e separabile.

Dimostrazione. Grazie al teorema 3.2.2 e al corollario 3.1.5 possiamo dire
che

E* riflessivo e separabile = F riflessivo e separabile.

Per il viceversa usando nuovamente il corollario 3.1.5 abbiamo
E riflessivo = E* riflessivo.
Per ipotesi E** = J(E) e questo implica che
E separabile = E™* separabile.

Si conclude con il teorema 3.2.2 che E* é separabile. O

Definizione 3.2. Dato X spazio topologico diciamo che X é metrizzabile se

esiste una metrica che induce la topologia di X.

Vediamo ora come le proprieta di separabilita e metrizzabilita sono stret-

tamente collegate tra loro.

Teorema 3.2.4. Sia E spazio di Banach, si ha che

E ¢ separabile < Bp« é metrizzabile nella topologia debole o(E*, ).
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Dimostrazione. = Sia (x,)nen un sottoinsieme numerabile denso di Bp.
Vf € E* definiamo [f] = Y00, &= |(f, 1,)]. Mostriamo che [ ] ¢ una norma

n=1 2n
su B*:

e [f] >0 é ovvio.

[f1=0 & 20l ml{fiza)l =0 & [(f,z) =0 Yn & (f,2.) =
0 Vn & f=0.

o M1 =2000 w M) = 2000 o ML @) = [N 000 ael(fo zn)| =
AILS]-
hd [f"‘g] _Z;.zo12ln|<f+g7xn> Zle Ln|<f7xn>+<g7xn>’ <

~ —

< 2ot ([f zn)| + g, 2

Inoltre [f] < ||f]], infatti

=3t < Z £l < Z—an ~ 11 (=

Sia poi d(f,g) = [f — ¢] la distanza indotta dalla norma.

—1) — I/

Vogliamo mostrare che la topologia indotta da d su Bg- ¢ uguale a o(E*, E).
Sia fo € Bg+ e V un intorno di fp in o(E*, E'). Dobbiamo provare che 3r > 0
tale che

U={f€Bp:d(f fo) <r}cV,
dove

V=A{feBp:[{f—foy)l <€ Vi=1,.. k}

cone>0eyy,...,yp € .
Senza ledere di generalita possiamo scegliere |ly;|| <1 Vi=1,..., k. Dalla

densita di (z,)nen in B si ha che

Vidn, €N: |y — 2| <

Scegliamo poi 7 in modo tale che 2"r < & Vi =1,... k. Per questa scelta
di r, se f € U, abbiamo

Af fo) <7 = ol = forn)

<r Vi=1,... k.
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Segue che

< |<f_f07yz_$nz> |<f_f07xnl>

<f = follllyi — an, || + 2" < 2+§: Vi=1,...,k,

quindi f € V.
Sia fy € Bg«. Dato r > 0, dobbiamo mostrare che 3V intorno di fy in

o(E*, E), con € e k scelti in modo tale che

VCU:{fGBE* d(f,f0)<7“},

dove
V=Af€Bg:|{f—fo,xs)| <€ Vi=1,... k}.
Sia ora f € V, si ha

o) k 00

07 0) = 32 S ol = 32 5ultr = ol 4 32 oultr — Joel <
n=1 n=1 n=k+1
k
<Y ke S Lir - hllaal
n=1 n— k:+1

Da f,fo € Bg+ e x,, € Bg segue direttamente che || f — fo|| < 2 e ||z,] < 1;

quindi si ottiene

k 00

1 1 1 1 1

d<f’f0)<22_n€+2z27_6(1_?)+2?<6+F
n=1 n=k+1

Nei passaggi precedenti abbiamo usato

D B e

n=k+1 n=0 n=0

No|
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A questo punto per concludere ¢ sufficiente scegliere € = 7 e k tale che
=t < L.
< Sia

Un:{feBE*: d(f,0)<%}

intorno di 0 per la topologia indotta dalla metrica d.
Sia poi

Vi={f€Bg: [(f,7)|<en Yr€ody}

intorno di 0 in o(E*, F) tale che V,, C U, dove ¢, > 0 e ¢, C E finito.
Denotiamo con D = (J'7 | ¢,. Ovviamente D é numerabile, poiché unione
numerabile di insiemi finiti.

Si puo concludere se si mostra che D é denso in E.

Sia f € E* tale che (f,x) = 0 Vz € D. Segue che f € V, Vn, quindi
f e U,Vn, cioé f = 0. Si ottiene che ogni funzionale lineare che si annulla
su D, si annulla anche su E. Cio implica, utilizzando un corollario di Hahn

Banach, che D é denso in FE, cioé E é separabile. O

Teorema 3.2.5. Sia E spazio di Banach, si ha che
Bpg ¢ metrizzabile nella topologia o(E, E*) < E*separabile.

Dimostrazione. < Si mostra analogamente a quanto mostrato per il teorema
3.2.4, invertendo i ruoli di £ ed E*.

= Sia F spazio di Banach e sia Br metrizzabile in o(E, E*). Chiamiamo
d(x,y) la metrica su Bg che induce la stessa topologia di o(E, E*) su Bg.

Prendiamo

1
U, = {a: € Bp: d(z,0) < —}.

n

Sia V,, un intorno di 0 in o(E, E*) tale che V,, C U, dove

Vo={x € Bg: [{f,z)| <€, VfEdn}

con € >0 e ¢, C E* finito.

[e.9]

Consideriamo ora D = |J,__, ¢, e F lo spazio vettoriale generato da D.
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Vogliamo mostrare che F' = E*. Supponiamo per assurdo che F # E*. Per

un corollario di Hahn Banach sappiamo che
JEEE™, E#£0: (£, f)=0 VfeFl (3.4)

Eventualmente normalizzando possiamo supporre che |[£]] = 1. Infine da
¢ # 0 possiamo affermare, senza ledere di generalita, che 3fy € E* tale che

(€, fo) # 0 e in particolare (£, fo) > 1.
Definiamo

W= {xe Bt |(fo,a)] < %}

Vogliamo mostrare che 3 ng > 1 tale che V,,, C W. Supponiamo per assurdo
che Fng tale che Ve C W. Segue che Vn € N dz,, € Bg tale che x,, € V, e
Abbiamo che

T, €V, =z, €U, = |x,]] =0, (3.5)
1
Da (3.5) e (3.6) si ha
[(fo, )| =0
[{fo, zn)| > % Vn € N.

Ma cio ¢ assurdo, quindi V,,, C W.

Inoltre sappiamo che J(Bg) é denso in E** rispetto a o(E**, E*), cioé
Ve >0 Jx1 € Bp: |[{(J(x1), f) = (& [l <e Vf € on,

dove ¢, C E* finito. Segue direttamente che

|<f,$1> - <€7f>’ < €no \V/f € (bno

(3.7)
|(fo 1) — (€, fo)l < 4.

Dalla prima equazione in (3.7) usando la (3.4) viene

’<f,$1>‘ < €ng vf € ¢n07
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cioé x1 € V.

Dalla seconda equazione in (3.7) usando il fatto che (£, fo) > 1 si ha

L < ! + (&, fo) < (fo, 1) < 1+ (€, fo),

2 2 2
cioé (fo, 1) > % Cio ¢ assurdo, infatti sapendo che x; € V,,, C W possiamo
dedurre che |(fo,z1)| < 3. O

Osservazione 12. In dimensione infinita la topologia o(E, E*) (rispettiva-
mente o(E*, F)) non é metrizzabile su tutto lo spazio, ma solo sulla palla
unitaria. In altri termini la topologia indotta dalla norma su E (rispetti-
vamente su E*) non coincide con la topologia debole (rispettivamente la

topologia debole *).

Corollario 3.2.6. Sia E spazio di Banach separabile, (f)nen una successio-
ne limitata in E*. Allora esiste una sottosuccessione (fn, )ken che converge

nella topologia o(E*, E).

Dimostrazione. Senza ledere di generalitd possiamo supporre che ||f, || <
1 Vn. Grazie teorema 2.1.4 e al teorema 3.2.4 possiamo dire che Bg« € com-
patta e metrizzabile in o(E*, F). Quindi possiamo utilizzare le equivalenze

viste nel teorema 2.1.6 e concludere. OJ

Teorema 3.2.7. Sia E spazio di Banach riflessivo, sia poi (Tn)nen una
successione limitata in E. Allora esiste una sottosuccessione (x,, )ken che

converge nella topologia o(E, E*).

Dimostrazione. Sia M, lo spazio vettoriale generato dagli z,, e sia M = M,.
Segue che, analogamente a quanto visto nella dimostrazione del teorema
3.2.4, M é separabile. Inoltre grazie alla proposizione 3.1.4 si ha che M
¢ riflessivo. Usando il teorema 3.1.3 e il teorema 3.2.5 si ha che By, é
compatta e inoltre, utilizzando anche il corollario 3.2.3, metrizzabile nella
topologia o (M, M*). Quindi, grazie alle equivalenze nel teorema 2.1.6, pos-
siamo trovare una sottosuccessione (z,, )ren tale che z,, — x debolmente in
o(M, M*). Infine z,, — x debolmente in o(E, E*) poiché le due topologie

sono equivalenti. O
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Esempio 5. A questo punto fare un esempio di spazio non riflessivo risul-
ta estremamente semplice. Nell’esempio 4 abbiamo costruito uno spazio di
Banach F = ¢, un insieme X = Bp« compatto in o(E*, E) ed abbiamo
mostrato che esiste almeno una successione di X dalla quale non é possibile
estrarre alcuna sottosuccessione convergente in o(E*, ). Mostriamo ora che
questo spazio non ¢ riflessivo. Se per assurdo lo fosse grazie al corollario 3.1.5,
alla proposizione 3.1.4 e al teorema 3.2.7 otterremmo che da ogni successione
in X sarebbe possibile estrarre una sottosuccessione convergente, ma cio €

ovviamente in contraddizione con quanto mostrato in precedenza.

3.3 Spazi uniformemente convessi

Definizione 3.3. Diciamo che uno spazio di Banach E ¢ uniformemente

convesso se
Tty
Ve>030>0:z,yc B, ||lz]| <1, |ly| <lelz—y|| > = — || < 1-6.

Osservazione 13. L’uniforme convessita ¢ una proprieta geometrica della sfe-
ra unitaria che esprime il seguente concetto: se tracciamo un segmento di
lunghezza ¢ > 0 nella sfera unitaria, allora il punto medio necessariamente ¢

contenuto nella sfera di raggio 1 —  per qualche 9.

Esempio 6. Consideriamo E = R2. Osserviamo che la norma

1
[2ll2 = [ |21]* + |2o]* ] 2 (3.8)
¢ uniformemente convessa.
Invece le norme
z[lx = |z1] + |22, (3.9)
]| s = max ( |21], || ) (3.10)

non sono uniformemente convesse.
Essendo l'uniforme convessita una proprietd geometrica cid € ovviamente

deducibile dalle rappresentazioni delle sfere unitarie nel piano.
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TN AN x
<

Figura 3.1: Sfera uni- Figura 3.2: Sfera uni- Figura 3.3: Sfera uni-

taria in || ||2 taria in || ||; taria in || ||oo

Mostriamolo ora in modo pitl formale.

(3.8) Siano ||z]|s < 1, < |lyll2 < 1 tali che

SIS

|z —yll2 = [ z1 — 1] + |z — el } > €.

= iyl - 2mn + 2s 4y — 2a0ys > €0

= |I1 — y1\2 + |ZL’2 — y2]2 > €
= 2z + 22y2 < ||z]3 + |lyl3 — €.
Completando i quadrati a sinistra otteniamo

21 + 1] + |22 + 1] €2
! < Nl + s — -

Estraendo la radice quadrata abbiamo

2 262%
< (e~ 5)"
2

2

Ponendo 1 —0 = (||z15 + llyll3 — S
(3.9) Ci ¢ sufficiente prendere x = (1,0), y = (0,1) e si ha che ||z|; =1 e
llyl[1 = 1. Inoltre

r+y
2

1. . . LN
)2 si ottiene I'uniforme convessita.

|le—ylli=[(L,=D|hL =1+ -1 =2>¢€¢ Ve<l,

T+y 1 1 1 1
NG Bl el v

2

2
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(3.10) Anche in questo caso basta scegliere x = (1,1), y = (1,0) e avremo

[2]lc = 1 € [|yllsc = L. Segue che

=1>1—-6 V6>0.

o0

|t —yllw=1>€¢ Ve<l1,
:L‘+yH B

| -0

Teorema 3.3.1 (Milman-Pettis). Se uno spazio di Banach é uniformemente

convesso allora é riflessivo.

Dimostrazione. Prendiamo £ € E** tale che ||£]| = 1, vogliamo mostrare che
¢ € J(Bg). Dall'osservazione 11 si ha che J(Bg) ¢ chiuso in Bgs« per la

topologia forte, quindi ¢ sufficiente mostrare che
Ve>0 Jz € Bg: [[§ - J(z)|| <e (3.11)

Fissiamo ora € > 0 e prendiamo come 0 > 0 lo stesso che troviamo nel-
I'uniforme convessita. Scegliamo poi f € E* con ||f|| < 1 e in modo
che

)

1>, f)>1— 3 (3.12)

Consideriamo 5
v={ner": ln-enl<3)

intorno di £ per la topologia o( E**, E*).

Grazie al Lemma 3.1.2 J(Bg) ¢ denso in Bgs rispetto a o(E™, E*) e da cio
segue che V N J(Bg) # (), cioé per qualche x € Bg J(z) € V. Vogliamo
mostrare che questo x soddisfa (3.11).

Supponiamo per assurdo che ||E—J(z)|| > €, ovvero & € (J(z)+€eBp=)¢ = W.
Ovviamente anche W é un intorno di £ nella topologia o(E**, E*) e ci0 segue
dalla chiusura di B+« in o(E**, E*). Usando nuovamente il lemma 3.1.2
abbiamo che V N W N J(Bg) # 0.

= JyeBp:Jy) eVNW.

Da J(z), J(y) € V abbiamo

{f.2) — {61} < 2. (3.13)
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[(foy) — (& )] < g- (3.14)

Sommando (3.13) e (3.14) viene

266, ) <{frx+y) + 0 < |[fllllz +yll + 0 < [lz+yll + 0.

Ora ricordando che vale la (3.12) si ottiene
T+y ) )
e 1— =

e (03) =

Dall’'uniforme convessita viene ||z — y|| < €, ma cio é assurdo, poiché J(y) €
W. O

r+y

H>1—5.

Proposizione 3.3.2. Sia F spazio di Banach uniformemente convesso. Sia

IA

P01 (Tp)nen una successione in E tale che x,, — x in o(E, E*) elimsup ||z,|
n—oo

llz||. Allora x,, — x in norma.

Dimostrazione. Se x = 0 si ottiene il risultato banalmente.
Se z # 0, consideriamo )\, = max(||z,||, |z]]), yn = N\, 7, € y = ||z] .
Si ha che A\, — ||z||; se A, = ||z|| cio é ovvio.

Invece se A = ||z, || segue dalla proposizione 1.2.5 che

2| < liminf |lz,|| < lmsup ||z,| < [z,
n—oo n—00

= ||z|| = liminf ||z, || = limsup ||z,]|.
n—oo n—00
Inoltre se z,, — x debolmente e A\, — ||z|| allora y,, — y debolmente.
Dal fatto che y"—;y — y debolmente e usando nuovamente la proposizione

1.2.5 si ottiene

(3.15)

lyll < lim inf ‘ Yn +yH
n—o00 2

Segue dalle definizioni che [ly|| = 1 e [|ly,|| < 1, quindi |22 || < ||2||+]|2]] <

1. Usando (3.15) si ha || % || — 1.

Dall’uniforme convessita viene ||y, — y|| — 0 e conseguentemente x,, — x in

norma. O
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Esempio 7. Come esempi di spazi riflessivi citiamo gli spazi di Hilbert, la cui

prova ¢ basata solo sul teorema di rappresentazione di Rietz, e gli spazi L”.

Mostriamo ora che LP con p > 2 é riflessivo.

Diamo per nota la seguente disuguaglianza in R per p > 2

Pla—b
2

a+b
2

P
1
< §(|a\p +[0]P) Va,b e R. (3.16)

Siano f e g due funzioni arbitrarie a valori in R tali che f,¢g € LP. Dalla (3.16)
sostituendo a = f(x) e b = g(x) e integrando a destra e sinistra otteniamo
per p > 2

p p 1

<+ lal) Vhgerr (317

p

=g

p

Prendiamo € > 0 e f,g € LP tali che ||f], <1, |lg|[, <le|f—ygl,>e€

La (3.17) diventa
e\ P
1—1=).
< 3)
p

Possiamo concludere che H%Hp <l—dcond=1-— [1 — (g)p]% > 0. Si

ottiene che L” ¢ uniformemente convesso e quindi grazie al teorema 3.3.1 ¢

f+yg
2

riflessivo per p > 2.
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