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Introduzione

L’obiettivo di questa tesi ¢ determinare le soluzioni fondamentali di equazioni
paraboliche con il metodo della parametrice.

Si dice operatore parabolico I'operatore:
n 2 n

0 0 0
Lu = Z a;j(z,t) (%iaxju + 1 b;(z, t)a—xlu + c(z, t)u — Ert (1)

3,7=1 i=

dove a;;  una matrice definita positiva, definita su Q = Q x [Ty, T3],
dove 2 e un aperto limitato di R™, mentre le b;, ¢ sono funzioni definite sul

medesimo insieme.

Viene dapprima considerato il caso modello di operatori uniformemente

parabolici a coefficienti a,; costanti e con b; = 0 e ¢ = 0:

g ”? 0
La=S a0 — 2
4= 2 ay 0.0z, Ot

ij=1
La soluzione fondamentale I' 4 di tale operatore e facilmente ricavabile dalla
soluzione fondamentale dell’operatore del calore con un cambiamento di va-
riabile; dove la soluzione fondamentale dell’operatore del calore ¢ ben nota

essere la Gaussiana:

0 set <0
Fet)=1 | L (2)
We 4t set>0
Conseguentemente la soluzione fondamentale I'4 risulta essere:

_ det(AT) ey

]-_‘A(I7t> - (47Tt)n/2 € )
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INTRODUZIONE

dove la norma ||z||4 ¢ la norma indotta dalla matrice A = (a;;).

Al contrario, per gli operatori a coefficienti Holderiani si utilizza il metodo
della parametrice, che consiste nell’approssimare 1’operatore L con operatori
modello a coefficienti costanti di cui si conosce esplicitamente la soluzione
fondamentale.

Fissati (£,7) € @ e denotata con I'c; := ') la soluzione fondamentale
dell'operatore L¢, := Ly ), allora si cerchera la soluzione fondamentale

[(x,t,&, 1) dell’operatore L nella forma:
D(z,t,&,7) =Te(x =&t —7)+ Y _ V(1) (3)
j=1

dove gli operatori V;(z,t) sono operatori di convoluzione con la soluzione

fondamentale I'¢ ; scelti in modo tale che verifichino la condizione seguente:

‘/0 = F&T(.CE —f,t—T)

(4)
LVj(x,t) = —RS™(x,t) + RS (x,t)  Vj=>1

Risulta:
t
Rﬁ’T(x, t) = /T /Q (L—Ly,)lyo(z—y, t—0)Vi_1(y,0)dydo,
0

Da questo segue formalmente che la funzione I'(z,t,&,7) cosi costruita &

soluzione fondamentale dell’operatore L, infatti usando la 3 si ha:

+o00
LT(z,t,6,7) =L (F&T(x —&{t—T1)+ Z‘G(:c,t)) =
j=1

()

+
=3 (B @0 + B (0,0)) =0,

8

o,
Il
—

dove abbiamo usato la condizione 4 per concludere. In particolare le funzioni

V;(x,t) saranno della forma:

t
Vi(z,t) = / /QF%U(:C —y,t— U)Rﬁ’T(y, o)dydo
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Quindi dalla 3, la soluzione fondamentale dell’operatore L sara della forma:

t +oo
[(x,t,&7) = F&T(x—ﬁ,t—r)%—/ /Fyva(x—y,t—a)ZRf’T(y,a) dy do
(6)

Nel primo capitolo verranno quindi mostrate alcune proprieta delle funzioni
Vi(z,t) e R?’T(x, t), che spiegheranno in modo rigoroso i calcoli puramente
formali appena mostrati. Tra le proprieta principali che verranno descrit-
te sono di primaria importanza il fatto che le Vj(z,t) siano derivabili due
volte rispetto alle direzioni spaziali e una volta rispetto a quella temporale.
La convergenza della serie degli R§’T(x, t) in 6 si deduce dal fatto che tale
funzione possa essere maggiorata con:

(K(t— T)a/Z)m

RS -
Y(1+m$G)

J0+m

(ZL’,t)| S KO

9

dove la funzione v(x) ¢ la Gamma di Eulero.

Nell'ultimo capitolo verra presentata un’applicazione del metodo della
parametrice ad una particolare equazione di Kolmogorov Fokker Planck,
mostrando come tale metodo possa essere utile nella ricerca della soluzione
dell’operatore: ,

LEa(m,i)%—i—x%—%. (7)
Il procedimento sara lo stesso del caso generale: inizialmente si cerchera, con
I’aiuto della trasformata di Fourier, la soluzione fondamentale dell’operatore
modello con coefficiente a = 1:

2

Dopodiche, sempre tramite un cambiamento di variabile, si otterra la solu-
zione fondamentale dell’operatore a coefficiente a(z,t) costante; infine, con
il metodo della parametrice si arriva alla soluzione dell’operatore L approssi-
mando tale operatore con operatori a coefficienti costanti di cui si conoscono

le soluzioni fondamentali.
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0.1 Motivazioni del problema

Ci interessa analizzare tale operatore, in quanto compare in molte applica-
zioni che spaziano dalla fisica alla finanza.

In fisica si presenta essenzialmente in due casi: come operatore appartenente
alla classe degli operatori di diffusione, che vengono utilizzati per analizza-
re la diffusione di determinate sostanze attraverso materiali con specifiche
caratteristiche. In secondo luogo compare quando si studia l'equazione di
Bolzmann, che descrive il comportamento di un sistema termodinamico. In
tal caso il primo addendo dell’operatore L risulta essere una semplificazione
dell’operatore di collisione di Boltzmann, il quale modellizza gli urti tra le

particelle del sistema (per esempio le particelle di un gas).

Il modello di Black-Scholes-Merton viene utilizzato in finanza per determi-
nare il prezzo di non arbitraggio di un’opzione a partire dal valore del suo
sottostante. Piu precisamente, se si considera un’opzione asiatica a media
geometrica, il cui valore al tempo ¢ dipende dalla media M(t) dei prezzi del

sottostante fino a quel momento, dove:

M(t):/o log(S(T))dr

e S(t) e il valore al tempo t del sottostante. Se denotiamo il valore dell’op-
zione al tempo ¢ con V (¢, S(t), M(t)) e consideriamo un mercato con tasso
d’interesse nullo, allora dal modello di Black-Scholes seguira che il prezzo del-
I'opzione sara il valore della soluzione della seguente equazione differenziale
al tempo t = 0:

0? 0 0

2 _— _— B — —
S )55V +1og(S) 5=V + =V =0 9)

con condizione finale:

M(T)

V(T,S(T),M(T)) = max(S(T) —e 7 ,0) (10)



INTRODUZIONE

Effettuando il cambio di variabile:

V2o

o2 ozr
u(x,y, t) =e2 T V(T —t,evz, ZL)

si ottiene che la (9) € equivalente a:

con condizione iniziale:

u(z,y,0) = e*ie max(ev? — eV, 0) (13)

che & proprio un’equazione del tipo (7).
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Prerequisiti

In questo capitolo richiamiamo alcune proprieta classiche della soluzione

fondamentale degli operatori parabolici a coefficienti costanti.

0.2 Soluzione fondamentale per operatori a

coefficienti costanti

Definizione 0.1. Sia A una matrice simmetrica definita positiva, allora si

definisce il seguente prodotto scalare:
(v,w) 4 = (A" v, w).

A cui e associata la seguente norma:

|2]la = /{2, 2) 4.

Osservazione 1. Per il fatto che la matrice A sia simmetrica definita positiva,

vale:
Amin 12 < 211 < Amazl|]]*. (14)

In particolare, la norma associata ad A e equivalente alla norma Euclidea.

Definizione 0.2. Sia A simmetrica definita positiva. Allora si dice operatore

uniformemente parabolico a coefficienti costanti:

- 0? 0
LA n Z aij 8%8% B E

ij=1

11
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Prerequisiti

Definizione 0.3. Sia Q il cilindro Q = Q x [Tp, T, con Q aperto limitato
di R™. Sia I'(z,t,&, 7) una funzione definita su @) per ¢t > 7 tale che rispetti

le due condizioni seguenti:

1. Per ogni coppia (£, 7) € Q fissata, ['(z, ¢, &, 7) € soluzione dell’equazione
Lu=0 Y(z,t) € Q con (x,1) # (,7)

2. Per ogni funzione continua f su €2 vale:

lim [ T(x,t,&7)f(€)dé = f(x) Vo€ (15)

T e
Allora tale funzione ¢ detta soluzione fondamentale dell’equazione Lu = 0 in
Q.
Osservazione 2. Se la matrice A e identita, allora si ottiene 'operatore del

calore:
"L 92 0
L eat = a 9 A
T L 0aF Ot

= ¢

la cui soluzione fondamentale & nota esplicitamente:

0 set <0
1 lle|1? (16)

We’ 4t set>0

che ha integrale 1 rispetto alla variabile x.

[(z,t) =

Osservazione 3. Siccome A € una matrice simmetrica definita positiva, lo sara
anche A~! e quindi esistera una matrice N simmetrica definita positiva tale
per cui ‘NN = A~'. Se u ¢ soluzione di Lyequ(z) = f(z), allora v(z,t) :=
u(Nx,t) verifica Lav(z,t) = f(Nz,t)

Dimostrazione.
u(Nz,t)  Ou(Nz,t)
alvle, 1) = La(u(Na, ”Zf“ 00, ot
Ou(Nz, t
— Z Zam (Hess(u(Nxz,t))Ne;, Ne;) — % =
i,=1 k=1 t
= Z ZZ@Ua$ 3:13 (Nz,t)ngny = ZZ&E &Et (Nz,t)dg =
i,j=1 s=1 t=1 s=1 t=1

(17)
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Ou(Nz,t
=~ (N ) = VB
ot
O
Definizione 0.4. Quindi possiamo definire:
Ca(z,t) ! [(Nz,t)
T,l) = —F—x Z,t),
. det(A)
quindi esplicitamente si ha:
L (e t) 0 set <0 (18)
ALY = Jdea 1y L=l
(Z_Wi()f—/;) T set>0

che risulta quindi essere la soluzione fondamentale dell’operatore L4, con

integrale 1 rispetto alla variabile z.

Osservazione 4. Le derivate di '4(x,t) sono:

Ol 4(x, 1) det(A1) e‘”ﬁl’%‘ (z,€i)a (19)

— (r,ei)a = —Ta(w,1)

ox; (4m)n/2 22t 2t
P a(r,t) S AT [ e o~ ol
oron, ~ (mp | g At edaln e ) =
() (z,ei)alz,e5)a — 2t(ej,€i)a

At? ’
(20)

ot (dm)mz gare 2 4¢2

A
r \/det(A—L) e” 1 2 -2
) ) e (§1el - 5) = T 222,
(21)

Osservazione 5. Sia k fissato, allora vale:
Je>0: sk < Ce /2 Vs > (.

In particolare per k = 1/2,1,2 allora C' < 1.



14 Prerequisiti

Dimostrazione. La disuguaglianza e banalmente verificata per s = 0
e per s — +oo. Quindi esistera un compatto K centrato nell’origine per
cui la disuguaglianza sia verificata per C' = 1, inoltre la funzione ske=s*/2,
essendo continua, ammettera un massimo C; sul compatto K. Se si prende

C' = max{C}, 1}, allora la tesi ¢ verificata. O

Proposizione 0.2.1. Valgono le sequenti maggiorazioni per I'y e le sue

derivate:
det(A=Y) minllzl®
FA(.ﬁE,t) < W@ 4t , (22)
aFA (I, t) >\maac (Amin)
< rymn t 23
‘ 833'1 — \/E A (I‘, )7 ( )
02FA(1' t) A M (Amin)
? < max F min t 24
)] < Ameelp ) 21
al_‘A (Z‘, t) /\ma:cM (Amin)
< Iy ) 2
)] < Ammel e )
Dove

M = max max a;;(z,1).
1<ij<n (z,t)eQ

Dimostrazione. Per la prima disuguaglianza si & usata solo la (14).
La seconda disuguaglianza segue dall’osservazione 5, dalla (14) e dalla disu-
guaglianza di Cauchy-Schwarz:
Ol a(z, 1) |(, €:) 4l i)‘maz“xH <
)\maaz det A_l MLQ )\max .
< et( )e_A = Fg\m’")(x, t).
Vi (4mt)? Vi

Per la terza disuguaglianza si trova, analogamente alla precedente:

’ S FA('rvt) S FA<x7t)

O°T a(x,t) [{(x,e)alx,e;)a — 2t{e;, e;) al
) <T " y €4 y €5 R <
’ 8131813] - A(l', ) 4t2 -

1 M (Mnaz| ||| — 21) 1 Mo ||]?
<TI t)— <T t)———— <
< Lale,t)3 At sha@ty—py <

Mgz A/ Aet(A™Y) _xpin 11212 M Az (i)
ST ampr ¢ T @

Infine la quarta disuguaglianza si trova analogamente alla terza. O



Capitolo 1

Metodo della Parametrice per

operatori parabolici

Il metodo della parametrice permette di determinare la soluzione fondamen-
tale di un operatore parabolico a coefficienti Holderiani, a partire dalla so-
luzione fondamentale di un operatore modello a coefficienti costanti. In par-
ticolare vedremo che la soluzione fondamentale dell’operatore parabolico si
ottiene attraverso un operatore di convoluzione con la soluzione fondamentale

dell’ operatore a coefficienti costanti trovata nel capitolo precedente.

1.1 Operatori di convoluzione con la soluzio-

ne fondamentale

Definizione 1.1. Una funzione f su 2 ¢ detta Hélderiana di ordine o, con

0<a<1,sedceR,c> 0 tale che

f(x) = fly)| <clz—y| Vzel

Ci interessa trovare la soluzione fondamentale di un operatore parabolico

L cosi definito:

n 2 n

0
Lu= Z aij(x,t)mu +
UL j :

ij=1 i=

2u, (1.1)

ot

1 b;(, t)%u + c(z, t)u —

15
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1. Metodo della Parametrice per operatori parabolici

dove i coefficienti a;;,b; e ¢ sono funzioni definite sul cilindro Q, tali che

valgano le seguenti condizioni di Holderianita:

Jaij (@, t) = aij(y, )| < K (Jo = y|* + [t = 71°%) (1.2)
[bi(2, 1) = bily, 7)| < Kz —y[*, (1.3)
le(x,t) — ely, 7)| < Kz —y[*. (1.4)

Inoltre consideriamo la funzione matriciale A(z,t) = (a;;(z,t))1<i j<n Simme-
trica definita positiva.

Notazione. V(y, o) fissati, denoteremo il seguente prodotto scalare:

(v, W)y 5 = (A7 (y, o)V, w).

||x||y70 = <xa$>y70'

Osservazione 6. Per il fatto che la matrice A sia simmetrica definita positiva,

La cui norma associata é:

vale:

| R i P [ (1.5)

Yy,0 —

con Apmaz = Amin > 0.

Dimostrazione. Sia Ay, := inf(C), con:
C:={)NeR, 3Iy,0)€Q t.c. \siaautovalore di A~(y,0)}.

Allora vale \,,;, > 0, perché tutti i A € C sono strettamente positivi, in
quanto la matrice A e definita positiva. Se per assurdo valesse \,;, = 0,
allora 3{(yn, on)nen} € Q tale che A, — 0 dove A, ¢ il pitt piccolo autovalore
della matrice A~ (y,,0,). Ma, siccome Q ¢ compatto, allora 3(y,7) € Q tale

che il pitt piccolo autovalore della matrice A~(y, ) sia 0, che ¢ assurdo. O

Definizione 1.2. V(§,7) € Q:

0 set <0

det(A-1(€, ll=l1Z
—Zgrt)"/(ﬁ ) - It set>0

Ler(x,t) = (1.6)

che risulta essere un’altra gaussiana con integrale 1 lungo la direzione delle

x.
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Come avevamo precedentemente illustrato, per trovare la soluzione fon-
damentale dell’operatore uniformemente parabolico, si utilizza un operatore
modello a coefficienti costanti. Precisamente la soluzione fondamentale sara

rappresentata nella forma:

Ce(z,t) = I‘&T(x—f,t—T)—/ /QFyJ(x—y,t—a)gbf,T(y,a) dydo. (1.7)

dove ¢¢ . ¢ un nucleo integrale che verra costruito per ricorrenza.
Per ottenere questa rappresentazione dovremmo utilizzare le seguenti funzio-

J(x,t,7) Z:/QF&T(Z‘—f,t—T)f(f,T)dg, (1.8)
V(Jc,t):—/ J(x,t,T)dT—/T /S;Fgﬂ-(l‘—f,t—T)f(f,T)dde. (1.9)

Ty

dove f e una funzione Holderiana su Q. Ora studiamo le proprieta di regola-

rita di V.

Inizialmente si osserva che, se si raggruppano le variabili: ' = (£,7) e

x’ = (x,t), si ottiene:

Vi, t) = /T 0 /Q (6T en (v — £t — 7)f(E,7) dE dr = o

= [ Tl )0 dy =T
che € ben definita, in quanto f € Cy(Q).

Teorema 1.1.1. Sia f(z,t) una funzione continua su Q. Allora V(z,t) ha

le derivate parziali rispetto alle x continue su () e vale:
oV (x,t) LT (x— &t —T1)
— = - d¢ dr. 1.11
o /T/Q o, f(&,7)dg dr (1.11)

Dimostrazione. Siccome I'¢ ;(x — &, — 7) ¢ una gaussiana, allora vale:

aFf T(x — &t — 7—) )‘maa: (Amin) C
/(V_) 61’1 5 - Q \/t — T Su (l’ 57 T) g — - y
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1. Metodo della Parametrice per operatori parabolici

che ¢ una funzione L' rispetto al tempo. Quindi applicando due volte il
teorema di convergenza dominata di Lebesgue si ottiene la tesi.

Inoltre, siccome
81—‘577(56 — 5, t— T)
8Ii

¢ continua, allora, dal teorema di convergenza dominata, segue la continuita

della 2220 O

Lemma 1.1.2. Vale:

0° (FE,T - Fy,t) (v —&t— T)
8@-(%]-

¢ ymin (g — &t —7).  (1.13)

= |t _ 7—|1—a/2 &7

Dimostrazione. Innanzitutto ricordiamo che, per il teorema del valor

medio, Jc € [a, b] tale che:

el — e

b—a

< g€

E quindi, siccome per la (1.5) valgono:
||‘T||§,T Z A777,Z’r7,|$|2 Z 07

||x||y,t > )‘mm|x|2 > 0.

Allora si ottiene:

et el o= €l = llo = Ellee|
- 4(t — 1)

: [lz—¢lly, [lz—&lle,~ [z—¢lly, [lz—€lle,~ Amin || €|
dovemin( L Slas, ooy < o < pa(xcflas lectlie) < dule_gr
e quindi:

T— x— o : T— 2 — — —
6_H4(t€:“f)’7 _ 6_H4(f_ﬂf)’ e_kmzﬁll_‘ﬂﬂl ||$ £| Y, HQS § & <
- 4(t — 1) -
el -1 A1 _ .

4|t — 7

L g A6 7) — Ay, Ol — €
- 4|t — 7| ’
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Per 'Holderianita dei coefficienti di A si ottiene che ||A™Y(E, )= A" (y, t)||1 <

n?(||z — &||* 4 |7 — t|*/?); quindi, tornando al calcolo precedente, risulta:

lo=€lle, _llo—tlly. ~Amiglle—gIi® 0 2(|Jw = &l]* + |7 = ¢/ |z — §||2

67 1t-7) — ¢ 4(t—T1)

< 4lt—
=€ Alt — 7]

Ora, utilizzando 'osservazione 5 con k = 2, si ottiene:

llz—¢lle, + lz—€lly, Aminlle—¢€12 0,
e TAt-n  — e~ 4(t—7'y)t <e A 77\ (||£U _ §||a + |7_ |a/2)'
Ma,
0z;0x; - t—1 -
_ C B uz(—tsH%T - Hz(:sug),t _
e —T —_— e —T

S E—nn(t-n)" -
< ¢ mglaa? ([j€ = 2| + |7 = /%)

(t—r 47r(t 7))"/? 4 -
STl | T e f—rer]) =
S S mwituzfu? 1§ — || 1 e Amiﬁl\f:lsu?

(47Tt—7' n/2 [t — 7|*/2 |t — 7|1—e/2

Aminlle—¢l? 1 C A

< - alt—7| 1—‘ min _ t_ )

(4m(t — 7'))"/2 ¢ |t — 7|i-e/2| = |t — 7[i-e/27 6T (r =&t =)

(1.14)

Teorema 1.1.3 (di divergenza). Sia Q C R"™ compatto con frontiera 9) € C*

e sia F' € CY(K) una funzione a valori in R, allora vale:

/V-FdV:/ F-nds,
K 0K

dove m ¢ la normale esterna a O).

Teorema 1.1.4. Sia f(x,t) una funzione Hélderiana rispetto alle x di ordine

a su Q. Allora V(z,t) ha le derivate parziali di secondo grado rispetto alle x

continue su Q e vale:

0T, (z —7)
81‘18$] / / Oz @:17] f(& 7)dEdr. (1.15)

’t _ 7-ylfcy/2

| <
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1. Metodo della Parametrice per operatori parabolici

Osserviamo che non possiamo utilizzare piu la tecnica usata precedente-

mente, che era basata sul teorema di convergenza dominata, in quanto:

aZF ,T(-r7 t) /\ma:c Amin
] < A o), (116
iU

che non ¢ integrabile per t vicino a 0; quindi per dimostrarlo sfrutteremo la
condizione di Holderianita della f.

Dimostrazione. Intanto ricordiamo che:

oV (x,t) _/t oJ(z,t,1) g

axz‘ TO al’z

Sia y € ) fissato, riscriviamo I’argomento dell’integrale:

oJ(x,t,7) O, (z — €, — 7)
) /Q Pl Py’ta)x(f —8T) e (1.17)
arfﬂ'(x —&,t— T)
* /Q o, (f(&1)— fly,7))dE.

Sia K C ) una palla chiusa e sia 0K la sua frontiera; possiamo scomporre il

primo integrale della (1.17) e utilizzare il teorema di divergenza:

/8Fy’t(x— =) dfz/ oy (x—&t—1) it + oy (x =& t—1) i —
a . X« O

O i K Oz
:/ T,z —&t—7)1 dS+/ Oyaler =&t = 7) de,
0K O\K Oz;
(1.18)

dove v; e la i-esima componente della normale alla superficie dS. Ora, tor-

nando alla (1.17) e differenziandola un’altra volta rispetto a z; e scegliendo
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Yy = x, otteniamo:
*J(x t,T)
8xi(‘3xj o
Ol (x — &t — Ty i(x — &t —
o) | [ PSSR BT g
K 81‘1 Q\K 8@8% y=

s
O?Ter —Tye)(x =&t —7)
S [ s |,
In
Ple (=&t —1)
+j) 8;y161-j (f(f, T) - f([L’, T)) dﬁ
I

(1.19)

Inizialmente prendiamo in considerazione [;. Si osserva che gli argomenti

di entrambi gli integrali sono L'(€2), i limiti degli argomenti esistono e sono

entrambi 0 e che la derivata prima e la derivata seconda di I'y;(x — &, — 7)

sono dominate da una funzione in L'(Q2) la prima e una in L*(Q\ K) la

seconda. Quindi, per il teorema di convergenza dominata, si puo concludere

che lim, ; I; = 0. Quindi risulta valere I, € L*([Tp, T1]).
Usando la (24) e la Hélderianita della f otteniamo:

cost

FEYIS (D

che ¢ integrabile nel tempo.

Ora valutiamo I, utilizzando il lemma precedente:

FgT— H@—-¢gt—r1)
= <
5| = 1f(z,7) 8@81:] - ds <
‘f(x,'f)’ / (Amin) |f(.T,7')‘
< (—— 7 min — — <(———
_C|t—T|1_0‘/2 QF (x —&,t T)d5—0|t_7.|1—a/2

Quindi dalla (1.21) si ottiene:

|z, 7)]

L <C———77——.
|Ia| < |t — r[i-e/2

(1.20)

(1.21)

(1.22)
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Da cui: 2 "
t
(@.t7)] . (1.23)
axiaxj (t — 7')170‘/2

Quindi si pud procedere con il teorema di convergenza dominata per la

derivazione, infatti valgono:

dJ (x,t,
% c Ll([To,Tl]),
PJ(x,t, T K
8x(-8x~ ) < DA LY([To, Th))- (1.24)
0%

Per verificare la continuita si utilizza sempre il teorema di convergenza do-
minata, le cui ipotesi sono soddisfatte grazie alla (1.24) e al fatto che per la

(1.19) la funzione % risulta continua rispetto a t quasi ovunque su 2. O
i0%;

Teorema 1.1.5. Sia f(x,t) una funzione Hélderiana di ordine o su Q.

Allora V (z,t) ha la derivata parziale rispetto al tempo continua su Q) e vale:

(6T 7) d€ dr.
o /T / ”Zf“ o7 axzaxj —fen) i;%)

Dimostrazione. Come si era precedentemente osservato, I'c ; € soluzione

dell’equazione a coefficienti costanti L¢ ;u = 0, quindi:

= OTer(x—&t—71) e (x—E&t—71)

ij=1

Di conseguenza vale:

oJ(z,t,7) [ Ol¢r (v =&t —T) _
0J(x,t7) _ / — (&, 7) dE =

ot
aQF ,T( B €7t B )
=3 [asen®E Gt €T e

i,7=1

(1.27)

Da culi si evince che:

oJ(z,t,7) = 0?J(x,t,7)

i,7=1

(1.28)
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Quindi vale:

oJ(z,t,1) K
1.2
ot —(t—T7)lme/? (1.29)
che ¢ una funzione integrabile.
Ora dimostriamo valere:
ov(x,t) LoJ(xt,T)
T = J(l‘,t,t) ‘l‘/TOTdT =
IR OPTer(x—Et—1)
= flz,t) + /T /Q Z a; (&, 7) o, fle,7)dedr
0 1,j=1
(1.30)

Infatti, se si considera il rapporto incrementale:

t+h t
/ J(x,t—l-h,f)dr—/ J(l‘,t,T)dT] =

To To

h

V(z,t+h)—V(z,t) 1 {

1 t+h 1 t
:—/ J(x,t+h,7‘)d7+—/ [J(x,t + h,7)— J(x,t,7)] dT =
h’ t h’ To

t t,7)d
J@¢j§+/)@ﬂﬂ;1L1_
N—— Ty ot

Jl [\ ~~ J/

Jo

(1.31)

Dove per ottenere J; si & utilizzato il teorema di Lagrange, con t < t < t + h;
mentre per ottenere J; si e utilizzato il teorema della media integrale, con
t<7T<t+h.

Innanzitutto si nota che, essendo I'¢; una soluzione fondamentale, per la
seconda proprieta della definizione 0.3 si ha:

lim J; = J(z,t,t) = f(z,1). (1.32)

h—0

Infatti, fissati (x,t) € @ e preso € > 0, allora per la continuita della f 3§ > 0
tale che Vt, |x — ¢&| < 0 = |f(x,t) — f(&,t)] < eVt € [Ty, T1]. Inoltre per la

prima proprieta della definizione di soluzione fondamentale si ha:

/QF(:B—f,t—T)f(f,t)df—f(x,t) <e Vreq. (1.33)
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Quindi si ha:

|J(m7t’7’) - f(x>t)| =

| -se-nsen) df—f(x,t)‘ <
< ‘/wa—f,t—ﬂf(m)d& - f(m)‘ i

< Ce

[Tt = (e — ) de| <

(1.34)

Inoltre vale anche:

, _ (9th7' 82F§T( —&t—1)
llllir(l) J2 B /To /To / z; azj 67 81'1833]' f(g’ 7—) dg dT’
(1.35)

infatti la prima uguaglianza e stata possibile ottenerla grazie al teorema di

convergenza dominata, che permette di scambiare il limite con l'integrale;
infatti, per la (1.17) e la (1.28), % risulta essere continuo rispetto a ¢

e dominato da una funzione L'. Mentre la seconda uguaglianza segue dalla
(1.27).

Per quanto riguarda la continuita di 8V (@ t)

, si nota che f(z,t) ¢ continua e
che il secondo termine della (1.25) rlsulta anch’esso continuo in seguito ad

una dimostrazione analoga a quella della continuita del teorema precedente.
O

Dai due teoremi precedenti segue immediatamente:

Corollario 1.1.6. Sia f(xz,t) una funzione Hélderiana di ordine o su Q.

Allora V (z,t) soddisfa la sequente equazione:

= PV (x,t)  OV(x,t)

82F§’T($—f,t—7)
f(z,t) /TO/ (a;j(x,t) — a;i; (&, 7)) i, f(&, ) dédr.

ij=1

(1.36)
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Corollario 1.1.7. [ teoremi appena visti valgono anche nel caso in cui la
funzione f non sia Holderiana, ma rispetti la sequente condizione meno
restrittiva:

[f(@,t) = f(z, )] <Ot = 71Ta(w — 2,1) (1.37)

per un certo B > 0 e un certo C' € R.
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1.2 Costruzione della Parametrice

In questa sezione ci occuperemo della costruzione ricorsiva della soluzio-
ne fondamentale dell’operatore uniformemente parabolico L. Partiamo dalla
funzione I'¢ ; e ad ogni passo aggiungiamo una funzione che ci avvicini sem-
pre di piu alla soluzione fondamentale.

Fissiamo (£,7) € @ e consideriamo: Ki(z,t) = ¢ (x — &t — 1) e vi

applichiamo 'operatore L, otteniamo:
LK1 = L§77—K1+(L — Lgﬂ—) K1 == L&TF&T(I‘—g, t—T)+(L — Lgﬂ—) F&T(ZL'—S, t—T)

Dove, il primo termine della somma sara 0 perché K era stata presa proprio
come la soluzione dell’operatore L¢ ; mentre il secondo termine lo denotiamo

con:

Ry (0,t) i= (L — Le ) T (x — &t — 7).
Adesso, per il secondo passo consideriamo:
t
Ky(z,t) .= Ki(x,t) + / / T,.(x—y,t—0)RS(y,0)dydo,
T JQ

dove il secondo termine della somma (che denoteremo Vi (z,t)) & stato preso
in modo tale da verificare: LV;(x,t) = —R$™(z,t) + RS (,t). Quest’ultima

uguaglianza e un calcolo puramente formale che segue dal corollario 1.1.6,

infatti:
LVi(z,t) =
_Z;atha 8% xt—l—Zb xt Vi(z,t)+
0
+ c(z, t)Vi(z,t) — 8—\/1(x,t) =
0Ty, (z —y,t — o)
— 57' Y,0 7
—-we [ f > (a(ont) o) I )ty

2,J=1

i

0
+ Z b, 1) 5 Vi@, 1) + e(2, Vi (e, 1) =
=1
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Quest’ultimo termine lo denoteremo con:
RS (x,t) = /t / (L—Ly,)lyo(z—y,t —o)Vi(y,o)dydo
To
. Quindi applicando 'operatore L a K5, si ottiene:
LKy = LK, + LV; = RS (1) — RY" (2,t) + RS (x,t) = RS (x,t) (1.38)
Procedendo ricorsivamente si otterranno le seguenti funzioni:

Ki(z,t) .= Ky(z,t)+Vi(z, t)+Va(z, t)+. . Vo1 (2, t) = Ko (2, )+ V1 (2, t),

Rngt / / L LZJO' ya( y,t—O')V (y,a)dyda,
To

Vi(a,t) = / /Q Lyl =yt — 0) RS (y,0) dy do.

In modo tale che ad ogni passaggio risultino valere:
LVj(z,t) = —RS"(z,t) + RS (1),
LK;=LK; 1+ LV;.1 = R, — RST) + RS" = RS

Come si vedra nel seguito le funzioni R? tenderanno verso la funzione
identicamente nulla e quindi ad ogni passo la funzione K si avvicinera sempre
di piu alla soluzione fondamentale dell’operatore L.

Se riscriviamo le funzioni K; nel modo seguente:

j—1

Ki(x,t) = Ky(z,t) + ZV;(x,t) =
' (1.39)

t J—1
:Kl(x,t)—l—/ /I’yﬂ(:z:—y,t—U)ZRf’T(y,U)dyda
T JO i=1

viene immediato concludere che la soluzione fondamentale dell’operatore L
sia:

[(z,t,&,7) = lim Kj(z,t) =

Jj—+oo

t +oo
= Ky(,t) +/ /I‘yﬁ(:c—y,t—a)ZRf’T(y,o) dy do.
T JQ i=1

(1.40)
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Questo capitolo ha due scopi principali: il primo e quello di provare che le
funzioni Vj(z,t) siano effettivamente derivabili due volte rispetto alle dire-
zioni x e una volta rispetto al tempo, in modo tale da poter applicare su tali
funzioni gli operatori L e L¢ .. In secondo luogo dimostreremo che la serie

;fo RE’T(I7 t) & convergente, in particolare mostreremo che:

(K(t — T)O‘/Z)m
Y(14+m%)

RS

Jo+m

(.fC,t)l < KO

Y

dove la funzione vy(z) ¢ la Gamma di Eulero; da cui si ricavera immediata-
mente la convergenza della serie.

Una volta fatto cio si potra concludere che, denotando con:

o0

Ger(x,t) =Y Ry (x,1),

j=1

la soluzione fondamentale dell’operatore L sara:

t
[(z,t,&7) = F§7T(:p—§,t—7)+/ /ny,a(x—y,t—a)gbgj(y,a) dydo. (1.41)

Osservazione 7. Per dimostrare che le funzioni V;(z,t) sono derivabili due
volte rispetto alle direzioni x, bastera mostrare che gli R?T(x, t) sono funzioni
che rispettano la condizione (1.37). Infatti, dopo aver fatto vedere questo
fatto (che verra dimostrato nel teorema 1.2.5 nelle prossime pagine), si potra
concludere, grazie al teorema 1.1.4, che le funzioni Vj(z,t) sono derivabili
due volte rispetto alle x.

Analogamente, grazie al teorema 1.1.5, si conclude che le funzioni Vj(x,t)

sono derivabili una volta rispetto al tempo.

Lemma 1.2.1. Vale:

le =&l lly—pll® _ lly =2l Jly—¢€|P

t—T (t=o)le=r) = t—g o—T (142)
t—7
dove
t— —

t—T1
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Dimostrazione.
o —glp Iy — e
t— T (t—o)(o—T1) -
t—1
ety -t oy)
t—T

(t=a)ly=+(-1)ly—2),t—0)y—§ +(c—7)(y —2))
(t—o)(oc—T)(t—T)
Ny =8P +lly—alP+2(y—&z—y)
t—1T1
L (= 0Plly =€l + (o = Plly — 2l + 20— o)y~ O, (0 = )y )
(- oo~ 7t —7)

_ 2 /4 _ 2 o . 2 . 2
S O P T S S T N S

+

+

t—T t— t—o t—o o—T

Osservazione 8. Come si puo notare dalla dimostrazione del lemma prece-
dente, 'unica proprieta della norma Euclidea che e stata utilizzata ¢ quella di
essere una norma indotta da un prodotto scalare. Quindi il lemma precedente

vale per una qualunque norma indotta da un prodotto scalare.

Teorema 1.2.2. Vo € (7,t) vale:
/ Lyolx—y,t—o)e(y—&o—71)dy < CFE’\T’“”)(:U —&t—1), (1.44)
Q b

dove

A
O _ Z‘maz
)\min

Dimostrazione. Utilizzando il lemma precedente e la (1.5):

/erp(‘r - Y, t— O-)Ffﬂ'<y - 57 g — T) dy =

lly—=¢11Z ,

VAT A TG [ (e
- (dm)n(t = o)2(o — )2 /Q@ ( > dy <
VIA Wy, 0) A1, 7)| /e An;lm(l\ytil\ﬁuyg &TH2)

Q

= (4m)n(t — o)2 (o — T)/? dy <
llz—€l1? | lly— MHQ )

VIA T (y,0) A1, 7)] /ek“ ( A =i
Q

= @m)"(t — o)2(o — T)/?

I/\
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min _ ly—pl|2

in llz—¢||2 n/2 4 (=o)lo=1)
|A—1(£,7')| . e_)\m%ut}f‘l ( (t=o)(o— T) / / V |A 1 y? 6
_ n/2

n/2
< (47T)n/2(t _ 0.)11/2(0- 47T n/g (t— 0')(0‘ 7-))

—r

S)\maz/)\min
Amin |lz— ‘2 Amin HZ—gHQ’T
VAT o)lymee T ATy o) e T
— (47T)n/2(t _ T)n/2 — (47T)n/2<t _ T)n/2 o
)\max ;
=5 Fg\;"’")(x —&t—1). O

(1.45)

Lemma 1.2.3. Siaa <1 e 8 <1, allora Vo € (1,t) vale:

! do cost
< . 1.46
| e S e A

Dimostrazione. Spezzando l'integrale in due parti:

t i+T t
do 2 do do
= . (147
/T it — olojo — 7| /T it — olo|o — 7P +[§T it — olo|o — 7|7 (1.47)

Ma, visto che nel primo integrale |t — o| > |t + 7|/2 e nel secondo integrale

lo — 7| > |t + 7|/2, allora si ottiene:

/t do 2« /H‘; do 28 /t do
< + _
t=oltlo—7P T t=7|*)r Jo—7P  [t—=7| Jur [t —o|
M
29 [|0—T|1_BL_2 QBW_UP_OC]%
it —7]*(1-5) t—7F(1 - a)

(1.48)

Proposizione 1.2.4. Vale
\T J )\mzn J Y
|RST(,t)] < T —T|1ja/2réw Yw—&t—7) Vj>1.

Dowe:

C =nMM o T,

ricordando che n ¢ l'ordine della matrice A e M ¢é la costante ricavata nella

proposizione 1.2.4.
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Dimostrazione. Per quanto riguarda Rﬁ’T:

|RY7 (2, 6)] = |(L = Les) Ter(z — €t = 7)| <

= Z |aij(z,t) — a;;(€,7)] Pl (r—Et—7)

=1 8@8%
" Ol (x— &t —
+Z~Zl & (xﬁxf ") +c(x, ) e (x =€t —7) <
t— 7% oo
S nM)\max Qrg\;ﬂm)(aj - gat - 7_)+
|t — 7] ’

1 ) .

- 1 Amin
S TLMAmag;Tll amréﬂ_ )(ZE - 5, t— 7').

Dove nella seconda disuguaglianza ¢ stato utilizzato il seguente fatto:

2 _ _
O Te (v =&t 7‘)<

|aij(w,t) — ai;(§,7)|

Oxiémj -
_ «a _ la/2
max |t —T’ 577— 9

[z = &l i) 1 (Amin)
< nM)\mawagﬂ_ (Zf—é.,t—T)—FCmFgﬂ_ (I—f,t—T) <

S nM)\mame£7T (.T - f?t — T)?

(1.49)

grazie all’osservazione 5.

Per quanto riguarda R§’T, lo dimostriamo per induzione: assumiamo che

valga per j — 1 e dimostriamolo per j:

RS (z,1)] =
//Q o) Dyol® =y, t — )RS, (y,0) dy do| <

co (Nin)
L LyU ya( -yt = )’ 7—|17(j71)a/21—‘§,7' (y —6,0‘ _T) dydg <
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+§:m@¢n

‘t—U‘l a/2 ya( - Y )|O'—T|17(j71)a/2 & (y—f,U—T) yao

<

IN

i,7=1

[Z lai;(x, 1)

yvg(x - y7t

aZJ(y7 )| axam
g J

8 Fya( _y7t_0)

-1

0-_7-|1 (Gj—-1)a/2 f'f

(mzn) — _
/ it — o[- a/2’0-_7_’1 G- 1a/2/rya( —y,t—o)l " (y— &0 —71)dydo

(1.50)

Ora, usando il teorema 1.2.2 e successivamente il lemma 1.2.3:

<

Cj ()‘min)j_l
t_U|1_°‘/2|a—T|1—(j—1)a/2F£,r (x—&t—1)do| <
. do
-7 m'L’n, _ -
C («/E gvt T . |t _ O_|1—04/2|O- _ T|1—(j—1)a/2 S
Cm7m.(—€t—ﬂ
R e

Teorema 1.2.5. Le funzioni Rﬁ’T(x,t) rispettano la condizione (1.37).

za:

(L-L

Dimostrazione. Innanzitutto mostriamo valere la seguente disuguaglian-

ij=1

y0) (Fy,a(x
= lag(, 1)

_yut_a)

~ o)l

_Fyﬁ(z_y’t_o-» -

O’y o(x —y,t — o) B 0Ty (2 —y,t —0) N
8aziaxj 8zié)zj

u ol o (z —y,t — ol (2 —y,t —
+ Yl (Tt ot =) Oale 22 0))
=1

+ c(z,t) (T
|z — =[] Cs
<(C
< (O oo+ s
|z — =[] Cs
<|(C
_( Ye—o|=er2 " Vi—o

i 0z;

y,U(x_yut_o-) _Py,U(z_y7t_U)) <

#C0) (Tale = 31t =) = Tae = ot = 0)

+C'3) Calx —2z,t —0)

+c(z, )y o (x —y,t — o)+

IN

IN
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ottenuta grazie all’utilizzo delle maggiorazioni (22), (23) e (24).
Utilizzando quanto appena dimostrato e quanto visto nella proposizione

precedente, dimostriamo che i R?T(x, t) rispettano la condizione (1.37):

|RS7(z,t) — RS (2,1)] =

t
_ _ - - o . §,T <
_ ) ) 5 ]— —
//Q(L Lyo)(Tyolx =yt —0) =Ty(2 —y,t —0)) BT (y,0)dydo

' ||I_y||a CQ
= & Cy | Tale — 2.t — o)
- /T/Q( 1|t—0|1‘“/2+\/m+ 3) A(:U z, 0)
'mrsm(y—ﬁ,a—ﬂ dyda‘ <
' ||$_y|’a CQ C
< /; (Cl,t_o_|1_a/2+ —t_a—i-C%)mda FA($—Z,25—T)§

< Clt —7)’Ta(x — 2,t — 7)
(1.51)

Dove il penultimo passaggio e stato reso possibile dal teorema 1.2.2. O

Osservazione 9. Essendo o > 0, allora dalla proposizione 1.2.4 risulta:

Jjo €N : 1—%a<0,

cioe Jjy tale che Vj > jy ‘Rﬁ’T(,CE, )| < Kolt—7"Te(x—&,t—7) cony > 0.

Proposizione 1.2.6. Vm € N vale:

(K(t— T)O‘/Q)m

Y(1+m$)

dove la funzione y(x) é la Gamma di Eulero.

RS

Jo+m

(x,t)| < Ky

Y

Dimostrazione. Si dimostra per induzione su m: per m = 0 la disugua-
glianza segue immediatamente dall’osservazione precedente.
Supponiamo valga per m — 1 e dimostriamolo per m:

Dalla dimostrazione della proposizione 1.2.4 si ottiene:

RS

Jo+m

(z,1)] <

¢
C N o
/T /Q It — g|1—a/2ry(w & —y,t— o)R: 1 (y,0)dydo| <

cm t do dy
< K T Omin) (2 — gy ¢ — .
< B g, T = e e

(1.52)
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Ma sappiamo che:

=

min

1
)\min
/QF?(J’U )(.CE —y,t—o)dy <

Infine, utilizzando il seguente fatto:

/0 (1=p)*tp"tdp = % (1.53)

grazie alla relazione (1.53), si dimostra che:

/t do _ 7(@/2)’7(1"‘ (m_ 1)%>|t_7_|moz/2
- ‘t_0|17a/2|0-_7—|7(m71)a/2 'Y(l‘l‘m%) )
(1.54)
prendendo:
Q o—T do
=a/2, b=1 —1)=, p= = dp =
a=a/2 tm—1)g, p="——=>dp="—
Quindi si e ottenuta la tesi:
C"y(r/2)
RS (x,1)] < K, t—7|me? o 1.55

Osservazione 10. Come si osserva dalla dimostrazione precedente e dall’os-
servazione 9, la costante K dipende unicamente da R;,; quindi tale costante
rimane invariata per ogni j.

La costante K, invece, e identificata dalla relazione:
C 2
- Clos2)

min
come si puo vedere dalla proposizione precedente. Ma, siccome per la pro-
posizione 1.2.4 la costante C risulta essere C' = nM )\mamTll_a, allora:

nM)\malel_afy(a/Q)
)\n

man

K =

Lemma 1.2.7. La serie: .
> R (x,t) (1.56)
Jj=jo

¢ convergente e converge uniformemente.
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Dimostrazione. Utilizzando i risultati ottenuti dalla proposizione 1.2.6:
+oo a/2\™
K(t—1)*/ )
RS (x,t) K : 1.57
2B Z A+ me) (1.57)
j=jo
Quest’ultima serie risulta essere convergente per il criterio del rapporto:
m Kt —1)y1+ (m—1)%
Am41 o ( ) 7( ( )2) R 0’ (158)

A, N ’y(l + m%) n—+o0o

grazie alle proprieta della funzione gamma.
Infine, tale serie converge uniformemente perché la successione dei Rf-’T(x, t)
converge uniformemente a 0, come si puo facilmente dedurre dalla proposi-

zione precedente. O

Proposizione 1.2.8. Vule la sequente maggiorazione:

2
o) < 2K K& —‘t Tﬁ — selt—71] <1 (1.50)
&, ) — QK()K%(t—T) Ka _ ] .
———— +CP° selt—r71|>1

a

Dimostrazione. Sia r la parte intera del numero ma/2. Allora per le

proprieta della funzione gamma si ottiene:

Y1 +ma/2) > y(1+71) =1

da cui:
Jo—1
Ger(x,t) = ZRg’ xt—i—ZRﬁTmt
Jj=jo
Jo—1 a/2\™
K(t—71)°/?)
< < 1.60
—]z:“_,,—’l ja/2+z 1"‘771%) — ( )
Jo—1 400 Kg/a< _T))ma/Q

§Z|t_7-’1 ja/2+z rl
J=

Jj=jo
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Orase |t —7| < 1:

+oo (K2/a(t _ T))mo‘/Q

Per(@,1) < m + _Z Ky o <
J=jo
C 2Ky ~~ (Ko(t=7))" (1.61)
I e e ' ; r! N
_ C 2K, K%(t—T) < C 2K, K2
[t — 7|t—e/2 o = |t —7|te/? o '

Mentre se [t — 7| > 1:

00 Kg/a - mo/2
< s s

J=Jo

K—Q/a( _ T))r+1 ’
= (o
rl + «

Per(z,t) <

2
2KoKa(t—7) KT

2Ky = (
< C]O
<Cr 4= Z
r=0
Teorema 1.2.9. Fissati (£,7) € Q, allora T'(z,t,€,7) € soluzione fondamen-
tale di L.

Dimostrazione. Innanzitutto si osserva che vale LT'(z,t,£,7) = 0:

t )
LFE,T = LF&,T<x_§7t_T)+L/ / Fy,a(x_yat_U)ZR?T(yvU) dydo =
T JQ =

N

t
— ; &7 _
(e =gt=n)+ L [ [ lim Tyolo =yt = 0) 3 RS (o) dydo =

j=1

N—o0

N
= LT, (z—&t—7)+ lim L// yo(z =yt —0)> R (y,0)dydo =
j=1

=R{"(z,t)+ Y LV, = RﬁTxtJrZ( RS (x,t) Rfjl(xt)>
— p

= lim RS"(x,t) =0,

]-}OO
Dove nella terza uguaglianza ¢ stato possibile scambiare il limite con en-

trambi gli integrali e con 'operatore L perché la serie all’integrando converge

uniformemente a ¢¢ - (x,t).
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Rimane da dimostrare che per ogni funzione continua f su 2 vale:
i | Fe. (2007 d€ = @) (1.62)
t—rt
Ma,
lim Fa (z,1)f(§) d§ =
t—Tt
lim FgT( —&t—1)f( d§+hm// / vl —y,t —0)pe(y,0)dydodE.
tﬁr‘* t—7t

Il 12

Vogliamo dimostrare che I, = f(z) e I, = 0 e avremmo cosi ottenuto la tesi.

Sia x € Q e sia € > 0, allora 3§ > 0 tale che |f(&) — f(z)] < e V& € tale
che [|€ — z|| < §. Quindi si ottiene:

[ Yoo €.t =) 7€) d — f(a)] <

Peo(o— &t —m)f(€)de / Peo(x— €.t — ) f(x) dé| <

Q Q

< / Ter(z— &t —7)||f(6) = F(x)] dE = (1.63)
_ /B | Terle =& =DIF©) — /@)l de

# [ Tele- o=l - @lde
Q\B(z,9)

Ma,

/ Fe(z =&t —1)|f(&) — fz)]d < e/ Fe(z—€t—1)dE <e
B(z,0) Q

Mentre, siccome f ammette massimo M su © (in quanto continua), si ottiene:
[ Terto—r=mire) - sl de <
O\B(z,0)

-1 z—¢g][2 +o0 2
< / 20 ’A (5’ 2)’6_ Amﬂt” T)&H d¢ < —K 7 / e AAlr(ntl_nr) rLar
NBs (Am(t—1)" (t—7)m2 Js

(1.64)
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Facendo il cambio di variabile y = 7&’” la (1.64) diventa:
—K e e g _ i vyE14 1.65

4(t ‘r)

che tende a 0, per t — 7.
Per quanto riguarda I, utilizzando il teorema 1.2.2, la proposizione 1.2.8 e
assumendo che |t — 7| < 1 (che ¢ lecito visto che stiamo cercando il limite

per t — 71), si ottiene:

ycr yut_a)(bff Yy,o dydgdf‘

2Ky 2 C
(C’Fyg , )76 + —|t — T|1_O‘/2) d’ydO'df' <
2Ky g2
(_e : |t—r|1—a/2) o] <
a/21t _
< cost - /C 7_|1 a/2da§cost~(t—7)+0[]a—7-]/]T_

= cost - (t — 1) + Ot — 7]*/?

che chiaramente tende a 0 per ¢ — 7. Quindi abbiamo ottenuto la tesi. O

1.3 Velocita di convergenza del metodo

Come si evince dall’ultima dimostrazione, la convergenza del metodo ad una
soluzione dipende unicamente dal fatto che per j grandi la successione di
funzioni R?T(x, t) tenda verso la funzione nulla. Quindi, con piu tale succes-
sione tendera velocemente alla funzione nulla, con piu la soluzione trovata
ad ogni passo sara vicina alla soluzione fondamentale dell” equazione.

Gragzie a: .
(K(t — T)a/2)

(1 +mg)

RS (2, 8)] < Ko (1.66)
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si puo osservare che per avere una convergenza quanto piu rapida servirebbe
avere «/2 il piu grande possibile e il coefficiente K il pit piccolo possibile.
Ricordando inoltre che:

DM Anae 1 y(t/2)
ATL

min

K =

e ricordando che la funzione gamma ammette un minimo in 1; allora si puo
concludere che per avere una convergenza veloce si deve avere un ordine di
Holderianita della matrice dei coefficienti grande, una matrice di ordine basso
e con autovalori vicini tra loro e grandi in modulo.

Per comprendere meglio quanto sia influente ’ordine di Holderianita, si puo
analizzare il seguente grafico, in cui sono stati disegnati 5 grafici delle funzioni

al variare di m:
Km

Y(1+m3)’
con K fissato (K =5) e con a =1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2:

250
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Capitolo 2

Operatore di Fokker-Planck

2.1 Introduzione al problema

In questo capitolo ci interessa trovare la soluzione fondamentale dell’opera-

tore di Kolmogorov-Fokker-Planck L cosi definito:

L: C*Y(Q) — R

2 . .
u — a(x,t)%quxa%u— %u

(2.1)

dove C*'(Q) ¢ la classe delle funzioni derivabili due volte nelle coordinate

spaziali e una volta nella direzione % — xa% su @, che & come nel caso pre-
cedente il cilindro Q x [Ty, Ty], con € aperto e connesso di R2. Inoltre la

funzione a(x,t) : Q — R rispetta la seguente condizione di Holderianita:
|a(x,t) — a(zo, to)| < |x — mo|® + [t —to]*?  V(2,1), (z0,t0) € Q

Per trovare la soluzione fondamentale iniziamo con il cercare la soluzione fon-
damentale dell’operatore con coefficiente costante a = 1. Dopodiché, come
nel capitolo precedente, si trovera la soluzione fondamentale dell’operatore a
coefficienti costanti; infine, con il metodo della parametrice, si approssimera
la soluzione fondamentale dell’operatore L con le soluzioni dell’operatore a

coefficienti costanti appena trovate.

41
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2.2 Soluzione fondamentale dell’equazione mo-

dello

Innanzitutto cerchiamo la soluzione dell’operatore L cosi definito:

o0 0
- Ox? oy ot

Applicando la trasformata di Fourier ad entrambi i membri dell’equazione:

0 02
—U==—=U+T=—U,

ot 0x? dy

si ottiene:

0 0

au——élﬂ £1u—|—£ga§1 .

Infatti valgono le seguenti uguaglianze:
0 0 .
0? .
S (ﬁu) = 47220

0 ‘
T (xa—u x,y,t ) / x—u x,y,t) ’2’”@’("”’9» dr dy =
R2

= [ ge iz (/ u(z,y, t)e 2wy dy) do =
/R = 0y e (2.3)

= 27?2'52/ zu(z, y, t)e 2 E@) d dy =
R2

(2.2)

_ 0 —2mi(§,(z,y — _ i
==t [ e (uloy e D) dody = 6ol

Per trovare la soluzione di (2.2) utilizziamo il fatto che la seguente equazione

differenziale (con &, costante):

f &g f S (2:4)

ha come soluzione:

f<x,t>=—§—g<3—<x—f2>).
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Infatti 'equazione (2.4) & un equazione differenziale del trasporto. La solu-

zione dell’equazione del trasporto generica non omogenea:

@YY 4 5 (o t) = gy, 1)

ot
e data da: .
Flat) = [ al(es) + (s = b ) ds.
dove nel nostro caso abbiamo b = (0,&) e g(z,y,t) = —4n?z>.

Quindi (2.2) avra come soluzione:
(g, t) = /& = o2 (813361607 +363)

Per trovare la soluzione all’equazione di partenza Lu = 0, bastera calcolare

lantitrasformata di Fourier di (&, t):
o) = [ aleneon e — [ G0t g
R2 R2
2 2
_/ e—# e N I O I o
R2
(2.7)
Effettuando il cambiamento di variabile:
_ 3 _ %y 3
e 52;/; e Qﬁﬁ (2.8)
_ ? 3ix 3
Y2 = ——4m/t% ot Tfl\ﬁ
il cui determinante della matrice Jacobiana associato €:
2
L - 29
73 V3 3t
L’integrale della (2.7) diventa:
2 4772(2 2\_3y%_ 22 3z
= e 3 y1+y2)—tf3—7— 2 duyr dyo =
2 /322 Y1 AYa
N / e () dy1 dys = — = e @
ﬁtg R2 4 ﬁ 27Tt2
(2.10)
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Dove, nel penultimo passaggio e stato utilizzato il seguente fatto:

an?( 2, 2 +oo
/6—3(y1+y2)dyldy2:/ / 5 dr ) =
R2

©r8m? _ux? 2 3 [T
= 87r2 e 3" dr=— e ds = —.
== Jo 3 dr Jo v

Quindi la soluzione fondamentale dell’operatore L é:

C(x,y,t) :=u(z,y,t) =

dove:

Proposizione 2.2.1. La matrice A(t) appena definita é simmetrica definita

positiva; 1 suoi autovalori sono:

Amaz(t) = _1+3+ 1+9+3_
Mo 43 2 6 |
11 3 1 9 3]
/\mint:_ n Ta 5 m A
(*) AL AT

Dimostrazione. Per trovare gli autovalori si risolve 'equazione:

X & 1 3 3
det | ! #l=0= M- (-+5)A+5=0,
( 33y t 3 A4t4
2t2 3

le cui soluzioni sono indicate nell’enunciato.
Per dimostrare che la matrice A(t) ¢ una matrice definita positiva rimane da
verificare che entrambi gli autovalori siano positivi Vt > 0.
Amaz(t) € ovviamente positivo per ¢t > 0, mentre per quanto riguarda A, (t)
basta osservare che la disequazione seguente ¢ verificata Vi € R:

1
3 S 9 3

+t3_ 216

~+ | =
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Osservazione 11. Vale:

/5 h(5)
r t) < k “/.
('Z‘7y’ ) _— 27Tt26

Dimostrazione. Dapprima si prova che:
3y 2 3wy _ 1 [ 5 yP
——t—+t— == += 1,
t3 t + 2 — 9t .
poiche:

2 2 2 2 2 2
LT L ) B b s

s T T e Ty 2] 9 Tor T T3

2
_ 9y n 2/ 2z > 0.
4213/2 34/t

Quindi si puo concludere che:

[(x,y,t) = O

812

o T

(2.12)

(2.13)

3xy
2

(2.14)

(2.15)
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2.3 Equazione a coefficienti costanti

Definizione 2.1. Si definisce 'operatore a coefficienti costanti L,:

Proposizione 2.3.1. La funzione

x V3 _say? 4% sey
Loz, y,t) = F(%JJ\/&, t) = ozt ¢ (2.16)

¢ soluzione fondamentale di L,, dove I'(x,y,t) ¢ la soluzione fondamentale
di L.

Dimostrazione.

0= LI(z,y,t) = LT, (zV/a, = t) =

\/a?
a va 0., Y 9 y
=45 —,t) — _Fa == t) =
= Lara(l‘ a, %775) = Lara(xlaylat)a
(2.17)
dopo aver fatto il cambiamento di variabile: 2’ = z+/a, v’ = \/ia . O
Proposizione 2.3.2. Valgono le sequenti disuguaglianze:
1.
/ Co(z,y,t)dedy <1, (2.18)
R2
2. 5 c
— Iz, y,t)| < —=TLu(z,y,t), 2.19
STlent) < =T (219
3. 5 oV
a
‘@Fa(m?yyt)‘ S Wra(xayat% (220)
4.
2 C
—Ta(t,yt) < STal@,p,1), (2.21)
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5.
03 C
Bl < r 92.29
81‘3 a<x7 y7t) —_ (at)3/2 a(x7y7 t)? ( )
6. ) -
_ < — . .
&lfa(m, y,t) < - Lo(z,y,1) (2.23)

Dimostrazione. Per ottenere la prima disuguaglianza si esegue il seguente

cambiamento di variabili:

N= Ve (2.24)
y2 t3/2

la cui matrice Jacobiana associata risulta avere determinante 1/¢*. Utiliz-

zando anche la disuguaglianza (2.13) (con ¢ = 1), si ottiene:

3
/ Lo(z,y,1) dxdy = \/—_ e VIS gy dy, <
R2 2 R2 (2 25)
< \/_5/ e_é(y%“‘yg)dyl dys < ﬁ <1.
2T R2 12
La seconda disuguaglianza si dimostra utilizzando il lemma 5:
0 2x 3y
—Fa , ’t :Fa , ’t Dl 2| —=
STl nt)| = Tl |- - %
1/2
V3 67%7%73% 1 20 3yya\’
= 3 a t J—
27t? Vita Via 32
_ VB w2 1 (4 9ay” | 120y V2
27Tt2 \/5 a t3 t2 —
<\/§e_&;732_§_%y0 :—CFx t).
— a Y y7
2mt? Vita ta
(2.26)

Per la terza disuguaglianza:

0
il =T =2 =
‘81/ a(:lr,y,t)’ o(z,y,1) ’
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\/ﬁef%,é,s%\/a 922 36ay®  36zy)\ "’ _
27t t3/2 \ ta 3 t2 - (2.98)
a 2 .’1_‘2 €T
< Bewtaw Wiy
A2 $3/2 $3/2
Mentre per la quarta si utilizza 1’osservazione 5:
Lae8) = — Lo )+ Talognt)- (24 22)
x = —1,1Y, z,Y, e Y =
oz Y ta Y Y ta |t

2 V3 sa? 2 s 1 (422 9ay?  12xy
=T (z,y,t [ T <
palelm v+ o t ta(ta T TR

Passando alla quinta disuguaglianza, utilizzando 'osservazione 5 due volte

83 2 (2x 3y 2r 3y 3
ox 9.3 (l‘ y7t) £<_a+t_2)ra(xay7 )‘i‘F(Q? yv) (_+—> =

ta  t2
2 (4 9ay’ | 120y V2 V3 Jseg® gl sy
= — | — e t a t
(ta)3/? \ ta t3 t2 27t?

_say® 22 3oy 1 422 9ay?  12zy\*?
=+ e e TaT e <
2mt? (ta)’2 \ ta £3 2 <

Infine la sesta disuguaglianza si dimostra cosi:

0 I B = x ar(\/iavy\/a’ t) i Yy 8F(\/La’y\/a7t)
. _ =
9a Y 03/2 ox Vva Ox N
x yva y
'2_ 4 a3vae t3/2 Loz, y,t) N + ‘3\/5 +6 32 Lo(,y,1) Jat?? <
I y)f) x Yy Cra(xuyﬂf). 0
> a Vita3/? \/Et3/2 a

(2.29)
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2.4 Equazione a coeflicienti Holderiani

Ora cerchiamo la soluzione dell’equazione Lu = 0 con il metodo della para-
metrice.

Per usare questo metodo bisogna verificare che tutti i teoremi enunciati
nel capitolo precedente valgano anche nel caso della soluzione fondamentale

dell’operatore a coefficienti costanti appena trovata.

Definizione 2.2. Si definisce la seminorma:

1z, y)lle.r = \/<Bg,f - (z,9), (2,9)) (2.30)

dove

che risulta essere quindi indotta dal prodotto scalare ((z,y), (x,¥)) 5, .-

Osservazione 12. Posto n := 4, la funzione I'y¢ ) puo essere riscritta come:

2

31 (zy)
Vi

\/g _M_L_&ry \/§ -
—5€

e 13 aent 2 =

o2 2mrtn/?

e (2.31)

— (2 Y
Lemma 2.4.1 (analogo del lemma 1.1.2). 3(w,0) € @ tale che:
C

. 7_|1_a/2 ‘FC(:U - 517 Yy — é%t - 7-)|
(2.33)

0? (T, —Ty) (x — &,y — &yt —7)
Ox?

dove a = a(&, 1), b=a(z,t) e c = a(w,0).
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Dimostrazione. Per il teorema di Lagrange 3¢ € (a,b) tale che:

aQ(Fa_Fb)(x_élay_f%t_T) —‘(b—a) 82 {8Fa(:c—§1,y—§2,t—7')} <
0x? B Ox? da aeel
2 2 Olu(x—&,y— &, t—
S‘b_a‘ mrc(m_flay_é-Z?t_T)_(t_T)c (‘T glayc §2t T)+
2 —&) | Bly—&)\ Oe(z =&y — &t —7)
N ( (t—71)c * t2 ) Oc a

<

_ 9 (2(35 - &) L 3(y — 52)) 2(x — &)

(t—71)c (t —7)2 cg<t_7)rc(x—§l’y_§27t_7_)

o . Fc(x_€1>y_€2at_7) $—£1
= Klo—adl At—r) <5+2 (t—T)c) =
SR T R AR

(2.34)

Dove nell’'ultimo passaggio si e utilizzato lo stesso ragionamento fatto nella
dimostrazione della seconda disuguaglianza della proposizione 2.3.2.

Ora, si puo osservare che 3(w, 0) tali che ¢ = a(w, #); infatti, essendo a(z,t)
una funzione continua, allora I'immagine del compatto connesso Q x [r,1]
sara a sua volta un compatto connesso (cioé un intervallo, visto che siamo
sulla retta reale) e, siccome tale immagine contiene anche i punti a e b, allora
conterra anche tutti i punti tra essi compresi.

Inoltre, usando I’'Holderianita di a(x,t) si ottiene la tesi:

Fc(x_flay_é-?at_T) Fc(x_élvy_§27t_T)<

S EECEE

= Kla(z,1) = a(§, 7)]

Fc('r B glay - 527t - T)
<K
> (f — 7)1—0/23

O

Osservazione 13. Grazie alle proprieta della soluzione fondamentale I', enun-
ciate nelle ultime tre sezioni, ¢ facile dimostrare i teoremi 1.1.1, 1.1.4 e 1.1.5
anche nel caso dell’operatore L,. Le dimostrazioni, infatti, si basavano sul-
le maggiorazioni effettuate nella proposizione 0.2.1 e sul lemma 1.1.2, i cui

enunciati analoghi nel caso dell’operatore L, sono rispettivamente il lemma
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precedente e la proposizione 2.3.2. Per praticita riscriviamo di seguito i ri-
sultati che si otterrebbero dagli analoghi del teorema 1.1.5 e del corollario

1.1.6 per l'operatore L,:

t aZFa . — &t —
Maz.5) _ f(x,t)+/T /Q<a(5,7) S )(§x2 L T)+

ot

81“@(5,7) (LU — f, t— 7')
Ay

+(z—=¢) )f(faT)dde;

OV (a,t) | OV(xt) OV(z)

a(x,t) 2 x Dy BT
t 82F - — &t —
= —f(x,t) + /TO /Q (a(a:,t) - a(€77—)) 2 (xaxgg ! T>

f(&, 7)d¢dr.
(2.35)
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2.5 Metodo della parametrice per ’equazio-

ne di Fokker-Planck

Fissati (£,7) e posto a := a(§, 1), si definiscono ricorsivamente le funzio-
ni K;(x,t), Vj(x,t), R§’T(m,t) come nel capitolo precedente. I teoremi e le
dimostrazioni presentati nella sezione ”Costruzione della parametrice” nel
capitolo precedente sono identici a quelli del capitolo precedente. Di seguito
si riportano le dimostrazioni di alcuni teoremi che si discostano da quelle gia

affrontate.

Teorema 2.5.1. Vale:

'/Q Fa(y,a) (17 -y, t— O-)Fa(f,'r)(y - 57 0 — T) dy <C ‘Fa(gﬂ')(x - £7t - T)| Vo € (7—7 t)
(2.36)

dove : )
At —T1
X

Dimostrazione. Siccome la funzione a(x,t) ¢ continua sul compatto §2 x

[7,t], allora la matrice By, ammettera un autovalore massimo e uno mini-

y,g
mo, che indicheremo rispettivamente con A e A, i quali non dipendono né da
y né da o.

Inoltre, siccome t — 7 >0 — 7 et — 71 >t — o, allora risultano V(z,y) €

16_ )l < 116 () o

110_x (@ y)lller < 10_1 (2 y)lller

Quindi si puo procedere alla dimostrazione della tesi:

/rb<x—y,t—o)l}(y—a,a—ﬂdy\ _
Q

2 2

51 (=9

5 1 (y—=)
Vit—o y,o Vo—T1 &,

3/4 / e i(t—0) - 4(oc—7) dy <
(4m)(t = o) (0 = 7)"2 Jq
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2

2
5§ 1 (y—w=) ‘ 51 (y=9)
< 3/4 / S e gl <
e —o o—T
= Gnr =0yl —m Ja =
2 2
5 1 (y—=) 5 1 (W=9
/4 - /\(t;T) t_t’rfo' + t_o'TfT
3
< dy| <
= (4W)n<t_g>n/2<a_7>n/2/ﬂe =
(2.37)
che, grazie alla dimostrazione del teorema 2.5.1, si sa essere:
15_1_ (@=9l? M1 @=9lllZ,
Vi) - Nipn) = VBAG=r) - b A
< |20 (-7 ¢ _
= (4m)/2(t — )/ = (4m)/2(t — )/
:C’Fa(§77)(l‘—§,t—7)|. ]
(2.38)

Proposizione 2.5.2. Vale:

J .
¢ POmin) (2 — €t —71) Vj> 1

&, T
|Rj ($,t>| < |t_7_|1_ja/2 a

Dimostrazione. Per quanto riguarda RS

|RET (2, 8)] = | (L = L) Talw — &,t = 7)| = |a(z, ) — a(&, 7)] OTy(r — &t —7)

<
ox? -
r—£& ap|p— o2 C
H H ‘ ‘ Fa(x—f,t—T)Sml—‘a(x—f,t—ﬂ.

|t — T|a
. E,T . . N .
Per quanto riguarda R>" la dimostrazione ¢ analoga a quella della proposi-

zione 1.2.4 del capitolo precedente. O

Teorema 2.5.3. Le funzioni R?T(x, t) rispetta la condizione:
|R§’T(x,t) — R§’T(2,t)| < Clt —7°T a2 — 2,t), per un certo B> 0.

Osservazione 14. Dalla proposizione precedente risulta che, siccome a > 0,

allora: .
. Jo
djoeN: 1-— Eoz <0

cioé un jo tale che Vj > jy \RE’T(az,tﬂ < Clt—1"To(x =&, t—7) con vy > 0.
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2. Operatore di Fokker-Planck

Definizione 2.3. Ora, fissati (£, 7) € @ si definisce la funzione:

o0

Ger(x,t) =Y RS (x,1) (2.39)

j=1

E infine si ottiene la funzione seguente, che risulta essere soluzione fonda-

mentale dell’operatore L:

D1, €,7) = Ten(r—€, t—7)+ / /Q T, o (@—y, t—0)be(y,0) dy do (2.40)

Teorema 2.5.4. Fissati (€,7) € Q, alloraT¢,(z,t) & soluzione fondamentale
di L in Q.
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