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Introduzione

Questa tesi e dedicata allo studio degli elementi di base e di alcuni risul-
tati fondamentali della teoria delle rappresentazioni dei gruppi finiti. Come
sempre nella teoria delle rappresentazioni, I'idea e quella di leggere, attraver-
so omomorfismi, ogni gruppo finito come un gruppo di matrici, in modo da
confrontare un oggetto astratto con un oggetto in qualche modo piu concreto,
e da utilizzare gli strumenti dell’algebra lineare per poter capire e studiare
le proprieta del gruppo stesso.

Per semplicita si e scelto di lavorare sul campo complesso. Laddove lo
si e ritenuto particolarmente interessante, ma non troppo complicato, sono
state osservate analogie o differenze con casi diversi da questo.

La tesi e suddivisa in quattro capitoli. Il primo capitolo, oltre alle defi-
nizioni e ad alcuni esempi di base, ¢ prevalentemente dedicato al Teorema
di Maschke, di cui vengono fornite due dimostrazioni: una valida sul campo
complesso e l'altra in maggiore generalita. Si tratta di un teorema partico-
larmente importante che stabilisce la completa riducibilita delle rappresen-
tazioni finito-dimensionali di un gruppo finito, purché la caratteristica del
campo non divida 'ordine del gruppo.

Nel secondo capitolo vengono introdotti e studiati i caratteri delle rappre-
sentazioni. L’idea e che il carattere di una rappresentazione contiene tutte le
informazioni essenziali sulla rappresentazione stessa. Piu precisamente una
rappresentazione complessa di un gruppo finito ¢ completamente determi-
nata, a meno di isomorfismi, dal suo carattere. La situazione nel caso di
rappresentazioni su campi di caratteristica positiva ¢ pit complicata e non
viene affrontata nella tesi.

Nel terzo capitolo viene introdotta l’algebra gruppale C[G]. L’algebra
gruppale ¢ un’algebra associativa con unita, avente una base indicizzata dagli
elementi del gruppo. Ogni rappresentazione di GG individua univocamente
una rappresentazione di C[G] e viceversa, quindi studiare le rappresentazioni
del gruppo G equivale a studiare le rappresentazioni dell’algebra associativa
C|G]. Questa equivalenza si dimostra talvolta particolarmente utile perché
consente di utilizzare i metodi ed i risultati della teoria delle rappresentazioni
delle algebre associative. In particolare nel capitolo tre questo punto di vista
viene adottato per dimostrare che la dimensione di ogni rappresentazione
irriducibile di un gruppo G divide l'ordine di G.

Infine, nell’ultimo capitolo della tesi, i risultati descritti nei primi tre
capitoli vengono illustrati nel caso dei gruppi simmetrici S ed Sy.



Capitolo 1

Rappresentazioni di gruppi
finiti

1.1 Definizioni e primi esempi

La teoria delle rappresentazioni lineari dei gruppi serve a conoscere delle pro-
prieta che ha un determinato gruppo. Qui considereremo gruppi finiti, cioe
che abbiano un numero finito di elementi. In pil, per evitare ambiguita,
supporremo che le rappresentazioni siano lineari. Ogni volta, quindi, che
scriveremo gruppo o rappresentazione omettendo rispettivamente finito e [li-
neare, questi ultimi saranno sottointesi.

L’idea alla base di questa teoria e interpretare il gruppo come gruppo di tra-
sformazioni di uno spazio vettoriale, considerato qui di seguito sempre non
nullo e di dimensione finita.

Cominciamo introducendo il concetto di azione di un gruppo su un insieme.

Definizione 1.1.1  Siano G un gruppo e X un insieme. Si dice che G
agisce su X se esiste un’applicazione

f: GxX—X

(9,7) — gx

tale che, indicando con - l'operazione del gruppo e con lg la sua unita, per
ogni g, h € G e per ogni x € X walgano le sequenti proprieta:

1) lgz=u=x;
2) (g-h)x=g(hz).

Definiamo adesso 'oggetto di studio vero e proprio:



Definizione 1.1.2 Sia G un gruppo e sia V uno spazio vettoriale. Una
rappresentazione lineare di G su 'V é un omomorfismo di gruppi
p:G— GL(V), cioé un’applicazione tale che, per ogni g,h € G:

1) p(lg) =idy;
2)  plg-h)=plg)oph).

Indicheremo una siffatta rappresentazione con (p, V') quando il gruppo G
risultera chiaro dal contesto. Con un abuso di notazione, a volte indicheremo
la rappresentazione semplicemente con V.

Denoteremo I'immagine di un elemento g di G tramite p con p,.
Se il campo su cui e definito lo spazio vettoriale V e R o C, la rappresentazione
si dice rispettivamente reale o complessa. Nel seguito tratteremo soltanto
rappresentazioni complesse, a meno che diversamente specificato.

Definizione 1.1.3 Si chiama dimensione della rappresentazione la dimen-
stone dello spazio vettoriale V.

Se V' e uno spazio vettoriale di dimensione n, ricordiamo che I’applicazione

T : GL(V)— GL,(C)
fr—F

che associa ad ogni automorfismo di V' la sua matrice rispetto ad una base
fissata di V, € un isomorfismo di gruppi.

Osservazione 1.1.1 Dato uno spazio vettoriale complesso V' e fissata una
sua base B, si puo equivalentemente definire una rappresentazione di un
gruppo G su V' come un omomorfismo di gruppi

p: G— GL,(C)
g— Iy

dove F, e la matrice di p, rispetto a B.
Definizione 1.1.4 Un omomorfismo di due rappresentazioni (p,V') e (p', V')
di un gruppo G ¢ una funzione lineare f : V. — V' tale che per ogni g € G
si abbia

fopyg=pyof.

Se inoltre f é invertibile diremo che f € un isomorfismo e scriveremo p =g p'.
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Definizione 1.1.5 Sia G un gruppo, sia V uno spazio vettoriale e sia

p: G — GL(V) una rappresentazione di G su'V. Sia inoltre W un sottospa-
zio vettoriale di V.. W é detto sottorappresentazione di V' se si ha p,(w) € W
per ogni w € W e per ogni g € G. In questo caso il sottospazio W si dice
G-invariante.

Osservazione 1.1.2 Se f ¢ un omomorfismo di due rappresentazioni (p, V')
e (p, V') di un gruppo G, allora Ker(f) e Im(f) sono sottospazi G-invarianti
rispettivamente di V e V'.

Infatti, presi v € Ker(f) e g € G, si ha
Flog(v)) = pa(f(v)) = pg(0) =0 = py(v) € Ker(f).
Analogamente, se v' € Im(f), g € G e v € V, abbiamo

Py() = py(f(v)) = flpg(v)) = py(v) € Im(f).

Esempio 1.1.1  Siano G un gruppo e V uno spazio vettoriale. Il piu
semplice esempio di rappresentazione (p, V') é quella tale che

pg(v) =wv Vge G, VYvel.

Questa rappresentazione € detta rappresentazione banale.

Esempio 1.1.2 Sia G un gruppo finito di ordine n e sia V uno spazio
vettoriale di dimensione n, con una base {e,},ec indicizzata dagli elementi
di G. Consideriamo g € G e definiamo la sequente applicazione:

R, : V—V

€h > €g.h

(estesa per linearita su tutto lo spazio V). Questa é una rappresentazione di
G su 'V, detta rappresentazione regolare.

Infatti, per ogni ¢ € G, R, ¢ un automorfismo di V. Questo perché
I’applicazione g : g — g - h, definita su un gruppo, € biiettiva. Inoltre vale
Rp.i(v) = (Rp o Ry)(v) per ogni h,l € G e per ogni v € V. Basta vederlo su
un elemento della base di V:



Rg.h(el) = €(g-h)~l = 69.(h.1) = Rg(eh.l) = (Rg 0] Rh)(el).

La dimensione di questa rappresentazione, per costruzione, ¢ uguale all’ordine
di G.
Notiamo che, posto w = ) e, si ha, per ogni h € G:

geG
hw:hg egzg hegzg €h.g = W.
geG geG geG

Quindi W := Span{w} & una sottorappresentazione di V.

Esempio 1.1.3 Siano G un gruppo e X un insieme finito. Supponiamo
che G agisca su X.

Similmente a quanto visto nell’esempio precedente, sia V uno spazio vetto-
riale con una base {e,},cx indicizzata dagli elementi di X, e sia py, per ogni
g € G, l'applicazione lineare

pg o V—V

€z > €gz -

La rappresentazione di G cosi ottenuta e chiamata rappresentazione di per-
mutazione associata a X .

1.2 La completa riducibilita

Il nostro obiettivo e studiare le rappresentazioni di un gruppo finito G. Un
passo fondamentale in questa direzione ¢ la decomposizione di una rappre-
sentazione in componenti irriducibili.

Definizione 1.2.1 Una rappresentazione V' si dice irriducibile se non con-
tiene alcuna sottorappresentazione propria.

Per sottorappresentazione propria intendiamo una sottorappresentazione
diversa da {0} e da V.
Una rappresentazione non irriducibile si dice riducibile.

Esempio 1.2.1 Ogni rappresentazione di dimensione 1 é irriducibile. In-
fatti, per ragioni dimensionali, non esistono sottorappresentazioni proprie.



Esempio 1.2.2 Sia G un gruppo. Consideriamo la rappresentazione re-
golare di G. Allora, se |G| > 1, essa non ¢é irriducibile, come abbiamo gia
notato nell’Esempio 1.1.2.

Esempio 1.2.3 Consideriamo il numero complesso i. Esso é una radice
quarta dell’unita, ovvero i* = 1. L’insieme {1,4,7%,4%} = {1,4,—1,—i} é un

gruppo ciclico generato da i. Indichiamo con G questo gruppo e definiamo la
sequente applicazione:

p: G— GLy(C)

10
g'—>P91: Og .

Per ogni elemento del gruppo G, p, risulta essere un automorfismo di C>.
Si verifica facilmente che p ¢ un omomorfismo di gruppi e quindi definisce
una rappresentazione di G' su C%:

10 10\ /1 0
pg'h:(o g'h>:(0 9) (0 h):pgoph vohes

Notiamo che tale rappresentazione non e irriducibile. Infatti e immediato

vedere che
1 , 0
W:zSpan{(O)} e W ::Span{ (1)}

sono sottospazi di C? (di dimensione 1) G-invarianti.

Definizione 1.2.2  Sia G un gruppo e siano (p,V'), (p', V') due rappresen-
tazioni di G. Definiamo la sequente applicazione:

p®p . G— GLVaV)
g pgDpy.

Questa ¢ ancora una rappresentazione di G, si dice somma diretta delle
rappresentazioni p e p' e si denota con (p @ p,V & V’).



Piu precisamente, fissato g € G e presi v € V, v’ € V’, si ha:
pg®p, : VoV — VoV
(U, U/) — (pg(U), P;(UI))

cosi (p@® p/,V @& V') & una rappresentazione di G poiché (p, V) e (p/, V') lo
sono.

Definizione 1.2.3  Sia G un gruppo e siano (p,V'), (p', V') due rappresen-
tazioni di G. Definiamo la sequente applicazione:
pp . G— GLV&®V)
g pg @ py
dove V@ V' é il prodotto tensoriale fra V e V'.

Questa ¢ ancora una rappresentazione di G, si dice prodotto tensoriale delle
rappresentazioni p e p' e si denota con (p @ p',V @ V').

Analogamente alla rappresentazione somma diretta, fissato g € G e presi
veV,v eV’ siha:
pg@p, : VeV —VeV
V@V s p,(0) ® (V)

cosi (p® p',V ® V') & una rappresentazione di G poiché lo sono (p,V) e
(o', V).

Definizione 1.2.4 Una rappresentazione V' di un gruppo G si dice comple-
tamente riducibile se si puo scrivere come somma diretta di rappresentaziont
wrriducibali.

Notiamo che, in generale, la riducibilita di una rappresentazione non im-
plica la completa riducibilita.

Esempio 1.2.4 Consideriamo G = C, V = C? ¢ la rappresentazione

p: C— GL(C?

10
s pi=| L )



Innanzitutto osserviamo che

10 1 0 1 0
pzopw_(z 1) (w 1)_<z+w 1)_pz+w VZ,’LUEC

quindi p e una rappresentazione di C come gruppo additivo. Si ha che

)

e un sottospazio di V' G-invariante, ma non esiste un altro sottospazio pro-
prio W’ di V' G-invariante tale che V =W & W'.

Infatti, sia (21, 22) € C? tale che (21, 23) e (0,1) siano linearmente indipen-
denti (cioe z; # 0). Allora

()= (7 ) e (2)) famenw s o,

Dimostriamo un primo, significativo risultato:

Teorema 1.2.1 (di Maschke) Sia p: G — GL(V) una rappresenta-
zione di G su'V e sia W una sua sottorappresentazione. Allora esiste una
sottorappresentazione W' di V' tale che V=W @ W’'.

Dimostrazione. Sia W un arbitrario sottospazio complementare di W
inV esiap:V — W la corrispondente proiezione di V' su W. Definiamo
la funzione lineare py : V. — V', detta la media dei coniugati di p tramaite gli
elementi di G-

poi= |—Cl;|2pgop0p;1
geG
dove |G| ¢ l'ordine di G.
Poiché W ¢ una sottorappresentazione di V', p,(w) € W per ogni w € W.
Analogamente py-1(w) = p, ' (w) € W per ogni w € W; pertanto valgono le
seguenti uguaglianze:

pop,t(w)=p, (w), pyopop,t(w)=w, p(w)=w YweW.



Di conseguenza I'immagine di py ¢ contenuta in W e pojw = idy. Percio
Do © po = po. Allora anche py € una proiezione di V' su W.
Notiamo ora che p, o pg = pg o py per ogni h € G. Infatti:

_ 1 B B 1 ~
PhoPoo Py’ = @thopgopopglophl = @th-gopwh.ézpo.
geG geq

La prima uguaglianza viene semplicemente dalla linearita di p e di p, per
ogni g € G; nella seconda abbiamo usato (pj, 0 p,) ™t = pg_l o p;t; nell’ultima
il fatto che 'applicazione § : g — ¢ - h, definita su un gruppo, e biiettiva,
quindi di fatto nell’ultima sommatoria possiamo sostituire A - g con g.

Il fatto che py sia una proiezione su W ci permette di decomporre V nella
somma diretta di sottospazi V =W & W' dove W' = Ker(py).

Preso w' € W', abbiamo pg o pp(w') = pp o po(w’) = 0, cioe pp(w') € W/,
quindi W' & una sottorappresentazione di V.

O

Osservazione 1.2.1 Notiamo che nella dimostrazione del Teorema di Ma-
schke appena fatta non abbiamo usato alcuna ipotesi sul campo se non che
la sua caratteristica non divida 'ordine di G. Il risultato visto vale dunque
in questa generalita. Nel caso in cui il campo sia C si puo dare anche una
dimostrazione piu semplice, che fa uso di un prodotto scalare Hermitiano de-
finito sullo spazio vettoriale V. In tal caso il sottospazio complementare di
W, G-invariante, sara semplicemente [’ortogonale di W'

Osserviamo innanzitutto che, dato un C-spazio vettoriale V', ¢ sempre
possibile definire su V' il prodotto scalare Hermitiano in modo che valga

< gu,gw >=<v,w > Vge G, YvwelV.

Infatti, sia <, > un qualsiasi prodotto scalare Hermitiano su V', e definiamo

<vw =Y < gu,gw >
geG

Il prodotto <, > e certamente un prodotto scalare Hermitiano. Inoltre, per
ogni h € G, vale
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< hv,hw > = Z < g(hv), g(hw) >¢ = Z <(g-h)v,(g-h)w>y=
geG geG
:Z<lv,lw So=<v,w > .
lea

IT Dimostrazione del Teorema di Maschke nel caso complesso.

Consideriamo il sottospazio vettoriale ortogonale a W:

Wr={veV | <vw>=0 YweW}.

Si ha che V=W @ W+. A questo punto dobbiamo solo far vedere che W+
¢ una sottorappresentazione di V. Siano g € G, w' € W+, w € W. Si ha:

<gw iw>=<guw (g-gHw>=<w (g7 'w) >=0

dal momento che W & G-invariante e w’ & ortogonale a tutti gli elementi di
wW.

O

Corollario 1.2.1  Ogni rappresentazione si puo scrivere come somma di-
retta di rappresentazioni irriducibils.

Dimostrazione. Sia G un gruppo e sia (p, V) una rappresentazione di
G su V. Il teorema si dimostra per induzione sulla dimensione di V.
Se dim(V') = 0 il teorema ¢ ovvio.
Supponiamo quindi n = dim(V') > 1.
Se V e irriducibile non c¢’e niente da dimostrare.
Altrimenti, sia W un sottospazio proprio di V' G-invariante. Per il teorema
precedente, V' si pud decomporre in una somma diretta W & W’ di due
sottospazi W e W' G-invarianti che hanno dimensione strettamente minore
di quella di V. Allora, per ipotesi induttiva, W e W’ sono somma diretta di
rappresentazioni irriducibili, quindi anche V' lo e.
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1.3 1l lemma di Schur

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che ogni rappresentazione si puo
scomporre in una somma diretta di rappresentazioni irriducibili. Adesso
vogliamo dimostrare che questa scomposizione € unica, a meno di isomorfismi.

Lemma 1.3.1 (di Schur) Sia G un gruppo e siano p : G — GL(V),
p G — GL(V') due rappresentazioni irriducibili di G. Sia f : V — V'
un omomorfismo delle rappresentazioni p e p'. Allora valgono le sequenti
affermazioni:

(1) p ep' sono isomorfe oppure f = 0.
(2) SeV =V'ep=g/, allora f é un’omotetia (cioé¢ I\ € C tale che
f=Nidy ).

Dimostrazione.

(1) Come abbiamo visto nell’Osservazione 1.1.2, Ker(f) e Im(f) sono G-
invarianti. Ma V' per ipotesi ¢ irriducibile, quindi Ker(f) ¢ {0} oppure V.
Analogamente, essendo anche V' irriducibile, si ha che Im(f) ¢ {0} oppure
V’. Se f € non nulla allora Ker(f) ={0} e Im(f) =V", cosl f ¢ un isomor-
fismo.

(2) Ricordiamo che abbiamo fissato fin dall'inizio K = C. Essendo C al-
gebricamente chiuso, f ha almeno un autovalore A € C quindi I’applicazione
f — Aidy ha nucleo non banale. D’altra parte questo nucleo ¢ G-invariante

e V e irriducibile, quindi Ker(f — Aidy) =V, da cui f — Nidy = 0.
O

Teorema 1.3.1  Ogni rappresentazione (p, V') di un gruppo finito G puo
essere scritta come somma diretta

V=Vfme . . eV

dovemy, ..., m, € Neperognit=1, ..., n,V; e una sottorappresentazione
irriducibile di V' tale che Vi 22 V; per i # j. Questa decomposizione ¢ unica
a meno di isomorfismi.

12



Dimostrazione. Sappiamo gia che una decomposizione del genere esi-
ste, grazie al teorema di Maschke. Dobbiamo dimostrare I'unicita.
Sia W una sottorappresentazione irriducibile di V. Dobbiamo mostrare che
W = V; per un certo i. Fissiamo ¢, con 1 < ¢ < n e consideriamo la proiezione
di V su Vj ristretta a W:

W e V; sono entrambe sottorappresentazioni irriducibili di V', quindi per il
lemma di Schur abbiamo due possibilita: W = V; oppure p; | w = 0.

Nel primo caso abbiamo subito la tesi.

Nel secondo caso, considerando tutte le altre proiezioni di V' su V; per j # ¢
ristrette a W, ne esistera sicuramente una (e solo una) tale che risulti W = V;
per un qualche j, poiché le proiezioni non possono essere tutte nulle.

13



Capitolo 2

Teoria del carattere

2.1 Definizione e prime proprieta

D’ora in avanti, per non appesantire troppo la notazione, ometteremo i
simboli dell’operazione del gruppo e di composizione di funzioni.

Definizione 2.1.1 Sia G un gruppo e sia (p,V') una rappresentazione di
G. Si chiama carattere di (p, V'), e si denota con x,, la funzione che ad ogni
elemento g del gruppo G associa la traccia di pg su'V':

Xp: G—C
g+ Tr(pg).

Definizione 2.1.2  Sia G un gruppo e sia g € G. Si definisce classe di
coniugio di G il sequente insieme:

C,={hgh™ | heG}.

Definizione 2.1.3 Sia G un gruppo e sia f : G —> C. Si dice che f é una
funzione di classe se si ha f(g) = f(hgh™') per ogni g, h € G.

Proposizione 2.1.1  Sia G un gruppo e sia f : G — C. Allora f ¢é una
funzione di classe se e solo se f(gh) = f(hg) per ogni g,h € G.

Dimostrazione.
Sia f una funzione di classe. Mostriamo che vale f(gh) = f(hg) per ogni
g,h € G.
Per ipotesi f(g) = f(hgh™') per ogni g,h € G. Ponendo gh = ¢’ si ha
flgh) = f(g) = f(hg' h™') = f(hghh™") = f(hg (hh™Y)) = f(hg).
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Viceversa, sia f una funzione a valori complessi tale che f(gh) = f(hg) per
ogni g, h € G e mostriamo che f €& una funzione di classe.

Ponendo h = h' g7, con b’ € G, si ha

flgh'g™") = flg(h'g™") = f((Wg™")g) = fF(W (97" g)) = ().

(Il
Proposizione 2.1.2 Sia G un gruppo. Valgono le sequenti affermazioni:

(1) 1l carattere é una funzione di classe.

(2) Se(p,V) éuna rappresentazione di G, allora x,(1¢) = dim(V).

(3) xolg7") = xol9) VgeG.

(4) Se due rappresentazioni (p, V') e (p/, V') di G sono isomorfe, allora

Xp = Xp'-

(5) Se(p,V) e (p,V') sono rappresentazioni di G, allora X ey = X, + X -
(6) Se (p,V) e (p, V') sono rappresentazioni di G, allora X sy = Xp Xy -

Dimostrazione.

(1) Per ogni g,h € G si ha

Xo(hgh™) =Tr(pngn-1) = Tr(pn pg pu-1) = Trpn pg p,") = Tr(py) = X,(9)-

(2)  xo(lg) = Tr(pr) = Tr(idy) = dim(V).

(3) Abbiamo x,(¢g7") = Tr(py1) = Tr(p,") per ogni g € G. Sappiamo
che la traccia di p,; ¢ la somma degli autovalori di p, e ricordiamo che gli
autovalori di p;l sono gli inversi degli autovalori di p,, per ogni g € G.
Osserviamo che, essendo G un gruppo finito, esistera m € N tale che

g" =1g, con g € G. Cio implica p,m = (py)™ = 1. Quindi, se \; ¢ un auto-
valore di pg, si ha A* = 1, cioe tutti gli autovalori di p, sono radici m-esime
dell’'unita. Pertanto |\;|> = A\; \; = 1. Supponendo che py abbia n autovalori
e che \; abbia molteplicita n;, per i = 1, ..., n, si ha dunque

Xolg™) =Tr(p,") = Zn A= an_ = Tr(pg) = Trlpy) = x»(9).

(4) Per ipotesi (p, V) e (p/, V') sono isomorfe, quindi esiste f € Hom(V,V’)
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invertibile tale che p;, = fp, f ~1. La tesi allora segue dalla definizione di
carattere e dalle proprieta della traccia.

(5) Fissata una base C' di V & V' data dall’unione di una base B di V e di
una base B’ di V', I'applicazione p, @ pj, per ogni g € G, & rappresentata,
rispetto a (', da una matrice a blocchi

(v #)

0 F

dove Fy ¢ la matrice di p, rispetto a B e F, & la matrice di p;, rispetto a B’.
Si ha dunque

Xoaw (9) = Tr(pg + p,) = Tr(pg) + Tr(p,) = Xp(9) + X (9)-

(6) Consideriamo un elemento g € G. Supponiamo che p, abbia come
autovalori su V' Ay, ..., A, con n = dim(V') e che p;, abbia come autovalori su
V' i1y s i, conmo= dim(V”). Allora gli autovalori di p, ® pj, su V@ V'
sono \; pij, con it =1,...,nej=1,..,m. Quindi

Xospr (9) = Z Aipj = (Z Ai) (Z 1) = Xo(9) xp(9)  Vge€G.

Definizione 2.1.4 Dato un gruppo G, poniamo
Celass(G) :={f : G — C | f é funzione di classe} .
In particolare, grazie alla Proposizione 2.1.2 (1), il carattere di una rap-

presentazione di G appartiene a Cqs5(G). Possiamo definire su C,s(G) una
struttura di C-spazio vettoriale come segue:

e SOMMA:

(f1+f2)<g) :fl(g)+f2(g) vflanE((-jcl:aLss(C:); VQEG

e PRODOTTO PER UNO SCALARE:
Af)g):=Aflg) VAIeC, VfeCus(G), Vged.
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Inoltre possiamo definire, per ogni ¢, € Cyus5(G), 1 seguenti prodotti:

<¢¢>—|G|QEZG¢ (*)
Z¢> (x%)

La prima e una forma bilineare simmetrica. Il secondo, invece, ¢ un prodotto
scalare Hermitiano.

Dato che il carattere € una funzione di classe, allora, se abbiamo due rappre-
sentazioni (p, V') e (p/, V'), possiamo scrivere

<XP7XP' |G| ZXp )7
geG
(va Xp Z Xp
geG

Osservazione 2.1.1 Sia G un gruppo e sia g € G. Siano inoltre p e p' due
rappresentazioni di G. Allora vale (X,, Xp) =< Xp» Xp' >

Infatti, applicando la Proposizione 2.1.2 (3) alla rappresentazione p’ si ha
Xy (9) = xp(g7"). Allora

(Xo» Xpr) = |G| ZX/J (9) |G| ZXp ) =< Xp Xp >

geG

2.2 Risultati fondamentali

La prossima proposizione e un corollario del lemma di Schur.

Proposizione 2.2.1 Siano (p,V) e (p/, V') due rappresentazioni irriduci-
bili di un gruppo G e sia ¢ : V — V' un’applicazione lineare. Poniamo:

Zpg " p,.

gEG
Allora:
(1) Se p e p' non sono isomorfe, ¢pg = 0.
(2) Se V=V"ep=qp sihapy= Nidy, con A = dlm(@)
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Dimostrazione. Risulta p} ¢g = ¢¢ pp, infatti:

1
(Ph) ™" Gopr = Z Lo pgpn = € > (Pyn) " b pgn = oo

QGG geq

Cosi, dal lemma di Schur, si ottengono (1) e (2). Inoltre

dim(V)X = Tr(¢y) = ZTr Lo pg) = ZTr (¢).

gEG gEG

O

Questa proposizione puo essere riformulata descrivendo le rappresenta-
zioni p e p' in termini matriciali: siano p, = (a;,,;(9)), p; = (b, 5,(9)) le
matrici di p, e p) rispetto ad una base B di V' e ad una base B’ di V.
Indichiamo con (x4, ,,) la matrice di ¢ rispetto a B e B’ e con (zf, ;) la
matrice di ¢g. Allora, per definizione di ¢q, si ha:

xgz,zl = |G| Z bzz,m _1)%2,]1 aj, i, (9) (x % %)

9571572

Proposizione 2.2.2 Nel caso (1), per iy, j1,1i2, Jo arbitrari, si ha

Z i, 2 (071 a5, (9) = 0.

geG

0

Dimostrazione. Infatti in (1) abbiamo zj, ,,

sione (% * x), si ha

= 0, quindi, per 'espres-

1 J—
@ Z bi27j2<g 1) Lja, j1 a/jhil(g) = 0.

g,J1, 52

Possiamo interpretare il primo membro come una funzione lineare nelle va-
riabili zj, ;,. Il coefficiente di z;, ;,, per ogni jo, j; fissati, e

Z bia,j2(97") @jy, i (9)-

gEG

Segue la tesi.
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Proposizione 2.2.3 Nel caso (2) si ha

1 3 1
@ me,jz(g 1) ajl,il(g> - W 6i2’i1 6j27j1

geG

dove 6 ¢ la delta di Kronecker.

Dimostrazione. Infattiin (2) abbiamo ¢ = Xidy, cioe x, ; = Xd

Possiamo scrivere Tr(¢) = >, 04, jy Tj, j,- Inoltre sappiamo che

T .. . .
A= di?jl(((tl)/))' Quindi \ = m > i iy Ojanin Tja,jn - Da qui otteniamo

12,11

1 _ 1
G 2 b0 B n(0) = G D BB T

9,J1,72 J2,J1
e, uguagliando i coefficienti di z;, ;,, si ha la tesi.

O

Osservazione 2.2.1 Notiamo che il prodotto (x) é definito per ogni coppia
di funziont ¢ e da G in C.

D’altra parte, usando le notazioni precedenti, anche a; ;(g) e b; j(g) sono
applicazioni da G a C per ogni coppia (i,7) fissata.
Nelle notazioni precedenti, poniamo

1 _
< biz,jm Qjy iy > = @ Z bizyjz(g 1) aj1,i1(g) :

geG

In questo modo le ultime due proposizioni diventano rispettivamente

< bi27j27aj1,i1 >=0 (0)

1
< big, oy Ajy iy > = W Oiz, 104, 11 (00)
A meno di un’opportuna scelta della base degli spazi vettoriali V' e V', pos-
siamo supporre che le matrici (a; j(g)), (bi,j(g)), per g € G, siano unitarie.
Cosi si avra rispettivamente a; j(g7") = a; j(g), bi j(g7") = b; ;(g) e le pro-
posizioni precedenti sono proprio le condizioni di ortogonalita per il prodotto

(% %).

Adesso siamo in grado di dimostrare questo risultato:
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Teorema 2.2.1 [ caratter: delle rappresentazioni wrriducibili di un gruppo
G sono fra loro ortonormali rispetto al prodotto scalare Hermitiano (xx).

Dimostrazione. Quello che vogliamo far vedere ¢ che, date due rap-
presentazioni (p, V) e (p',V’) di G di dimensione rispettivamente n e m,
vale

( )= 1 sep=¢p';
Xo» Xpt) = 0 altrimenti.

Usiamo la notazione matriciale: si avra p, = (a;,j,(9)) e p;, = (biy,j,(9))-
Cosi

Xo(9) =Tr(pg) = D27 1 ai,a(9); Xp(9) =Tr(p}) = D0 _1 binin(9) -

Si ha

(o) = 157 ST ) Ty ) = 167 D (3 (@) (3 binlg™)) =
geG geG i1=1 19=1
=< Zail,il, Zbi%i? > = Z < ail’il,bi%@ > .
i1=1 io=1 11,12

Se p 2¢ //, allora siamo nel caso della Proposizione 2.2.2 ed abbiamo la
condizione (0). Cosi }_; ;. < @iy, iy, biy,i, >=0, cioe (x,, x,7) = 0.

Se invece p = p', allora x, = x, e dunque

(XWXP/) =< Xps Xp > = Z < Qi i, Qj, 5 > .
i, j=1

In questo caso vale anche V' = V' (e n = m). Cio implica che possiamo

applicare la Proposizione 2.2.3 e la condizione (¢©¢). Abbiamo
< Qi i, Q55 > = %51‘,]' 0;,j = %(5“. Allora

n

Y <aiia>=) %@JZ%Z@J :%:1 = (X xp) = 1.

i, 7=1 i,7=1 i, j=1
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In particolare il Teorema 2.2.1 mostra che, se y e il carattere di una rap-
presentazione irriducibile di G, allora (x, x) = 1. In questo caso il carattere
si dice irriducibile.

Teorema 2.2.2 Sia V una rappresentazione del gruppo G e sia n il carat-
tere di V. Sia V=V, ®... ® V, la decomposizione di V in sottorappresen-
tazioni irriducibili. Allora, se W & una rappresentazione irriducibile avente
carattere x, il numero dei V; isomorfi a W ¢é uguale al prodotto (n,x).

Dimostrazione. Sia y; il carattere di V;, per ogni ¢ = 1,...,n. Per
I'affermazione (5) della Proposizione (2.1.2) si ha n = x1+ ...+ Xn.

Allora (7, x) = (xa + -+ X X) = (X1, X) + - - + (Xn, X). Per il teorema
precedente:

0 altrimenti.

1 seV,=W;
(Xir x) =

Segue subito la tesi.

Il numero (7, x) si chiama molteplicita di W in V.

Corollario 2.2.1 Se due rappresentazioni (p, V') e (p/, V') di un gruppo G
hanno lo stesso carattere, allora sono isomorfe.

Dimostrazione. Siano x, e X, i caratteri rispettivamente di p e p'.
Per ipotesi si ha x, = x.
Se W e una rappresentazione irriducibile di G con carattere y, allora
(Xps X) = (X5 X), quindi la molteplicita di W in V' e in V' ¢ la stessa. La
tesi segue dal Teorema di Maschke e dalla unicita della decomposizione in
irriducibili.

O

Possiamo riassumere 'affermazione (4) della Proposizione 2.1.2 ed il Co-
rollario 2.2.1 nella seguente

Proposizione 2.2.4 (Condizione necessaria e sufficiente affinché due rap-
presentazioni di un gruppo G siano isomorfe € che abbiano lo stesso carattere.
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Grazie al Teorema 1.3.1 ed ai risultati visti finora possiamo dire che il
carattere n di una rappresentazione V' di un gruppo G ¢ dato da
n=myX1+...+my, Xa, dove x; ¢ il carattere di V; (rappresentazione irridu-
cibile) per ogni i =1, ..., n e m; € la molteplicita di V; in V: m; = (1, x3)-
Inoltre, per 'ortonormalita dei caratteri x;, ¢ = 1,...,n, vale la formula

(mm) =) m:.
=1

Si ha subito il seguente

Teorema 2.2.3 Sia V una rappresentazione di un gruppo G e sia n il
carattere di V. Allora (n,n) é un numero intero positivo. Inoltre, (n,n) =1
se e solo se V' e irriducibile.

2.3 Carattere della rappresentazione regolare

Ricordiamo che se (R, V) e la rappresentazione regolare del gruppo G ed
{ey}4ec € una base dello spazio vettoriale V' indicizzata dagli elementi di G,
si ha che Ry(e,) = en.y per ogni g, h € G (vedi Esempio 1.1.2).

Fissiamo h € G e consideriamo Rj,. Sinota che se h # 1, allora h-g # g per
ogni g € G, quindi Ry(ey) # e, per ogni g € G; di conseguenza la matrice
che rappresenta Ry, rispetto alla base {e;}4e¢ ha gli elementi sulla diagonale
principale tutti nulli. Cid implica Tr(Ry) = 0 per ogni h € G, h # 1.
Invece, se h = 14, allora R}, e 'applicazione identita su V', quindi

Tr(Ry) = Tr(idy) = |G-

In conclusione, vale la seguente

Proposizione 2.3.1 Se (R,V) ¢ la rappresentazione regolare del gruppo G
e h e, allora

|G| se h=1g;

0 altriments.

TT(R;L) == {
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Corollario 2.3.1 Se W ¢é una rappresentazione irriducibile del gruppo G,
allora la molteplicita di W nella rappresentazione regolare (R,V) di G ¢
uguale alla dimensione di W'.

Dimostrazione. Se x ¢ il carattere di W e yg ¢ il carattere della
rappresentazione regolare (R, V'), allora, per il Teorema 2.2.2, la molteplicita
di Win V e (xg, x). Quindi, usando la Proposizione 2.3.1, si ha

(XR: X) e ZX el |G| X(1G) = Tr(idw) = dim(W).

geG

O

Corollario 2.3.2 Se Vi, ..., V, sono le rappresentazioni irriducibili del
gruppo G aventi rispettivamente dimensione my, ..., my,, allora:

(1) Le dimensioni m; soddisfano la relazione: Y mi = |G|.

(2) Per ogni g € G, g #1G, si hay ;. m; xi(g) = 0.

Dimostrazione. Per il Corollario 2.3.1, abbiamo

Xr(9) = 22y mixi(g) per ogni g € G.
Prendendo g = 1G si ottiene (1); prendendo g # 1G si ottiene (2).

2.4 Il numero di rappresentazioni irriducibili

Proposizione 2.4.1 Sia G un gruppo, sia (p,V') una rappresentazione di
G su'V e sia f una funzione in Cuuss(G). Sia pg : V. — V' Uapplicazione
lineare cosi definita:

=> flg)r

geG

Se (p,V) e una rappresentazione irriducibile con carattere x,, allora
pr = Nidy, con A = d”‘nG(‘v (fixp)-

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che prpn, = pn py per ogni
h € G. Si ha:

pnt oron = F@) Py poon =D F(9)Pr-1gn

geG geqG
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Ponendo [ = h™! g h si ottiene

pntoron =Y F(RI) pr=>Y" f(1) pr = py.

le@ leG

Allora, procedendo analogamente a quanto fatto nella dimostrazione della
Proposizione 2.2.1, vale py = Aidy. Ora

Tr(Nidy) =Tr(AI) =dim(V)X;  Tr(ps) = > eq F(9) xo(9) = |G| (f,X0)-

Dunque dim(V) A = |G| (f,X,), da cui A = <] (fiXp)-

dim (V)

O

Teorema 2.4.1 [ caratteri irriducibili x1, ..., Xn del gruppo G formano
una base ortonormale di Cqass(G).

Dimostrazione. Per il Teorema 2.2.1 si ha che xq, ..., x, formano un
sistema ortonormale in Cyuss(G). Dobbiamo solo dimostrare che sono dei
generatori di Cus5(G).

A tal fine mostriamo che I'ortogonale rispetto al prodotto (, ) del sottospa-
zio generato dai caratteri x;, con ¢ = 1,...,n, € lo spazio nullo: da questo
seguird che Span{x;}i=1...n = Caass(G). Quindi facciamo vedere che se
f € Cuauss(G) € tale che (f,x;) =0 per ogni i =1, ...,n, allora f = 0.

Sia dunque f una siffatta funzione in Cg,s5(G) € sia (p, V') una rappresenta-
zione di G su V.. Poniamo py := 3" . f(9) py-

La rappresentazione (p, V') & somma diretta di rappresentazioni irriducibili.
Allora la condizione (f,X;) = 0 per ogni ¢ = 1,...,n implica p; = 0, per la
Proposizione 2.4.1.

In particolare, considerando la rappresentazione regolare R di G' su

V = Span{ey | g € G} ed il vettore ey, si ha

0=Ry(er,) = Y_flg) Ryler,) = _ flg)ey.

geG geG

Dal momento che {e,;} e € una base di V vale f(g) = 0 per ogni g € G, cioe

f=o.
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Teorema 2.4.2 Il numero di classi di isomorfismo di rappresentazioni
wrriducibili di un gruppo G e uguale al numero di classi di coniugio di G.

Dimostrazione. Sia k il numero di classi di coniugio di G. Se f
¢ una funzione in Cgqs5(G), essa assume lo stesso valore sugli elementi di
una medesima classe di coniugio. Quindi f & determinata da k valori di C.
Questo implica che Cq,s5(G) ¢ isomorfo a C*, da cui segue che C,45(G) ha
dimensione k. D’altra parte, per il Teorema 2.4.1, la dimensione di Cqs5(G)
¢ uguale al numero di rappresentazioni irriducibili di G.
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Capitolo 3

L’algebra di gruppo C|G]

3.1 Rappresentazioni di C[G]

Diamo la definizione generale di algebra.

Definizione 3.1.1 Sia K un campo. Una K-algebra ¢ un K-spazio vetto-
riale A con un prodotto, cioé un’applicazione bilineare

x 1 AxXA—A.

Una K-algebra si dice associativa se il prodotto * e associativo. Si dice
con unita se esiste un elemento 1 € A tale che 1 xa = a *x 1 = a per ogni
a € A. Nel seguito ometteremo il simbolo * del prodotto.

Definizione 3.1.2 Sia G un gruppo e sia V uno spazio vettoriale con una
base {e,}gec indicizzata dagli elementi di G. Poniamo

ClGl:={D _Meg | A €T}

Per costruzione possiamo identificare gli elementi della base {e,} e di V

con gli elementi del gruppo G, quindi, per comodita, scriveremo ¢ al posto
di ey, considerando C[G] = {>_ s A\g9 | Ay €C}

Osservazione 3.1.1 L’insieme C[G] coincide con lo spazio vettoriale rela-
tivo alla rappresentazione regolare.

Definizione 3.1.3 Sia G un gruppo. Definiamo su C[G] il prodotto:

O N9 O mnh) =Y Agunlgh).

geG heG g, heG
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Proposizione 3.1.1 L’insieme C[G|, con l'operazione appena definita, é
una C-algebra associativa con unita.

Dimostrazione. La bilinearita del prodotto segue subito dalla defi-
nizione. La sua associativita dipende dall’associativita del prodotto in G.
L’unita in C[G] ¢ 'unita in G.

O

Definizione 3.1.4  Sia G un gruppo. L’algebra C|[G| ¢é detta algebra di
gruppo.

Definizione 3.1.5 Siano V e V' due algebre su un campo K arbitrario.
Un omomorfismo di algebre é una funzione lineare ® : A — A’ tale che si
abbia

B(ab) = B(a) B(b)  Va,be A

Definizione 3.1.6 Sia A un’algebra associativa con unita e sia 'V uno
spazio vettoriale. Una rappresentazione di A su V & un omomorfismo di
algebre

p: A— End(V)

dove su End(V') si considera la struttura di algebra associativa definita dal-
l'usuale composizione di endomorfismia.

Denotiamo 'immagine di @ € A tramite p con p,.

Definizione 3.1.7 Sia A un’algebra associativa con unita e siano V e V'
due spazi vettoriali. Siano inoltre p una rappresentazione di A su'V e p' una
rappresentazione di A suV'. Un omomorfismo delle rappresentazioni p e p/
e un’applicazione lineare ® : V. — V' tale che per ogni a € A si abbia

Pop,=p,0P.

Se la funzione ® e invertibile, diciamo che le rappresentazioni p e p’ sono
isomorfe.

Osservazione 3.1.2  Ogni rappresentazione p : G — GL(V) di G su 'V
definisce una rappresentazione di C[G] su V.
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Infatti possiamo scrivere

p: C[G] — End(V)

Z)\ggl—>2)\9pg

geG geG

Analogamente, ogni rappresentazione di C[G] su V' definisce una rappresen-
tazione di G su V' (bastera considerare la restrizione di p agli elementi di

Q).

Osservazione 3.1.3 Sia A una C-algebra associativa con unita e sia W
uno spazio vettoriale. Se o : A — End(W) é una rappresentazione di A su
W, allora ¢ definita una rappresentazione

g : A— End(End(W))
ar— 6, : End(W) — End(W)
fr—roa(f).

dove si pone o,(f)(w) : = g4(f(w)).

Infatti, per ogni a,b € A e per ogni w € W, vale

Gap(f(w)) = oap(f(w)) = gu(f(w)) ou(f(w)) = Ga(f(w)) Tb(f (w)).

Osservazione 3.1.4 Sia A una C-algebra associativa con unita e sia W
uno spazio vettoriale di dimensione m. Se o : A — End(W') é una rappre-
sentazione di A su W, allora possiamo definire una rappresentazione di A su
We™ 4n questo modo:

G . A— End(Wem)
a— 0o, : WO — ppom
(W1, ooy W) —> (00 (W1), vy 00 (W) -

Infatti, per ogni a,b € A e per ogni (wy, ..., w,,) € W™ vale

Cab(W1y ooy W) = (Tap(wW1), ooy Oap(Wy)) = (04 op(w1), ..y 04 0 (W) =



Osservazione 3.1.5 Sia A una C-algebra associativa con unita e sia W
uno spazio vettoriale di dimensione m. Allora End(W) = W™ come rappre-
sentazioni di A.

Infatti: sia B = {wy, ..., w,, } una base di W. Consideriamo ’applicazione
lineare ® : End(W) — W™ tale che

O(f) = (f(wr), - f(wm)) V[ € End(W).

L’applicazione ® & invertibile e, per ogni a € A e per ogni f € End(W), si
ha:

Proposizione 3.1.2 Sia G un gruppo e siano Vi, ..., V, le rappresenta-
ziont trriducibili di G. Allora vale il sequente isomorfismo di algebre:

ClG| = End(V1) ® ... ® End(V,,).

Dimostrazione. La rappresentazione regolare &, per definizione, una
rappresentazione di G' su C[G], quindi definisce una rappresentazione di C|G]|
su se stessa. D’altra parte, per il Teorema 1.3.1 ed il Corollario 2.3.1, si ha

C[G] _ VvIEBdim(Vi) ... D VnEBdim(Vn).

A questo punto basta utilizzare le Osservazioni 3.1.2, 3.1.3 e 3.1.4.

O
Osservazione 3.1.6 Ad ogni rappresentazione irriducibile V; di un gruppo
G di dimensione m; e con carattere x;, con 1 < i < n, corrisponde un

omomorfismo di algebre

5 . C[G] — BEnd(V}).
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Proposizione 3.1.3 (Formula di inversione di Fourier)

Siau = u @ ... u, un elemento di End(Vy) & ... ® End(V,,) e sia
=73 caAg lelemento di C[G] tale che p(a) = u. Allora, il coefficiente
Ag di o ¢ dato dalla formula

R _
Ag = @Zmz Try,(pi(g™") w)
=1

dove my; e la dimensione di V;, con 1 <i <n.

Dimostrazione. Per linearita e sufficiente verificare che la formula e
vera per o = h € G. In questo caso si ha \; = d,4 5, con g, h € G.

Ora u; = pv, (@) = pi(h), da cui Try,(pi(g~") wi) = xi(g~" h).
Allora deve valere

1 — ~
59,112@27”1')@(9 1h)-
i=1

Ma questo e vero, grazie ai Corollari 2.3.1 e 2.3.2.

3.2 1l centro di C[G]
Definizione 3.2.1 Si chiama centro di C[G] il sequente insieme:
Z(ClG)]) :={aeC[G] | aB=pa VBeC|G]}.

Osservazione 3.2.1 In particolare, se o € Z(C|G]), allora oo commuta con
tutti gli elementi di G.

Definizione 3.2.2 Se C;, con 1 < i < n, é una classe di coniugio di G,
PpoNIaMO

€c, = Zgz

9:€C;
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Proposizione 3.2.1 L’insieme {ec, }1<i<n forma una base del centro di C[G].

Dimostrazione. Consideriamo due elementi «, 5 € Z(C[G]) arbitrari.
Siano o= >, A\,g9, B = uph.Siha

geG heG
af=Ba <= O X mh)=0_mh O Ng
geG heG heG geG

= > Agun(gh) = Y Ay (hg).

g,heG h,geG

Ora, ponendo A\, pp, 1= f(gh), con f : G — C, siottiene che f(gh) = f(hg)
per ogni g, h € GG. Dunque, per la Proposizione 2.1.1, f ¢ una funzione di
classe e quindi i coefficienti A, 15, al variare di g, h in G, assumono lo stesso
valore su una medesima classe di coniugio di G. Cio implica innanzitutto che
gli elementi ec,, per i = 1,...,n, appartengono al centro di C[G]; in secondo
luogo che gli e, sono dei generatori del centro di C[G].

Rimane da mostrare che essi sono linearmente indipendenti, cioe che

d Nee, =0 = N=0 Vj=1..n

j=1

Questo segue dal fatto che gli elementi del gruppo G formano una base di

Cla].
O

Proposizione 3.2.2 L’omomorfismo p;, con 1 < i < n, ¢ un’applicazione
che associa al centro di C[G] linsieme delle omotetie di V; e definisce, per
ogni v =1, ..., n, un omomorfismo di algebre

Inoltre, se « =3 . A\gg € Z(C[G]) e m; ¢ la dimensione di V;, si ha

@) = == 3N ilo) = = Trs(7ifa).

’ geG
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Dimostrazione. Innanzitutto I'applicazione p;, con 1 < i < n, ¢ cosi
definita:

i ¢ C[G] — End(V})

Z)\ gl—>Z)\gpg.

geG geG

Consideriamo la restrizione di p; a Z(C|G]). Prendendo come base di Z(C[G])
I'insieme {ec, }1<i<n, si ha che A\, € costante su una stessa classe di coniugio di
G, quindi A\, ¢ una funzione di classe. Percio possiamo porre A, : = f(g), con
[ € Cannl@). S b 55,0 7(0) 9) = e /(g) py er ogui clemento d
Z(C[G]). Dunque, per la Proposizione 2.4.1, vale > . f(g) g = A idy;, con
Ai € C. Allora ¢ ben definita 'applicazione w; : Z(C[G]) — C che ad ogni
elemento di Z(C[G]) associa lo scalare \; in C. Quest’ultima applicazione
risulta essere un omomorfismo di algebre.

Inoltre, ancora grazie alla Proposizione 2.4.1, si ha \; = |m£| (f,Xi), dove x; e
il carattere della rappresentazione irriducibile V;. '

Quindi, se a =} f(9) g € Z(C[G]), abbiamo

i) =\ = == 3 f9) xlg) = o 3 F0) Tr(s) = - Tru ()

' geq ' geq

O

Proposizione 3.2.3 La famiglia {w;}1 <i<n definisce un isomorfismo tra il
centro di C[G] e l'algebra C".

Dimostrazione. Se identifichiamo C[G] con End(V})@® ... @ End(V,,),
allora, per la Proposizione 3.2.2, possiamo identificare il centro di C[G] con
la somma di omotetie dei V; con i = 1,...,n. Allora si ha un isomorfismo tra
Z(C[G]) e C x ... x C, con C ripetuto n volte, cioe C".

3.3 Dimensione di rappresentazioni irriduci-
bili

Definizione 3.3.1 Sia A un anello commutativo e sia a € A. Si dice che
a ¢ integro su 7. se esistonon € N, n > 1 e degli elementi sq, ..., S, € Z
taly che
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a"+s1a" L +5,=0 (% * * *)
Un numero complesso integro su Z viene chiamato intero algebrico.

Esempio 3.3.1 Un numero complesso che e radice dell’unita e un intero
algebrico.

Osservazione 3.3.1 Se a € Q ¢ un intero algebrico, allora a € Z.

Infatti, se cido non fosse vero, potremmo scrivere a nella forma %7, con

p,q € Z,q > 2 e con p, q relativamente primi. Allora, applicando ’espressione
(% % x ), si avrebbe

pn pnfl
q_n + S1 qn—l

+ ... +s5,=0

da cui si ricava

PSP 4 L+ 5.0 =0

e cosi si deduce che ¢ divide p™. Ma questo contraddice il fatto che p e ¢
siano relativamente primi.

Proposizione 3.3.1 Sia A un anello commutativo e sia a € A. Le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(1) a ¢é integro su Z.

(2) Il sottoanello Z[a] di A generato da a é finitamente generato come 7Z-
modulo.

(3) Esiste un sotto Z-modulo di A finitamente generato che contiene Z|a).

Dimostrazione. Facciamo vedere (1) <= (2) e (2) <= (3).
(1) = (2). Per ipotesi a € A soddisfa un’equazione del tipo

an +S1ap-1+ ... +5,=0

con Si, ..., S, € Z. Si osserva che se consideriamo il sotto Z-modulo di A ge-
nerato da {1, a, ...,a" '} e moltiplichiamo un suo elemento arbitrario per a, il
prodotto appartiene ancora allo stesso sotto Z-modulo. Allora quest’ultimo
coincide con Z[a).

33



(2) = (1). Denotiamo con A, il sotto Z-modulo di A generato da
{1,a,...,a”'}. Gliinsiemi A,, per n — +o00, formano una sequenza crescen-
te e la loro unione ¢ Z[a]. Ma per ipotesi Z[a| ¢ finitamente generato, quindi
si deve avere A,, = Z[a] per n sufficientemente grande. Questo implica che
a™ & una combinazione lineare di {1, q,...,a" '}, da cui (1).

(2) <= (3). Questa equivalenza segue dal fatto che un sottomodulo di
uno Z-modulo finitamente generato ¢ finitamente generato, dal momento che
Z: ¢ noetheriano.

O

Corollario 3.3.1 Se A ¢ uno Z-modulo finitamente generato, allora ogni
elemento di A é integro su Z.

Dimostrazione. Segue dall'implicazione (3) = (1).

O

Corollario 3.3.2 Sia A un anello commutativo. Allora gli elementi di A
che sono integri su Z formano un sottoanello di A.

Dimostrazione. Siano a,b € A tali che sono integri su Z. Allora gli
anelli Z[a] e Z[b] sono finitamente generati su Z. Questo ¢ vero anche per
il loro prodotto tensoriale Z[a] ® Z[b] e per 'anello Z[a,b]. Quindi tutti gli
elementi di Z[a, b] sono integri su Z.

O

Proposizione 3.3.2 Sia G un gruppo e sia x il carattere di una rappre-
sentazione p di G. Allora x(g) € un intero algebrico, per ogni g € G.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € G, la traccia x(g) di p, ¢ la somma
degli autovalori di p, e questi ultimi sono radici dell’'unita. Applicando il
Corollario 3.3.2 si ha la tesi.

O

Per quanto riguarda il centro di C[G], essendo un anello commutativo, e
valida questa proposizione:
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Proposizione 3.3.3 Sia u = ) A\, g un elemento di Z(C[G]) tale che A,
geG
e un intero algebrico per ogni g € G. Allora u ¢ integro su Z.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.2.1 possiamo scrivere u nella
n
forma u = )’ z;ec;, con z; € C. In virtu del Corollario 3.3.2 basta mostrare
i=1
che gli e¢,, per ¢ = 1,...,n, sono integri su Z. Ma questo ¢ vero, poiché ogni
prodotto ec, ec, € una combinazione lineare a coefficienti interi degli elementi
ec,, per j, k=1, ...,n. Il sottogruppo Zec, ® ... & Zeg, del centro di C[G]
e un sottoanello finitamente generato su Z. Allora, per il Corollario 3.3.1,
ogni suo elemento ¢ integro su Z. Segue la tesi.

O

Corollario 3.3.3 Sia G un gruppo e sia p una rappresentazione irriducibile
di G di dimensione n e con carattere x. Sia poiu =3 ;g9 € Z(C[G]) tale

che Ay & un intero algebrico per ogni g € G. Allora il numero £+ 3~ X;x(g) ¢
geG
un intero algebrico.

Dimostrazione. Si osserva che il numero scritto nell’enunciato e 1'im-
magine di u tramite 'omomorfismo w : Z(C[G]) — C associato a p (vedi
Proposizione 3.2.2). D’altra parte, per la Proposizione 3.3.3, u & integro su
Z. Allora cio sara vero anche per la sua immagine tramite w.

O

Corollario 3.3.4 La dimensione di ogni rappresentazione irriducibile di un
gruppo G divide 'ordine di G.

Dimostrazione. Siano n e y rispettivamente la dimensione ed il carat-

tere di una rappresentazione irriducibile di G. Consideriamou = Y x(¢7!) g.
geG

Si ha u € Z(C[G]), poiché x ¢ una funzione di classe. Inoltre, per la Proposi-
zione 3.3.2, sappiamo che y(g) € un intero algebrico, per ogni ¢ € G. Quindi,
per la Proposizione 3.3.3, u € integro su Z. Allora possiamo applicare il
Corollario 3.3.3, ottenendo che il numero

|Gl

1 - 1

=3 x(g)x(g) =Gl < x,x >="—

n n n
geG

: . . |G , : |G
¢ un intero algebrico. Ma = € Q, dunque, per I’'Osservazione 3.3.1, = € Z,
cioe n divide |G].

O
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Capitolo 4

Esempi

In questo capitolo determiniamo le rappresentazioni irriducibili dei gruppi
simmetrici S3 e Sy.

4.1 Il numero di classi di coniugio di S5,

Indichiamo con S, il gruppo simmetrico, cioe il gruppo delle biiezioni tra
I'insieme {1,...,n} e se stesso. La cardinalita di S,, & n!. Mostreremo che il
numero di classi di coniugio di .5,, € uguale al numero delle partizioni di n,
ovvero delle decomposizioni di n nella somma di numeri interi positivi.

Definizione 4.1.1 Sia o € S, e sia i € {1,...,n}. Si dice che & muove i
se a(i) # 1 e si dice che « fissa i se (i) = i.

Gli elementi di S,, vengono detti permutazioni. Indichiamo la permuta-
zione identita con 1.

Definizione 4.1.2 Sia t € N tale che 1 < t < n, sia | € N tale che
1 <1<t e siano iy,...,i; degli elementi in {1,...,n} tali che i; # i) per
j # k. Denotiamo con (iy...iy) il sequente elemento o di Sy,:

. i1 se 1 <1<t
a(i) =4 . B
1 se l=t.

Inoltre o(z) = x per ogni © € {1,...;n} \ {i1, ..., 0}
In questo caso « si dice ciclo.

Definizione 4.1.3 Sia a = (iy...i;) € S,,. 1l numero t si chiama lunghezza
di v e st indica con |of.
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Definizione 4.1.4 Due cicli « = (i1...3;) € 5= (J1...Jx) st dicono disgiunti
se {7:17 SRS) Zt} N {jla 7]k} =4d.

E facile notare che due cicli disgiunti commutano. E noto che ogni per-
mutazione « di S, con a # 1, si puo scrivere come prodotto di cicli disgiunti
7.7 € che questa scrittura ¢ unica, a meno dell’ordine.

Definizione 4.1.5 Due permutazioni o, 5 € S, si dicono coniugate se

esiste 0 € Sy, 0 # 1, tale che 8 = cao™ 1.

Definizione 4.1.6 Sia o € S, e sia o = 71...74 la sua decomposizione
in cicli disgiunti (possiamo supporre |y1| > || > ... > |v4|). Chiamiamo
(I71l, -5 |yql) successione caratteristica di o

Lemma 4.1.1 Sia o € S, e sia v = (iy...iy) € S, un ciclo di lunghezza t.
Allora vale

oyot = (0(iy)...o(iy)).

1

In particolare cyo~" é un ciclo di lunghezza t.

Dimostrazione. Poniamo ¢ := (0(i;)...0(7;)). Mostriamo che
(oyo™1)(j) = 8(j) per ogni j € {1,...,n}. Consideriamo un elemento j e
distinguiamo due casi:

1) jé&{olir),..,o0)}

Allora §(j) = j e, per ipotesi, c=1(j) & {i1, ..., 1}, pertanto
(071 (H)) = o7 ()).
Si ha dunque (070 1)(j) = a(v(c7'(5))) = o (07" (j)) = j.

2) jed{o(ir),....oi)}.

Sia j = o(i;), con 1 <1 <t. Ora

5(j) = {a(iH_l) se | <t;

o(iy)  sel=t.
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D’altra parte

se | <t;

(7707 )4) = (2o (i) = o(2(i) = {““M)

o(iy)  sel=t.

Quindi, in ogni caso, la tesi e verificata.

O

Teorema 4.1.1 Due permutazioni o, 5 € S, sono coniugate se e solo se
hanno la stessa successione caratteristica.

Dimostrazione.
Siano «, f € S, coniugate e mostriamo che hanno la stessa successione ca-
ratteristica.
Sia 7;...7, la decomposizione di « in cicli disgiunti e supponiamo che
71| > |l > ... > |y, Per ipotesi 8 = cac™' per una certa o € S,,.
Possiamo scrivere

caoct =070t = oo o) (o o).yt =
— (om0 ) (0190™1) (0700 ).
Poniamo §; = oy;0~! per ogni i = 1, ...,q. Per il Lemma 4.1.1 si ha
10;| = || per ogni i = 1,...,q. Mostriamo ora che i cicli dy,...,d, sono

disgiunti. Supponiamo che 7, = (i1...9;), vs = (j1...Jx) - Per il Lemma 4.1.1
si ha

0p = 0-'71“0'_1 = <U(i1)"‘a(it))§ ds = UVSU_I = (U(jl)a(]k)>

A questo punto si tratta di vedere che
{o(i1),....,00)} N {o(j1),....o(jx)} =2 (o)

Sappiamo che {i1, ..., i} N {J1, ..., jx} = @ poiché 7, e 7, sono cicli disgiunti.
Se per assurdo la proprieta (o) non fosse vera, allora si avrebbe o (i5) = o(j,)
per qualche 1 < h <t el <p <k. Dal momento che i, # j, e o ¢ biiettiva
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questo non e possibile.

Viceversa, supponiamo che a, § € S,, abbiano la stessa successione caratte-
ristica. Allora sono della forma a = v,...7,, [ = d1...0, con |y;| = |6;] per
ogni i = 1,...,q. Fissiamo 7, con 1 < i < ¢, e siano v; = (i...7¢) ,

d; = (j1.--Ji) . Sia o; 'applicazione cosi definita:

o; - {7:1, ...7it} — {j17 "‘th}

il'—>jl-

Sia {ly,...,l,} l'insieme degli elementi fissati da « e sia {k1, ..., k,} U'insieme
degli elementi fissati da §. Sia inoltre ¢ : {l,...,[,} — {k1,....k,} una
biiezione. Costruiamo una permutazione o € S, per j € {1, ...,n}, nel modo
seguente:

oi(j) se j compare nel ciclo ~; ;

U(]) C= {5'(]> sej € {ll, ...,lp}-

Si ha oo™ = B, infatti: caoc™! = (0y1071)...(07,0 ") e, per ogni
1=1,...,q, per il Lemma 4.1.1, vale

oot = (0(ir)...o(iy)) = (05(i1)...0:(iy)) = (j1...5t) = 6.

Quindi cac™t = 6;...6, = 3, cioé a e 3 sono coniugate.
O

Corollario 4.1.1 Il numero di classi di coniugio del gruppo simmetrico S,
e uguale al numero delle partizioni di n.

4.2 Rappresentazioni irriducibili di 53

Abbiamo gia osservato che la cardinalita di S5 ¢ 3! = 6 ed il suo numero di
classi di coniugio e uguale al numero delle partizioni di 3. Nel caso di S
abbiamo 3 classi di coniugio, infatti 3 si puo scrivere come

e 3=1+1+1  (corrisponde alla classe di coniugio dell’identita);
e 3=2+1  (corrisponde alla classe di coniugio delle trasposizioni);

e 3=3  (corrisponde alla classe di coniugio dei cicli di lunghezza 3).
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Abbiamo dimostrato che il numero di rappresentazioni irriducibili di S3, a
meno di isomorfismi, & uguale al numero di classi di coniugio di S3 (Teorema
2.4.2). Quindi in questo caso si hanno 3 rappresentazioni irriducibili.

Una rappresentazione irriducibile e la rappresentazione banale: consideriamo
V = C e scriviamo

p: S;— GL(V)

or—py : V—V

V.

Un’altra rappresentazione irriducibile di S3, non isomorfa alla rappresenta-
zione banale, ¢ la rappresentazione detta alternante: consideriamo V' = C e
poniamo

pl . S —> GL(V/)
o—p o VI — V'

v — sign(o) v .

Ricordiamo che la funzione sign (segno) & cosi definita:

n(0) 1 se ¢ si decompone in un numero pari di trasposizioni ;
sign(o) 1= i i
—1 altrimenti.

A questo punto rimane da individuare solamente un’altra rappresentazione
irriducibile di S5. Per il Corollario 2.3.2 (1) la somma dei quadrati delle
dimensioni delle rappresentazioni irriducibili di S3 deve essere uguale a

|S3| = 6, quindi I'ultima rappresentazione irriducibile deve avere dimensione
2.

Consideriamo U = C3 con la base canonica & = {ey, es,e3} €, per i = 1,2, 3,
definiamo la seguente applicazione:

o Sy — GL(U)
o—pr  U—U
€ > €5(i) -

Questa ¢ una rappresentazione di S5 su U.

40



/!

Si osserva che p?(1,1,1) = (1,1,1) per ogni o € S3, quindi il sottospazio
W di U generato da (1,1,1) & invariante rispetto all’azione di S3. Allora
(p/w, W) & una sottorappresentazione di (p”, U). Sinota che essa ¢ isomorfa
alla rappresentazione banale, tramite I'applicazione

f: W—V
1

A1 — A
1

Si ha che il sottospazio V" di U, ortogonale a W rispetto al prodotto scalare
Hermitiano standard ha dimensione 2 e, per la II Dimostrazione del Teore-
ma di Maschke nel caso complesso, individua una sottorappresentazione di
(p",U). Sipuo verificare direttamente che tale sottorappresentazione e irri-
ducibile. Equivalentemente l'irriducibilita segue dal fatto che (xy», xy») = 1,
come vedremo tra poco.

Per esaminare meglio le rappresentazioni irriducibili trovate utilizziamo la
cosiddetta tabella dei caratteri. Essa ha questa forma: nella casella in alto
a sinistra scriviamo il gruppo; la prima riga contiene 1’elenco delle classi di
coniugio del gruppo, ognuna individuata da un qualsiasi rappresentante, e
al di sopra di ognuna di esse scriviamo il numero di elementi appartenenti
alla classe; nella prima colonna elenchiamo le rappresentazioni irriducibili ed
indichiamo, tra parentesi, la dimensione di ciascuna di esse. All’interno della
tabella viene scritto il valore del carattere della rappresentazione irriducibile
corrispondente, calcolato su un rappresentante di ogni classe di coniugio del
gruppo.

Ecco la tabella dei caratteri delle prime due rappresentazioni irriducibili tro-
vate:

Ss 1 3 2
1| (12) | (123)

V1) | 1 1 1

V(1) | 1 —1 1

La riga corrispondente a V' (la rappresentazione banale) & composta uni-
camente dal numero 1 poiché, per ogni elemento o di Sz, 'applicazione p, ¢
I'identita su C. Nella riga successiva si ha 1 o —1, a seconda del segno della
permutazione corrispondente.
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Calcoliamo ora la riga relativa alla rappresentazione V.

Innanzitutto siha U = W& V", con W e V" sottorappresentazioni di U. Allo-
ra, per la Proposizione 2.1.2 (5), vale xy = xw + xv~; quindi xy» = xu— xw-
Come abbiamo visto la rappresentazione W ¢ isomorfa alla rappresentazione
banale, pertanto, grazie alla Proposizione 2.1.2 (4), vale yw (o) = xv(0) =1
per ogni o € S3. Allora, per determinare yy~, dobbiamo calcolare x .
Quindi calcoliamo la traccia della matrice di p” rispetto alla base £ di U su
ogni classe di coniugio di S5:

e xy(1) = 3, poiché la matrice di pf, rispetto a & ¢ I;

e xv((12)) =1, poiché la matrice di pf},, rispetto a £ &

O = O
o O =
_ o O

e xv((123)) = 0, poiché la matrice di pf,s rispetto a € &

O = O

0 1
00
10
Si ha dunque:

e xvr(l) =xv(l) —xw(l)=3-1=2

o xv((12)) = xuv((12)) = xw((12)) =1 -1 =0;
o xr(123)) = xo(123)) — xu(128) =0~ 1 = 1

Cosi la tabella dei caratteri di S5 e la seguente:

Ss 1 3 2
1| (12) | (123)

vV @) | 1 1 1
ZHORE —1 1
V@) | 2 0 —1
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Come previsto, i caratteri delle tre rappresentazioni irriducibili di S3 sono
ortonormali rispetto al prodotto (, ). Infatti:

1
1
(XV’7XV’):6(1-1-1+(—1)-(—1)-3+1.1.2):1;
1
(XV’HXV”):6(2‘2'14-0-0-3—1—(—1)-(—1)-2):1;
1
(XVaXV’):6(1-1-1+1-(—1).3+1.1.2):0;
1
(XV>XV”):6(1~2-1—|—1-O-3+1.<_1).2):0;

(v xvn) = 5 (1214 (<1)-0-3 41+ (~1) - 2) = 0.

4.3 Rappresentazioni irriducibili di S,

La cardinalita di Sy € 4! = 24. Per determinare il numero di classi di coniugio
di Sy, vediamo in quanti modi si puo decomporre il numero 4 nella somma
di numeri interi positivi:

e 4=1+1+1+1  (corrisponde alla classe di coniugio dell’identita);
e 4=2+1+1  (corrisponde alla classe di coniugio delle trasposizioni);

o 4=2+2 (corrisponde alla classe di coniugio dei prodotti di due tra-
sposizioni disgiunte);

e 4=3+1  (corrisponde alla classe di coniugio dei cicli di lunghezza 3);

e 4=4  (corrisponde alla classe di coniugio dei cicli di lunghezza 4).

Percio le rappresentazioni irriducibili di Sy sono 5, per il Teorema 2.4.2.
Come nel caso di S3 la rappresentazione banale e la rappresentazione alter-
nante di S; sono irriducibili.

Sia ora U = C* con la base canonica €& = {e1, ey, e3,€4} €, per i = 1,2,3,4,
definiamo
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o Sy — GL(U)
o—pr  U—U

€; > €4(s) -

Questa ¢ una rappresentazione di Sy su U.
Si osserva che il sottospazio W : = Span{(1,1,1,1)} di U & invariante rispet-
to all’azione di Sy, quindi (p"’W, W) & una sottorappresentazione di (p”,U).
Come nel caso di S3, (pfy,, W) ¢ isomorfa alla rappresentazione banale.
11 sottospazio V" di U ortogonale a W rispetto al prodotto scalare Hermitiano
standard individua dunque una sottorappresentazione di (p”,U). Anche in
questo caso l'irriducibilita della rappresentazione (P\”v"’ V") segue dal calcolo
del carattere.

Scriviamo la tabella dei caratteri per le prime due rappresentazioni irri-
ducibili trovate:

Sy 1 6 3 8 6
1| (12) | (12)(34) | (123) | (1234)
vV 1) | 1 1 1 1 1
ZOREE —1 1 1 —1

Per quanto riguarda V”, innanzitutto si ha U = W @& V", con W e V"
sottorappresentazioni di U. Grazie alla Proposizione 2.1.2 (5) vale
Xu = Xw + xv», da cui xy» = xy — xw- Dato che W e isomorfa alla
rappresentazione banale, risulta yw = xv, per la Proposizione 2.1.2 (4).
Quindi xw (o) = xv (o) = 1 per ogni o € Sj.
Ora, calcolando i valori di yy su ogni classe di coniugio di S4, potremo
determinare i rispettivi valori di yy~. Considerando per ogni rappresentante
scelto delle classi di coniugio la matrice di p” rispetto alla base € di U si ha:

e xu(1l) =4, infatti la matrice di p7, rispetto a £ ¢ I;

e xv((12)) = 2, infatti la matrice di pf},) rispetto a € ¢

0100
1000
0010]"°
000 1
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e xv((12)(34)) = 0, infatti la matrice di p,),,) rispetto a £ &

O O = O
o O O+
_ o O O
O = O O

e xv((123)) = 1, infatti la matrice di p{,,5) rispetto a & &

O O = O
O = O O
o O O+
_ o O O

e xv((1234)) = 0, infatti la matrice di pf},,,) rispetto a € &

o O = O
o= O O
_ o O O
S O O

Allora i valori di xy»~ sono:

o xvr(1) =xv(1) —xw(l) =4-1=3;

o xv((12)) = xv((12)) = xw((12)) =2 -1 =1;

o xvr((12)(34) = xv((12)(34)) — xw((12)(34)) =0 -1 = —1;
o xvv((123)) = xv((123)) — xw((123)) =1 -1 =0;

o v ((1234)) = xr((1234)) — xw((1234)) =0 — 1 = —1.

Quindi la tabella dei caratteri diventa

Sy 1 6 3 8 6
1| (12) | (12)(34) | (123) | (1234)

vV @) | 1 1 1 1 1
V@) | 1 —1 1 1 —1
V7T (3) | 3 1 —1 0 —1
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Osserviamo che

1

Cio dimostra che V" ¢ irriducibile.

A questo punto dobbiamo trovare altre due rappresentazioni irriducibili di
Sy. Prima di tutto possiamo determinare la loro dimensione: infatti, per
il Corollario 2.3.2 (1), le dimensioni m; delle rappresentazioni irriducibili
soddisfano la relazione:

5

> mi =8| =24.

=1

Dunque le dimensioni delle ultime due rappresentazioni irriducibili di Sy, cioe
my € ms, soddisfano I'espressione

1>+ 12+ 3>+ mj+m: =24

da culi si ottiene

m3 +mz =24 — 11 = 13.

Si vede facilmente che una delle due rappresentazioni irriducibili deve avere
dimensione 3 e 'altra deve avere dimensione 2.

Consideriamo il prodotto tensoriale V/®V”. Si ha innanzitutto che V'®V"” ha
dimensione 3. Inoltre, per la Proposizione 2.1.2 (6), vale xy.gvr = Xv' Xvr-
Quindi:

xvieve((12)) = xv((12)) xv»((12)) = —=1-1 = —1;

(
(12)(34)) = xv/((12)(34)) xv»((12)(34)) = 1 - (=1) = —L;
(
(

Xvravn ((123)) = xv((123)) xv~((123)) = 1- 0 = 0;

(
(
Xvigv (
(
Xvigvr((1234)) = xvr((1234)) xv ((1234)) = -1 - (=1) = L.
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Si vede che il carattere di xy gy~ € diverso da ogni altro carattere delle
precedenti rappresentazioni irriducibili. Quindi, per la Proposizione 2.2.4,
V' ® V" non e isomorfa a nessuna delle precedenti.

Rimane da vedere se V'@ V" ¢ irriducibile. Per farlo usiamo il Teorema 2.2.3,
cioe verifichiamo se (xv/ev7, Xvigvr) = 1. Si ha:

1
(XV’@V”)XV’@V”):ﬂ(9'1+1'6+1.3+0.8+1.6):1‘

Allora V' ® V" ¢ irriducibile, da cui abbiamo che V' ® V" ¢ un’altra rappre-
sentazione irriducibile di Sy.

Per determinare 1'ultima rappresentazione irriducibile di Sy (che ricordiamo
avere dimensione 2), consideriamo innanzitutto il seguente sottoinsieme di
Sy K = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Questo risulta essere un sotto-
gruppo normale in Sy, quindi ha senso considerare 'insieme quoziente S,/ K.
Allora e ben definita ’applicazione

p S4-)S4/K

or— o]k .

. S .. . .
L’insieme S;/K ha % = % = 6 elementi, i quali contengono ciascuno un

elemento di S;. In altri termini:

Si/K = {[1x, [(12)]x, [(13)]x, [(23)]xc, [(123) ], [(132)] i } -

dove, esplicitamente:

- Mg = K;

- [(12)]x = {(12), (34), (1423), (1324) };
- [(13)]x = {(13), (24), (1432), (1234) };
- [(23)]x = {(23), (14), (1243), (1342) };
- [(123)]x = {(123), (243), (142), (134) };
- [(132)]x = {(132), (143), (234), (124)}.

Quindi possiamo identificare Sy/K con Ss, scrivendo con abuso di notazione
D Sy — 53.

Adesso consideriamo la rappresentazione irriducibile di dimensione 2 di Ss,
che qui chiamiamo p: possiamo scrivere p : S3 — GL(C?). Componendo le
applicazioni p e p e ponendo C? = V" otteniamo
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p" = pop: Sy — S3— GL(V")

o+— o]k = [T]xk — pYf

dove 7 € S3 C Sy. Si ha che p" & una rappresentazione di Sy.

Si vede che 1 e la classe di coniugio dei prodotti di due trasposizioni disgiunte
appartengono a K, quindi determinano lo stesso carattere, cioe 2.

Inoltre i cicli di lunghezza 4 vengono associati ad una classe modulo K iden-
tificata da una trasposizione di S3. Pertanto il carattere dei cicli di lunghezza
4 ¢ uguale al carattere delle trasposizioni di Ss, cioe 0.

Analogamente il carattere dei cicli di lunghezza 3 di Sy € —1, poiché essi
vengono associati ai cicli di lunghezza 3 di S3. Quindi:

o (1) = X (12)(34) = 2
o x((12)) = xpo((1234)) = 0;
o x((123)) = 1.

Notiamo che p"” ¢ irriducibile: infatti

1
(Xp///,Xp///):ﬂ(Zl1+06+43+18+06):1

Quindi la tabella dei caratteri completa per Sy ¢ la seguente:

Sy 1 6 3 8 6
1| (12) | (12)(34) | (123) | (1234)
vV ()] 1 1 1 1 1
ZOREE —1 1 1 —1
VT (3) ] 3 1 —1 0 —1
VeV (3) | 3 —1 —1 0 1
V7T (2) | 2 0 2 —1 0
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