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Introduzione

Correva 'anno 1894.

Nel fondamentale articolo Recherches sur les Fractions continues, Tho-
mas Stieltjes defini 'integrale che ne porta il nome, allo scopo di risolvere il
problema dei momenti di un sistema di masse su una semiretta.

11 suo integrale coinvolse funzioni continue come integrande, e a variazione
limitata come integratrici. Questo ¢ oggi solo uno dei tanti ambienti possi-
bili, ma resta notevolissimo per le comode stime, per le formule che rendono
naturali le manipolazioni, per il facile trasporto ad ambienti astratti.

Tuttavia, nel giro di pochissimi anni, 'integrale di Stieltjes produsse un
intenso interesse nei matematici.

Si pose, ad esempio, il problema di risolvere la patologia endemica dell’in-
tegrale, che si presenta quando la funzione integranda e l'integratrice sono
discontinue in uno stesso punto. In tal caso, infatti, I'integrale non esiste.

In quegli anni, Henri Lebesgue concludeva le sue strabilianti ricerche sulle
funzioni a variazione limitata, e su un integrale che consentiva passaggi al
limite fino a quel momento insperati. La fusione con l'integrale di Stieltjes
porto alla integrazione, detta di Lebesgue-Stieltjes. Questa risolve frequente-
mente la patologia delle discontinuita, ma non & un’estensione dell’integrale
di Stieltjes, perché l'integrale di Lebesgue-Stieltjes & privo di senso se la fun-
zione integratrice non genera sul dominio una misura localmente finita.

In ogni caso, 'integrale inizialmente costruito, presto rinominato integrale
di Riemann-Stieltjes, non perse di interesse, e fu trovato il modo di estendere
I'integrabilita a un buon numero di casi patologici.

Il Capitolo 1 tratta dell’integrale di Riemann-Stieltjes classico, il Capi-
tolo 2, dopo un breve excursus sulla Teoria della Misura astratta, presenta
le misure di Lebesgue-Stieltjes sulla retta e il relativo integrale, il Capitolo 3
descrive alcune estensioni e varianti alla definizione classica, le estensioni al
caso di dominio illimitato, al caso di dominio complesso, e 'espressione del-
I'integrale di Lebesgue su uno spazio di probabilita come integrale di Stieltjes
su R.

Il Capitolo 4 ¢ dedicato agli aspetti vettoriali-topologici della dualita tra
spazi di funzioni continue su R e spazi di funzioni BV}, la cui forma cano-
nica sia U'integrale di Stieltjes su R. Un grande stimolo a questi studi scaturi
dalla ristrutturazione della Teoria della Probabilita in termini di integrale di



Stieltjes, dovuta ad Andrej Kolmogorov. Notevoli a questo riguardo, sono
le generalizzazioni e varianti del teorema di Helly, in termini di convergenza
debole-* su spazi di funzioni a variazione limitata. Alla radice di questi studi
vettoriali-topologici sta il teorema di rappresentazione di Frédéric Riesz, che
identifico il duale degli spazi di funzioni continue su un intervallo compatto
con le classi di equivalenza, viste nel Capitolo 1, delle funzioni a variazioni
limitata.

Nel Capitolo 5, si estende la nozione di trasformata di Fourier a trasfor-
mata di Fourier-Stieltjes di funzioni a variazione limitata sulla retta, e se ne
evidenzia il parallelismo con la trasformata di misure di Radon totalmente
finite sulla retta. Si trasformano i teoremi sulla convoluzione di funzioni,
adattandoli all’ambiente delle funzioni a variazione limitata, e delle misure.
Si introducono le funzioni caratteristiche in termini di trasformate di Fourier
di distribuzioni di probabilita e, parallelamente, le funzioni caratteristiche
di variabili aleatorie in termini di trasformate di Fourier-Stieltjes delle lo-
ro funzioni di ripartizione. Al riguardo, ¢ esposto il teorema di Lévy sulla
corrispondenza tra convergenza debole-x delle funzioni di ripartizione, e la
convergenza puntuale delle funzioni caratteristiche. Sono ricordate le piu
importanti formule di inversione delle funzioni caratteristiche. Si definiscono
i momenti di una distribuzione, e la serie di McLaurin, che mostra la ge-
nerazione delle funzioni caratteristiche attraverso i momenti. Un cenno al
problema dei momenti conclude il capitolo.

Nel Capitolo 6, si effettua un passaggio naturale dell’integrale di Stieltjes
dall’ambiente scalare a quello vettoriale. E sufficiente prendere, ispirandosi
ad Henri Cartan, funzioni a valori operatori tra due fissati spazi come inte-
grande, e funzioni a valori nel primo spazio, come integratrici. Si espongono
alcuni risultati tipici. Si estende al caso vettoriale appena descritto anche
I'integrale di funzioni definite su un dominio rettangolare nel campo com-
plesso.

Con il Capitolo 7, si entra in un contesto spettrale.

In primo luogo, vengono presentate le forme differenziali come funzioni
a valori operatori tra spazi di Banach, si definiscono gli integrali curvilinei
come integrali di Stieltjes, e si adattano nel nuovo ambiente le classiche di-
stinzioni tra le forme, in termini di derivazione e di integrazione curvilinea.
Si evidenzia l'impatto dell’omotopia di cammini con gli integrali curvilinei.

Si ricordano poi le nozioni di spettro, di insieme risolvente, e di funzione
risolvente di un elemento di un’algebra di Banach con unita. Si interpreta la
funzione risolvente come forma differenziale, e si ottengono, per integrazione
curvilinea, gli idempotenti fondamentali, associati agli insiemi spettrali.

Considerando 'algebra degli operatori in uno spazio di Hilbert, tali idem-
potenti costituiscono una misura a valori projezioni sull’algebra degli insiemi
spettrali. Nel caso di operatori normali, questa misura puo essere prolungata
a tutti i boreliani dello spettro, e successivamente a tutti quelli di C.

Gli ultimi due capitoli gravitano attorno al concetto di famiglia spettrale.



E questa una sorprendente generalizzazione alle projezioni in spazi di Hilbert
del concetto di funzione monotona.

Nel Capitolo 8, la famiglia spettrale ¢ presentata dal punto di vista della
geometria degli spazi di Hilbert.

Si studia 'integrale di Riemann-Stieltjes di una funzione scalare rispetto
ad una famiglia spettrale limitata. Si dimostra che, se la funzione scalare ¢
continua, l'integrale esiste come limite di somme di Riemann-Stieltjes, no-
nostante la funzione integratrice sia in generale a variazione non limitata, a
variazione forte non limitata, e solo a variazione forte quadratica limitata.

Diversamente, si pud ricorrere alla variazione ultradebole di (E)), ossia
alla variazione di (F\x,y), per ottenere una funzione integratrice a variazio-
ne limitata, riducendo l'integrale di partenza ad una famiglia di integrali di
Riemann-Stieltjes di tipo scalare. Il teorema di rappresentazione di F. Riesz
sulle forme sesquilineari, permette di definire 'integrale di partenza.

Gli integrali spettrali del tipo 75 f; AdE), forniscono tutti gli operatori
autoaggiunti limitati. Quelli del tipo fozﬂ e dEy quelli unitari.

Per mezzo di una famiglia spettrale associata ad un operatore autoag-
giunto, si genera una misura spettrale su tutto C, che coincide, sugli insiemi
spettrali, con le projezioni fondamentali dell’operatore.

Quanto agli operatori normali limitati, essi possono essere rappresentati
mediante integrazione di Stieltjes su un dominio complesso (introdotta nel
Capitolo 6) rispetto al prodotto di due famiglie spettrali, oppure, in termini
di integrale ordinario rispetto ad una misura spettrale.

Si introduce infine la nozione di martingala astratta e di integrale di Stiel-
tjes di una funzione a valori operatori rispetto ad una siffatta martingala.

Nel Capitolo 9, c¢i immergiamo nell’ambiente dell’Analisi Stocastica. Si co-
mincia col vedere I'attesa condizionata come una certa projezione nell’ L (£2),
e si colgono altri aspetti geometrici dei processi stocastici e delle martingale.

E notevole come una filtrazione su uno spazio di probabilita, generi una
famiglia spettrale in L?(€2). Si danno teoremi di necessita e sufficienza per
la convergenza di martingale in LP(Q).

Si definisce l'integrale stocastico di Paley-Wiener, in cui si integra una fun-
zione scalare rispetto ad un moto Browniano. Si mostra che questo integrale
¢ 'integrale spettrale forte della funzione scalare rispetto ad un’opportuna
famiglia spettrale associata al moto Browniano.

Un’estensione dell’integrale di Paley-Wiener é 'integrale di Ito, in cui le
integrande sono processi stocastici in L2(2). In generale, I’H-integrale sto-
castico estende l'integrale di It6 a funzioni integratrici che sono martingale
normali.



Capitolo 1

L’integrale di
Riemann-Stieltjes classico

1.1 Insiemi orientati e net

Un insieme X & orientato se su esso ¢ definita una relazione < transitiva e
filtrante a destra 1.

Per sezione S, di un insieme orientato X si intende l'insieme dei mag-
gioranti di . Evidentemente S, D S, se x < y, e, per ogni z,y € X, esiste
z€ X, con S, C S, NS,. Sotto inclusione, le sezioni di un insieme orientato
sono un insieme parzialmente ordinato .

Una successione generalizzata, o brevemente net, ¢ una funzione definita
su un insieme orientato, che & opportuno supporre privo di punti di massimo.
Questo equivale al richiedere che l'intersezione di tutte le sezioni sia vuota.

Se f: X — Y & un net, con Y spazio topologico, allora f(x) — y € Y se
ogni intorno di y include I'immagine per f di qualche S,.

Se X @ orientato, ed esiste una successione (x,,) C X tale che per ogni x
esiste un x,, tale che S;, C S, si dice che X € a base numerabile.
Una (¢,) C X ¢ una successione cofinale se per ogni x € X & ¢, € S, defi-
nitivamente.
L’insieme orientato X & a base numerabile se e solo se esistono in esso suc-
cessioni cofinali.
Se l'insieme orientato X € a base numerabile, un net su X converge ad y se
e solo se lim f(¢,) = y per ogni successione cofinale (cy,).

Lciod () a<b,b<c=a=<c; (i) Va,b€ X Jc(a<c, b=<c).



Un net a valori in uno spazio metrico (Y,d) ¢ di Cauchy se, quale che
sia € > 0, esiste un x € X, con d(z/,2") < e, per ogni 2/, 2” > x. Se un net
in uno spazio metrico converge, ¢ di Cauchy; se lo spazio ¢ completo, & vero
anche il viceversa.

Per un net f a valori reali, si pone

minf f — lim( inf
iminf f lin(ylélsz fw)),

limsup f = lim(sup f(y)),
x yES:v

valori che possono essere 400 0 —o0.

Un siffatto net a valori reali ¢ di Cauchy se e solo se liminf f = limsup f,
e in tal caso questi limiti coincidono con il limite di f.

1.2 Orientamenti per finezza di partizione su un
intervallo

Una partizione o decomposizione di un intervallo [a,b] & una sequenza finita
(] = (z; k=0,...,n), cona=xz9 <z <...,<z,=>. Indichiamo con
D il loro insieme.

Con finezza della partizione [z], o norma? di [x] (in ingl. mesh, nel sen-
so di ampiezza di una maglia) intendo la massima delle differenze xj —
zp—1; k=1,...,n. La indico con |[z]|.

Definisco su D un orientamento.
Siano [z] e [y] € D . Pongo [z] < [y| ([y] piu fine in norma di [z]) se
I[y]] < |[z]|. Tale relazione é riflessiva, transitiva, filtrante e D & a base nu-

merabile. Le relative sezioni formano una catena3.

Con partizione marcata di un intervallo [a, b] intendo una coppia ([z], &),
dove [z] € D, e £ (la marcatura) ¢ una funzione che associa ad ogni [xg_1, zk]
un suo elemento.

Sia P la totalita delle divisioni marcate di [a, b].

Ozi?ntiamo P ponendo P, = ([z1),6W]) < P, = ([22),£@)]) se [zM] <
[z(2)].

Anche le sezioni di P sono ordinabili in catena, e P & a base numerabile.

2Userd in seguito questo termine, per accordarmi al classico articolo tassonomico di
Hildebrandt [18].
38, C Sy, oppure Sy C S,



Un secondo orientamento di D di cui faremo uso, & quello per rifrattura-
zione, cioé [y] & piu fine di [z] per rifratturazione, [z] << [y], se [z] C [y], nel
senso che ogni x; elemento di [x] ¢ elemento di [y]. Chiaramente [z] << [y]
implica [z] < [y].

Cost, per I'insieme P delle partizioni marcate, si pone ([z(1V], M) << ([z(P],£®))
se [z(M] << [z?)].

1.3 L’integrale di Riemann-Stieltjes classico
Definizione 1.3.1 Siano f e g funzioni definite sull’intervallo non nullo

[a,b], e che per il momento supponiamo reali. Ad ogni P = ([z],§) € P,
assoctamo la somma, detta di Riemann-Stieltjes,

RS(P) =" f(&) (g(zr) — g(w-1))
k=1

dovea=x,<x1<...<xp=">c¢e& =~&(rp_1,7K)).
L’applicazione P +— RS(P) ¢ un net di dominio P. Se esso converge ad

un limite finito, la f si dira integrabile su [a, b] secondo (Riemann)-Stieltjes
rispetto alla g, e indicheremo detto limite con

b
B[ f(x)dg(x)

che si chiamera integrale di Stieltjes su [a,b] della f, funzione integranda,
rispetto alla g, funzione determinante, o generatrice, o integratrice.
1.4 Casi di riconducibilita all’integrale di Riemann.

Nel caso particolare in cui g(z) = x, si riottiene la definizione di integrabilita
e di integrale secondo Riemann della f su [a, b].4

Piu generalmente, vale la seguente:

Proposizione 1.4.1 [’integrale di Riemann-Stieltjes si riconduce a quello di
Riemann nel caso in cui g sia derivabile, ed f e g R-integrabili su [a,b] (e
in tal caso lo sara fq').

“Una trattazione di integrale di Riemann come limite di net si trova in
Cecconi-Stampacchia [7], pp. 149-160, 327-330



Dimostrazione® Potremo infatti porre g(zx) —g(xr_1) = ¢’ () (Tk — Tx_1),
con 7 opportuno valore tra xx_1 e xg.
Avremo quindi

b n
[ =3 f@) ol — gl <
a k=1

b n
<17/ 19 = Y Fmg ) — )+
a k=1

n n
HD FOm)g () @k — wrm1) = > F(E)d () (1 — 2i-1))
k=1 k=1
Il primo addendo, per definizione stessa di integrale di Riemann, ¢ maggio-

rato da § se 0 > 0 & abbastanza piccolo. Il secondo, posto L = sup |¢'(z)], &
maggiorato successivamente da

S 1) = FER Ly — m1) <
k=1

| ™

n
< LY (el = ef)(wp — wp1) <
k=1

se la finezza della partizione § ¢ abbastanza piccola, per la condizione di
integrabilita di Riemann relativa ad f.

Dunque
B[ fdg =" / fq

perche la > p_; f(&k)(9(zk) —g(xk—1)) converge simultaneamente a entrambi
gli integrali. [J

1.5 Alcune proprieta generali

Bilinearita. L’integrale di Riemann-Stieltjes ¢ una funzione bilineare in f
e g, cioe risulta:

b n m n m b
w5 [ i) dY b)) = Y3 aity ™ [ o) doyo
a = j=1 i=1 j—1 a

qualora tutti gli integrali a destra esistano.

®Seguo quella di G.F. Cimmino [8], p. .

10



Proprieta d’intervallo. Se Rsff f(x) dg(z) esiste, e a < ¢ < d <D,
allora Rsfcdf(a;) dg(z) esiste;

c b b
| f@)dg(z) + B[ f(a) dg(a) = B[ f(z) dg(a).

Inversamente, se 5[ f(x) dg(z) e Rsfcb f(z) dg(z)n esistono e ¢ & un punto

di continuita per f o per g, allora Rsff f(x) dg(x) esiste, ed ha il valore della
loro somma.
Integrazione per parti. La formula di integrazione per parti si scrive

b b
3| f(z) dg(x) + RS/ g(x) df () = [f(2)g(x)]. (1.1)

Essa ¢ valida senza condizioni su f e g, salvo D'esistenza di uno dei due inte-
grali.

Dimostrazione. Prendiamo ad arbitrioa <zg<x1 < ... <z, <be
a=¢ <& <...<& <& =bconxp g <& <wzp, k=1,...,n La
([¢], ) & una partizione marcata di [a, b].

Supponiamo che Uintegrale 7% f; g(x) df (x) esista. Allora il net

Zg 1) (f (Ekt1) — f (&)

converge a tale integrale, anche se si prende sempre xg =a e z,, = b.
Con questa scelta, &1, ..., &, sono una marcatura arbitraria di [z]. Abbiamo:

Zg wi)(f (&) = F(&R)) + D F)(a(ar) — glzn)) =
k=1
= f(nt1)g(zn) — f(&0)g(x0) = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Facciamo tendere a 0 la norma di [z]. Allora tende a 0 la norma della [¢],
e quindi la Y3 g(xk) (f(&et1) — f(&k)) tende a Rsffg(:n) df (z). Allora la
Sry (&) (9(xk) — g(ar—1)) halimite £(b)g(b)— f(a)g(a)— PS[} g(x) df (x),
e per arbitrarieta della marcatura £ sulla [z], tale limite & Rsf; f(z) dg(z).
Scambiando f con g, si completa la dimostrazione. [J

1.6 Condizioni di esistenza

Condizione di Cauchy. Dal fatto generale che condizione necessaria e
sufficiente perché un net a valori in uno spazio metrico completo abbia limi-
te & che esso sia di Cauchy, segue che l'integrale di Riemann-Stieltjes di f

11



rispetto a g esiste se e solo se, dato € > 0, esiste P € P tale che, quali che
siano Py, P, € P, con Py, Py > P risulta |RS(P;) — RS(P2)| < e.

Evidentemente, la condizione non puo verificarsi se f e g sono disconti-
nue in uno stesso punto. Pertanto una evidente condizione necessaria per
y . - RS b N . . g . N
| es&stepza di #°[” f(x) dg(x) € che f e g non abbiano punti di discontinuita
comuni.

Nel caso dell’integrazione secondo Riemann, la 3", (e, — ;) Azg < €
prefissato (col consueto significato dei simboli) per una certa decomposizione
dell’intervallo é condizione non solo necessaria, ma sufficiente per ’esistenza
dell’integrale.

Per lintegrabilita secondo Riemann-Stieltjes, analoga 3", (e, —e,.) |Agr| <
e (con Agy = g(xg) — g(zr_1)) e solo necessaria. Abbiamo precisamente:

Teorema 1.6.1 Condizione necessaria, ma non in generale sufficiente, af-
finché f sia Riemann-Stieltjes integrabile rispetto a g su [a,b], & che il net
Sor_ (e, —e,) |Agk| tenda a 0 lungo Uinsieme orientato D delle suddivisioni
di [a,b].

Dimostrazione. Supponiamo che U'integrale Rsf;f(:n) dg(z) esista, vale
a dire che il net > p_; f(&k)Agy sia di Cauchy. Fissiamo € > 0, e sia § > 0
tale che

Y fE)Ag = D f(E)Ag] <e
k=1 j=1

dove le somme sono relative a decomposizioni marcate piu fini in norma di
0.

In particolare,

1> FE)AgG — D FE)Aml <,
k=1 k=1
per ogni scelta delle & e delle ék, da cui
sup | Y f(&)Age — Y f(&)Agl <&, ossia

&kl k=1 k=1

sup > f(&)Ag — inf > f&)Agr <.
P k=1

S =1
Dalla e, < f(&) < e, abbiamo:

e;Agk < f(&k)Agr < e;Agk per Agr > 0, ossia
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x| Age| < f(&)Age < ep|Agr|  per Agg > 0;

e Agr < f(€k)Agr < e Agy per Agy <0, ossia
—ep| Agi| < (&) Ag < —e),|Agy] per Agy, < 0.

Pertanto

sup > f(E)AG = Y eulAgl+ Y —eAgl

T Agr>0 Agp<0

n
iéﬂfo(Sk)Agk = D eldgl+ Y —eplAgl
F =1 Agr>0 Agp<0

Sottraendo 'inf dal sup, abbiamo

Y (e —e)lAgil+ Y (—ep +ep)|Agel =

Agr>0 Agr<0
= Z ek - ek JAY/AR

quantita minore o uguale di €. [J

Teorema 1.6.2 Sia g una funzione a variazione limitata su [a, b], e sia v(x)
la sua variazione sull’intervallo |a, x].

Condizione sufficiente, affinché una data f sia Riemann-Stieltjes integrabile
rispetto a g su [a,b], & che il net 3.7_ (e, — ;) (v(zg) —v(zx_1)) tenda a 0
lungo l'insieme orientato D delle suddivisioni di [a,b).

Dimostrazione. Mostriamo che, con la suddetta ipotesi, le somme di
Riemann-Stieltjes

Zf k) (9(@k) — 9(@k-1)),

con P={a=129p<& <z <& < ... <&, <z, = b} partizione marcata
di [a, b], formano un net di Cauchy rispetto alla finezza in norma.

Diamo & > 0, e scegliamo un § > 0 tale che Y"1_, (e, —e, ) (v(2x) —v(z)_1)) <
S per |P| < 6.

Consideriamo la somma di Riemann-Stieltjes

RS(Pa) =) f(&) Agro  (Agro = 9(wro) — 9(zr-1,0)) (1.2)
k=1
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con |P,| < 4, ed una qualunque P, ottenuta dalla P, per rifratturazione, la
cui somma associata potra dunque scriversi:

n  myg

=3 ) Agr;  (Agej = g(zry) — 9(wk5-1))-

k=1 j=1

La (1.2) si puo riscrivere nel modo seguente:

STHEDS Agks.
k=1 Jj=1

Risulta pertanto:

n o mg

RS(Po) - => > F(Er.3)) Agh 5

k=1j=1

Per ogni fissato k, e per ogni 7, gli & e gli & ; si trovano entrambi nel k-esimo
intervallo della suddivisione Py, e quindi |f(&§x) — f(&k;)| < e; — e; per ogni
k=1,....,n,edogni j =1,...,mg.

Abbiamo:
n mg
|RS(Ps) = RS(P)| = 1)) (f( f(&r, i) Agr,j| <
k=1 =1
n  mg mp
<Y (er — )l Agiyl = Z((ek —e) Y |Agr,l) <
k=1 j=1 k=1 j=1

< Z (e — ep)(v(ap) — v(wp-1)) <

| ™

Sia ora Pg una seconda suddivisione marcata di finezza in norma minore
di 6. Esiste una P, piu fine in rifratturazione sia di P, che di Pg, pertanto:

|RS(Pa) — RS(Pg)| < |RS(Pa) — RS(Py)| + [RS(P3) — RS( )I <
<+

55_
O

Nota. 1l teorema 1.6.1 e il teorema 1.6.2 restano validi, assumendo
uguale a 0 un eventuale prodotto 0 - 00, 0 0o -0, e uguale a co ¢- 00, 0 X - ¢,
per ¢ > 0.

1.7 L’integrale di Riemann-Stieltjes rispetto a fun-
zioni a variazione limitata

Ad una funzione g su [a, b] resta associata la classe delle funzioni Riemann-
Stieltjes integrabili rispetto ad essa.
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Per esempio, se g(x) = x, otteniamo la classe delle funzioni Riemann inte-
grabili in [a, b].

Se g(z) = H.(x), cioe g(x) = 0 per z < ¢, e g(xr) = 1 per x > ¢, con ¢
interno ad [a, b], otteniamo la classe delle funzioni arbitrarie su [a, b], con la
sola condizione di essere continue in c.

Piu generalmente, se richiediamo che 'integrale di Riemann-Stieltjes esista
rispetto ad ogni g di una certa classe, resta determinata la classe delle fun-
zioni f integrabili rispetto a ciascuna di esse.

Viceversa, data una classe di funzioni f, resta associata una classe di funzio-
ni g, rispetto alle quali le f sono integrabili.

Per esempio, consideriamo le funzioni continue su [a, b]. Risulta:

Lemma 1.7.1 L’integrale Rsf; f(z) dg(x) esiste per ogni funzione f conti-
nua su [a,b] se e solo se la g ¢ a variazione limitata.

Infatti, dal teorema 1.6.2 segue che l'integrale Rsf; f(z) dg(z) esiste per
qualunque f continua se g & a variazione limitata. Viceversa, se g non & a
variazione limitata, si puo costruire una funzione continua rispetto alla quale
I'integrale non esiste.

Vale anche un completamento del lemma enunciato:

Lemma 1.7.2 Se [’integrale Rsfff(:n) dg(x) esiste per ogni funzione g a
variazione limitata su [a,b], allora la f é continua.

Questo segue immediatamente dal fatto che f e g non possono avere punti
comuni di discontinuita, cosi 'integrale non esiste se f = g, con f disconti-
nua a variazione limitata.

Si puo concludere:

Teorema 1.7.1 Ogni funzione continua é integrabile rispetto a ogni fun-
zione a variazione limitata. Non esistono funzioni non continue integrabili
rispetto ad ogni funzione a variazione limitata, né esistono funziont a varia-
zione non limitata rispetto alle quali ogni funzione continua sia integrabile.

Ci chiediamo ora: quali sono le funzioni integrabili rispetto ad una fissata
funzione a variazione limitata g7 Per rispondere, occorre definire la nozione
di insieme g-nullo in senso stretto.

Definizione 1.7.1 Data g a variazione limitata su [a,b], A C [a,b] & g-nullo
in senso stretto se esso é ricopribile con finiti intervalli [ag, Bk], dove oy e
B sono un estremo di [a,b] o punti di continuita per la g, e la somma delle
variazions della g su tali intervalli é minore di un € > 0 prefissato.
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Ovviamente, un insieme g-nullo non contiene punti di discontinuita di g.

Sussiste I'analoga della nota condizione per l'integrale di Riemann:

Teorema 1.7.2 (du Bois-Reymond) Una f limitata é integrabile su [a, b]
rispetto a una funzione a variazione limitata g se e solo se, dato o > 0, é
g-nullo in s.s. 'insieme dei punti x in cut ’oscillazione di f é maggiore di ov.

Definizione 1.7.2 Data g a variazione limitata su [a,b], A C [a,b] & g-nullo
in senso esteso se esso € ricopribile con una quantita finita o numerabile di
intervalli (o, O], dove ay, e By sono un estremo di [a,b] o punti di continuita
per la g, e la serie delle variazions della g su tali intervalli ¢ minore di un
e > 0 prefissato.

Come nel caso dell’integrale di Riemann, la condizione di du Bois-Reymond
¢ equivalente alla seguente.

Teorema 1.7.3 (Lebesgue-Vitali) Una f limitata ¢ integrabile su [a,b]
rispetto a una funzione a variazione limitata g se e solo se é g-nullo in senso
esteso linsieme dei punti in cui la f & discontinua.

Possiamo concludere, almeno nel caso delle funzioni integratrici a variazione
limitata, con una condizione necessaria e sufficiente per 'integrabilitd di una
f limitata, che completa il teorema 1.6.2 in 1.6.

Teorema 1.7.4 Sia g una funzione a variazione limitata su [a,b|, e sia v(x)
la sua variazione sull’intervallo [a, x].

Affinché Uintegrale Rsf; f(x) dg(z) esista, occorre e basta che esista linte-
grale Rsf; f(x) dv(z).

Dimostrazione. In effetti, gli insiemi g-nulli e v-nulli sono i medesimi, e
il risultato segue dalla condizione di Lebesgue-Vitali. [J

Pertanto, per quanto riguarda le condizioni di esistenza dell’integrale con
integratrice a variazione limitata, ¢ sufficiente studiare il caso in cui g sia mo-
notona.

In effetti, molti articoli sull’argomento trattano solo il caso di integratrice
monotona, caso che solo apparentemente é restrittivo!

Una stima molto usata é la seguente:

Teorema 1.7.5 Se f ¢ limitata, ed integrabile rispetto a g a wvariazione
limitata, allora

b
|75 f(a) dg(z)] < sup |f(z)|VYg. (1.3)

z€[a,b]
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Dimostrazione. Qualunque sia la suddivisione dell’intervallo [a,b], si
verificano le diseguaglianze:

1> £ (9(ar) — glar-))] < D 1FE g(ar) — glar-1)] <
k=1

k=1

< sup [f(2)] Y lg(ar) — g(ze—1)| < sup |f(2)|Vig,
z€a,b] k=1 z€la,b]

e le diseguaglianze si mantengono con il passaggio al limite. [

1.8 Teoremi di convergenza. Il secondo teorema di
Helly

Teorema 1.8.1 Sia (f,) una successione convergente uniformemente ad f
su [a,b], e g una funzione a variazione limitata. Se Rsf: fn(z) dg(x) esiste
per ogni fissato n, allora Rsfff(:n) dg(z) esiste, ed ¢ uguale a lim, Rsff fn(x) dg(z).

Teorema 1.8.2 (Secondo teorema di Helly) Siano f una funzione con-
tinua su [a,b] e (Pp)nen una successione di funzioni a variazione totale mi-
nore di C' e ®,, converga puntualmente a ® su [a,b).

Risulta allora:

® e BV([a,b]), Vie<C (1.4)
b b
lim [ F()d®, () / F(t)dd (15)
Dimostrazione Sia a = 29 < ... < xy,_1 < T, = b una partizione finita

dell’intervallo base.

— 400

;—:1 | ®(ar) = (zp—) [= D | lim @p(xp) — lim @p(wpy) |
= lim | (I)n(l‘k) — q)n(:lﬁk_l) |§ C

e cido vale per ogni partizione finita dell'intervallo base, quindi la (1.4) ¢ di-
mostrata.

Osserviamo che una funzione f costante a trattisu [a, b], cioe f = > "1 cpx1,,
I LI per i # j, U} = [a,b], che non condivide punti di discontinuita con
® ¢ Riemann-Stieltjes integrabile rispetto a &.

Approssimiamo f con f. costante a tratti, integrabile rispetto ad ogni
®, ea ®, etaleche | f— f. |o< 55 . Questo & possibile perché I'insieme
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dei salti delle ®,, e di ® sono un insieme contabile. In virtu del teorema di
Heine-Cantor, esiste un 6 > 0 tale che | f(a/) — f(2”) |< e per | 2’ — 2" |< 6.
Suddividiamo [a, b] con punti xy, distanti tra loro per meno di , che non siano
di discontinuita per qualche ®. Gli intervalli individuati da questi punti non
abbiano punti comuni. Nell’intervallo di partizione Ij scelgo & interno ad

Iy, e pongo fe(x) = f(&)-

Detto questo, risulta

lim % /k )iz

n—~00

Integrando per parti e indicando con s gli V. salti della f-

b
/ﬁ )b mw%w%/@mmmz
fa( ) ( ) NE (I) ( )(f (3k+0)_fa(3k_0))
— o [f()(b) — f(a) Z@%ﬂ%w>

k=1

b
fo(sr — 0)) = [fe(2) B ()], — / B (x)df. (x) =

b
/ £ ()d ()
Finalmente,

y/ f(2)dd(a /"f )P |<|/"f )i /"f; )dD(z) | +
!/kd@ /ﬂd® Hvk ), /fM
/Lf ~ (@) | do(a H/kd¢ /ﬁ )i, (z) | +

/a | fe(@) — f(z) | d®p (2 )<@Vb<1>+ ~I—%Vb n__+3+§:
O

Un’importante miglioramento di questo risultato, ai fini della Teoria della
Probabilita, ¢ il seguente teorema, dovuto a H.E. Bray®

Teorema 1.8.3 (Teorema di Helly-Bray) Il secondo teorema di Helly va-
le anche nella condizione pin debole che (gn(z)) converga a g(x) su un
insieme di punti denso in [a,b], ed includente i punti a e b,

°H. E. Bray [5].
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1.9 Lifting delle funzioni generatrici

Nell’integrale

b
RS f(x) dg(x) (1.6)

sia f continua e g a variazione limitata. Viene naturale di chiedersi, avendo
fissato g, per quali altre funzioni g; a variazione limitata risulta % ff f(x) dgi(z) =

RS f: f(x) dg(x), qualunque sia la funzione continua f.

Per la linearita dell’integrale nella seconda variabile, la domanda equivale
alla seguente:
quali sono le funzioni a variazione limitata ¢(z) tali che

b
B f@) dg() (1.7)
si annulla per tutte le f continue?

Eliminiamo subito il problema agli estremi. Sia f la costante 1, allora
'integrale in (1.7) vale ¢(b) —¢(a) e quindi ¢ ha in b il valore che assume in a.

Quanto ai punti interni di [a, b], sia ¢ uno di questi, in cui ¢ sia continua.
Consideriamo la funzione f, = 1 in [a,c], nulla in [c + 1, b], e lineare tra c
e c+ 1. Lintegrale (1.7) si scinde allora negli integrali sui segmenti [a, c],
[c,c+ L] e [e+ L1,b]. 1l primo integrale vale ¢(c) — ¢(a), il terzo & nullo, il
secondo ¢ maggiorato in modulo dalla variazione totale di ¢(z) sul secondo
segmento, variazione che tende a zero con % perché ¢ é continua in c.

Di conseguenza 0 = Rsf; fn(x)do(z) — ¢(c) — ¢(a), ossia ¢(c) = ¢(a).
Riassumendo:

Lemma 1.9.1 Se Rsff f(x) do(x) =0 per ogni f continua, allora la ¢ ¢ a
variazione limitata, costante su [a, b], eccetto su un insieme al pit numerabile
di punti interni ad [a, b].

Tale condizione é anche sufficiente, perché, essendo ¢ a variazione limitata,
essa € discontinua in un insieme finito o numerabile di punti, e poiché 'inte-
grale in (1.7) esiste per ipotesi, i punti di decomposizione xj, che servono a
definirlo possono essere scelti tra i punti di continuita, e su essi la ¢ assume
lo stesso valore.

In definitiva, possiamo enunciare il seguente
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;> RS _ RS[b . .
Teorema 1.9.1 L’ 5[ f(x)dgi(x) = " f(x)dg(x) per ogni f continua
se e solo se g1 differisce da g per una funzione ¢ a variazione limitata, che

¢ costante su [a,b] eccetto su un insieme finito o numerabile di punti interni
ad [a,b].

Pertanto, l'integrale (1.6) non si altera sostituendo a g(x), con x €|a, b],
il valore g(x 4 0) oppure g(x — 0), o la media tra i due valori. In generale,
sostituendo nei punti interni ad [a, b] a g(z) un valore tra g(x —0) e g(z+0)
si rende minima la variazione totale di g senza alterare Uintegrale (1.6).
Possiamo quindi considerare, ai fini dell’integrazione di funzioni continue,
solo le funzioni g a variazione limitata tali che g(z) = g(x + 0), per ogni
x €la,b[. Tali funzioni formano uno spazio vettoriale, che chiamiamo a
variazione limitata liftato a destra, e lo indichiamo con BVy[a, b].”

"Volendo, si pud considerare lo spazio delle funzioni liftate a sinistra (g(z) = g(z — 0)
per x €]a, b).
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Capitolo 2

L’integrale di
Lebesgue-Stieltjes

2.1 Prolungamento astratto di Lebesgue

Il prolungamento di una misura definita su un semianello € il fondamento
della teoria costruttiva della misura di Lebesgue, ed é opportuno darne un
cenno.

Sia H un semianello! su X. Diciamo cellule i suoi elementi. Sia X stesso
la loro unione. Sia m una misura su H, ossia una funzione reale positiva com-
pletamente additiva definita su H. Sia P una pluricellula, ossia una unione
contabile di cellule. Allora P puo essere ottenuta come unione contabile UA;
di elementi disgiunti di H. Si ponga puP = ) mA;, che é reale positiva, o
eventualmente +oo, e univocamente definita, grazie alla o-additivitd della
misura m. Sia M la classe dei sottoinsiemi di X tali che, se £ & uno di
essi, allora dato € > 0 esistono due pluricellule P, @, tali che pu@ < ¢, e
P\Q C E C P. Per tali E si ponga uFE = inf {uP, P pluricellula , P D E}.

La classe M @& un o-anello. Di piu, se M ha unitd X (questo accade se
e solo se X stesso ¢ una pluricellula), allora M & una o-algebra, e p ¢ detta
o-finita. Tale misura ¢ completa (ogni insieme neglegibile ¢ misurabile). Gli
elementi di M si dicono lebesguiani di H. Il prolungamento della misura
m definita sul semianello H deve gran parte della sua importanza all’essere
univalente e massimale, nel senso che segue.

I) Se S ¢ una o-algebra in X che contiene M, e v & una misura o-additiva

!Una famiglia non vuota H di sottoinsiemi di X ¢ un semianello su X se & chiusa
rispetto all'intersezione e, per ogniA, B € H, A\ B ¢ unione di finiti elementi mutuamente
disgiunti di ‘H
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di dominio S che si riduce ad m su H, allora v ristretta ad M & uguale a pu.

II) Se S D M strettamente, esistono due misure o-additive su S, vy # va,
che si riducono a p su M.

Se A ¢ una famiglia di insiemi, con o(.A) indichiamo la piu piccola o-
algebra che contiene A. Sia M la classe dei lebesguiani ottenuti col procedi-
mento di sopra dal semianello H. Poiché M & una o-algebra, essa contiene
o(H). Cosi, se X & topologico, e H include una base per la topologia di X,
allora M include i boreliani di X.

Esempio. Se X = R", possiamo considerare il semianello H degli inter-
valli limitati di R™ (i cartesiani n-esimi degli intervalli limitati chiusi, aperti,
semiaperti di R). Allora ogni boreliano & un lebesguiano (indipendentemente
dalla misura che gli & stata attribuita con il prolungamento).

2.2 Relativa definizione di integrale

Se F ¢ una o-algebra di sottoinsiemi di X, con unitd X, e p é una misura
di dominio F, la tripla (X, F, ) & detta spazio mensurale?.

Definizione 2.2.1 Una ¢ : X — R ¢ semplice integrabile su X se é combi-
nazione lineare di funzioni caratteristiche di insiems di misura finita. L’in-
tegrale fX odp di una funzione semplice integrabile ¢ = cixg, + ...+ cnXE,
e per definizione crpu(Er) + ... + cpu(Ey).

Una proprieta ¢ vera quasi ovunque (g.0.) se linsieme dei punti, su cui
é falsa, & neglegibile, cioé incluso in un insieme di misura arbitrariamente
piccola.

Definizione 2.2.2 Una f ¢ integrabile su X se esiste una successione (¢y,)
di funzions semplici integrabily tali che ¢n, 5 f e, dato € > 0 esiste un N
tale che fX |pn — dmldp < e per myn > N. In tal caso fX Ondp converge in
n: il limite ¢ detto integrale della f, ed é indicato con fX fdpu.

1l paragrafo 2.1 ¢ una sintesi della trattazione costruttiva di Kolmogorov [20], pp.
260-277, invece la definizione di integrale ¢ in accordo con quella di N. Dunford e J.T.
Schwartz [12], p.112.
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2.3 Misure di Lebesgue-Stieltjes su R

Siano [ intervallo di R, e g una funzione monotona non decrescente su I.
Consideriamo il semianello H dei sottointervalli limitati di I, e poniamo

m([a,b]) = g(b+0) —g(a —0)
m((a,b]) = g(b+0) —g(a+0)
m([a,b)) = g(b—0) —g(a —0)
m((a,b)) = g(b—0) —g(a+0)

Si pud mostrare che la m cosi definita é reale, non negativa e o-additiva
su H, pertanto esiste il prolungamento di Lebesgue astratto della m, che
viene detto misura di Lebesque-Stieltjes su I generata da g. In questo caso,
i lebesguiani vengono pitl precisamente chiamati insiemi misurabili secondo
Lebesgue-Stieltjes.

Come detto sopra, i boreliani di R sono misurabili in ciascuna di tali
misure.

Viceversa, gli insiemi misurabili secondo Lebesgue-Stieltjes potrebbero
essere molto pitt numerosi non solo dei boreliani, ma degli insiemi misurabili
nella misura classica di Lebesgue (quella che si ottiene usando come funzione
generatrice g(x) = ). Basta considerare infatti la funzione di Heaviside (la
funzione caratteristica di R*). Gli insiemi misurabili sono tutti i sottoinsie-
mi di R. La misura di Lebesgue-Stieltjes su uno di essi vale 1 se l'insieme
contiene lo 0, e 0 altrimenti (misura di Dirac).

2.4 Prolungamento della misura immagine di una
funzione misurabile.

Sia (S, %, 1) uno spazio mensurale, e sia ® : S — R una funzione misurabile.
Denoto con B l'insieme dei boreliani di R. Sullo spazio misurabile (R, )
definisco la seguente misura:

v(B) =u(®Y(B)), BebB.

In questo contesto, la v € detta misura immagine di u mediante @, e denotata
comunemente con u®~!, o con u®.

Il prolungamento di Lebesgue astratto della u®, che denoteremo con %, &
una misura di Lebesgue-Stieltjes.

Se u(S) < oo, allora la ® pud essere generata dalla funzione Fg, definita
per ogni xz € R dalla

Fp(z) = p®(] — 00, 2]).
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La Fs € monotona non decrescente su R, continua da destra, tendente a 0
per © — —oo ed a u(S) per z — +o0.

Variabili aleatorie e funzioni di ripartizione. Una variabile alea-
toria reale sullo spazio di probabilita (Q,F, P) ¢ una funzione misurabile
X:Q—R.

Ad essa ¢ associata la funzione, detta di distribuzione o di ripartizione, in-
dicata con F', o con Fx se si vuole mettere in evidenza la sua costruzione a
partire da X, definita dalla

Fx(z) = PX(] - c0,a]),

dove P¥X & la misura immagine di P mediante X. La Fx ¢ monotona non
decrescente su R, continua da destra, tendente a 0 per x — —oo e ad 1
per x — +00, e la misura di Lebesgue-Stieltjes su R generato da essa ¢ il
prolungamento di Lebesgue astratto PX della misura immagine PX.

2.5 L’integrale di Lebesgue-Stieltjes

Definizione 2.5.1 Sia g una funzione monotona non decrescente sull’inter-
vallo I, limitato o illimitato, di R. L’integrale di Lebesgue-Stieltjes di una f
rispetto a g, e lo indichiamo con Lst fdg o con LfI fdu, e Uintegrale defi-
nito in 2.2, dove u € la misura di Lebesgue-Stieltjes generata da g.

Definizione 2.5.2 Una misura con segno su (X, F) é la differenza tra due
misure di dominto F, di cui al pit una puod assumere il valore 4+00.

Definizione 2.5.3 L’integrale di Lebesgue-Stieltjes ¢ in generale un inte-
grale rispetto a una misura con segno, data dalla differenza di due misure di
Lebesgue-Stieltjes.

Piu precisamente, se g € una funzione localmente a variazione limitata su I,
essa ¢ differenza di due funzioni monotone crescenti, diciamole hy e ho. Se
una di esse ¢ limitata (e questo accade sicuramente nel caso in cui I € un

intervallo compatto), poniamo LSfI fdg = LSfI fdhy — Lsfl fdhs.

Generalmente si pone hy = v*, hg = v, oppure hy = v, hy = 2v™,
dove v,v", v~ sono la variazione totale, la variazione positiva e la variazione
negativa della g (a meno di costanti additive)?.

Teorema 2.5.1 Se f ¢ Riemann-Stieltjes integrabile su [a,b] rispetto a una
funzione a variazione limitata, allora é Lebesque-Stieltjes integrabile, e gli
wntegrali hanno lo stesso valore.

3v. Kolmogorov [20], p. 354
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Si noti che, se la funzione integratrice non € a variazione limitata, il RS-
integrale potrebbe esistere, ma non ha senso parlare di LS-integrale.
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Capitolo 3

Estensioni e varianti della
definizione dell’'integrale di
Riemann-Stieltjes

3.1 L’integrale di Pollard-Moore-Stieltjes

Sappiamo che se f & Riemann-Stieltjes integrabile su [a, b] rispetto a g, allora
f e g non hanno discontinuita comuni in [a, b], e risulta

Rs/bfdgz Rs/acfdgjLRs/cbfdg (3.1)

a

per ogni ¢ € (a,b).

Supponiamo ora che in ¢ la f e la g abbiano una discontinuita comune,
ma che f sia Riemann-Stieltjes integrale in [a,c] e in [c,b] rispetto a g. Se
cosi &, f e g sono necessariamente discontinue in ¢ da bande opposte. Pos-
siamo allora definire ff fdg attraverso il secondo membro della 3.1.

Il procedimento é applicabile al caso di finite discontinuita comuni ¢y, . .., ¢,—1
da bande opposte. Posto ¢ = a, ¢, = b, se Rsf;il fdg esiste per ogni
k=1,...,n, definiamo

Ck

b n
rus [ pag =51 gy (3.2)
a k=1

Ck—1

Con PMS si abbreviano i nomi di Pollard, Moore e Stieltjes. Questi autori
hanno considerato anche il caso in cui le comuni discontinuitd possono essere
numerabili, eventualmente dense in [a,b]. In generale, il membro destro
della (3.2) non resta definito, ma puo succedere che, dato ¢ > 0, esistano
a=cy<c <...<c,=>btali che

n 1 [Ck n ; [Ck
>R / fdg =" RS/ fdg < e. (3.3)
k=1 Ck—1 k=1 Ck—1

k = k
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Con B3 f f fdg e B3 J f fdg intendo integrali inferiore e superiore nel senso
di Darboux, ossia

o B n
" [ fapdglo) = it > F(@) (o)~ glnr)) =
« k=1

n

= lim inf  (f(&)(g(zk) — g(xr—1))),

DeD T <&p<x
ey Tk 158 <zg

pPepP

" /3 n
[ fapdgla) = tmsup Y 1@ g(o) - oon)) =
@ k=1

n

=1lim > sup  (f(&)(g(ar) — glaro1))).

DeD e Th—1<Ek ST

In tal caso, esiste una successione ([¢(™)]) di partizioni di [a,b], ciascuna
inclusa nella successiva, tale che

(m)
k

nim 7 c]im) 'm 1 €

: RS _ 1 RS

i [, sr=imd S [ i 34
k=1 k—1 k=1 k—1

che viene detto integrale di Pollard-Moore-Stieltjes, o o-integrale di f rispet-
toag.

Vi é una definizione diretta dell'integrale di Pollard-Moore-Stieltjes in
termini di net. Si basa sul fatto seguente!.

Orientiamo l'insieme P delle partizioni marcate di [a,b] per rifrattura-
zioni.

Teorema 3.1.1 Siano f, g funzioni reali su [a,b]. La f ¢ Pollard-Moore-
Stieltjes integrabile rispetto a g se e solo se il net

RS(P) = Zf(g[xk,l,:ck])(g($k) - g($k—1))7 P = ([$]7£) P
k=1
converge lungo l'insieme orientato (P, <<). In tal caso risulta:

b
PMS _ : B
’ f(z) dg(x) = ([z},g)he%l?, _<_<)f(£[xk,1,:ck])(g(xk) g(wg—1))

In generale, se X ¢€ orientato da due orientamenti <, < , allora < ¢ piu
fine di < se x <y = x <y. Segue che se < & pin fine di <, ed f(x) =y,

!Per questo ed altri tipi di integrale, si veda la rassegna di H.T. Hildebrandt [18].
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< . .
allora f(x) — y, ma non viceversa in generale.

Essendo lorientamento per rifratturazioni piu fine dell’orientamento in
norma, allora se il net RS(P) converge in norma, converge per rifratturazioni,
e i limiti sono uguali.

In altre parole,

Teorema 3.1.2 Se l’integrale di Riemann-Stieltjes di f rispetto a g esiste,
lintegrale di Pollard-Moore-Stieltjes esiste ed é uguale.

Viceversa:

Teorema 3.1.3 Se l'integrale di Pollard-Moore-Stieltjes di f rispetto a g
esiste ed f e g non condividono punti di discontinuita, lintegrale di Riemann-
Stieltjes esiste ed é uguale.

3.2 Altri integrali di Riemann-Stieltjes modificati.

L’integrale di Cauchy-Stieltjes. Consideriamo 'addendo f(&)(g(zg) —
g(xg_1)) della somma di Riemann-Stieltjes. Limitando & ad essere un punto
estremo dell’intervallo [xg_1,zk], si perviene ad una definizione di integrale
del tipo di Cauchy, che, nel caso in cui g(z) = z, anticipo quella di Riemann.
Nel caso appunto g(x) = z, D.C. Gillespie (1915) mostro che la scelta di soli
punti estremi per la & non amplia la classe delle funzioni integrabili secondo
Riemann. Questo in generale non € vero per 'integrale di Riemann-Stieltjes,
tantoché, piu recentemente, la scelta di £ «alla Cauchy» ha consentito a K.
Ito di definire il suo integrale di Stieltjes rispetto a funzioni a variazione non
limitata.

Integrale di Dushnik. La necessita per le funzioni f e g di non avere
comuni di discontinuita dallo stesso lato ai fini dell’integrazione di Pollard-
Moore-Stieltjes dipende dalla possibilita di poter piazzare la marcatura & agli
estremi degli intervalli. Conseguentemente, B. Dushnik (1931) ha conside-
rato 'insieme Py delle partizioni marcate ([z],§), dove la scelta dei punti &
é ristretta ai punti interni di ciascun sottointervallo, ottenendo la seguente
definizione di integrale modificato.

Se il net

RSmoa(P) = Zf(f[xk,l,mk])(g(xk) —g(zr-1)), P = ([z],€) € Po
=1

converge lungo l'insieme orientato (Py, <<), allora il limite & detto integrale
di Pollard-Moore-Stieltjes modificato, o o-integrale modificato, di f rispetto
a g, e si denota con ™°¢ "f; f(z) dg(x).

Abbiamo:
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” mod o b ; ; ;
Tegrerpa 3.2.1 L mtegmle fa f(x) dg(:z:) esiste se f ha sole disconti-
nuita di prima specie, e g € a variazione limitata.
Cosi ™4 7[ fornisce un valore per ogni funzione a variazione limitata rispetto
ad ogni altra funzione a variazione limitata.

Tuttavia, questo integrale puo essere definito irregolare, perché in genera-
le non fornisce valori in accordo all’integrale di Lebesgue-Stieltjes, quando
entrambi gli integrali esistono. Ad esempio, se f = xyo}, € g = Hp, allora
LSf_ll fdg =1, mentre ™4 ”f_ll fdg = 0.

In ogni caso, se f e g non hanno discontinuitd comuni, questo integrale si
riduce a quello ordinario.

L’integrale in media. Un altro metodo di modifica, in un certo
senso opposto al precedente, ¢ quello, proposto da H.L. Smith, di utilizzare
solamente i valori di f agli estremi dell’intervallo, facendone la media, ossia
considerare le somme

1
SM(P) = =(f(wk—1) + f(x)) (9(z) — g(zr-1)), P =([2],¢) € P.

k=1 2

Si possono considerare i limiti di questo net in norma e per rifratturazione, e
vengono chiamati integrali in media di Stieltjes(e si denotano con SMf: fdg).
Se lintegrale ordinario esiste, esiste il corrispondente integrale in media,
e fornisce il medesimo valore. Ma non inversamente: basta osservare che
SM[ g(z) dg(x) esiste per ogni funzione g, e vale (¢g%(b) — g*(a)).

E interessante il fatto che la formula di integrazione per parti (1.1) resta
valida.

Inoltre, per quanto concerne l’esistenza,

Teorema 3.2.2 Se f ha sole discontinuitd di prima specie, e g é a varia-
zione limitata, allora SMffdg per rifratturazioni esiste.

Anche l'integrale M | f dg per rifratturazioni offre un integrale di Stieltjes
dove ogni funzione a variazione limitata e integrabile rispetto ad ogni altra
funzione a variazione limitata. In questo caso, il suo valore coincide con
Iintegrale di Lebesgue-Stieltjes nell’ipotesi, piuttosto naturale, che in ogni

punto f(z) valga 3(f(z —0) + f(z +0)).

L’ SM-integrale ¢ stato applicato a problemi di Matematica Attuariale
da molti Autori, tra cui de Finetti. Piu recentemente (1960), R. L. Stra-
tonovich ha inventato un integrale stocastico alternativo al calcolo di Ito,
formalmente identico all’ SM-integrale.

L’integrale di Young-Stieltjes. Se ora g ha sole discontinuita di prima
specie, possiamo considerare il net, definito su Py (vedi sopra, integrale di
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Dushnik).
YRS(P) =
= {flar—1)(glar—1 +0) = g(zr_1)) + f(&)(g(xx — 0) — g(ap—1 +0)) +
k=1

+f(@p)(g(zr) —g(@r —0))} P =([z],§) € Po

e studiarne la convergenza in norma e per rifratturazioni. Se esiste il limite
del net nell’'uno o nell’altro senso, questi saranno indicati rispettivamente
con V5[ fdg e con Y9 fdg.

La convergenza in norma di Y RS(P) non migliora le condizioni di integrabi-
lita nel senso classico di Riemann-Stieltjes. Infatti, il net Y RS(P) converge
in norma lungo l'insieme Py se e solo se il net RS(P) converge in norma
lungo P.

D’altra parte, Iintegrale per rifratturazioni puo esistere quando f e g han-
no punti comuni di discontinuita, anche se questi sono dalla stessa parte.
Invero, puo essere mostrato che

Teorema 3.2.3 Se la funzione g é a variazione limitata, ed f ¢ integrabile
rispetto a g, allora

b b
Yo [ pwdga) = ™[ f@ydge + 3 F@)gle+0) - glo—0)
a a z€la,b]
dove g(x) = ge(x) + gs(x), con g. e gs componenti continue e di salto di g.

In particolare, l'integrale ¥ fab f dg é un’estensione propria dell’integrale di

© s YSorb LS b .
Pollard-Moore-Stieltjes, nel senso che, qualora Ufa fdg e fa fdg esi-
stano, i loro valori coincidono.

3.3 L’integrale di Riemann-Stieltjes su tutto R.

Vi sono vari modi non equivalenti di estendere la nozione di integrale di Stiel-
tjes a funzioni definite sull’intera retta reale. I pili comuni sono i seguenti.
L’integrale di Cauchy in valor principale:

b
lim 9 dg(x).
i [ f(@) dg(w)

L’integrale di Stieltjes improprio:

lim RS bf(a:) dg(z).

a——00, b—+o0
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Infine, la f € assolutamente integrabile rispetto a ¢ su R, in simboli

ARS Rf(w) dg(x), (3.5)
se 1 net
+00 +oo
D &) (9(xn) —g(xn) e D FE)] lg(n) = glan)|

convergono lungo 'insieme delle suddivisioni marcate ad infiniti punti ([z], ),
orientato dalla finezza |[z]| = sup,,(x, — xn—1), € dove, per ogni fissato [z],
Tp—1 < &, < xy per ogni n. Ogni suddivisione marcata é qui formata da una
successione strettamente crescente, inferiormente e superiormente illimitata,
e ¢ ¢ una funzione che associa ad ogni [,,—1,z,] un suo punto.
Naturalmente, l'integrale 3.5 ¢ il limite del primo dei due net.

Se g é localmente a variazione limitata, cioe esiste una v su R tale che
v(b) —v(a) = Vg, allora ABI[. f(z)dg(x) esiste, ed ¢ I'integrale di Stieltjes
improprio, se e solo se, dato € > 0, per a e b opportuni risulta

" b/l

@l <o B[ @law) <

/ b/

per ogni @’ <a” <a, " >V >0

3.4 Espressione dell’integrale di Lebesgue su uno
spazio di probabilita come integrale di Stieltjes
su tutto R.

Su uno spazio di probabilita (2, F, P) si usano due tipi fondamentali di
integrali di Lebesgue:

/QXdP, /Q(foX) dP.

Chiaramente, il primo assume valore reale quando X ¢ P-sommabile, il secon-
do ¢é reale o complesso se f & boreliana limitata da R a K, ed X P-misurabile.
I due integrali si indicano in Probabilita con E[X] e con E[f(X)], e coinci-
dono (essendo P(2) = 1), con il valor medio integrale su Q di X e di f(X).

Le definizioni di integrale di Lebesgue sul tipo di quella data in 2.2 sono
dette alla Dunford. Esse hanno il vantaggio di essere facilmente adattabili
alle funzioni a valori in uno spazio di Banach, con la semplice sostituzione
dei valori assoluti con la norma. Nel caso di funzioni a valori reali, le defini-
zioni equivalenti sono moltissime, e per lo pitl sono estensioni di definizioni
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dell’integrale su domini di misura finita, quale per esempio la seguente.

Sia (S,%, ) uno spazio mensurale, con u(S) < oo, f : S — R, con
f7Y — 00,z] € ¥ per ogni * € R (misurabilita di una funzione a valori
reali). La f & sommabile se esiste una successione bilatera (z,,), strettamente
crescente ed illimitata superiormente ed inferiormente, tale che, posto E,, =
{se€ S : f(s) <}, le serie bilatere

(a) ZnEZ Tp1 p(En \ En_1)
(b) ZnEZ Ty i(En \ En1)

siano assolutamente convergenti.

In tal caso, esiste un ¢ > 0 tale che, se x,, — x,—1 < d per ogni n € Z, le
relative somme (a) e (b) differiscono per meno di un € > 0 prefissato.
Esiste quindi un reale A che ¢ limite del net

+oo
Z én ﬂ(En \ En—l) (3.6)

n=—oo

lungo l'insieme delle suddivisioni marcate ad infiniti punti ([x], £), come detto
in 3.3.

Il valore di tale A coincide con il valore dell’integrale di Lebesgue della f
dato in 2.2.

Osserviamo che il limite della (3.6) puo essere riguardato come un integrale
assoluto di Stieltjes. Basta infatti porre

F(z) = p(f~'] = oo, a)),
e si ha
(En \ En_1) = F(x,) — F(zn-1),

cosl
A= ARS/ v dF ().
R

L’assoluta convergenza di questo integrale di Stieltjes su dominio illimitato
¢ immediata conseguenza del fatto che

an—l(F(xn) - F(xn—l) < Zgn(F(xn) - F(xn—l) < an(F(xn) - F(xn—l)a

nez nez neZ

dove la prima e la terza serie sono la (a) e la (b)2.
Sia ora X una variabile aleatoria reale sullo spazio di probabilita (Q2, F, P),

%Infatti, se Sopar <D b <D0, e, allora >, [bk| < 30, lar| + D0, fex]
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e sia F'y la sua funzione di ripartizione.
Per quanto appena visto, se X é P-sommabile, abbiamo la seguente trasfor-
mazione di integrale di Lebesgue in integrale di Stieltjes:

L/QX(W) dpP = ARS/RxdFX(a:).

Passiamo ora all’integrale fQ(fOX) dP. Premetto il seguente lemma.3

Lemma 3.4.1 Siano (A, X4, p) e (B,Xp,v) due spazi mensurali, ¢ ® una
funzione da A a B (X4 — Xp)-misurabile che conserva le misure, vale a dire
tale che p(®~1E) = v(E) per ogni insieme E del dominio di v.

Allora, qualunque sia una funzione scalare f sommabile su B, la fo ® ¢
sommabile su A, e risulta

/ foq)d,UZ/de per ogni £ € Y.
»-1(E) E

Ne consegue che se X una variabile aleatoria reale su Q, P¥X la misura
immagine mediante X sui boreliani di R, ed f una funzione a valori in K
PX_sommabile su R, allora f o X & P-sommabile su €, e risulta

[uexwar = [ s

Per quanto visto in 2.4, si ha infine
[ (e ap = [ f@) irx)
Q R

3.5 L’integrale di Riemann-Stieltjes su un rettan-
golo di C

Definizione 3.5.1 Sia R=R(a <z <bc<y<d) cC=R2

Una partizione, o suddivisione, in celle di R ¢ una sequenza finita [z] =
{(xp,ye) h=1,....m; k=1,....n)}, cona =29 < 21 < ... < Xy, = b,
c=y <y <...<y,=d. *

Indichiamo con D? l'insieme delle partizioni di R.

Ogni partizione in celle del rettangolo R definisce una famiglia {Rp 1}
di sottorettangoli di R nel modo seguente: Ry, =|zn—1,2p] X Jyp—1,Yx], per
ognih=1,....m;k=1,...,n.

%Si veda N.Dunford-J.Schwartz [12], Lemma 8, pp. 182
*J.A. Clarkson [9].
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Sia ora g : R — C limitata. Fissata [2] € D?, & possibile associare a g una fun-
zione d’insieme® G, definita sulla famiglia {R), ;} di rettangoli determinata
da [z], nel modo seguente:

G(Bnk) = 9(xn yk) — 9(@h, Yr—1) — 9(@n-1,yx) + 9(xn-1,96-1)  (3.7)
Definizione 3.5.2 Con finezza della partizione [z] intendo il valore

el =, max o (zn = 2h1)(Uk — Ys-1)

Definisco su D? un orientamento.

Definizione 3.5.3 Siano [z(l)] e [2(2)] in D?. Pongo [z(l)] =< [2(2)] ([z(z)] ¢
pid fine in norma di [zV] ) se |[z2]] < |[zMW]].

Definizione 3.5.4 Sia R(a <z <b,c <y <d)c C=R2

Una partizione marcata di R ¢ la coppia ([z],(&,7m)), con [2] € D?, e (&,71)
funzione definita sulla famiglia di sottorettangoli { Ry} associata a [2], che
ad Ry, 1 associa (§p ks Mhk), cOn Th—1 < Epg < Th, € Y1 < Mhk < Yk-

Indico con P2 il loro insieme.

Definizione 3.5.5 Sia R(a <z <b,c<y<d) CC=R2

Una partizione marcata ristretta di R ¢ la coppia ([2], (€,7)), con [2] € D?,
e (§&,m) funzione definita sulla famiglia di sottorettangoli {Ry, 1} associata a
(2], che ad Ry ) associa (&p,mi), con &, indipendente da k, xp—1 < &, < xp,
ed ny, indipendente da h, yr_1 < N < Yi.

Indico con P?# il loro insieme.

Orientiamo P? ponendo ([zM], (€M, (M) < (23], (@), nP))) se [z?)] &

piut fine in norma di [z(M].

Essendo P? C P2, su P? induciamo l'orientamento < definito su P?.
Introduciamo adesso due separate estensioni dell’integrale di Riemann-

Stieltjes classico a funzioni di due variabili.

La prima é dovuta a Fréchet [14], che ha dato la seguente definizione.

Definizione 3.5.6 (Fréchet) Sia R = R(a <z <b,c <y <d) C C2R?

e siano f e g funzioni limitate definite su R.

Diciamo che f ¢ Riemann-Stieltjes integrabile in senso ristretto rispetto a g

se il net di dominio P}

n

DO ) G(Rug), con (&) = (§m)(Rag),
h=

1k=1

® Al posto della funzione d’intervallo ®([t;1,¢;]) = [¢(t;) — ¢+, , |, che generalmente
figura nella definizone di variazione totale della funzione di una sola variabile ¢(t), si
partird qui dalla definizione di una opportuna funzione d’insieme G, definita sui rettangoli
semiaperti con i lati paralleli agli assi.
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(3.8)

converge in norma ad un limite finito.
In tal caso, indichiamo tale limite con

FP”S/ Rf(:v,y) dg(z,y). (3.9)

Se ora sostituiamo il net in (3.8) con il net di dominio P?

n

SO F Gk mng) G(Rig), con (En i) = (€0)(Rig),
e (3.10)

chiamiamo il limite, se esiste, [’integrale di Riemann-Stieltjes non ristretto
di f rispetto a g, e lo indichiamo con il simbolo

RS/ Rf(ﬂc,y) dg(z,y). (3.11)

Chiaramente, 'esistenza dell’integrale in (3.11) implica che 'integrale in
(3.9) esiste, e il suo valore & uguale a quello dato in (3.11). D’altra parte,
lesistenza dell’integrale in (3.9) non implica l'esistenza di quello in (3.11),
come vedremo qui di seguito.

Fréchet ha mostrato che una condizione sufficiente per ’esistenza dell’inte-
grale ristretto (3.9) per ogni funzione integranda continua f, & che la funzione
integratrice g sia a variazione limitata nel senso di Vitali® (scriviamo g C V).

Di speciale interesse ¢ il caso in cui l'integranda f(z,y) & a variabili se-
parate, nel senso che f(z,y) = fi(z)f2(y). Una condizione sufficiente per
lesistenza dell’integrale ristretto (3.9) per ogni integranda f a variabili se-
parate con fattori continui fi ed fs, € che la g sia a variazione limitata nel
senso di Fréchet” (scriviamo g € F).

La condizione di Fréchet ¢ pit debole di quella di Vitali.?

E naturale porsi le seguenti domande sull’integrazione delle funzioni a
variabili separate con fattori continui:
a) ¢ la condizione di Fréchet anche necessaria per l'esistenza dell’integrale

®La funzione g(x,y) definita su R ¢ a variazione limitata nel senso di Vitali se esiste
M > 0 tale che, per ogni partizione [z] € D? risulta Yonn |G(Ruk)| < M

"La funzione g(z,y) definita su R ¢ a variazione limitata nel senso di Fréchet se esiste
M > 0 tale che 37, , €10k G(Rn,x) < M per ogni partizione [z] € D?, e per ogni scelta di
€Ep = :|:1, (Sk = +1.

®La dimostrazione ¢ in Littlewood [21]. Successivamente, J.A. Clarkson and C.R.
Adams [1] hanno dato un esempio di funzione a variazione limitata nel senso di Fréchet,
ma non di Vitali.
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ristretto?
b) ¢ la condizione di Fréchet sufficiente per l'esistenza dell’integrale non ri-
stretto?

Se una funzione non € necessariamente a variabili separate, ma continua,
¢) & la condizione di Fréchet sufficiente per Uesistenza dell’integrale ristretto,
o di quello non ristretto?

La risposta a queste domande ¢ data dai teoremi che seguono.

Teorema 3.5.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché integrale di
Riemann-Stieltjes ristretto FRSffR f(x,y)dg(x,y) esista per ogni funzione
f(z,y) continua su R ¢é che la g(x,y) sia a variazione limitata nel senso di

Vitals.

Teorema 3.5.2 Affinché l'integrale di Riemann-Stieltjes non ristretto

RS/ Rf(w,y) dg(z,y)

esista per ogni funzione f(x,y) continua su R, occorre e basta che la g(z,y)
sia a variazione limitata nel senso di Vitali.

Teorema 3.5.3 Affinché lintegrale di Riemann-Stieltjes ristretto

FRS/ Rf1(:v)fz(y) dg(z,y)

esista per ogni coppia di funzioni continue f1 ed fs, occorre e basta che la g
sia a variazione limitata nel senso di Fréchet.

Teorema 3.5.4 Affinché lintegrale di Riemann-Stieltjes non ristretto

RS//Rf1($)f2(y) dg(z,y)

esista per ogni coppia di funzioni continue f1 ed fs, occorre e basta che la g
sia a variazione limitata nel senso di Vitals.
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Capitolo 4

L’integrale di Stieltjes come
forma bilineare canonica di
spazl in dualita

4.1 Spazi vettoriali topologici

Definizione 4.1.1 Siano dati uno spazio vettoriale (o lineare) L sul campo
K (K =R oK=C) e una topologia T su L.

La coppia L. = (L,T) ¢ uno spazio vettoriale topologico, brevemente
TVS, suK se l'addizione e la moltiplicazione scalare

(r,y)e(Lx L) z+yelL
(N z) e (KxL)— \x € L.

sono funzioni continue.

Se L ¢ un TVS, la sua topologia é invariante per traslazione, pertanto essa
¢ pienamente determinata da una base di intorni dello 0.

Definizione 4.1.2 Un TVS L si dice localmente convesso, brevemente un
LCS, se la sua topologia ¢ Hausdorff, ed esiste una base (numerabile o non)
di intorni convessi' dello 0.

Su ogni spazio lineare pud essere definita una topologia mediante un sistema
di seminorme.?

! Un sottoinsieme A di uno spazio vettoriale L (reale o complesso) & convesso se x € A,
y € A implica Az + (1 — \)y € A, per tuttiireali \, 0 < A <1

2Una funzione p su uno spazio vettoriale L reale o complesso é una seminorma se é a
valori reali e
(a) p(z +y) < p(zx) +p(y) (z,y € L)
(0)p(Az) = [Alp(x) (z € L, A € K).
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Sia L uno spazio lineare, ed S un sistema di seminorme su L.
Consideriamo, per ogni € > 0, ed ogni sistema finito py, ..., p, in S, l'insieme

Uepro.pm =12 € L; p1(x),...,pm(x) < €}

La totalita di tali insiemi forma una base di intorni convessi dello 0, che
rende L un TVS.

Se, di piu, la loro intersezione & {0}, allora L ¢ anche Hausdorff, quindi su
L é stata imposta una topologia che lo rende un LCS.

Viceversa, per ogni LCS esiste un sistema S di seminorme che definisce
la sua topologia.

4.2 Nozione di dualita tra spazi e topologie deboli
naturali

Definizione 4.2.1 Siano F' e G due spazi vettoriali su K, ed f una forma
bilineare su F' x G tale che

f(zo,y) =0 per ogni y € G implica x, =0
f(z,y0) =0 per ogni x € F implica y, = 0

Si dice allora che f pone F e G in dualita, e che la coppia (F,G) ¢ un siste-
ma duale.

Sugli spazi lineari F' e G posti in dualita da f(x,y), sorgono due topolo-
gie naturali.
La o(F, Q) topologia su F', che ¢ la meno fine che rende continui i funzionali
lineari su F, del tipo f(x,y,), per ogni fissato y, di G, e la (G, F') topologia
su G, che ¢ la meno fine che rende continui i funzionali lineari su G, del tipo
f(zo,y), per ogni fissato x, di F.

La o(F,G) e la o(G, F) sono dette topologie deboli indotte dalla dualita
tra Fl e G.
Tali topologie rendono F' e G spazi localmente convessi.
Una base di intorni dello 0 per (F,o(F,G)) puo essere definita dal sistema
di seminorme S = {| f(e,y,) | , vo € G}.
Analogamente per (G,0(G, F)), S ={| f(zo,9) | , 2, € F}.

Definizione 4.2.2 Sia L uno spazio vettoriale su K. L’insieme L' dei fun-
zionaly lineart su L si dice duale algebrico di L, ed é uno spazio vettoriale sul
medesimo campo K. Se L ¢ un TVS, il sottospazio L' formato dagli elementi
di L* che sono funzioni continue su L, si dice duale (topologico) di L.
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Il duale di L puo essere veramente povero: ad esempio puo ridursi al solo
funzionale nullo. Naturalmente, allora L ed L’ non sono posti in dualita da
nessuna forma bilineare.

Lo sono invece certamente se L & localmente convesso.
Allo scopo, mostriamo che

Proposizione 4.2.1 Sia L un LCS, ed L' il suo duale.La mappa
(x,f) €L x L'+ f(z) e K
¢ una forma canonica che mette in dualita L ed L'.

Dimostrazione. La f(x) =0Vx = f =0, é triviale.

Quanto alla f(x) =0Vf = z =0, supponiamo x # 0. Poiché L & separato,
esiste un intorno U dello 0 che non include z. Ma la locale convessita di
L implica D'esistenza di un intorno dello 0 aperto convesso V incluso in U.
Per il teorema di Hahn-Banach, esiste allora un funzionale continuo f, ed un
¢>0,con f(zr)=c O

Le due topologie deboli naturali, indotte dalla dualita tra L ed L', assu-
mono qualche aspetto particolare.

La topologia debole su L , ossia (L, L'), che spesso ¢ indicata con w, &
la meno fine che «lascia» continue tutte le funzioni che formano L’.

La topologia debole sul duale, ossia o(L', L), spesso indicata con w*, &
la topologia della convergenza semplice, sul loro comune dominio L, delle
funzioni che costituiscono L'.

Sia L uno spazio lineare posto in dualita con L da una ¢, e si abbia che
f € L se e solo se esiste una f € L tale che f(x) = o(x, f) per ogni x € L.
Si dice allora che L «rappresenta» L', o, con abuso di linguaggio, che Leil
duale di L.

Esempio (il primo teorema di rappresentazione di Riesz). Sia
H uno spazio di Hilbert complesso. Fissato y € H, la f,(z) = (z,y) & un
funzionale lineare continuo su H. Il primo teorema di rappresentazione di
Riesz afferma che ogni elemento di H " ¢ esprimibile in questo modo, e quindi
H stesso rappresenta il duale di H.
Laye H— f, € H " ¢ iniettiva, surgettiva, additiva, ma non lineare, perché
fay = @& fy. Quindi H rappresenta H', ma attraverso un anti-isomorfismo.

39



4.3 Gl spazi C, G, Cy, Cg, e loro topologie

Molti spazi di funzioni reali continue sulla retta reale possono essere messi in
dualita dall’integrale di Stieltjes con spazi di funzioni a variazione limitata
o localmente limitata.

Indichiamo con C, Cy, Co, Cx gli spazi delle funzioni su R, rispettivamente
continue, continue e limitate, continue e convergenti a 0 all’infinito, continue
a supporto compatto.

Rendiamo ciascuno spazio localmente convesso mediante un sistema S
di seminorme, e richiediamo alla sua topologia di soddisfare alle seguenti
ulteriori condizioni.

i) Ogni seminorma del tipo pn(f) = supy<n | f(2) | con N € N, sia
continua. In altre parole, la topologia sia piu fine di quella della convergenza
compatta.

ii) Lo spazio sia semicompleto, ossia una successione (f,,) converga ad
una f dello spazio qualora, fissati € > 0 e p € S, risulti p(f, — fin) < € per
tutti gli m, n abbastanza grandi.

iii) Co = (Co — Cl)CK s Cb = (Cb — CZ)CO, C = (C — cl)Cb.

Per realizzare quanto detto, muniamo gli spazi in questione delle seguenti
topologie

1. C abbia la topologia della convergenza compatta.

2. Per Cp, il punto cruciale é garantire la semicompletezza. Allo scopo,
si puo considerare su Cp, 'insieme S di seminorme:

prs(f) = sup | F() [+ 277 | F(si) |,
k=1

[t|<N
dove N ¢ un naturale ed s = (sj) & un’arbitraria successione di numeri reali.
. C
Ne risulta che f,, = f se e solo se
i) esiste un reale M > sup;cg | fn(t) | per ogni n, e

ii) per ogni naturale n, risulta supjy<y | fn(t) — f(t) | 0.

3. Su Cy poniamo la sup-norma.
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4. Infine, per topologizzare Cg, ad ogni funzione continua =, a valori
strettamente positivi su R, associamo la seminorma

py(f) = max | ];Eg 3

. C
Chiaramente, f, =% f se e solo se
i) P'unione dei supporti delle f,, & un insieme limitato, e

i) supeg | fu(t) — f(t) [— 0.

In sostanza, ci troviamo in un caso meno restrittivo della convergenza in
2 3
%

4.4 1l secondo teorema di rappresentazione di Riesz

Sia C([a, b]) lo spazio delle funzioni reali continue su [a, b], dotato della sup-
norma.

Sia g € BV ([a,b]). Allora

b
fre T f(a)dg(x) (4.1)
¢ un funzionale lineare continuo su C([a, b]).

Si deve a F. Riesz (1909) il seguente teorema fondamentale di dualita.

Teorema 4.4.1 (F. Riesz) Ogni funzionale lineare continuo su C([a,b]) ¢
esprimibile nella forma (4.1) per una opportuna funzione g € BV ([a,b]).

Abbiamo visto che l'integrale non si altera per nessuna f, se g varia in
una opportuna classe. Pertanto, se consideriamo solo un rappresentate per
ciascuna classe, possiamo parlare di unicita della funzione generatrice. Soli-
tamente si sceglie come rappresentante ’elemento di BV liftato che abbiamo
definito in 1.9. In tal caso BV liftato rappresenta il duale di C([a,b]) o, con
il consueto abuso di linguaggio, ammesso in 4.2, ¢ il duale di C(a, b]).

Il teorema resta valido per gli spazi C e BV a valori complessi.

Poiché C([a,b]), con la sup-norma, ¢ uno spazio di Banach, lo & anche il
duale, e si ha

b
gl = sup{ 7S / Fdg Il < 1} = Vg,

3v. Kolmogorov [20], pag. 202
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dove g & un rappresentante liftato della sua classe. Questo teorema si trova
formulato in altri modi, che sono sostanzialmente equivalenti. Premettiamo
il seguente lemma:

Lemma 4.4.1 Sia E un TVS, somma diretta topologica dei sottospazi chiusi
L, M. Con cio si intende che esiste una projezione continua P da E ad L
(con kernel M ).

Sia ¢ € L'. Allora F = ¢ o P ¢ un funzionale lineare continuo su E, che si
riduce a ¢ se x € L.

Viceversa, se F' € E', allora ¢é lineare e continuo su L.

Sia E lo spazio C([a,b]). Il sottospazio M delle funzioni lineari affini

Co(la,b]) = {f € C([a,b]) : f(a) = f(b) = O}.

In virta del lemma 4.4.1, un funzionale continuo su Cp, che gioca il ruolo di
L, ¢ la restrizione a Cy di un funzionale continuo su C, ossia

dove g € BV ([a,b]).

Sia ora g = gc + gs, dove g.(z) = g(x) per a < x < b, g.(a) = gla + 0),
gc(b) = g(b—0). Segue che g, & costante, esclusi al piu gli estremi. Abbiamo,

per f € Co([a, b)),

b b b b b
RS [ fdg = %5 fd(ge+gs) = | fdge+ [ fdg, =" fdge..

a a a a a

Concludendo:

Teorema 4.4.2 [l duale di Co([a,b]), spazio delle funzioni continue, nulle
m a e b, élo spazio delle classi di equivalenza delle funzioni a variazione
limitata continue agli estrems.

Di qui, con cambio di variabile, si ottiene il teorema equivalente.
Teorema 4.4.3 [l duale di Co(R), lo spazio delle funzioni continue, conver-

genti a 0 all’infinito, con la sup-norma, ¢ lo spazio delle funzioni a variazione
limitata su R.
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Nota (il duale di C(™([a,b])). Il teorema di Riesz puo servire anche
per calcolare il duale di C™([a, b]).
Fissato xo € [a,b], ogni ¢ € (C"([a,b]))’ ha la forma

n—1 b
£)= S anfan) + [ 0
k=0 a

Dimostrazione. Sia zy € [a,b], e assumiamo, tra le varie norme equiva-
lenti su C™([a, b]), la

[ fllee = Z!f (@) + [1F™ o

Sia P la projezione in C™([a,b]) su M = span{(x — x0)*;k = 0,...,n — 1},
data dalla

La varieta M é chiusa, e complementare della varieta chiusa

L={feC™([a,b])|f(x0) =...= f" D(xg) = 0}.

Abbiamo ||fizllew = I1F™]loo -
Pertanto, 'operatore D™ ¢ un isomorfismo (isometrico) tra L e C([a,b]).
Allora :

b
L'={fecLw— RS/ D"f dg;g € BV ([a,b])} ed
M ={feMwapfOxo) +...+ an1f" V(zo);00,..., 001 R},

Il risultato segue dall’applicazione del lemma 4.4.1. [J

4.5 Duali degli spazi C, C, Cy, Ck.

L’integrale assoluto di Stieltjes ¢ la comune forma canonica che mette in
dualita C, Cp, Cy, Cx con i loro duali, ossia risulta:

Teorema 4.5.1 Sia F uno degli spazi C, Cp, Cpy, Cx.
I funzionali lineari continui sullo spazio F' sono tutte e sole le funzioni del
tipo

o(f) = A5 | f(@) dg(w),

con g opportuna funzione a variazione localmente limitata.
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Teorema 4.5.2 [ duali degli spazi di funzioni continue sopra considerati
sono:

1) (C) = BV, spazio delle funzioni a variazione limitata su R con intervallo
di variazione compatto, vale a dire che tali funzioni sono costanti su ogni
semiretta esterna ad un certo intervallo compatto.

2) (Cp) = BV.

3) (Cy)' = BV.

4) (Cx) = BV, spazio delle funzioni a variazione limitata sugli intervalli
compatti di R.

Bene inteso, qui e nel sequito, tali spazi devono essere considerati quozientats
rispetto alla relazione di equivalenza data dall’equaglianza degli integrali.

Lemma 4.5.1 Siano F, G due TVS, con F' G-denso in G, e con iniezione
da F a G continua. Allora G’ inietta in F'.

Dimostrazione Se infatti ¢ € G’, allora bF € F’. Resta da vedere che
se ¢ # 0, allora ¢z non & nullo. Allo scopo, sia y € G, con ¢(y) # 0, e
To € F — y. Allora ¢(x,) — ¢(y), quindi ¢(x,) & definitivamente diversa
da 0. O

Abbiamo dimostrato (teorema 4.4.3), che il duale di Cy & BV.

Poiché Cy é denso e inietta continuamente in C, segue dal lemma 4.5.1
che (C)’ inietta in (Cp)’ = BV. In particolare, ogni elemento del duale di
C é rappresentato da una funzione a variazione limitata. Se una di queste,
diciamola g, non fosse a intervallo di variazione compatto, esisterebbe una f
continua su R, non Stieltjes integrabile rispetto a g. Viceversa, ogni f con-
tinua & Stieltjes integrabile rispetto ad ogni funzione g € BVk. Si conclude
che (C)' = BVk.

Poiché Cy ¢é denso e inietta continuamente in Cp, segue dal lemma 4.5.1
che (Cp) inietta in (Cy) = BV.
Quindi ogni elemento del duale di C, ¢ rappresentato da una funzione a va-
riazione limitata. Non solo! Ma ogni funzione a variazione limitata & in (Cp)’,
perché ogni funzione continua e limitata ¢ assolutamente integrabile rispetto
a una funzione a variazione limitata.

Le misure di probabilita sulla retta. Le ¢ in BV liftato, duale
di Cp, generano tutte le misure con segno di Lebesgue-Stieltjes p totalmente
finite sulla retta.
Se la g € BV & monotona non decrescente, con g(—o0) = 0, g(4+00) =1, la
u che le resta associata € una misura di probabilita su R, ed il generatore g
¢ una distribuzione cumulativa di probabilita.
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4.6 Misure di Radon e di Lebesgue-Stieltjes con
segno su R

Le misure di Radon sulla retta. Data g € BV, liftato 4, se ponia-
mo pula,b] = g(b) — g(a — 0), la p é una misura con segno o-additiva sul
semianello degli intervalli limitati di R. Su ogni intervallo limitato I, la u
puo essere poi estesa in modo unico, col prolungamento di Lebesgue, ad una
misura completa su una o-algebra di unita I, che include i boreliani di 7.
In questa maniera, resta definita una misura sull’'unione di queste o-algebre
(unione che non & un’algebral!). Misure cosi generate sono chiamate in Bour-
baki misure di Radon sulla retta, e sono in corrispondenza biunivoca con
BV, liftato, e quindi col duale di Cg.

Le misure con segno di Lebesgue-Stieltjes. Piu comunemente,
si chiama misura di Radon sulla retta ogni misura con segno, completa su
R, definita su una o-algebra che contiene tutti i boreliani, e che inoltre sia
localmente finita (per ogni punto t, esiste un intorno di ¢ di misura finita),
ed internamente regolare rispetto ai compatti (ogni boreliano B di misura
finita contiene un compatto K, tale che B\ K sia incluso in un boreliano di
misura minore di € > 0 prefissato). Noi chiamiamo queste ultime, seguendo
N. Dunford e J.T. Schwartz, misure con segno di Lebesque-Stieltjes. Esse
possono generarsi con prolungamento di Lebesgue, come sopra definito, di
una p, differenza delle misure positive associate alle componenti monotone
crescenti di una g € BV, dove almeno una delle componenti é limitata.

Le misure di Lebesgue-Stieltjes come misure di Radon positi-
ve. Sela g ¢ monotona non decrescente, ¢ generata la misura di Stieltjes
Lebesgue, come abbiamo visto in 2.3.

Ad esempio, g(z) = x genera la misura di Lebesgue (senz’altro attributo).
La g(x) = —1 per z < 0, g(x) = 0 per x > 0 genera la misura di Dirac
(uE =1se0 € E, uFE = 0 altrimenti).

In generale, le misure di Radon positive sono somma di misure diffuse e
di misure discrete. Le prime sono generate da g continue (equivalentemente,
w & nulla sui punti), le seconde sono generate da funzioni di salto (non sono
nulle in contabili punti x;, e un insieme ha per misura la somma dei valori
della p nei punti z; contenuti in esso).
Le misure diffuse sono somma di misure assolutamente continue (generate
da un L-integrale indefinito), e di misure singolari (generate da una funzione
continua a derivata nulla quasi ovunque).

Si puo effettuare un lifting su ogni g € BVi,., ad esempio alterandone una quantita
al pitt numerabile di valori, in modo da ottenere una funzione su R continua da destra, e
nulla in 0. Allo scopo, basta sostituire a g(t), per ogni t € R, il valore g(t +0) — ¢g(0+ 0).
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La classificazione ¢ chiaramente improntata sul celebre Teorema di Lebesgue
di decomposizione di una funzione monotona (1904).

4.7 w*-topologie e generalizzazioni del secondo teo-
rema di Helly.

Sia F' uno degli spazi C, Cp, Cy, Cx, ed F' il corrispondente duale.
Dalla definizione generale di w*-convergenza, la w*-convergenza su F’ &
definita dall’insieme delle seminorme del tipo:

pﬂwbzﬂARSRﬂxwmum con f € F fissato .

Proposizione 4.7.1 Una successione ([g,]) in (C) = BVk w*-converge a
9] se

i) Uinsieme delle variazioni totali delle g, ¢é limitato;

i) gn(x) — g(x) in ogni punto x di continuita per g;

i)l 'unione degli intervalli di variazione delle g, € un insieme limitato.

Dimostrazione. Sia infatti tale unione inclusa nell’intervallo di continuita
[a,b] della g. Allora le g, e la g hanno variazione nulla sulle semirette
| — 00, al, [b,+00[, per cui

“+00 b
ARS/ fdganS/ fdgy,

[e.e]

+00 b
ARS/ fdg= "] fdg.

e Rsf:fdgn — Rsf; f dg per il teorema di Helly. [J

Proposizione 4.7.2 Una successione ([gn]) in (Cp) = BV w*-converge a
[g] se

i) Uinsieme delle variazioni totali delle g, ¢é limitato;

it) gn(x) — g(x) in ogni x di continuita per g;

ii) dato € > 0, esistono a, b € R, ed un ng tali che VO gn, V; g, < €, per
ogni n > ng.

Dimostrazione. Sia |f(z)| < M per ogni z, ed € > 0.

Abbiamo
+oo +o0 a a

|ARS/ fdgn—ARS/ fdg|§|ARS/ fdgn—ARS/ fdg|—|—
- s b _S b ARS _+oo A S_ +o00
1 78["pg = 5[ g+ 4 [ g, — A [
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Poniamo v, (z) = V¥ gn, v(z) = V¥ g. Le v,(x) e v(z) convergono per
& — Foo. Prendi b di continuita per g, tale che v(+o00) — v(b) < 557,
Un(+00) — vy (b) < 557 per n > ny. Allora

“+o00 “+oo
r“?l fd%l—fmﬁé £ dg|

< s " | F(@)] dua(z) + AFS / @) o) < M 4 M

IN

€
6M 6M 3
Analogamente, sia a di continuita per g, a < b, tale che v(a) —v(—00) < =%
vn(a) — vp(—00) < g57 per n > no. Allora

a a
€
(A5 fdg = AT fdgl <5, pern > ny.

—00 —00

Infine,

b b
g
| B[ fdg, — B9 fdgl < 3. pern>ns

a a

grazie al teorema di Helly-Bray, donde il risultato. [J

Se ne puo dedurre il secondo teorema di Helly generalizzato®

Teorema 4.7.1 Siano g, g1, 92, ... non decrescenti su R
i) le gpn siano equilimitate;

i) gn(x) — g(x) in ogni x di continuita per g;
i1i)gn(+00) — g(+00) € gn(—00) — g(—00).

Allora, per ogni f continua e limitata su R,

—+00 —+00
ARS/ fdgn —, ARS/ fdg

Dimostrazione. E subito visto che anche g & a variazione limitata. Resta
da vedere che ¢ soddisfatta anche la 7i7) ipotesi della proposizione 4.7.2.
Dato € > 0, prendi b di continuitd per g tale che

v(+00) = v(b) = g(+00) — g(b) < <.

Dalla i7) e la iii) di questo enunciato, per tutti gli n abbastanza grandi (le
gn € g sono monotone non decrescentil!), abbiamo

[v®) —w®)| <5, o(+oe) —u(+oo)| < 3.
da cui, per gli n grandi,
0n(£00) = v (b) < on(+00) — v(+00)| + (v(+00) = (b)) + fo(B) — va(b)] < =

Analogamente, per v,(a) — v,(—00). O

°1l seguente teorema ¢ cosi chiamato da B.Gnedenko [17], p. 235 . Osserviamo inoltre
che diversi Autori invertono la denominazione di primo e secondo teorema di Helly.
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Proposizione 4.7.3 Una successione ([gn]) in (Co)’ = BV w*-converge a

9] se
i) Uinsieme delle variazioni totali delle g, ¢ limitato;
i) gn(x) — g(x) in ogni x di continuita per g;

Dimostrazione. Sia C > Vg C > sup, V' g,.
Sia f € Cy. Prendiamo € > 0, e siano a, b di continuita per g, tali che
€
z)| < — er x<a eper x>b.
J@)l < 5 per 2 <a eper x>
Si ha:

Ars [ ~ags [* c oL fa_E
| /_Oofdgn /_Oofdg|_600~|—600 5

Analogamente

ars [T°° ars [T € € €
dgn — dg| < —=C+ —C = -.
| b  49n b Jdgl < 6C * 6C 3
In virtu del teorema di Helly, per tutti gli n abbastanza grandi, avremo

b b
3
|55 fdga— | fdgl < 3.

a a
donde
ARS e ARS oo
| AR f dgn, — ¥ fdgl <e.
— 00 — 0o
O

Nota. Lo spazio Cy & strettamente contenuto in Cp. Pertanto, aven-
do tali spazi il medesimo duale, la w*-topologia generata su esso da Cy &
strettamente piu grossa della w*-topologia generata da Cp. Ad esempio, la
successione (H,) converge alla costante nulla semplicemente, ed in o(BV, Cp).
Infatti, se f € Co, ARS[_JFOC: f(x)dH,(x) = f(n) - 0= ARSf:L;O f(x)do.

Tale successione non converge invece nella o(BV, Cp) topologia.
Infatti, per f(z) = 1 abbiamo ARSfj;O 1dH,(z)=1—1#0= ARSfj:: 1d0.

Definizione 4.7.1 Siano g, g1, 92, ... a variazione localmente limitata su R.
Diciamo che (g,,) converge vagamente a g, se per ogni intervallo di continui-
ta [a,b] di g risulta

b b
ia) RS/ fdgnaRS/ 7 dg.

a

per ogni f continua su R.
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Nota. La condizione per ogni a < b sarebbe troppo limitativa. Ad esempio,
sia g, = Hi1 , g = Hy.
Se né a né b sono lo 0, si hanno i casi: ab > 0, e allora

b b
RS / fdg, definitivamente nullo , e % / fdg nullo
se invece ab < 0,
rs [° 1 rs [*
[ =5 — 10 [ 1dg= 100

Se infine un estremo & lo 0, unico punto di non continuita per g, presa f non
nulla in 0, abbiamo

0 0
RS [ fdg,=0—0%#f0)= "] fdg

a a

b b
1
B fdgn =f(=) = f0)#0="7] fdg.
0 n 0
In ogni caso, la i4) puo essere sostituita dalla

ip) esistono valori di @ comunque grandi da aversi

RS [ fdg, — B9 fdg, per ogni f € C(R).

—a —a

Proposizione 4.7.4 La successione ([gn]) nel duale di Cx w*-converge a [g]
se e solo se (gn) converge a g vagamente.

Dimostrazione. Sia g, — g vagamente, e prendiamo f € Cg.
Sia suppf C [a,b], con a, b di continuita per g. Abbiamo

b b
ARS fdgn = s fdgn —n s fdg = Al fdg,
R a a R

quindi g, = g .

Sia viceversa g, — g, e prendiamo f € C.

Siano a < b di continuitd per g. Si pud mostrare che, preso fy € Ck, con

Jola,p] = flja)s

b b b b
1S / Fdgn = 5[ fodg,  convergea 19 / fodg = FS / 1 dg,

a a a

quindi g, tende a g vagamente. [J
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4.8 Densitd delle funzioni finitamente di salto in
BV e BV,

Sia F' uno degli spazi C, Cp, Cy, Ck.

Una funzione su R finitamente di salto (liftata) ¢ del tipo

n
Z apHy,, dove Hy = X[z 4ool-
k=1

Il loro insieme G, ¢ sostegno di uno spazio vettoriale, sottospazio di F”.

Vogliamo mostrare il seguente

Teorema 4.8.1 Lo spazio G, qui sopra definito ¢ o(F', F)-denso in F’.

Allo scopo, ci avvarremo del seguente lemma ©.

Lemma 4.8.1 Siano L e M spazi lineari posti in dualita dalla forma bili-
neare canonica ®, ed M, un sottospazio di M.

Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

a) L e M, sono posti in dualita da ®

b) M, ¢ o(M,L)-denso in M

Dimostrazione del teorema 4.8.1. E sufficiente vedere che linte-
grale di Riemann-Stieltjes pone F' e GG, in dualita, cioe

(NpeGye B9 fdp=0VfecF=¢=0

(INfeFe B9 fdp=0¥pc G, = f=0

Quanto a (I), se ¢ # 0, ¢’¢ una f € F che non annulla U'integrale.

Sia infatti ¢ € G,, ¢ # 0. Sia x, un suo punto di salto, che ¢ isolato, e sia
h, il suo salto. Sia U intorno di z,, contenente questo come unico punto di
salto, ed f una funzione continua, con supporto incluso in U, e che assuma
in xg il valore 1. Abbiamo: RSf fdg = h, #0.

Quanto a (II), sia f € F, f # 0, ed z, tale che f(z,) # 0. Prendiamo
g=H,,. Allora 5[ fdg = f(x,).

E cosi mostrato che F' ¢ in dualita con Gy, e quindi, per il lemma 4.8.1, G,
¢ o(F', F)-denso in F'. O

®H. H. Schaefer [27], p. 125
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Esempio
Come esempio concreto di successione in G, w*-convergente ad una data g
in F’, cioe

RS [ tdg, — B[ fdg per ognif € F, (4.2)

si puo utilizzare

bul) = Y Hi@o(h) — (")), =12
k=—n?2
per cui
1 [ pas, = 3 fEed) - oLy,

Per N naturale abbastanza grande, Rsf‘x‘>n fdo, e Rsf‘ fdg sono nulli

o arbitrariamente piccoli, mentre

z|>n

N Mook ok E—1
RS _ _ )
/Nfdén—kzg_]vnf(n)(g(n) g( - )

che converge in n, per definizione di integrale di Stieltjes, a 5 fiVN fdg.

4.9 Convergenza di variabili aleatorie reali

Nella Teoria della Probabilita si distinguono piu tipi di convergenza per una
data successione di variabili aleatorie reali. I principali sono la convergenza
in distribuzione, che sorge spesso dall’applicazione del teorema del limite
centrale, quella in probabilita, tipo di convergenza su cui si fonda la legge
debole dei grandi numeri, e la convergenza quasi sicura (q.s.), nozione usata
nella legge forte dei grandi numeri.

Definizione 4.9.1 (Convergenza in distribuzione) Sia (X,,) una suc-
cessione di variabili aleatorie reali sul comune spazio di probabilita (0, F, P).
Se le variabili aleatorie X, X1,..., X, ... hanno come funzioni di ripartizio-
ne associate F, Fy, ... F,, ..., dictamo che X, converge in distribuzione ad

X (Xo 2 X ) se
lim F,(z) = F(x)
per ogni punto x di continuita per la F.
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Esempio (Il teorema del limite centrale). Sia (X,,) una successione
di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite (i.i.d.), aventi
ciascuna, valore atteso finito p e varianza o2 > 0. La successione di somme
normalizzate

g — Zzzl(Xk — 1)
" oyv/n
converge in distribuzione ad una variabile aleatoria X con distribuzione nor-
male standard N ;.

In generale, se le X,, sono variabili aleatorie, con funzioni di ripartizione
F,, assolutamente continue, la convergenza in distribuzione delle X, non
implica quella delle corrispondenti funzioni di densitd. Come esempio, si
puo considerare una successione (X,,) di variabili aleatorie con densita (fy),
fn(z) = (1 — cos(2mnx))x[0,1)- Le funzioni di ripartizione sono

1
F,(x)=0 perz <0, F,(z)=2— Py sin(2mnx) per0<z <1

™
F.(zr)=1 peraz>1
e convergono puntualmente a F' data da
F(z)=0 perxz <0, Fz)=2 per0<z<l, F(z)=1 perz>1

Allora le X, convergono in distribuzione, ma le densita f,, non convergono.

Teorema 4.9.1 Per una successione di variabili aleatorie (X,,) su Q, con
funzioni di ripartizione F,,, e una X con funzione di ripartizione F', le
sequenti affermaziont sono equivalenti:

(a) X, converge ad X in distribuzione ;
(b) E[f(Xn)] —n E[f(X)] per ogni f € Cs ;
(c) F,, come successione nel duale di Cy, w*-converge ad F ;

(d) F,(b) — F,(a) —p F(b) — F(a) , per ogni a < b, entrambi di
continuita per F'.

Teorema 4.9.2 (Teorema della mappa continua) Data una funzione con-
tinua g su R, se la successione di variabili aleatorie (X,,) converge in di-
stribuzione ad X, allora la successione (g(X,)) converge in distribuzione a

9(X).

Definizione 4.9.2 (Convergenza in probabilita) Sia (X,,) una succes-
sione di variabili aleatorie reali sul comune spazio di probabilita (2, F, P).
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Diciamo che la (X;,) converge in probabilita ad X (X, il X ) se, per ogni
e>0

nh_}ngo PH{we: | X,(w) — X(w)| >¢€}) =0.

Esempio. Sia (Y},) una successione di variabili aleatorie non correlate,
con stesso valore atteso p e stessa varianza o. La successione delle medie

1 n
X,L:;;Yk

converge in probabilita alla funzione costante X (w) = p. Questo risultato &
conosciuto come la legge debole dei grandi numeri.

Teorema 4.9.3 Sia (X,,) una successione di variabili aleatorie su (Q, F, P).
Se (Xy) converge in probabilita alla variabile aleatoria X, allora converge ad
X anche in distribuzione.

Viceversa, se la variabile aleatoria X é una costante, ed (X,) converge ad
X in distribuzione, la (X,) converge ad X in probabilita.

Teorema 4.9.4 (Teorema della mappa continua) Per ogni funzione con-
tinua g su R, se la successione di variabili aleatorie (X,) converge in proba-
bilita ad X, la successione (g(X,)) converge in probabilita a g(X).

Definizione 4.9.3 (Convergenza quasi sicura) Sia (X,,) una successio-
ne di variabili aleatorie reali sul comune spazio di probabilita (2, F, P).
Diciamo che la successione (X)) tende ad X quasi sicuramente, o quasi

ovunque (Xn ™5 X, 0 X, ¥3 X)) se

P{we: nh—{{)loXn(w) =X(w)}) =1

La convergenza quasi sicura implica la convergenza in probabilita, e quindi
anche quella in distribuzione.

Esempio.  Sia (X,,) una successione di variabili aleatorie in L!(f)
indipendenti, identicamente distribuite. La successione

% i:(Xk — E[X}])
k=1

converge quasi sicuramente alla costante nulla. Questo risultato ¢ conosciuto
come la legge forte dei grandi numeri.
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Capitolo 5

Trasformata di1 Fourier

5.1 Trasformate di Fourier di funzioni a variazione
limitata e di misure

La forma classica della trasformata di Fourier di una f € L'(R,K) (K =R
oK=0C)e

+o0 )
o) = [ e pla)da (51)
—0o0
che puo essere sempre riscritta come integrale di Riemann-Stieltjes su R
+o0 )
g\ = ABS / P () (5.2)
—00

dove

F(z) = /_ o
—iAx

In effetti l'integrale in (5.2) esiste perche, per ogni fissato A, e ¢ in
Ch(R,K), e perche VIF = [*_ | f(t)|dt, quindi limitata.

Ma perché I'espressione (5.2) abbia senso, non occorre che F' sia un inte-
grale indefinito di funzione sommabile, ma basta che sia a variazione limitata
su R.

Definizione 5.1.1 La g definita da (5.2) ¢ detta trasformata di Fourier-
Stieltjes della funzione generatrice F', a variazione limitata.

La g puo essere intesa come integrale di Lebesgue-Stieltjes, cioé:
o) = 15[ ip () (53)
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interpretazione che risultera indispensabile in certi casi, che vedremo in 5.3.

In termini di misura, la (5.3) equivale all’integrale di Lebesgue-Stieltjes
di e="* rispetto alla misura con segno generata da F.
Detta p tale misura, la (5.3) diventa

g =* / e dua) < ). (5.4)

In generale, non occorre passare attraverso una funzione generatrice.
Presa infatti 4 misura con segno di Radon totalmente finita, possiamo porre:

i =+ (). (5.5)

— 00

Definizione 5.1.2 La [i in (5.5), con pu misura di Radon con segno, si dice
trasformata di Fourier della .

5.2 Confronti e analogie fra trasformata classica e
di misure

Come nel caso classico della g data dalla (5.1), anche la g data dalla (5.3) &
uniformemente continua.
Inoltre g(0) = F(+00) — F(—0), [g(\)| < VI°F per ogni .

Invece, in generale, il teorema di Riemann-Lebesgue, ossia: « la trasfor-
mata di Fourier g(A\) di una funzione sommabile su R converge a 0 per A
tendente a +o0o » relativo alla trasformata classica di Fourier non sussiste.
Come semplice esempio, consideriamo la misura di Dirac concentrata in «,
cioé la misura p generata da H,(t) = 0 per t < «, Hy(t) = 1 per t > a.
Abbiamo

+OO . .
/ e MdH, () = e~ (5.6)

Segue che [i(\) & la costante 1 se @ = 0, altrimenti ruota a distanza 1 dallo
zero: in ogni caso [ non converge a 0 per |\ — oo.
Altro esempio: sia F = £(H_y + H;) (lancio della moneta). Dalla (5.6)
abbiamo

1

a(\) = 5(6“‘ + e ) =cos A

In generale, sia F' la funzione di salto ijgx hj con )~ |hj| < oo, e pla
misura di Lebesgue-Stieltjes associata ad F'. La sua trasformata di Fourier
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& i(\) = 3" hje"™A. Poiché (h;) & anche in lg, allora fi(\) ¢ pressoché pe-
riodica.
Chiaramente, fi ¢ periodica se gli x; hanno ascissa intera.

Vi & un caso in cui si ritrova la (5.1).

Proposizione 5.2.1 Sia v una misura di Radon totalmente finita su R,
assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesque p su R.

Allora v = ij:; e~ dy(x) ¢ uguale alla trasformata di Fourier (classica)
della f, derivata di Radon-Nikodym di v rispetto a p.

5.3 Convoluzione di funzioni BV sulla retta

Si sa che, se f1, fo € L'(R), alloral!

—+00

f@)=(fixfo)@)="]  file—&)f2(8)dE (5.7)

¢ in L'. Possiamo pertanto porre

F(fﬂ):/_;f, Fl(x):/_;fl, Fz(x):/_;fé

che sono tre funzioni a variazione limitata sulla retta.

Integriamo la (5.7) da —oo a z

F(z) = / "t / T At - O ha(e)de.

Poiché la (5.7) mostra che fi(t—&)f2(¢) & sommabile su R?, & applicabile
il teorema di Fubini, che porge

)= [ [ pe-oned - (5:8)
—i—ooOo _:EOO
=/_ ds[/_ fit— €)dt] f2(€) =

“+oo
= L9 Fi(z — &)dF5(8).

—00

Quest’ultimo integrale esiste non soltanto per le funzioni assolutamente
continue e limitate, ma anche per due funzioni qualsiasi a variazione limitata
su tutta la retta.

Sulla traccia di Kolmogorov e Fomin [20], pagg. 443-445
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Definizione 5.3.1 L’espressione

Fw =2 e - garo

—00

dove Fy ed F5 sono a variazione limitata sulla retta, si dice loro convoluzione,
e si denota con Fy x Fy.

Facendo entrare in gioco le peculiarita dell’integrale di Lebesgue-Stieltjes,
mostriamo che l'espressione (5.8) rappresenta una funzione definita per tutti
gli z, e a variazione limitata sulla retta.

Infatti /7 é una funzione a variazione limitata, quindi é limitata e misurabile
secondo Borel perché differenza di due funzioni monotone (che certamente lo
sono). La misura generata da F» ¢ una misura di Radon con segno totalmente

finita sulla retta. Inoltre, per una sequenza zg < 1 < x2 < ... < Tp
abbiamo
Ls [T
| Fap-1) = F(ag) |=| S/ (Fi(zp—1 — &) — Fi(zg — §))dF2(§) |<
—0o0

LS e e _ 3
< | (Fi(zp—1 — &) — Fi(xp —§)) | dVE o

—00

da cui
VISF<VIXR VIZE

ossia anche F' = F] % F5 & a variazione limitata.

L’operazione di convoluzione di funzioni a variazione limitata ¢ commu-
tativa e associativa.

Osserviamo che fj;o Fi(x — §)dF>(§) in generale non ¢ definito per ogni
x se l'integrale € inteso nel senso di Riemann-Stieltjes. Infatti, se 1 ha un

salto in a, ed F5 ha un salto in 3, nel punto x = a+ g & Fy(x — ) = Fi(«a),
e quindi Fy(z — &) ed F»(£) hanno un salto in comune in § = 3.

5.4 Trasformata di Fourier-Stieltjes della convolu-
zione

Di qui in avanti, utilizziamo la formula di trasformata di Fourier che si usa
in probabilita, ossia

s(\) = B / NP (1) (5.9)
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Con questa scelta, la ¢ & legata alla classica g fornita dalla (5.2) dalla
semplice relazione

B(\) = 75 / e~iNTgF(z) = g(~ )

Teorema 5.4.1 Se I ¢ la convoluzione di due funzioni Iy ed Fs a variazione
limitata, e se g, g1, g2 sono le loro trasformate di Fourier-Stieltjes, allora

gA) = g1(A) g2(N).

Dimostrazione Sia F' = F| x Fy, [a,b] un intervallo, e sia a = zg < 21 <
... < xp = b una suddivisione dell'intervallo [a,b]. Allora, fissato A,

o(A) = / " eap(s) -

lim 3 e [F(ay) — Flag)] =
k=1

|o|—0—

no +oo
— lim Ze”\” LS/ [Fi(zp — &) — Fi(xp—1 — §]dFL(E) =
k=1 >

lo|—0 —

+o0 n
— LS / lim Y~ e MRy (2 — ) — Fi(ap-1 — &)]edFp(6) =

— oo |o|—0 1

+o0 noo ;
= LS/ lim Ze”\x’f_g[Fl(a;k — &) — Fi(wp_1 — )M dF(E) =
k=1

—co lol=0 42
— Ls / ™ ks / b[ewr—@dm(x — &) eMdRy(¢) =
N LS/ N RS/ bj[emy)dﬂ ()] e dF3(€)
ossia

b 400 b—¢§ .
s / AR (x) = 18 / s / (O AR ) A (E).

Passando al limite per a — —o0, b — 400, otteniamo

+oo +oo +oo
kS / N (z) = RS/ M dF, () RS/ MEAE (€)

— 00 —00 —00

ossia
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Osservazione. E noto dalla Teoria della probabilita che, se X ed
Y sono due variabili aleatorie indipendenti, ed F}, F5 le loro funzioni di
ripartizione, allora alla variabile X 4Y corrisponde la funzione di ripartizione
Fy x Fy. 1l passaggio dalle funzioni di ripartizione alle loro trasformate di
Fourier-Stieltjes permette di sostituire 'operazione di convoluzione con la
piu semplice e comoda moltiplicazione.
Per illustrare la procedura, considero le funzioni di ripartizione H, ed Hg.
Le loro trasformate sono e ed e’} e il prodotto di queste & e/@TAX che
¢ la trasformata di Hy4g. Dunque H, x Hg = H, 3.

5.5 Convoluzione di misure di Radon totalmente
finite

Siano vy, vo due misure di Radon sulla retta reale totalmente finite. Indico
con v ® vy la loro misura prodotto su R2.
Sia s : R?2 — R, s(z,y) = 2+y. Tale s & continua, e quindi anche misurabile.

La convoluzione di vy e vo, denotata con vq * vo, & definita? come la
misura immagine mediante s della misura prodotto v} ® .
Ovvero, per ogni boreliano H di R,

(n*xv)(H)=(1n® VQ)(S_l(H)).

La misura vy * 15 sopra definita ¢ una misura totalmente finita di Radon
sulla retta. Ovviamente, se v; e 1o sono misure di probabilita, lo ¢ anche
RS2}

In analogia col teorema 5.4.1, si ha:

Teorema 5.5.1 Se v ¢ la convoluzione di due misure totalmente finite di
Radon sulla retta v1 e vo , per le loro trasformate di Fourier vale la

D(A) = vi(A) va(A).

Osservazione. Data una funzione non decrescente e a variazione
limitata su R, la misura di Lebesgue-Stieltjes da essa generata ¢ una misura
di Radon totalmente finita.

Data quindi F' non decrescente limitata, per la corrispondente misura di
Lebesgue-Stieltjes v, per ogni H boreliano di R vale:

v(H) = LS/R xu(z)dF(x).

?y. D.H.Fremlin [16], par. 257A.
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In particolare, sia v = vy * 15, ed H =] — 00, x], con & € R. Abbiamo

“+o00 x
y(H) = * / \r(©)dv(E) = / d( *v2) = F(2)

— 0o —00
dove F' ¢ la funzione generatrice di vy * 1.
D’altra parte, per la definizione di convoluzione, risulta:

v(H) = (n1 % 12)(] — o0, 2]) = (11 @ w)({(§,n) € R?, £ 41 €] - 00,2]}) =
= (Vl ®V2)({(§777) S sz 56] -0, _TI]}) = L/ X]—o0,z— n}(g)d(yl ®V2(§ 77))

1 @) = [ [ ento) =

+o0
= L/R Fi(z —n)dva(n) = 19 Fyi(z —n)dEz(n) = (F1 * F2)(2).

—00

E cosi mostrato che la funzione generatrice F' della misura vy * v9 € la con-
voluzione delle funzioni Fy, Fb, generatrici di v1 e vy, O

5.6 Funzioni caratteristiche

Definizione 5.6.1 Sia v una misura di probabilita di Radon su R.
La funzione caratteristica di v ¢ la funzione ¢, : R — C definita dalla:

6,(\) = L / T N (), (5.10)

—00

ovvero, in termini di trasformate di misure, ¢,(\) = (=) per ogni A € R.

Proposizione 5.6.1 Sia data una misura di probabilita di Radon v su R, e
sia ¢, la sua funzione caratteristica. Allora:

(a) ¢ (0) =
(b) |p(N)| <1 per ogni X € R;
(c) d(=\) = (N per ogni X € R.

Definizione 5.6.2 Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita, ed X una varia-
bile aleatoria reale su €.

Chiamiamo funzione caratteristica di X, e la indichiamo con ¢x, la funzione
caratteristica della misura immagine vX generata da X, cioé Lf_J:;O ei’\xduX(:E),
o0, equivalentemente, ¢px = LSf_JF;O e dFx (x), con Fx funzione di riparti-
zione di X.
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Fissata A, attesa condizionata di e*X & Lsfjozo e dFx (x). Pertanto:

¢X(A) _ E(ei)\X) — LS/_—’—Oo ei)\:chX(x)'

[e.9]

Continuita. Tra le funzioni di ripartizione e le loro funzioni carat-
teristiche sussiste una corrispondenza biunivoca. Tale bijezione & « conti-
nua » nel senso che, se una successione di funzioni di ripartizione (F,(x))
w*-converge® ad una F(z), allora la corrispondente successione di funzio-
ni caratteristiche (¢,(\)) converge ad una ¢(X), e tale limite ¢ la funzione
caratteristica di F'. Pin precisamente, vale il seguente risultato.

Teorema 5.6.1 (Teorema di continuita di Lévy) Una successione (Xy,)
di variabili aleatorie reali converge in distribuzione ad una variabile aleato-
ria X se e solo se la successione (¢Xj) delle funzioni caratteristiche converge
puntualmente ad una funzione ¢ continua in 0.

Tale ¢ ¢ la funzione caratteristica di X.

Formule di inversione. Essendovi una corrispondenza biunivoca tra
le funzioni di ripartizione e le funzioni caratteristiche, nota una di queste, é
sempre possibile ricavare 'altra. La formula data dalla definzione di funzione
caratteristica ci permette di determinare ¢ data la funzione di ripartizione
F (o la densita f).
Per ricavare la F data ¢, pud essere usato uno dei seguenti teoremi di
inversione.

Teorema 5.6.2 Se la funzione caratteristica ¢x & sommabile, allora Fx é
assolutamente continua, e quindi X ha funzione di densita fx data dalla

1

T o

fX (a;) L/_OO e_m ¢X (t)dt

Teorema 5.6.3 (Lévy) Sia ¢x la funzione caratteristica della funzione di
ripartizione Fx, e siano a, b, con a < b, due punti di continuita per Fy.
Allora

Fx(b) — Fx(a) = ic/e_imii_te_itbqu(t) dt (5.11)

Cor

dove ij;o f=limpr_ fTTf (ossia integrale di Cauchy in valor princi-
pale).

Il teorema 5.6.3 ha la seguente forma equivalente?:

3yv. Teorema 4.7.1.
*Vedi p.es. L. Daboni [10].
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Teorema 5.6.4 (Lévy) Sia v una distribuzione di probabilita reale, ed F
la sua funzione di ripartizione . Dati a, h € R tali che F(x) sia continua
net due punti a — h e a + h, si ha:

Fla+h)— Fla—h) =€ / TS a0 (5.12)

T ) e A

Teorema 5.6.5 Se a ¢ un punto di discontinuita di Fx, allora

+T
Fx(a) — Fx(a —0) :TIim —L/T e Py (t) dt

Teorema 5.6.6 (Gil-Pelaez) Sia data X wvariabile aleatoria reale, e sia x
un punto di continuita di Fx. Allora

Px(o) = - 1o el

Grazie al teorema 5.6.3 di Lévy, la funzione di ripartizione di una variabile
aleatoria X € univocamente determinata nei suoi punti di continuita dalla
funzione caratteristica di X, e il valore di essa nei suoi punti di discontinui-
ta, che sono al pit una infinitd numerabile, non interviene nei valori della
distribuzione.

Inoltre, la formula (5.11) resta valida per 'inversione delle trasformate di
Fourier-Stieltjes di ogni funzione F' a variazione limitata sulla retta.

5.7 Funzioni caratteristiche e momenti

Sia X variabile aleatoria, F'la sua funzione di ripartizione, e g LS-integrabile
suR. L' ¥ 90X dP = 5[, g(x) dF(z) ¢ il valor medio della g rispetto
alla distribuzione generata dalla F e si indica con E[g(X)].

Se X ¢ la variabile discreta X (w) = Y, zrxE, (w), allora F(z) = >
dove my, = P(E})). Sia ), |g(x)| < oo . Abbiamo allora

o[ ax)ap = 15[ o) a( Y

rp<T

rp<x mg,

mi) = 3 glar)m
k

Se X ¢ assolutamente continua, nel senso che lo € la sua funzione di riparti-
zione F, ed f 2 F' (densita), risulta
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Definizione 5.7.1 Se ™ & LS-integrabile rispetto ad F(x), si definisce il
momento di ordine n della distribuzione di X

cn = E[X"] = LS/ " dF (x).
R

Teorema 5.7.1 Sia F(t) = LS[ itz qF(z) la funzione caratteristica della
distribuzione ( generata da F (def. 5.6.1).

Se esiste il momento di ordine n della v allora, per ogni intero non negativo
k <mn, risulta

F® (1) = ik LS/ 2kl dF(z).
R

In effetti, la formula di derivazione rispetto a t sotto il segno di integrale
per una f(z,t) vale per ogni misura di Lebesgue-Stieltjes presente su R. 5
Risulta:

() = i+ LS / o AP () = iFey.
R

Pertanto, se esistono tutti i momenti c; della F', si puo scrivere la serie di

McLaurin

—¢k, (5.13)

Una condizione sufficiente perché questa serie converga a F (t) per ogni t, e
che, per una costante M, risulti |E'™ ()] < M™ per ognin € N, et € R. E
per questo basta che il momento assoluto n-esimo “Jf [z"|dF(z) < M™.

Il seguente esempio mostra che la funzione caratteristica di una variabile
aleatoria (Definizione 5.6.2) limitata, con funzione di ripartizione assoluta-
mente continua, € una serie intera.

Sia in effetti a tale che —a < inf X, a > sup X, cosi F(z) = 0 per z < —a,
F(z) =1 per & > a. Sia F'(z) “© f(z) > 0. Allora il momento assoluto
n-esimo ¢ L[* |a"|f(z)dx < o™ L[ f(z)dz = a"(F(a) — F(—a)) = a", e

® Lemma (D.Fremlin [15], 123D) Sia (X, ¥, ) uno spazio mensurale, ed ]a,b[ un
intervallo aperto non vuoto in R. Sia f: X X |a,b[— R tale che

(i) lintegrale F(t) = [y f(x,t) pu(dx) é definito per ogni t €]a, b ;
(ii) la derivata parziale % di f & definita ovunque in X X Ja, b[ ;

(iii) esiste una funzione y-sommabile g : X — [0, +oo[ tale che | %L (z,t)| < g(z)
per ogni (z,t) in X x ]a, b ;

allora la derivata F’ (t) e l'integrale [, %(x,t) wu(dz) esistono per ogni t € ]a,b[, e sono
uguali.
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questo mostra che la serie (5.13) converge alla F'.

Si hanno utili risultati in condizioni meno restrittive. Per esempio, con-
sideriamo una variabile aleatoria X con funzione di ripartizione F(x) =

(1= e™)X[0,400]-

“+o00
Cn = LS/ 2" d((1 — e7)X[0,400]) = L/ x"e Tdx =n!,
0

R
quindi
; _ n,n __ -\
F(t)=>" = > (i),
n=0 n=0
che converge a
! ! +1 ! lt] <1
= i er .
1—it 1+ ‘142 7P

Tuttavia tale funzione ¢ effettivamente la funzione caratteristica di X su tut-
to R.

Nota: il problema dei momenti. Tale problema consiste nel trovare,
se esiste, una distribuzione cumulativa di probabilita tale che i suoi momenti
siano una successione assegnata.

Si hanno i sottoproblemi di Hamburger, di Stieltjes, e di Hausdorff, secondo
che la variabile X possa assumere valori arbitrari in R, o0 q.0. solo in [0, +o0],
o in [0, 1].
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Capitolo 6

L’integrale di Riemann-Stieltjes
1n ambiente vettoriale

6.1 L’integrale di Riemann-Stieltjes vettoriale su
un intervallo reale

L’integrale di Riemann-Stieltjes & stato ambientato gia nei primi anni del
'900 in spazi pitt generali (Hilbert). L’aspetto formale 5[ f(t)dg(t) ¢ il me-
desimo di quello in ambiente scalare, ma qui f(t) € L(X,Y), g(t) € X, dove
X e Y sono spazi di Banach.

In questo caso, l'integrale esiste se le somme di Riemann-Stieltjes
RS(P) =" f(&) (9(tx) —g(tin)), P =([t],9),
k=1

tendono ad un y € Y al tendere a 0 della finezza della partizione marcata P.
Il limite ¢ inteso nella norma || - ||y, ossia deve essere

1D £(&) (9(tr) = 9(te—1)) —ylly <e VP =([t],€) € P, con |[f]] <.
k=1

Questa estensione trova applicazione nello studio delle forme differenziali in
generale, e nella teoria spettrale in particolare.

Valgono ancora i due risultati di uso comune nel campo scalare. Preci-
samente:

Teorema 6.1.1 Sia f : [a,b] — L(X,Y) continua', e g sia a variazione
totale limitata su [a,b]. Allora

!cioé per ogni to € [a, b], f(t) tenda nella norma uniforme || ||z degli operatori ad f(to)
per t — to
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1) f ¢ integrabile rispetto a g su [a,b].

2) |1 75[ f(H)dg()]ly < MVyg, dove M = maxyc[q,) ||/ ()]|z-

Proposizione 6.1.1 Sia X ¢ uno spazio di Banach tale che ogni funzione
assolutamente continua da un intervallo [a,b] ad X ¢ derivabile quasi dap-
pertutto2.

Allora risulta g(t) = f u)du, per ogni t € la,b], e Vlg =
L g/ (w)]| du.?

In tal caso, se su la,b] la f ¢ continua e la g ¢ assolutamente continua, risulta

b b
RS ﬂmmwzé/fwdwﬁ (6.1)

Dimostrazione Sia infatti dato ¢ > 0. Sia ||f(t) — f(t")|c < ¢/Vig
per |t/ —¢"] < 4. Sia [t] una partizione marcata di [a,b], di finezza della
partizione minore di 9.

Abbiamo allora:

||B t)dt — Zf &k)(9(te) — 9(tk—1))|l =

=HB £)dt — E:f& / g (t)dt| =

te_1
) e (t)dt|| =
HZ L1 t— Zf gk /tk 1 (t) t”
_HZ t F&R))g (t)dt]| <
n : t b
B et
<34 10 ele IOl < vty =

2Un tale spazio & detto spazio con la RNP. Godono di questa proprietd R (Lebesgue,
1904), C, gli spazi di dimensione finita, tutti gli spazi di Hilbert, gli I, 1 < p < oo.
Non ne godono C([a,b]), L*([a,b]), BVs([a,b]), L(I2). Vedi J. Diestel, J.J. Uhl Jr., Vector
Measures, 1977, pagg. 217-219.

3 B[ indica l'integrale di Bochner-Lebesgue. Puo essere definito esattamente come in
2.2, scegliendo come cy, ..., c, elementi di uno spazio di Banach X, e sostituendo il valore
assoluto della definizone 2.2.2 con la norma su X.
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6.2 L’integrale di Riemann-Stieltjes vettoriale su
un dominio rettangolare di C

Siano X, Y spazi di Banach,ed R=R(a <z <b,c<y<d) cCx=R?

E possibile estendere le definizioni date nella sezione 3.5 nel modo se-
guente.

Siano f e g funzioni limitate su R, con f(t,u) € L(X,Y), g(t,u) € X.
Sia, come nella (3.7),

G(Rnx) = 9(th, ur) — 9(tn, uk—1) — g(th—1, ur) + g(th—1, up—1).

Definizione 6.2.1 Diciamo che f é Riemann-Stieltjes integrabile nel senso
di Fréchet (o in senso ristretto) rispetto a g se il net di dominio P?

SN &) G(RBug)s con (Enomw) = (&) (Rig),
h=1k=1
(6.2)

converge ad un limite finito y € Y.
In tal caso, indichiamo tale y con

FRS / [ ) dgtt.). (6.3)

Definizione 6.2.2 Diciamo che f ¢ Riemann-Stieltjes integrabile o in senso
non ristretto rispetto a g se il net di dominio P>

SN F ko ng) G(Rug),  con (Enpsmng) = (&) (Rak),
h=1k=1
(6.4)

converge ad uny € Y, e tale limite, se esiste, é detto l'integrale di Riemann-
Stieltjes non ristretto di f rispetto a g, ed indicato con il simbolo

RS / [ ) dgtt.). (6.5)

Nota. In entrambi i casi, il limite & inteso nella norma || - ||y, ovvero

1D F(Em(Rrp) G(Bag) —ylly <& VP =([],(&n), [2]] <6

Rk

con P € P?e (&,n)(Rnk) = (&n,me) (integrale ristretto), ovvero P € P? e
(&,n)(Rhk) = (nk,> Mnk) (integrale non ristretto).

Queste estensioni troveranno applicazione in seguito, nella teoria spet-
trale degli operatori lineari normali in uno spazio di Hilbert.
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Capitolo 7

Forme differenziali e misure
spettrali

7.1 Forme differenziali in spazi astratti

Definizione 7.1.1 ! Siano X, Y spazi di Banach, ed Q un aperto in X.
Una forma differenziale da  ad Y & una funzione continua w da Q ad
L(X,Y). Siindica quasi sempre con w(x)dx.

Rispetto alla derivazione, vi sono due tipi fondamentali di forme differenziali.

Definizione 7.1.2 Una forma differenziale w da 2 ad Y é detta esatta se
esiste una funzione F': Q — Y derivabile nel senso di Fréchet, con derivata
F'(z) = w(x) per ogni x € Q. Ogni tale F ¢ detta primitiva di w.

Definizione 7.1.3 Una forma differenziale w da Q) ad Y é detta localmente
esatta se per ogni x € Q esistono un intorno U di x ed una funzione F :
U —Y, derivabile, con derivata F'(x) = w(zx) per ogni z € U.

7.2 L’integrale curvilineo come integrale di Stieltjes
in ambiente vettoriale

Sia w una forma differenziale dall’aperto €2 in X ad Y, e sia v un cammino
rettificabile di intervallo base [a, b] a valori in €.

Definizione 7.2.1 Con integrale curvilineo di w lungo v si intende [’inte-
grale di Riemann-Stieltjes su [a,b] della w o~y rispetto a . Lo si denota con
J,w, 0 con [ w(z)dz, intendendo appunto Rsf;w(’y(t))dfy(t).

'Seguendo H.Cartan |6].
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Poiché un cammino ¢ sottointeso continuo, w o v € continua, ed essen-
do ~ rettificabile (cioé¢ a variazione limitata), per il teorema 6.1.1, l'in-
tegrale curvilineo f,yw esiste, ed ¢ maggiorato in norma da KL., dove
K = maxycqy [[w(v(t))llz e L, (lunghezza del cammino ) ¢ la variazione
totale di 7 su [a, b].

Definizione 7.2.2 Dico che i cammini v su [a,b] e 4 su [a,b] sono equiva-

lenti se, per ogni decomposizione a = sg < 51 < ... < S, = b esiste una
decomposizione & = §9 < §1 < ... < &, = b tale che ¥(5;) = v(sk), per
ogni k = 0,1,...,n e, viceversa, per ogni a = tg < t; < ... <ty = b esiste

una a =ty < t; < ... < t, = b siffatta da aversi v(t;) = 4(t;) per ogni
j=0,1,...,m.

Se v e 4 sono equivalenti, descrivono lo stesso arco. Si ha L. = L4, e
fyw = f& w per ogni forma differenziale w il cui dominio include I’arco.

Proposizione 7.2.1 Se X ha la RNP, ey ¢é un cammino rettificabile, allora
esiste un cammino o assolutamente continuo equivalente a 7.

Segue dalla proposizione 6.1.1 il seguente

Corollario 7.2.1 L’integrale curvilineo di una forma differenziale lungo un
cammino rettificabile in uno spazio con la RNP si puo sempre trasformare
in un integrale di Bochner-Lebesque del tipo B[ w(a(t))o/ (t)dt.

7.3 Forme integrabili

Definizione 7.3.1 Sia ora 2 C X un aperto connesso. Una forma differen-

ziale w da  ad Y si dice integrabile se il suo integrale lungo un arbitrario
laccio in Q2 ¢ lo 0 di Y.

Poiché connessione e connessione per archi di un aperto in uno spazio di
Banach si equivalgono, tale condizione equivale alla seguente:

stano x1 e xo arbitrari punti in Q. L’integrale curvilineo della w lungo due
cammini non varia se esst hanno in comune il punto iniziale 1 e il punto
terminale 5.

In questo modo, fissando un punto zg in €2, resta ben definita la funzione
a valori in Y che associa ad ogni x € §2 l'integrale curvilineo di w lungo un
cammino arbitrario di estremi xg ed x. Tale funzione dicesi potenziale di w
rispetto al punto xg.

Teorema 7.3.1 Una forma differenziale w sull’aperto connesso € ¢ integra-
bile (equivalentemente ammette potenziale) se e solo se ¢ esatta. In tal caso
ogni potenziale di w é una sua primitiva.
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7.4 Omotopia, forme chiuse e forme irrotazionali

Definizione 7.4.1 Sia A un sottoinsieme dello spazio di Banach X. Due
cammini vo e 1 di comune intervallo base [a,b] si dicono omotopi in A se
esiste una funzione continua I' = T'(t, o), definita sul rettangolo [a,b] x [0, 1]
di R? e a valori in A, tale che

’YO(t) = P(tv 0)
7(t) =T 1)

per ogni t € [a,b].
La funzione I' dicesi omotopia di estrems vy e 1.

Al variare di « tra 0 e 1, i cammini v,(t) = I'(¢, ) su [a, b] rappresentano
una deformazione continua di -y in 1, che non esce da A.

Se I'(t, ) & un’omotopia in cui I'(a, ) e T'(b, &) sono costanti in «, tutti
i cammini v, individuati dall’omotopia hanno i medesimi estremi, e I’omo-
topia si dice a estremsi fissati.

Se I'(¢, v) ¢ un’omotopia in cui I'(a, «) = I'(b, &) per ogni «v in [0, 1], tutti
i cammini -y, sono lacci, e si parla di omotopia di lacci.

Se I'' ¢ un’omotopia di lacci di estremi 7 e 71, con 7, costante (cioé la
sua immagine si riduce ad un punto), allora si dice che vy & omotopo ad un
punto, o contrattibile.

Definizione 7.4.2 Sia w una forma differenziale sull’aperto 2. Se linte-
grale curvilineo di w si annulla lungo ogni laccio contrattibile in Q, allora w
¢ detta chiusa?.

Sussiste il seguente teorema:

Teorema 7.4.1 una forma differenziale é chiusa se e solo se ¢ localmente
esatta.

Altre equivalenze fondamentali sono date dalla seguente proposizione.

Proposizione 7.4.1 Sia w una forma differenziale sull’aperto Q. Le se-
guenti affermazioni sono equivalenti:

(a) w ¢ chiusa;

(b) fww ¢ invariante per omotopie ad estrems fissati;

(c) fww ¢ invariante per omotopie di lacci.

2 H. Cartan, Op. cit.
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Nota (Forme irrotazionali). Sia w di classe C!, ciog, per ogni x € ,
esista un operatore lineare limitato w'(z) € L(X,L(X,Y)) definito dalla
w(z+h) =w(z)+ ' (x)h+o(h), ed ' (x) sia una funzione continua in x da
QaLlL(X,L(X,Y)).

Ad W'(x) resta associata la funzione bilineare
Se tale funzione é simmetrica, nel senso che

3 (W(z)u)v, con u, v € X.

(W' (x)u)v = (W' (z)v)u  per ogni z € Q, ed u,v € X | (7.1)

allora la w si dice irrotazionale.

Sussiste ’equivalenza:
sew ¢ di classe C', w ¢ chiusa se e solo se ¢ irrotazionale .

Nel caso in cui X abbia dimensione finita, cioé w(z) = (41 (z), ..., An(x)),
conle Aj : Q@ — Y, la (7.1) equivale alle 0A;/0x), = 0Ay/O0x; per ogni j, k
(condizioni di compatibilita della forma).

7.5 Spettro e risolvente di un elemento di un’alge-
bra di Banach

Definizione 7.5.1 Un’algebra (X;+,.) ¢ un’algebra di Banach * se

i) su X ¢ definita una norma tale che (X;+) sia uno spazio di Banach ;
) Nyl <llllllyll  per ogni z, y € X;

iii) se X possiede unita e, |le] =1 .

Esempio per eccellenza di algebra di Banach con unita é algebra (in
generale non commutativa) £(B) degli operatori lineari continui definiti sul-
Iintero spazio di Banach B.

In tutto il seguito, supporremo che X sia un’algebra di Banach su C, non
triviale e con unita e.

Definizione 7.5.2 Sia x € X. L’insieme dei X € C per cui Ae — x ha
inverso, cioé dei \ per cui esiste Ry € X, con Ry(Ae—z) = (Ae —xz)R) = ¢,
e detto linsieme risolvente di x, e lo indichiamo con o(x).

La funzione che a A € o(z) associa Ry = (\e — )71, ¢ detta la risolvente di
x.

% si veda Kolmogorov e Fomin [20], Op. cit, pp. 481-482.
*Per una rapida trattazione si veda V.M. Tychomirov in appendice al Kolmogorov e
Fomin [20] (op. cit.)
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Definizione 7.5.3 Sia x € X. L’insieme C\ o(z) ¢ detto spettro di z, e lo
indichiamo con o(x).

Osserviamo che, se A, p sono in p(x), Ry ed R, commutano, e commutano
con x.

Teorema 7.5.1 Lo spettro o(x) é compatto.

Dimostrazione In effetti, se ||z| < 1, allora e + x + 2% + ... & una serie
convergente e (e—x)(e+x+22+...) = (e+x+2%+...)(e—x) = e. Questo
mostra che (e — x) é regolare se ||z|| < 1.

Fissato z € X, sia | A |[> ||z||. Allora @ < 1, e quindi

X

A

X

1 T 1 _ _
~(e+ ~+( )2+...):X(e—)\)1:(Ae—x)1:R>\ (7.2)

PRI
quindi o(z) C By (||z|)

Abbiamo cosi mostrato che o(x) & limitato. Resta da vedere che ¢ chiuso.
Allo scopo sia A € o(z), e p € Bi(ﬁ) Abbiamo
R,=Ry(e+ (A= )Ry + (A= p)*R3 +...) (7.3)

che si puo verificare con semplici passaggi algebrici, dopo aver notato che la
serie in (7.3) converge a (e — (A — pu)Ry) L.

Dunque ogni punto del risolvente € centro di una palla aperta, tutta conte-
nuta in esso.

E quindi mostrato che lo spettro di = ¢ chiuso e limitato in C, e quindi com-
patto. O

Vedremo pitt avanti che non é mai vuoto.

7.6 La forma differenziale R)d\

Sia X uno spazio di Banach complesso. Ogni fissato z € X puo essere
considerato come un operatore lineare continuo su C a valori in X, la cui
azione ¢ definita da z(«) = ax (moltiplicazione scalare di = per «).

In questo senso, una funzione continua w da un aperto 2 di C a valori in X
puo essere sempre vista come forma differenziale da 2 ad X nel senso di H.
Cartan [6].

Pertanto, se X ¢ inoltre un’algebra di Banach complessa, e T un suo elemento
fissato, la risolvente A € p(7) — R) diventa la forma differenziale Ryd\, dal
risolvente di T ad X . La continuita di R) si ottiene dalla 7.3.

Si ha il seguente risultato:
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Teorema 7.6.1 la forma differenziale Ryxd\ dal risolvente di T ad X é
chiusa.

Dimostrazione Fissato \g € o(T'), la (7.3), in un intorno di Ao, diventa:
Ry = Ry (e — (A=) Ry, + (A — X0)’R3, — (A — Xo)’R3, +...).

In analogia con le serie di potenze a valori scalari, deduciamo, per la forma

R)dA\, la primitiva locale

1 1
Ry (A= o) = 5(A = Xo)2Ry, + S(A - Xo)PR3, — =(A—Xo)'R3, +...).

1
4
O

Come elegante applicazione di questo teorema, dimostriamo che vale il

Teorema 7.6.2 lo spettro di x € X ¢é non vuoto.

Dimostrazione. Sia x € X. Supponiamo che lo spettro di x sia vuoto.
Esiste allora un’omotopia I'(¢, ) di cammini circolari contenuta nel risolven-
te, con I'(¢,0) coincidente con origine, e I'(¢,1) un cammino che parame-
trizza il cerchio di raggio r, con r > ||z||.

La serie (7.2) converge uniformemente sul cerchio di raggio r, perché r > ||z||.

L’integrazione termine a termine porge 2mie per il primo termine £, e 0 per

1 successivi .
Essendo la forma chiusa, e il laccio terminale I'(¢,1) omotopo al laccio nullo,
avremo 27mie = 0, cosi e = 0, contro 'ipotesi che I'algebra non sia triviale. [

7.7 Idempotenti fondamentali

Definizione 7.7.1 Sia x € X, e o(x) il suo spettro. Si chiama insieme
spettrale (o parte isolata dello spettro) di  un sottoinsieme chiuso di o(x),
tale che il suo complementare rispetto a o(x) & ancora chiuso. In particolare,
il vuoto € un insieme spettrale.

Nota. 1l termine insieme spettrale & cosi definito da N. Dunford e J.T.
Schwartz, e da H.H. Schaefer, ma non da F. Riesz, che lo chiama parte isolata
dello spettro.

Ogni insieme spettrale puo essere racchiuso in un laccio semplice rettifi-
cabile che non contiene nessun altro punto dello spettro.

Teorema 7.7.1 Sia v € X ed R la relativa risolvente. Sia A un insieme
spettrale in o(x), ed o un laccio semplice rettificabile che cinge A, e che non
e restrittivo supporre assolutamente continuo. Poniamo:
1
p=— [ R.dz. (7.4)

2mi J,
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Tale p € un idempotente dell’algebra X .

Dimostrazione Sia § un laccio assolutamente continuo omotopo ad « in
o(x) interno al circuito descritto da a. Per 'omotopia abbiamo

1
p= R.dz.
27TZ Jé]

Sia a(u) un punto fissato sul primo arco. Dalla formula integrale di Cauchy
segue che

A0

B0 —a(m ="

e, analogamente,

ba o/(u) B .
/aa 70[(@ — ﬁ(t)du = 2mi.

Abbiamo pertanto, per il teorema di Fubini ®
ba bs
(2mi)*p? = / R.dz / R.dz= "1 / Reyguye (u)du © / Ry3'(t)dt =
[e 3 [e7e% ag
ba  [bs
= L/ / Ra(u)Rﬁ(t)o/(u)ﬂ'(t)dudt.
Ao ag

Applicando ora l'identita di Hilbert, e nuovamente Fubini, questo integrale
diventa:

ba [bg Ra(u R 8) ,
/ aﬁ a(u) — ' (u)f'(t)dudt =

ba ba
/ ﬁ _Hatw ORIk o (w) B (t)dudt — / ﬁ A) o )a’(u)ﬁ’(t)dudt:
as ag

_ L L o B(t) o (Wdu + © b L b o/ (u) Y _
- A;&W(aﬁm>—<w“)(”*'Lﬁ&W(Lamm—mw“ﬁ@“‘

ba bs
= L/ Ra(u)Oa’(u)du + L/ Rg(t)QTriﬂ,(t)dt =
[ ag
= 27i(2mip) = (2mi)?p
da cui p? =p. O

Definizione 7.7.2 L’elemento p = p(A), definito dalla (7.4) & detto idem-
potente fondamentale associato ad A.

°N. Dunford e J.T. Schwartz [12] p. 193
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In analogia, si prova il seguente

Teorema 7.7.2 Siano C e C' curve semplici rettificabili giacenti nel risol-
vente o(x) di x, e p(A) e p(A") gli idempotenti fondamentali associati agli
insiemi spettrali A ed A’ cinti da C e C'. Allora

(i) p(A)p(A’) = 0 qualora C e C' siano una esterna all’altra,
(i1) p(A)p(A") = p(A") se C' ¢ interna alla regione delimitata da C.

Fissato x in X, la famiglia S degli insiemi spettrali di x costituisce un’al-
gebra di insiemi, a ciascuno dei quali ¢ associato, mediante la (7.4), il suo
idempotente fondamentale.

Dal teorema (7.7.2) segue che l'idempotente associato all’'unione di due in-
siemi spettrali disgiunti ¢ la somma degli idempotenti associati alle parti,
ovvero p(AU A") = p(A) + p(A’) quando A & disgiunto da A’.

Si riconosce altresi facilmente che vale il seguente

Teorema 7.7.3 Siano xz € X, A€ S, e p(A) lidempotente associato ad A.
Allora

p(A)=0 & A=0
p(A)=e & A=o(x)

Cosi, dato = nell’algebra X, resta definita una funzione d’insieme p(A)
avente per dominio S, a valori nell'insieme degli idempotenti di X. Tale p
ha le seguenti proprieta:

() p(0) =0, plo(x) =e;
(i)p(AUA") =p(A) + p(A") per ogni A, A’ €S, AnNA =0
(iii) p(AN A") = p(A) p(A’) per ogni A, A’ € S.

Questi idempotenti, essendo degli integrali, sono limiti di combinazioni
lineari di valori della risolvente di x, e quindi commutano con x, cioé p x =
xp.

Se X ¢ L(B), lo spazio degli endomorfismi continui sullo spazio di Banach
B, allora gli idempotenti fondamentali di 7" sono projezioni che riducono T,
nel senso seguente.

Definizione 7.7.3 Si dice che la coppia (M, N) di sottospazi complementari
dello spazio B riduce T € L(B) se M ed N sono sottospazi invarianti per
T, cioe TM C M ed ¢ TN C N.

Si dice che una projezione P in L(B) riduce T € L(B) se la coppia di
sottospazi chiusi (rngP, kerP) riduce T

Una projezione P in £(B) riduce T se e solo se PT = TP. Pertanto, gli
idempotenti fondamentali per 7" riducono 7. La loro conoscenza ¢& impor-

tante perché, se P ¢ uno di essi, lo spettro di 7" & unione disgiunta di o (7' P)
eo(T(I - P)).
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7.8 Misure a valori projezioni

Definizione 7.8.1 Una misura a valori projezioni su un’algebra 3 di unita
S eunap: X — L(B), con B spazio di Banach, avente le sequenti proprieta:
i) p@) =0 e pS)=1I

it)  per ogni sequenza () in X di elementi mutuamente disgiunti, con
UX ap €, la Y p_; ulag) converge fortemente® a p(lUre, ax),

iti)  plan B) = p(a) u(B).

Ponendo o = (3, la (iii) porge pu(a) = p(a) p(e), cioé p(a) & una proje-
zione per ogni o € 3.
Se anp =0, allora u(a) u(B) = 0, cioe u(a) e u(B) projettano ciascuna nel
nucleo dell’altra (sono operatori tra loro ortogonali).

Se una misura € a valori projezioni in H, spazio di Hilbert, ad esse si
richiede spesso di essere autoaggiunte’, ossia

iv) ula) = p(a)” per ogni o € X.

Esempio (Idempotenti fondamentali). Se 7' ¢ un operatore lineare
limitato, gli idempotenti fondamentali ad esso associati
1 -1
Pla)==— [ (2 =T) " dz
211 T
costituiscono una misura a valori projezioni sull’algebra S degli insiemi spet-
trali di o(7"), che in generale non & una o-algebra. Risulta inoltre o( ) C

Q.

tI"P(a)X

Esempio (Serie di Fourier). Come esempio di misura a valori pro-
jezioni autoaggiunte in £(H), H separabile, puo essere portato il seguente.
Sia (e™) una successione ortonormale completa in H. Poniamo

P, = (e, e")e"

Sia a un sottoinsieme di N. Poniamo u(a) = > ., P, (somma in senso
forte se « ¢ infinito).

La @ € una misura a valori projezioni autoaggiunte sull’algebra > di tutti i
sottoinsiemi di N.

1) Per definizione di ("), > p_y Pch = > p_i(h,e")e" —, h = Ih per
ogni h € H, quindi u(N) = I.

5Una successione di operatori (T,,) C £(B) converge a T fortemente se Ty, (x) —, T(x)
per ogni x € B.

"Perché una projezione in £(H) sia autoaggiunta occorre e basta che (rngP)* = kerP
(E.R. Lorch [22], pag. 72.)
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2) L’additivita numerabile ¢ immediata: se gli oy sono mutuamente di-
Sgiuntia ZZO:I N(ak) = ZZO:I Zjeak Pj = ZjeUak Pj = N(UZO:I ak)'

3) Le P, sono projezioni autoaggiunte. Infatti, per ogni h € H,
P, Py(h) = P,((h,e™)e") = (h,e")P,e™ = (h,e")((e",e")e") = P,h.
Poi, per ogni z, y € H,

(Pr,y) = (x,e"){e", y);
(z, Poy) = (z, (y, €")e") = (y, €")(x, ") = (", y){x, ")

Osservando che P, P,, = 0 per n # m, con pochi passaggi si ottiene la (iii).

Il seguente risultato fornisce una definizione equivalente di misura a valori
projezioni in L(H).

Teorema 7.8.1 Siano H spazio di Hilbert, ¥ un’algebra di unita S, e P :
Y — L(H) una funzione a valori projezioni.
La P ¢ una misura o valori projeziont su S se e solo se

a) P(S)=1;

b) Ve,y € H la Py » X — C, Nx,y(a) = (P(a)z,y)
¢ una misura complessa su S.

Definizione 7.8.2 (Misura spettrale) Una misura spettrale, nel senso clas-
sico del termine, ¢ una misura a valori projezioni definita sui boreliani di
CcB

Esempio (Operatori normali). Se 7' € £L(H) ¢ un operatore normale
(TT* = T*T), la misura a valori projezioni sulla famiglia S degli insiemi
spettrali di 7 puo essere estesa, con un certo calcolo di operatori,” ad una
misura a valori projezioni sulla o-algebra di unita o(7") formata da tutti i bo-
reliani dello spettro. Infine, se & & un boreliano in C, la pu(a) = p(ano(T))
& 'unico prolungamento di g ad una misura spettrale.

7.9 Integrazione di una funzione scalare rispetto ad
una misura a valori projezioni

Definizione 7.9.1 Sia (S,X) uno spazio misurabile. Una misura vettoriale
su S e una funzione o-additiva p: 3 — X, dove X ¢ uno spazio di Banach.

8 H. H. Schaefer [26].
°N. Dunford e J.T. Schwartz [13], pagg. 889 -898
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Un esempio di misura vettoriale ¢ il seguente.

Siano S = [0,1], ¥ la famiglia degli insiemi Lebesgue-misurabili su S, e
p: Y — LY([0,1]) definita dalla: p(A) = xa. La p & una misura vettoriale
su S.

Definizione 7.9.2 Sia (S, %, 1) uno spazio mensurale, con p a valori nello
spazio di Banach X.

Diciamo che f: S — C ¢é u-integrabile su S se esiste un y € X tale che, per
ogni € > 0 esiste una partizione di S in insiemi misurabili E1, ..., E, con

ly — Zf (&) p(Er)| < e per ogni &, € E,. (7.5)

In tal caso y ¢ detto p-integrale di f su S, ed & denotato con [¢ f(€) p(dE).

Teorema 7.9.1 Condizione sufficiente affinché f sia p-integrabile su S ¢é
che, per ognie > 0 esiste una partizione di S in insiems p-misurabili By, . .., E,
con

> " diamf(Ey) |n(Er)| < e.
k=1

Integrazione rispetto ad una misura in £(H). Dati uno spazio di
Hilbert H, ed (S,%, i), spazio mensurale, con p misura a valori projezioni
in L£(H), la definizione 7.9.2 si traduce nella

Definizione 7.9.3 Siano H uno spazio di Hilbert, ed (S,X%, 1) uno spazio
mensurale, con p misura a valori projezioni in L(H). Una f : S — C ¢é detta
p-integrabile su S se esiste un operatore T € L(H) tale che, dato e > 0, esiste
una partizione di S in insiemi {oq, ..., an} in X con

T — Zf (&) plag)|l < e per ogni & € Q. (7.6)

Essendo ||u(a)]] = 1 per ogni o € X, a # ), la condizione di integrabilita
data dal teorema 7.9.1 diventa

Teorema 7.9.2 Condizione sufficiente affinché f sia p-integrabile su S ¢é
che, per ogni € > 0 esiste una partizione di S in insiemi oy, ...,y 0 X con

i: diamf(Ey) < e.

k=1
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Capitolo 8

Integrazione di Stieltjes
rispetto a famiglie spettrali

8.1 Famiglie spettrali

Definizione 8.1.1 Una famiglia spettrale é una funzione A — Ey da R a
L(H), a valori projezioni autoaggiunte, tale che

i) A\ <Ay = rngEy, CrngE),
it-a) N\ ——oco = FE\— 0 fortemente
it-b) N> +oo0 = E)— I fortemente.

Nota. In questo ambiente non vi & concordanza tra gli Autori sull’uso
dei termini. Famiglia spettrale nel senso detto ¢& il termine usato da F. Riesz.!

Proposizione 8.1.1 La (i) ¢ equivalente a
i'Y A\ <Xy = kerE), C kerE),
ed alla
" A <Xy = B\ =Ey, E\, = Ey, B,

Proposizione 8.1.2 Sia (E)) una famiglia spettrale. Se A1, A2 € R, con
A1 < Ag, allora Ey, — E\, € una projezione.

Dimostrazione. Risulta:

(EA2 - E>\1) (EA2 - E>\1) - E)2\2 —Ex,Ex — Ex BN, + E)2\1 -
= E}\2 — E>\1 — E)\l + E)\l = E)\Q — E)\l.

]
'F. Riesz e B. Sz. Nagy |25, pagg. 273 e 315.
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Proposizione 8.1.3 Sia (E)) una famiglia spettrale. Se A1 < A2 < A3
A4, allora (Ey, — Ey,) (Ex, — Ex,) = 0.

Dimostrazione.

(Exy, — Ex) (BEx, — Exg) = Ex, BN, — ExEy — Ex,E), + E) By =
=L\, —E\, —E\, +Ey) =0.

O

Definizione 8.1.2 Una famiglia spettrale ¢ sinistra (destra) se Ey ¢ forte-
mente continua da sinistra (destra).

Definizione 8.1.3 Una famiglia spettrale é limitata se esistono A\ < A
reali, tali che E\, = 0, Ey, = I. In tal caso, a = supA\; e b = inf Ay sono
detti gli estremi della famaiglia.

Se (E\) ¢ una famiglia spettrale, per ogni A € R si definisca E) come
la projezione ortogonale sulla piu piccola varietd lineare chiusa che include
tutti i rngEy,, con Ay < A. Allora (E%) ¢ una famiglia spettrale sinistra.
Procedura, questa, che ricorda quella usata per rimpiazzare una funzione
monotona con una continua da sinistra.

Similmente, si ottiene una famiglia spettrale destra, sostituendo ogni E) con
EY, la projezione ortogonale sull’intersezione dei rngEy,, con Ay > A.
Possiamo pertanto supporre che ogni famiglia spettrale sia continua da sini-
stra o da destra.

8.2 L’integrale di Riemann-Stieltjes di una funzio-
ne reale rispetto ad una famiglia spettrale

Teorema 8.2.1 Se la famiglia spettrale (Ey) assume infiniti valori distinti,
non ¢ a variazione limitata (rispetto alla norma uniforme degli operatori).

Dimostrazione. Siano infatti associati a \g < A\ < ... < A\, valori distinti
di Ey. Abbiamo VEy > >0, ||E); — E, || Le differenze sono projezioni
autoaggiunte non nulle (proposizione 8.1.2), quindi hanno norma 1. Se per-
tanto F) non assume un numero finito di valori distinti, V' E)\ supera ogni

n € N, quindi ¢ infinita. [J

Osserviamo che se E) assume esattamente n valori distinti non nulli, la
sua variazione totale é n.

Invece:
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Teorema 8.2.2 La famiglia (E)) ¢ fortemente a variazione quadratica li-
mitata.

Dimostrazione. Siano —o00 = Ag < A1 < ... < A1 < A, = o0
Poniamo Pj = Ey; — E),_,, e osserviamo che tutti i P; sono a due a due
ortogonali. Abbiamo: I =377, P;.

Essendo, per ogni x € H

(Pj, Pyr) = (P{ Py, = (PPye,) = (00,2) = 0 per k # j

risulta

2> = (z,2) = O Pz, Y Pex) = > (P, Px) =Y _[|Pz]*. (8.1)
k=1 Jj=1

j=1 7j=1

Quindi (V(Q))ZOOOEAZE < lzl?. O

Nota. Se la (E)) assume infiniti valori distinti, essa non ¢ nemmeno
fortemente a variazione limitata.
Sia infatti (uy) una successione di reali distinti cui corrispondano distinti
valori di £,. Con valori estratti dalla (u,), formiamo una successione (\p)
strettamente monotona, che puod essere crescente o decrescente. La suppo-

niamo crescente. Allora le P, = E), — E,, ,, k= 1,2,..., sono projezioni
non nulle mutuamente ortogonali.
Prendiamo u',u2,... di norma 1, con Pyuf = u* per ogni k, e sia z =

u'/1+u?/2 +.... Risulta
- - 1 1
kz_:l | P = ; ¥ /K| = Tt o> M prefissato, se n a.g.

Quindi VE\z = +o0.
Se la () & strettamente decrescente, basta porre P, = E), | — E),.

Nonostante questi foschi presagi, si puod mostrare che:

Teorema 8.2.3 Sia f una funzione continua di variabile reale, a wvalori
scalari. Allora f ¢ Riemann-Stieltjes integrabile rispetto ad ogni famiglia
spettrale limitata. Tale integrale ¢ limite uniforme delle relative somme di
Riemann-Stieltjes.

Nota. £ f; f(A)dE) rientra nella definizione data nella sezione 6.1, consi-
derando X =Y = L(H), elo scalare f()\) come l'operatore di moltiplicazione
f(N)-in L(H), definito da f(X)-T = f(A\)T, che & un endomorfismo di £L(H),
in cui [f(N)| = [[f (Ml
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Convenzione. Sia (F)) una famiglia spettrale limitata di estremi a
e b. Se (E)) é discontinua in a o in b, la notazione Rsff f(AN)dE) diventa
ambigua. Per evitare ogni equivoco, é opportuno rimpiazzare FE, con E, g,
ed Ey con Ep.o (limiti forti). Tale operazione ¢ talora evidenziata da alcuni
Autori, scrivendo a — 0 in luogo di a, o b+ 0 in luogo di b come estremi di
integrazione.

Dimostrazione del teorema 8.2.3. Mostriamo che, se a, b sono gli
estremi della famiglia spettrale (F)), ed f continua su [a,b], le somme di
Riemann-Stieltjes

=Y F(&R)(Bx, — Bx,y),

k=1

con P={a=X <& <\ <& < ... <&, <\, = b} partizione marcata
di [a, b], formano un net di Cauchy rispetto alla finezza in norma.

Diamo ¢ > 0, e scegliamo un ¢ > 0 tale che [f(§) — f(n)| < § per [ —n| < 6.
Consideriamo la somma di Riemann-Stieltjes

RS(PG) = Z f(&k) AEk,O (AEk,O = E>\k,0 - EAkao) (8.2)
k=1

con |P,| < 4, ed una qualunque P, ottenuta dalla P, per rifratturazione, la
cui somma associata potra dunque scriversi:

n  mg

- Z Z f(k.g) A, (ABy; = Ex ;= Bx)-

k=1 j=1

La (8.2) si puo riscrivere nel modo seguente:

> FER)DAE;.
k=1 j=1

Risulta pertanto:

n  mg

RS(Pa) = RS(Py) =Y > (f(&k) = f (ki) AE};.

k=1 j=1

Per ogni fissato k, e per ogni j, gli { e gli & ; si trovano entrambi nel k-
esimo intervallo della suddivisione P,, e quindi distano tra loro per meno di
0. Allora [f(&k) — f(kj)| < S perognik=1,...,n,edogni j=1,...,m.
Sia ora z € H. Ricordando la (8.1), abbiamo

n mg

I(RS(Pa) = RS(P )z = (D2 D (f(&k) = f(Er ) AB )|

k=1 j=1
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n mpg n mg

=> >l F&)AB ol =Y > 1(f(&) = FE A ja|* <
k=1 j=1 k=1 j=1
2 n mp

2
<520 IIAEal = —HxHQ-

kljl

Quindi, [[(RS(P,)— RS(P. ))x|| < S [|«[], che, per I'arbitrarieta di z, implica
IRS(Pa) — RS(P) ey < 5 < 5

Sia ora Pg una seconda sudd1v1510ne marcata di finezza in norma minore di
0. Esiste una P, piu fine in rifratturazione sia di P, che di Pg, pertanto:

|RS(Pu) — RS(Ps)l ey < |RS(Po) — RS(Py)|l 2(ary + [[RS(Pg) — RS(P. )Hz ) <

<§+§:€

0

8.3 L’integrale debole rispetto ad una famiglia spet-
trale.
Abbiamo osservato che una famiglia spettrale limitata non é in generale a

variazione limitata, nemmeno fortemente. Risulta invece una condizione di
limitatezza debole, ed ¢ data dalla seguente:

Proposizione 8.3.1 Sia (E)) una famiglia spettrale limitata di estremi a <
b. Fissati ad arbitrio x,y € H, l"applicazione

9ay(A) = (Exz,y) A€ [a,b] (8.3)
e a variazione limitata su [a,b].

Dimostrazione. Consideriamo la seguente identita, detta identita di
polarizzazione, che si puo verificare con un semplice calcolo:

(Exz,y) = || Ex L2+ i) By

- ||E)\

R JER TN 1)

Il termine (E)\z,y) ¢ dunque combinazione lineare di termini del tipo (E)z, z),
con z = x £y, oppure z = x +iy. Di conseguenza, la funzione g, ,(\) ¢
a variazione limitata, in quanto combinazione lineare di funzioni monotone
crescenti su [a,b]. O

In particolare, se (F)) & una famiglia spettrale limitata di estremi a e
b, ed f una funzione scalare continua su [a, b|, esiste I'integrale di Riemann-
Stieltjes classico
RS b

a
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L’integrale (8.4) ¢ detto integrale di Riemann-Stieltjes debole della f rispetto
alla famiglia spettrale (Ey).

Notiamo che la funzione da H x H — C, (z,y) — Rsf; f(\)d(E\z,y) & una
forma sesquilineare limitata. Per il teorema di rappresentazione di Riesz
sulle forme sesquilineari? possiamo enunciare il seguente

Teorema 8.3.1 Siano (E)) una famiglia spettrale limitata di estremi a e b,
ed f una funzione scalare continua su [a,b]. Allora esiste un unico operatore
lineare Ty € L(H) tale che

b
(Tra,y) = B f(\) d{Exz,y) Vaz,ye€ H. (8.5)

Tale Ty ¢ Uintegrale di Riemann-Stieltjes della f rispetto a (E).

Nota.  Alcuni Autori partono dalla definizione dell” integrale debo-
le (8.4) in ambiente scalare, per poi definire Uintegrale #9[ f(\)dE, come
I'unico operatore Ty descritto nel teorema 8.3.1.

8.4 Famiglie spettrali di operatori autoaggiunti li-
mitati

Date f, funzione continua reale di variabile reale, ed (E) ), famiglia spettrale
limitata, allora T = Rsff F(AN)dE) esiste, per il teorema 8.2.3, ed & un ope-
ratore lineare limitato e autoaggiunto.

Per vedere questo, osserviamo che * ¢ un’involuzione continua in £(H). Per-
tanto, la funzione T'+— T —T™ é continua, quindi la controimmagine dello 0
é un chiuso. Ma 7' — T* = 0 equivale a T' =T, cioé T" autoaggiunto.
Sempre dal teorema 8.2.3, abbiamo visto che T ¢ limite uniforme di com-
binazioni lineari di operatori limitati autoaggiunti, combinazioni che sono
autoaggiunte se i coefficienti sono reali. Quindi, appartenendo esse al sud-
detto chiuso, il limite appartiene al chiuso stesso, cioé T = T™.

Viceversa:

Teorema 8.4.1 (D. Hilbert - 1906) Ad ogni operatore lineare autoaggiun-
to limitato A dello spazio di Hilbert H corrisponde un’unica famiglia spettrale
limitata (continua da sinistra) (EY), in modo che

b
A= RS/ NdE,.

a

Inoltre, per ogni A\, Ex commuta con A, e con tutti gli operatori limitati che
commutano con A.

2 Dati H; ed Ho spazi di Hilbert, per ogni forma sesquilineare limitata [-, -] : H1 x Hy —
C, esiste un unico operatore lineare limitato T': H1 — H» tale che [z,y] = (T'z,y) H,.
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La famiglia spettrale (E)) associata all’'operatore autoaggiunto A € L(H)
determina completamente le proprieta spettrali di A. Precisamente:

a) Ex=0 per —co< A< —|A]] e Ex=1 per Al <A< +o0;
b) Ao € RN p(A) se e solo se E) ¢ localmente costante in Ag;

c) Ao & autovalore per A se e solo se E) ha un salto in A, ovvero
Ey,+0 — E), ¢ un operatore positivo;

d) (E, — E\)H ¢ un sottospazio invariante per A.

8.5 Misura generata da una famiglia spettrale
Sia (E)) una famiglia spettrale. Poniamo, per ogni ¢, d, con ¢ < d,

Plled]) = By— Bovg
P(le,d]) = Eq — Ec
P(le,d]) = Eavo — Eeto
P(le,d]) = Egro — Ec

La P ¢ una funzione d’insieme, prolungabile ad una misura p a valori pro-
jezioni sull’algebra delle unioni finite dei sottointervalli di R. La p é a sua
volta prolungabile all’algebra B(R) dei boreliani di R, ed all’algebra B(C)
dei boreliani di C, ponendo u(a) = p(aw NR) per ogni o € B(C). Si genera
cosi una misura spettrale su tutto C.

Abbiamo innanzi osservato che, dato T' € L(H), 'applicazione p definita
sull’algebra S degli insiemi spettrali di 7" ¢ una misura a valori projezioni,
e, se T' & inoltre un operatore normale, la p € prolungabile ad una misura
spettrale v su B(C).

Se I'operatore in questione ¢ autoaggiunto, il nesso tra p e v é messo in luce
dal seguente

Teorema 8.5.1 Sia A € L(H) autoaggiunto, e sia pu la misura generata
dalla famiglia spettrale (E)) ad esso associata. Allora, per ogni insieme
spettrale o C o(A), p(a) é lidempotente fondamentale associato ad o.

8.6 Rappresentazione degli operatori unitari

La f(\) = ¢ ¢ una funzione continua complessa di variabile reale, quindi
T = Rsfff()\)dEA, con (FE)) famiglia spettrale limitata, esiste, per il teore-
ma 8.2.3, ed & un operatore lineare unitario.
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Per vedere questo, osserviamo che le funzioni T'+— TT* — T e T +— T*T — I
sono continue, quindi 'intersezione delle relative controimmagini dello 0 & un
chiuso in £(H). Ora, il simultaneo verificarsi delle TT*—1 =0 e T*T— 1 =
0 equivale a T' unitario.

Sempre dal teorema 8.2.3, segue che T' ¢ limite uniforme di operatori del
tipo > 54 e P, che sono unitari. Quindi, appartenendo esse al suddetto
chiuso, il limite appartiene al chiuso stesso, cioé TT* =T*T = I.
Viceversa:

Teorema 8.6.1 (von Neumann - 1929) Ad ogni operatore lineare unita-
rio U dello spazio di Hilbert H corrisponde una famiglia spettrale limitata
(EY), di estremi 0 e 27, essenzialmente unica, in modo che

27
U = RS/ ez)\ dE)\
0

8.7 Una decomposizione di operatori normali e loro
rappresentazione

Ogni operatore normale N € L(H) puo essere scritto nella forma
N = X +1iY, (8.6)

dove X ed Y sono operatori autoaggiunti commutanti. Basta porre:

1 1
X=-(N+N~* Y = —(N —N%).
SN+ ), (V- )
Risulta ovviamente che || X||zmy, [|Y 2y < IV 2y
Un’altra decomposizione, meno immediata,” € la seguente:

N = RU = UR, (8.7)

dove R é un operatore autoaggiunto positivo, ed U un operatore unitario.
Cosi come la decomposizione (8.6) & I'analoga di quella di un numero com-
plesso z nelle sue parti reale ed immaginaria (z = x +iy), la decomposizione
(8.7) & l'analoga di quella di z nel prodotto del suo modulo con un fattore
di modulo unitario (z = re’?).

Sia quindi N un operatore lineare normale limitato, e siano X ed Y gli
operatori autoaggiunti in (8.6) che lo decompongono. Le famiglie spettrali
(EX) ed (E; ) associate rispettivamente ad X ed Y hanno entrambe inter-
vallo di variazione incluso nell’intervallo di raggio ||N||. Fissati z e y in R,
E* ed EY sono limiti di polinomi in X ed Y rispettivamente, e quindi limiti

3v. F.Riesz- Sz.Nagy [25] p. 282
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di polinomi in NV ed N*. Cosi, la commutativita di N con N* implica quella
di EX con E;/ . 51 ha dunque:

N=X+iY = Rs/xdEerz'RS/ydE;’:
R R

_ RS/:EdEi(RS
R

dEy +i" dEfRS/ydEj.
R R R

Consideriamo ora il net

> (Gnk +inni) (B — EX By —Ey ) (8.8)
h,k

lungo l'insieme delle partizioni marcate P2, orientato in norma come in 6.2.
La (8.8) ¢ la somma di Riemann-Stieltjes in due variabili di f(x,y) = =+ iy
rispetto a g(z,y) = E - E;/ relativa alla partizione marcata P = ([z] =
[z] + i[y], (£,m)) € P2, dove [z] = {20 < 71 < ... < @}, < ... < Ty},
Wyl ={yo <y1 < ... <y < ... < Yn), e (M) Rig) = &g+ inpg &
una marcatura non ristretta. In effetti, svolgendo semplici calcoli algebrici,
e ricordando le proprieta fondamentali delle famiglie spettrali, risulta:
G(Bni) = (Ep, — By, )(By, — By )

Th—1 Yk—1

dove la G é la funzione associata alla funzione integratrice g definita in 6.2.
Poiché EX commuta con EZ/ , le G(Ry, ;;) sono delle projezioni, e queste sono
due a due ortogonali.

Enuncio infine il seguente teorema di rappresentazione*

Teorema 8.7.1 Ad ogni operatore normale limitato N in uno spazio di Hil-
bert complesso corrisponde una famiglia limitata (E,,) di projezioni tale

che
N = RS// (x +iy)dEy., ,
C

]\P’< = RS//C(x—’Ly)dELy .

Nota. Lintegrale 5[ [.(z+iy)d(E, ) rientra nella definizione di inte-
grale di Riemann-Stieltjes non ristretto data nella sezione 6.2, considerando

X =Y = L(H), e lo scalare z = x + iy come operatore di moltiplicazione in
L(H).

In termini di misura spettrale, il teorema 8.7.1 assume la forma seguente®:

*Per la dimostrazione completa, vedi F.Riesz- Sz. Nagy [25] pp. 284-286
®yv. N.Dunford-J.T.Schwartz [13] pp. 887-898.
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Teorema 8.7.2 Per ogni operatore normale limitato N in uno spazio di
Hilbert complesso H esiste una misura spettrale E(a) sull’algebra B(C) dei
boreliani del campo complesso, con supporto incluso in o(N), e tale che

N = /zE dz)

Inoltre, per ogni a € B(C), NE(a) = E(a)N e o(Ngm) C @

8.8 Martingale astratte ed integrale di Riemann-
Stieltjes H-stocastico

Definizione 8.8.1 Sia H uno spazio di Hilbert complesso, e T un numero
reale positivo fissato. Una martingala astratta in H é un’applicazione

€ [0,T] — M, = E,X

dove (Ey) € una famiglia spettrale in H limitata, con intervallo di variazione
[0,T], ed X € H.

V. Tesko [28] ha costruito e studiato l'integrale di Riemann-Stieltjes in H

RS / ' A(t) dM;, (8.9)
0

dove A(t) € L(H), e la funzione integratrice M; & una martingala astratta.
Chiamiamo H-integrale stocastico tale integrale forte di Riemann-Stieltjes.
L’integrale in (8.9) rientra nella definizione data nella sezione 6.1, conside-
rando X =Y ="H.

Nota. Yu.M. Berezanski e N.W.Zhernakov [2| hanno costruito, usando
una teoria spettrale di operatori normali commutanti, un integrale di funzioni
a valori operatori rispetto ad una misura a valori projezioni. Questo integrale
spettrale di funzioni a valori operatori si presenta nella forma

t
:/ AN dE,, t>0,
0

dove (A(N))x>0 ¢ una famiglia di operatori normali in £(H), ed (E)) ¢ una
famiglia spettrale in H parzialmente commutante con (A(\)), nel seguente
senso: per ogni t > 0, preso « boreliano in ¢, +o00[, A(t) commuta con E(«),
dove E(-) ¢ la misura spettrale (definita in 8.5) associata alla famiglia (E)).
Fissato M € dom(B) C 'H, la formula

T T
xv _ RS
(/0 A\ dE)) - X /0 A(t) d(ExX). (8.10)
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puo essere vista come una definizione dell’H-integrale (8.9).

Una costruzione dell’H-integrale stocastico. Sia data una famiglia
spettrale continua da destra e limitata (E;) in H, con intervallo di variazione
[0,T]. Fissato X # 0 in H, per definire I’H-integrale stocastico (8.9) rispetto
alla martingala astratta (Mt)te[O,T]a con M; = E; X, si pud partire dalla
classe delle funzioni semplici a valori in £(H).

Per ogni t € [0,7] poniamo:

Hx (t) := span{(Ew, — Ey, )X | Jt1,t2] CJt, T} CH, (8.11)
Lx(t) =L(Hx(t) —H), (8.12)
dove (8.12) & 'insieme degli operatori lineari in H, sia limitati che illimitati,
che sono limitati su Hx (¢).
La famiglia Lx(t) ¢ crescente in ¢, poiché Hx(s) C Hx(t) quando ¢t < s.
Poniamo la seguente norma su Lx (t):
[AY 2
P
verx@),y-o 1Y lln

Al ) =

Definizione 8.8.2 Diciamo che A € L(H) ¢ parzialmente commutante con
la famiglia spettrale (Ey) su [0,T] se

AEtY == EtAY 5 Y € HX(t)

Definizione 8.8.3 Flissato t € [0,T[, un operatore lineare A in H ¢ detto
Lx (t)-misurabile se

(i) A€ Lx(t), e, per ogni s € [t, T, |Allzx@) = 1Allcx(s) 5
(i) A ¢ parzialmente commutante con (Ey).
In quanto segue, ¢ conveniente chiamare £x (7")-misurabili tutti gli operatori

lineari in H.
Risulta

Proposizione 8.8.1 Se un operatore lineare A in H ¢ Lx (t)-misurabile per
un t € [0,T], allora ¢ Lx(s)-misurabile per ogni s € [t,T].

Definizione 8.8.4 Una famiglia (A(t)).c(0,1) di operatori lineari in H ¢ det-
ta H-processo semplice Lx-adattato se, per ognit € [0,T], l'operatore lineare
A(t) e Lx(t)-misurabile, ed esiste una suddivisione finita 0 = ty < t; <
oo <tn, =T di [0,T] tale che

Alt) = Z Ak—1 X]ty_1,t]> tc[0,T]. (8.13)
k=1
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Denotiamo con Sy l'insieme degli H-processi semplici £x-adattati in [0, 7.

Definizione 8.8.5 Sia A € Sx, rappresentato dalla (8.18). L’ H-integrale
stocastico di A rispetto alla martingala astratta (My) ¢ definito dalla

T n
RS [ A(t)dMy =) Ay (My, — My, ). (8.14)
0 k=1
Consideriamo ora l'applicazione

a € B([0,T]) — px (o) == (B(a) X, X ),

dove E(«) & la misura (definita in 8.5) generata dalla famiglia spettrale (E).
Essendo E(a) una projezione in H, risulta (E(a)X, X)y = ||E(a)X]?, e,
per il teorema 7.8.1, la px € una misura reale positiva.

Sia A € Sx rappresentato dall’espressione (8.13). Risulta:

||A(t)||%x(t) = ||Ak—1||%x(tk,1) per t € [ty—1,tk[ e
T n

L/O FANZ ¢ 1y drex (8) = D A1 17 1y x (trrs B])-
k=1

Teorema 8.8.1 Siano A,B € Sx, ed a,b € C. Allora
T T T
RS/ (aA(t) + bB(t)) dM; = aRS/ A(t) dM; + bRS/ B(t) dM;,
0 0 0

e vale inoltre la sequente stima:

T T
”RS/O A(t) dMy |2, < L/O JA®Z,  dpx (0. (8.15)

La (8.15) ci permette di estendere ’H-integrale stocastico a funzioni a valori
operatori non necessariamente semplici. Definiamo, per ogni A € Sx, la
quasinorma

T
L 2 :
Al 1= (4 AW dix (@)},
Quozientiamo Sy rispetto agli A € Sx, con ||Allsy = 0, e sia Sx il suo
completamento.

Definizione 8.8.6 (H-integrale stocastico) Una funzione a valori ope-
ratori t € [0,T] — A(t) € L(H) ¢ detta H — integrabile rispetto alla mar-
tingala My = E:X se A € Sx. In tal caso esiste una successione (A,) in Sx
tale che

T
1A = LDl e (t) = 0. (8.16)
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Chiamiamo H-integrale stocastico di A rispetto a My il limite

T
lim B[ A, (t)dM;,

n—oo 0

che esiste in H, e lo denotiamo con

T
RS / A(t) dM,.
0
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Capitolo 9

Integrali stocastici: un
approccio spettrale

9.1 Geometria dell’attesa condizionata

Sia (9, F, P) uno spazio di probabilita.
Definizione 9.1.1 Una sotto-o-algebra di F ¢é una o-algebra G di unita Q

nclusa in F.

Denoto con LP(2) , 1 < p < 00, lo spazio delle funzioni reali con modulo di
p-esima, potenza P-sommabile su €.

Definizione 9.1.2 Sia G una sotto-c-algebra di F, e sia X € LY(Q), a
valori in R.
Una Y € Ll(Q) e detta attesa condizionata di X rispetto a G se Y & G-
misurabile e

/YdP:/XdP per ogni G € G.
G G

In questo caso, la'Y ¢ denotata con E[X|G].

Qui di seguito fornisco due semplici esempi.

Valore atteso di una variabile aleatoria. Sia G = {0,Q}, ed
X € LY(Q). L’attesa condizionata di X rispetto a G ¢ la funzione costante
Jo X dP, ossia E[X|G](w) = E[X] per ogni w € .

Un operatore di attesa condizionata. Sia (A,) una successione di
insiemi disgiunti in F, con Up2 A, = Q. Sia G la sotto-c-algebra di tutte le
possibili unioni degli 4,,. Data X € L(Q), risulta:

> XdP
E(X[G) = Z fAI;(Tn)XAna

n=1

con 0/0 = 0.
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Il seguente teorema stabilisce I'esistenza dell’attesa condizionata su L' (£2):

Teorema 9.1.1 Sia G una sotto-o-algebra di F.
L’attesa condizionata E[X|G] esiste per ogni X € L*(Q).
Inoltre, per 1 < p < oo, se X € LP(Q) risulta:

[ELXIG][], < X1l

Dimostrazione. Sia X € L'(). Definiamo la seguente misura con segno

su G:
AMG) = / X dP.
G

La misura con segno A é assolutamente continua rispetto a P su G, e quindi,
per il teorema di Radon-Nikodym !, esiste una funzione P-sommabile YV
G-misurabile tale che

AMG) = / Y dP per ogni G € G,
G

e una tale Y soddisfa alle proprieta dell’attesa condizionata. L’esistenza é
dunque dimostrata.

Da questa costruzione, si deduce immediatamente che E[E[X|G]|G] = E[X|]],
cioé E[-|G] & una projezione, e il suo range coincide con le funzioni G-
misurabili in L' (£2). Inoltre, E[-|G] trasforma funzioni non negative in fun-
zioni non negative, e le funzioni costanti sono punti uniti per ’applicazione.
Per completare la dimostrazione, resta da vedere che ||E[X|G]|l, < || X]lp,
per X € LP(Q).

Presa ¢(t) = [t|P, con t reale, e applicando la diseguaglianza di Jensen?, si
ottiene:

¢(E[X[G]) <E[p(X)IG],  ossia  [E[X|G]]” < E[X]?|G],
che porge:
[ Exi@rap < [ BixPIG)aP = [ xpar
Q Q Q
essendo © € G. Quindi Poperatore E[-|G] & una contrazione. [J

Questo risultato puo essere esteso al caso in cui X sia una funzione P-
sommabile a valori in uno spazio di Banach E, anche in assenza di RNP.3

'v.N. Dunford e J.T. Schwartz [12], p. 176.

2 Sia f : R — R convessa (cioé f(Az + (1 —\)y) < Af(x)+ (1 — ) f(y) per ogni z,y € R
, A €[0,1]), e sia XBL(Q) tale che E[f(X)] < co. Allora f(E(X|G)) < E(f(X)|9).

3v. J. Diestel and J.J. Uhl [11], pp. 122-123.
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Definizione 9.1.3 Sia X una variabile aleatoria reale su (Q,F,P). Chia-
miamo o-algebra generata da X, e la denotiamo con o(X), la o-algebra
generata dalla famiglia delle controtmmagint mediante X dei boreliani di R.

Proprieta dell’attesa condizionata. Discendono immediatamente
dalla definizione e dalla costruzione dell’attesa condizionata le seguenti pro-
prieta.

Data G sotto-o-algebra di F, per ogni X, Y reali P-sommabili su 2, ed a, b
in R risulta:

se X ¢ G-misurabile, allora X = E[X|G];

se 0(X) ¢ indipendente da G, allora E[X] = E[X|]] ;
E[X|¢] = E[E[X|F]|F] ;

E[X] = E[E[X|F]] ;

aE[X|G] + bE[Y|G] = E[aX +bY|]G] ;

se X <Y P-q.o. , allora E[X|G] < E[Y|F] .

a

2 o T

D

)
)
)
)
)
)

—

Dati X, Y € LYQ) e G,’H sotto-o-algebre di F, valgono le seguenti
ulteriori proprieta:*

g) se Y & G-misurabile e limitata, allora E[XY|G] = YE[X|G] ;
h) se H C G, allora E[E[X|G]|H] = E[X|H] .

i) (B. Levi) Se (X,,) ¢ una successione monotona crescente di fun-
zioni in L(Q), convergente P-q.o. a X, allora E[X,,|G] converge
a E[X|F] .

j) (Convergenza dominata) Se (X,,) ¢ una successione di funzioni
in L'(Q), convergente P-q.0. a X, ed esiste Y € L'(Q) tale che
| X, < Y] P-q.0., allora E[X,,|G] converge a E[X|J] .

k) (Fatou) Se (X,,) ¢ una successione di funzioni non negative in
LY(9), convergente P-q.0. a X, ed esiste M > 0 tale che E[X,,|G]
M per ogni n, allora X € LY(Q), e E[X|G] < M .

IN

9.2 Processi stocastici e martingale

Definizione 9.2.1 (Filtrazione) Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita, e
sia (T, <) un insieme orientato di indici.

Diciamo che la famiglia (F;)rer di sotto-o-algebre di F ¢ una filtrazione su
F, se essa ¢ un net non decrescente lungo T rispetto all’inclusione, ossia

T =T = Fr CFpn.

“Per le dimostrazioni, vedi A. Pascucci [24], pp: 57-58.
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Lo spazio (€2, F, P) munito di una filtrazione (F;)rcT & sovente denotato
con (Q,F,P; Fr,7 €T).

Definizione 9.2.2 (Processo stocastico adattato) Dato uno spazio di
probabilita con filtrazione (Q, F, P; Fr,7 € T), chiamiamo processo stoca-
stico un net di variabili aleatorie reali X, su 2, dove T corre su T, e lo
denotiamo con (X;)rer.

Diciamo che il processo (X;)rer, Xr € LP(Q) (1 <p < o0), ¢ adattato alla
filtrazione (Fr)reT se, per ogni T € T, X, & Fr-misurabile.

Per brevita, chiameremo un processo stocastico adattato ad una data filtra-
zione (F;)reT anche processo Fr-adattato.

Esempio. Sia Q =[0,1] , F = B([0,1]) , e P la misura di Lebesgue su
[0,1].
Per ogni t € [0,1], sia Fx = o(B([0,¢]),[t,1]). La (F,t € [0,1]) ¢ una
filtrazione su B([0,1]). Data f € L'([0,1]), la famlgha

fi(@) = f(@)x[0.4()

¢ un processo stocastico adattato alla filtrazione (F%).

Definizione 9.2.3 (Martingala) Dato uno spazio di probabilita con filtra-
zione (0, F, P; Fr,7 € T), una martingala é un processo stocastico (X;)rer,
X, € LP(Q) (1 < p < ), adattato alla filtrazione (F;)re, € tale che,
fissato ad arbitrio o € T, risulta

E[ X, |F.,] =X,  per ogni T = 7.
Il modo piu semplice per costruire una martingala in LP(Q2) & il seguente

Esempio. Sia (Fr,7 € T) una filtrazione su F, e sia X € LP(Q)
(1<p<o0).
Allora (E[X|F;])reT ¢ una martingala in LP(Q). Vedremo in seguito che
tutte le martingale convergenti in norma L su 2 sono di questo tipo.

Esempio. Sia Q=[0,1] , F = B([0,1]) , e P la misura di Lebesgue su
[0,1].
Data su  la filtrazione F; = o(B([0,t]), [t, 1]), la

FE,=0 pert<0
E,=E[e|F] per0<t<1
Er=1 pert>1
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¢ una famiglia spettrale in L%(Q).
Fissato f € L%*(Q), la (Ei(f))tep,1) ¢ una martingala, esprimibile nella
seguente forma:

Ei(f)(@) = f(@)xpq(x) + ﬁ It,1

Teoremi di convergenza. E naturale chiedersi, data una martingala
(X7)rer in LP(Q) (1 < p < 00), quali siano le condizioni di convergenza in
LP-norma, e, se p = 1, quando (X, )rer converge q.o.

Una semplice ma cruciale proprieta di una martingala in LP(2) & la seguente:

} f(@) P(dx) xjey(x)  (0/0 = 0).

Proposizione 9.2.1 Sia (X;)reT una martingala in LP(Q2) (1 <p < 00).
Se B € U F., allora esiste

lim/ X, dP = F(F)
T JE

Dimostrazione. Sia F € U.F,. Poiché (F,,7 € T) & un net di sotto-o-
algebre di F monotono non decrescente, esiste un 7 € T tale che £ € F;
per ogni 7 > 7. Allora, per ogni 7 > 7 risulta

/XTdP:/ E[XT]le]dP:/XTl dP.
E E E

Allora il net ([ X, dP, 7 € T) ¢ definitivamente costante, e quindi conver-
gente. [

Teorema 9.2.1 Sia 1 < p < co. Una martingala (X;)reT in LP(Q2) conver-
ge in norma LP se e solo se esiste X € LP(Q) tale che, per ogni E € U;F;
risulta

lim/XTdP:F(E):/XdP
T JE E

Dimostrazione. Supponiamo che X, tenda ad X in norma L”. Pertanto,
poiché l'integrale di una funzione in LP(€2) definisce un funzionale lineare
limitato sullo spazio LP(£2), si ha

F(E):lim/XTdP:/XdP per ogni F € F
T JE E

e quindi per ogni F € U;F;.

Viceversa, supponiamo che esista un X € LP(Q) tale che, per ogni F € U, F;
risulti lim, [, X; dP = F(E) = [, X dP. Sia F la o-algebra generata da
UrFr. Poniamo Xo = E[X|Fy]. Allora F(E) = [, Xo dP per tutti gli
E € U, F;. Inoltre risulta E[X|F;] = X; per ogni 7 € T.
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Resta da mostrare che lim, || X; — X||, = 0. A questo punto, non ¢ restrit-
tivo supporre Fo, = F. In virta del fatto che o(U;F;) = F, linsieme delle
funzioni semplici della forma Y ,_; ¢k xm, ¢ denso in LP(Q2). Di conseguen-
za, dato € > 0, esiste una funzione semplice ® = > /', cxXE,, con ¢ € R,
Ey € Uz F; tale che ||® — Xoof|p < 5.

Poiché (F;,7 € T) & un net monotono non decrescente, esiste un indice 7y
tale che By € F;, per ogni k =1,...,n. Cosl, ® ¢ Fr-misurabile per tutti i
T>Tp€

E[®|F; ] =@ per T > Tp.
Per 7 >~ 19 si ha

X7 — Xoollp <1 X7 — @[l + [|[® — Xeollp =
= |E[Xo — @|F]llp + [[® — Xoollp <
<20 — Xoollp < €

O
Il teorema 9.2.1 ha la seguente espressione equivalente

Teorema 9.2.2 Sia 1 < p < oo. Una martingala (X;)rer in LP(Q) con-
verge in norma LP se e solo se esiste X € LP(Q) tale che E[X|F;] = X, per
ogni T € T.

Proposizione 9.2.2 Sia 1 < p < oo. Affinché la martingala (X;)reT in
LP(Q) converga in norma LP ad X ¢ necessario che le sequenti condizioni
stano soddisfatte:

(i) sup et | X-[[p < 00

(i) F(E) = [ XdP deve essere P-continua, i.e. F(E) — 0 per
P(E) — 0.

Teorema 9.2.3 (Convergenza in media) Sia 1 < p < 00, e sia (X;)reT
una martingala in LP (). Allora lim, X, esiste in norma LP se e solo se

(p=1) suprer [Xr|s <ooe
[ |1 X7l dP — 0 uniformemente per P(E) — 0, E € F, ;

(1<p<oo)supeq || Xrllp <oo.

Questo teorema fondamentale & stato esteso da J.Diestel e J.J. Uhl [11] al
caso in cui la martingala (X,) sia una funzione a valori in uno spazio di
Banach con la RNP.
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9.3 Processi stocastici a tempo continuo

Nella teoria classica dei processi stocastici, una filtrazione (F;);er su uno
spazio di probabilita (2, F, P) ha il seguente significato: 7 & una variabile
temporale, ed F, ¢ la famiglia di tutti gli eventi osservabili fino al tempo 7.
L’insieme di indici T & solitamente un sottoinsieme di numeri reali, orientato
dalla relazione <.

I pitt comuni esempi sono il tempo discreto: T = N, e il tempo continuo:
T = R4, ovvero T = [0,T] per un T > 0 fissato.
Le filtrazioni a tempo discreto (F;)ien corrispondono alle filtrazioni (F)¢>o
con JF; costante per ogni ¢, [t] <t < [t] + 1. Le filtrazioni (F)scpo, ) corri-
spondono alle filtrazioni (F)>0, costanti su [T, +-00].
Noun é quindi restrittivo supporre, per ciascuno di questi casi, chesia T = R..

Data una filtrazione (F)i>0, si pone

Fig:= O'(Ufs), pert>0, e Fo=7F pert=0;
s<t
Firo = ﬂ Fs, pert>0

s>t

Chiaramente, per ogni s < t, risulta Fs C Fs10 C Fr—o C Ft.
Anche le (Fii0)tet € (Fi—o0)teT sono filtrazioni su F.

Definizione 9.3.1 Una filtrazione (F;)i>o0 € detta continua da destra (risp.
da sinistra) se Fy = Fvo (risp. Fr = Fi—o) per ogni t.

Definizione 9.3.2 (Processo misurabile) Il processo stocastico (Xt)t>0
su (Q,F, P) ¢ detto misurabile se la mappa

(t,w) e Ry X Q- Xi(w) €R
e misurabile su Ry X Q, munito della o-algebra prodotto B(Ry) ® F.

Ogni processo stocastico X = (X;);>0 genera una filtrazione. Sia infatti
Fi = o(Xs : s < t), ossia la pin piccola o-algebra rispetto alla quale X ¢é
misurabile per tutti gli s <. La (Ft).cpo,7] cosi definita ¢ la filtrazione mi-
nimale alla quale il processo X ¢ adattato, ed é chiamata filtrazione naturale
per X.

Definizione 9.3.3 (Processo progressivamente misurabile) I/ proces-
so stocastico (Xi)i>0 su (2, F, P) ¢ detto progressivamente misurabile se, per
ogni t, la sua restrizione all’intervallo [0,t] & misurabile su [0,t] x 2, munito
della o-algebra prodotto o B([0,t]) @ F.
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Definizione 9.3.4 Un processo stocastico (X¢)i>o € detto continuo da de-
stra (risp. da sinistra) se per ogni fissato w € Q, Xi(w) = Xiyo(w) (risp.
Xt(w) = Xi—o(w)), per ogni t > 0.

Teorema 9.3.1 Ogni processo adattato continuo da destra, o da sinistra, é
progressivamente misurabile.

Definizione 9.3.5 (Variazione p-esima) Sia X = (X;)i>0 un processo
stocastico. Dato t > 0, diciamo che X ¢ a variazione p-esima (1 < p < o0)
limitata su [0,t] se, per ogni w € Q, il net

VX, Pw) =3 [Xn (@)~ Xn @ P=0=mn<n<..<mm=1
k=1

converge lungo linsieme Dy delle partizioni dell’intervallo [0,t], orientato
dalla < definita in 1.2.
Denotiamo tale limite, se esiste, con Vt(p)(X)(w).

Dato un processo stocastico X, la V;(D(X)(w) ¢ detta variazione di X su
[0,t], e la Vt(z) (X)(w) wvariazione quadratica di X su [0,¢], ed ¢ sovente de-
notata con (X(w))¢.

Dato un processo stocastico X = (X;)>0 su (2, F, P), la variazione V(1 (X)(w)
su [0, t] esiste se e solo se, per ogni fissato w € 2, 'applicazone s € [0,t] —
Yw(8) = Xs(w) ¢ a variazione totale limitata su [0, ¢].

9.4 Famiglie spettrali e martingale in L?((Q)

Sia (€2, F, P) uno spazio di probabilita, ed (F¢)¢>0 una filtrazione su F, con
Fo=1{0,9}, Foo = F.

L’applicazione
E,=E[e|F;] pert>0, E,=0 pert<O

¢ una famiglia spettrale nello spazio di Hilbert L?(€, F, P).
Fissato My, € L?(9), il processo stocastico M = (M;)>0

My = E{(My) ossia My = E[My|F] (9.1)

¢ una F-martingala in L?(Q) convergente in norma L? ad M.,. Viceversa,
per il teorema 9.2.2, una martingala (M;)¢>o converge per t — oo se esiste
un My, € L%*(9) tale che valga 9.1. Per il teorema 9.2.3, affinché cio accada,
¢ sufficiente che la M sia L2-limitata, ossia che sup,~q E(|M;|?) < oo.

Denotiamo lo spazio delle martingale L?-limitate con Ms, e il sottospazio
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delle martingale continue L2-limitate con MS.
Sullo spazio My si puo definire la seguente norma:

IM| = || Mooz = (B[MZ))=.

Quozientando My rispetto ai processi modificati®, lo spazio (Ma, ||-||) & uno
spazio di Hilbert, ed M$ ¢ un suo sottospazio chiuso.

Per quanto visto nella sezione 8.2, una famiglia spettrale in uno spazio
di Hilbert H non ¢, in generale, a variazione limitata, nemmeno fortemente.
Questa nozione si traduce, per le martingale in My, nell’affermare che, in
generale, esse non sono a variazione limitata.
Per quanto invece riguarda la variazione quadratica, possiamo enunciare
I’analogo del teorema 8.2.2:

Teorema 9.4.1 Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita, ed (Fi)i>o0 una fil-
trazione su F ,(Fo ={0,Q}, Foo = F).

Ogni Fy-martingala M = (My)i>0 in Ma ¢ a variazione quadratica limitata
su tutto Ry. In particolare, per ogni w € €1, e per ogni t > 0, esiste finito
(M(w))s-

Sia ora T > 0 fissato, (F)iejo,r) una filtrazione su F, con Fy = {0, Q},
Fr=F.
A questa filtrazione corrisponde la (F;);>0, con Fy = {0,Q} e F; = F per
t>T.
L’applicazione

E,=Ele|F;|] pert>0, E,=0 pert<0

¢ una famiglia spettrale limitata nello spazio di Hilbert L?(Q, F, P), nel senso
visto nella sezione 8.1. Si ha dunque:

E,=0 pert<O
E,=E[e|F;] per0<t<T
E,=1 pert>T.

Fissato My, € L?(9), il processo stocastico M = (M;)>0
My = E{(My) ossia My = E[Myo|F] (9.2)

¢ una Fi-martingala in L%(Q) definitivamente costante per t — +00, e quin-
di convergente in norma L? a I(My) = My. La M ¢é L?-limitata: infatti

® Dati due processi X = (X¢)i>0 ed Y = (Yi)i>0 su (2, F, P), si dice che X ed Y sono
uno la modifica dell’altro se P({w € Q: X¢(w) = Yi(w)}) = 1 per ogni ¢t > 0.
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IM|| = |[Mxll2 = (E[Mozo])% < 00, essendo My, € L%(). Viceversa, da-
ta una Fy-martingala (My)epo,r) in L*(2), esiste My, € L*(Q), tale che
E[My|F:] = My per ogni t € [0,T]. Denotiamo lo spazio delle martingale
(Mt)te[oﬂ in L2(2) con Mg

Sullo spazio Mg si puo definire la seguente normas:

M| == (E[M2])2 = ||Mr2.

Quozientando (MZ, || - ||7) rispetto ai processi modificati su [0,T], esso &
ovviamente un sottospazio di (Mo, || - ||).

Una notevole proprieta delle martingale in L?(2) & I'ortogonalita degli
incrementi:

Proposizione 9.4.1 Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita, ed (Fi)i>o una
filtrazione su F. Se M ¢ una F;-martingala in L*(SY), ed Y ¢ una variabile
aleatoria in L*(Q) Fs-misurabile, allora

E[Y(M; — M) =0 pert>s.
Dimostrazione. Per la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz
E[Y (M; — My)] < oo,
e quindi
E[Y (M; — My)] = E[E[Y (M; — M;)|F]] = E[YE[(M; — M;)|Fs]] = 0.
O

Un esempio tipico ¢ Y = Mj, e si ottiene E[Ms(M; — M;)] = 0. Una
comune applicazione é la seguente:

E[(M; — M,)?| 7] = E[M?|F] — 2ME[My|F] + M7 =
= E[M} — MZ|F,] = E[M{|F,] — M.
Definizione 9.4.1 (Martingala normale) Sia (2, F, P) uno spazio di pro-
babilita con filtrazione (Fy,t > 0).

Diciamo che la F;-martingala (Ny)i>o in L*(Q) ¢ una martingala normale
se (NE —t)i>0 ¢ una Fy-martingala.

Proposizione 9.4.2 Siano (2, F, P) uno spazio di probabilita con filtrazio-
ne (Fe,t > 0), e (Nt)i>0, Fi-martingala in L*(€2).

Le sequenti affermaziont sono equivalenti:

(a) (Nt)eo,r) € una Fr-martingala normale ;
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(b) per ogni s, t € [0,T], con s <t, E[(N; — No)*|Fs] =t — s .

Una delle pitt note martingale normali ¢ il moto Browniano, o processo
di Wiener, che appartiene alle pitt importanti classi di processi stocastici: &
infatti una martingala continua, un processo Gaussiano, ed ¢ anche un pro-
cesso di Lévy, ossia un processo stocastico cadlag® con incrementi stazionari
indipendenti”. Piu precisamente:

Definizione 9.4.2 (Moto Browniano) Sia (2, F, P) uno spazio di proba-
bilita, con filtrazione (Fi,t > 0).
Un moto Browniano reale é un processo stocastico (Wy)i>o adattato alla
filtrazione (Fy), con le proprieta:

(i) Wo =0 g.s.;
(11) se 0 <s <t, allora W; — Wy ha distribuzione normale gaussiana
—(z—p)?
N07t—8 (Nup_z = me 2052 )/’.

(11i) se 0 < u < s <t, allora le variabili aleatorie Wy — Wy e W,, sono
tra loro indipendenti;

(iv) W & un processo continuo da destra e da sinistra;
Il moto Browniano ¢ una F;-martingala. Infatti per ogni ¢t > 0, A > 0 risulta:
EWiin|F] = EWipp, — Wi R + EWi|F] = 0+ Wy = W,

perché W; ¢ indipendente da F; = o(Ws, s < t), e Wy & Fi-misurabile.
Anche il processo (W72 —t) & una JF;-martingala. Basta mostrare che

E[W?2, — WZ|F] = h.

Scrivendo W2, ,, —W7 nella forma equivalente (Wi —Wy)2+2Wy (Wip,— W),
ed essendo (Wi, s — W;)? indipendente da J;, ed W; F;-misurabile, si ha:

EWZ, — WP F] = EWip — Wi +0=h.

E cosi mostrato che il moto Browniano W ¢ una martingala normale. Risulta
inoltre:

EW;] =0, e E[W2 =t perognit
Si ha quindi

[W|:=E[W?] =t per ogni fissato t > 0.

5Dal francese: continue a droite, limitée a gauche (continuo da destra, limitato da
sinistra).

"Il processo (X;) ha incrementi stazionari indipendenti se, presi ad arbitrio s,t, h > 0,
Xi+n — Xt ha la stessa distribuzione di Xs4pn — Xs.
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Teorema 9.4.2 (Lévy) Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita con filtra-
zione (Fi)e>0.
Una Fi-martingala normale N = (N¢)¢>o che sia continua da destra e da

L. q.s. . .
sinistra, e tale che No =0 é un moto Browniano.

Nota. Partendo da un moto Browniano W = (W;);>0 , Wiener ha
costruito una misura sullo spazio delle funzioni reali continue su Ry, con-
centrata sulle funzioni ~,(t) = Wi(w), che, per w quasi ovunque in 2, su
ogni intervallo [0,¢] sono cammini non rettificabili, e non differenziabili in
alcun punto. D’altra parte, a livello macroscopico, il moto Browniano ha
delle sorprendenti proprieta di regolarita. Per esempio, data una funzione f
in Cy(R), per ogni t > 0, la funzione z € R — fi(z) = E[f(z + Wy)] e di
classe C* su tutto R ! Di piu, la f(¢,2) = fi(z) ¢ la soluzione della celebre
equazione del calore

ou 0%
o Yo

con condizione iniziale u(0,z) = f(x).

9.5 L’integrale spettrale forte di una funzione sca-
lare come generalizzazione dell’integrale stoca-
stico di Paley-Wiener

Un integrale stocastico, dove la funzione integranda u(t) & un processo deter-
ministico (funzione scalare), e la funzione integratrice ¢ un moto Browniano
W, ¢ stato introdotto da Paley, Wiener e Zygmund nel modo seguente.

Sia u € C§([0,1]), ossia u € CL([0,1]), con u(0) = u(l) = 0. Dato
W = (W};) moto browniano reale, l'integrale di Paley-Wiener di u rispetto a
W e

1 1
Y:/ u(t) dW, — _R/ o ()Wt
0 0

Si puod osservare come Y sia un integrale di Riemann-Stieltjes definito attra-
verso un integrale di Riemann.

L’integrale Y ¢ una variabile aleatoria in L?(Q2), con valore atteso nullo
(E[Y] = 0), e varianza pari al quadrato della norma L? della u (Var[Y] =
E[Y?]— (E[Y])? = |[ul|3). Quest’ultima uguaglianza mostra un’isometria tra
lo spazio C3([0,1]), normato con norma L?, e di elemento generico u, e lo
spazio L?(f2), cui l'integrale appunto appartiene.
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Essendo C}([0,1]) L2-denso in L?(]0,1]), data f € L%([0,1]), esiste una

successione (uy,) tale che u, N f- Dato quindi € > 0, per n, m > N
abbastanza grande, € ||u, — w2 < €.

Inoltre, la successione delle variabili aleatorie Y,, = fol uy (t) dWy & di Cauchy
in L2(Q). Infatti:

1 1
1, — Vol = B[( /0 () AW, — /O i (£) AW,)?] =

1
— B /0 (1t — 11 ) () AW)?] = [Jt — |2 < 2,

Per la completezza di L?(€), la successione (Y;,) & convergente. Resta quindi
definito l'integrale di f rispetto a W come limite delle Y,,:

1 1
/ F) W, = tim [ () AW,
0 oo Jo
Anche qui si puo osservare come un integrale di Lebesgue-Stieltjes sia stato
definito come limite di integrali di Riemann-Stieltjes.
In virtil del Teorema di estensione degli operatori®, U'applicazione f € L%([0,1]) —
[ F(t)dW, € LA(Q) & un’isometria di L2([0,1]) in L2(Q).

Vogliamo ora mostrare che l'integrale stocastico di Paley-Wiener del pro-

cesso deterministico u(t) rispetto al moto Browniano W ¢é l'integrale spet-
trale della funzione scalare u rispetto ad un’opportuna famiglia spettrale F;
in L?(€2), applicato in un dato punto.
Ricordiamo che, dato un moto Browniano reale W = (W;);>0, e fissato
T > 0, la restrizione di W all’intervallo [0, 7], ossia il processo stocastico
Wy = W, per 0 <t <T, W, = Wrp per t > T, & una martingala in Mo,
definitivamente costante, e convergente a W € L%*(Q). Per quanto visto
nella sezione 9.4 | la

E,=E[e|F;] pert>0, FE =0 pert<O0, (9.3)

con (ﬁt)tzo filtrazione naturale per W, ¢ una famiglia spettrale limitata su
[0, 7], e risulta

E,(Wrp) = W, = W, per ogni 0 <t < T.

Consideriamo lintegrale di Riemann-Stieltjes spettrale, introdotto nella se-
zione 8.2

b
RS / u(t) dE,

8Sia L un sottospazio lineare denso in (F,| - ||), e sia 7' un operatore lineare da L
allo spazio di Banach (Y, |||y tale che ||Tz|y < C||lz|| per un C' > 0. Allora esiste un
unico operatore lineare continuo T da E ad Y, tale che Tz = Tz per ogni x € L, e
[Tzlly < Cllz].
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dove u ¢ una funzione scalare, ed (F;) & una famiglia spettrale in uno spazio
di Hilbert complesso H. La formula di integrazione per parti dell’integrale
di Riemann-Stieltjes classico?, ¢ valida anche per l'integrale spettrale, e si
dimostra allo stesso modo. Quindi, se la funzione scalare u(t) ¢ integrabile
rispetto ad (E) su [a, b, risulta:

b b
RS / w(t)dBy + 55 [ B, du(t) = u(b) B, — u(a)E,,

a

dove con RSf; E; du(t) si intende il limite del net y . (u(ty) — u(tr—1)) Ee,
lungo l'insieme orientato (P, <) delle partizioni marcate di [a, b].

Siano ora a = 0, b =1, H = L*(Q), u € CA([0,1]), W = (Wt)tefo,1) moto
Browniano ristretto all'intervallo [0, 1], ed E; come in (9.3). Essendo, per
il teorema 8.2.3, ogni funzione scalare continua Riemann-Stieltjes integra-
bile rispetto ad ogni famiglia spettrale limitata, e applicando la formula di
integrazione per parti, si ha:

1 1
[RS/O u(t) dEy)] - Wi = (u(1)E; — u(0)Ep) - Wy — [#9 i E,du(t)] - Wy =

1 1 1
=B Edu@)] - Wy == E,W)du(t) = -1 W,du(t) =
0 0 0

1
— _R / u' ()Wt
0

Quindi 'integrale stocastico di Paley-Wiener su [0, 1] di un processo determi-
nistico u rispetto ad un moto Browniano (W;),eo,1] ¢ l'integrale di Riemann-
Stieltjes spettrale di u rispetto alla famiglia spettrale (E;) associata a (W),
calcolato in Wj.

9.6 L’integrale stocastico di It6

Nel seguito W = (W)¢>0 € un moto browniano reale su uno spazio di pro-
babilita completo (Q,F, P), con (Ft)¢>o filtrazione naturale per W.

K. Itd ha definito un integrale stocastico che estende quello di Paley-Wiener,
dove le funzioni integrande sono processi stocastici X = (Xy)sepo,7] in L*(Q2)
con le seguenti proprieta:

(i) X & progressivamente misurabile rispetto alla filtrazione (F).e(0,7)

(ii) fOT E[X?] dt esiste finito .

9y. sezione 1.5.
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Denotiamo il loro insieme con L2(Q, Fr), che, con la norma indotta da
L2([0,T] x ©),1% & un suo sottospazio chiuso, e quindi esso stesso & uno
spazio di Hilbert.

In analogia con la costruzione dell’integrale di Paley-Wiener, si definisce l'in-
tegrale di It6 per una opportuna classe di funzioni densa in L.2(2, Fr), e poi
si estende a tutto lo spazio con un passaggio al limite.

Consideriamo il sottospazio lineare di IL2(€2, Fr) dei processi semplici

Xp(w) =D [Xp,_, (@) Xty 1,0 (O] + X7(w) X479

Jj=1

dove 0 =19 <t1 <...<t, =T, e Xy € Lz(Q,]-}j,P), e lo denotiamo con
L%(Qv ]:T)
L’integrale di It6 del processo semplice X rispetto a W é definito dalla

T m
/ XpdWy =Y Xy, (Wi, = Wy,_,)
L’insieme L%(€2, Fr) ¢ L?-denso in L?(Q, Fr), e si pone

T T
/ Xt th = lim q)n,t th,
0

n—oo 0

dove (®,, ) & una successione di processi semplici L?-convergente ad X.

Una definizione equivalente. Sull'intervallo [0,7], sia data la suc-
cessione di partizioni (Pp)peny = {0 = ton < t1n < ... < tpn =T}, con
thn = 2T .

Dato X = (X)) in L2(Q, Fr), il limite in norma L? della successione
delle somme di Riemann-Stieltjes, con marcature £ = ({,ﬁ”))k:h..m, con

52") = t}—1n, Ossia

RS(P,) = Z thfl,n(Wtk,n - Wtkn,l )
k=1

é detto integrale di It6 di X rispetto a W.

Qui di seguito sintetizziamo le principali proprieta dell’integrale di Ito!t.

L2([0,T] x Q) := L2([0,T] x Q,B[0,T] x F,dt ® P), dove dt & la misura di Lebesgue
su B([0,T)).

" Trattazioni piil estese dell’integrale di Ito si trovano in A. Pascucci [24] pp. 199-219 |
e in A. Bobrowski [4] pp. 139-146 .
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L’integrale di Itd6 come martingala. Sia X = (X;)s>0 un processo
stocastico tale che, per ogni t > 0, la restrizione di X a [0, ] sia in L?(Q2, ).
Il processo stocastico (Y3)i>0 ,

¢
Y, = / X dW
0
¢ una martingala continua.

L’isometria di It6. L’applicazione
T
X (g / Xt th
0

¢ un’isometria dallo spazio L%(Q, Fr) ad L*(£2), essendo

T
|| /0 X, dWil 2 = (X2

In virtu del Teorema di estensione degli operatori, 'integrale di 1t6 & un’iso-
metria lineare da tutto L2(Q, Fr) a L*(Q).

Estensioni dell’integrale di It6. Vi sono diversi modi di generaliz-
zare la nozione di integrale di It6. Per le integrande, si possono indebolire
le condizioni di misurabilita ed integrabilita, e ottenere limiti di integrali di
processi semplici in probabilita, e non in L?. Per quanto riguarda invece
Iintegratrice, si possono considerare processi diversi dai moti Browniani. Le
pitt note estensioni sono relative ad integratrici che sono martingale normali,
o martingale locali continue.

9.7 L’H-integrale stocastico spettrale come genera-
lizzazione dell’integrale di 1to

In 8.8 abbiamo introdotto l'integrale spettrale di Riemann-Stieltjes

T
RS / A(t) dM;
0

dove la funzione integratrice t € [0,T] — M; = E;M (FE; famiglia spettrale
continua da destra e limitata su [0,77]) & una martingala astratta in uno spa-
zio di Hilbert H, ed (A(t))¢c[o,7] ¢ una famiglia di operatori lineari continui in
Syr, completamento dello spazio Sy degli H-processi semplici £ys-adattati
in [0, 7.

V. Tesko [28] ha mostrato che tale integrale generalizza 'integrale stocastico
di Ito di processi in L2(Q, Fr) rispetto a funzioni integratrici che sono mar-
tingale normali.
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Pit precisamente, ora H & L?(Q, F, P), con (2, F, P) P-completo, munito
di una filtrazione (F3);c(o,7] continua da destra, con Fo = {0, Q}, Fr = F, e
(Nt)iejo,r] € una Fi-martingala normale. Non & restrittivo supporre No = 0.
Segue, dalle proprieta delle martingale che

Ny = E[Np|F).

Abbiamo visto che E[e|F;] & un projettore ortogonale nello spazio L?(Q, F, P)
sul suo sottospazio L%(§2, F;, P) , e che, inoltre la corrispondente funzione a
valori projezioni

Fy=0 pert<O
E,=E[e|F] per0<t<T
Er=1 pert>T.

¢ una famiglia spettrale in L%(Q).
Cosi, la martingala normale (Nt)te[O,T] puo essere interpretata come una
martingala astratta, cioe:

t € [0,T] — N; = E[Np| 7] = E:Np € H.

Nello spazio L?(€2, F, P) si pud quindi construire ’'H-integrale stocastico di
Riemann-Stieltjes rispetto alla martingala normale (N;);c(o,7)-

Sia X = (X;)se(o,r] un processo F-adattato in L?(Q, Fr). Consideriamo la
funzione Ax, definita su [0, T, a valori operatori di moltiplicazione in L?(£2)

te0,T)— Ax(t),  Ax(t):G e L*(Q)— X,G € L*(Q). (9.4)

Tale funzione assumera il ruolo dell'integranda A(t) nell’H-integrazione ri-
spetto alla martingala astratta N, = EyNrp.

In 8.8 abbiamo introdotto una misura reale positiva associata alla mar-
tingala astratta EyM :

a € B([0,T]) — par(a) = (B(a)M, M)y, = ||E(c) M|

dove E(«) & la misura (definita in 8.5) generata dalla famiglia spettrale (Fy).
In questo contesto, la corrispondente py,. ¢ la misura di Lebesgue su B([0, 7).
Si ha infatti, per a« = [0,¢] C [0,7T] :

pny ([0,8]) = 1E([0, 1) Nz 15 = |(Eryo — Eo—o)Nrll5 = | Nil|3 = B[N?] = t.

Per quanto riguarda invece la famiglia crescente £y = (Lar(t)) di operatori
lineari in H, limitati da Hps(¢t) ad H, dove Hps(t) ¢ lo span dell’insieme
{(Esy, — Es;)M = ]s1,s9] C|t, T}, risulta che la Lp7(t)-misurabilita in H ¢
equivalente alla classica Fy-misurabilita in L2(Q2). Pit precisamente, vale il
seguente
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Lemma 9.7.1 Sia 0 <t < T. Per un dato X € L*(Q), l'operatore Ax di
moltiplicazione per la funzione X in L*(Q) ¢ Ly, (t)-misurabile se e solo se
la X ¢ Fy-misurabile. Inoltre, se X € L*(Q) ¢ Fy-misurabile, risulta

[Axllzn, ) = 1AX l2pp o) = [ XNl2, t<s<T (9-5)

Dimostrazione. Sia X € L?({2) F;-misurabile. Mostriamo che 'operatore
Ax ¢ Ly, (t)-misurabile.

Tenendo conto che X ¢ Fi-misurabile, che (N¢) ¢ una martingala normale, e
che la o-algebra Fy ¢é triviale, per ogni intervallo sy, s2] C|t, T, risulta

[Ax (Ns, = N3 = X (Ns, = N3 = E[X?(Ny, — Ny, )?]

= E[X*(N;, — Ny,)?*|[Fo] = E[X?E[(Ny, — Ny, )?|Fo, ]| Fo) =

= E[X?E[(Ns, — Noy)*|Fs]] = E[X?(s2 — 51) = E[X?[E[(N, — Ny,)?] =
= ”XH%”st - NSI”%’

In modo analogo si pud mostrare che
IAxGI3 = |IXIZIGIE, G € Hu,(t) = span{Ns, — Nuy | Js1, s2] C]t, T]}.

Quindi Ax € Ly, (t), e inoltre vale la (9.5).
Mostriamo ora che Ax é parzialmente commutante con F, cioé che

AxE,G = FE,AxG, Ge€ HNT(t), s € [t,T].

Poiché X € L?(Q) ¢ F-misurabile, ed FG € L?(€), allora, per ogni s € [t, 77,
ed ogni G € Hy,(t), si ha

AxE,G = XE,G = XE[G|F,] = E[XG|F,] = E,AxG.

E cosi provata la prima parte del lemma. Mostriamo adesso che, se per
un dato X € L%(Q), Poperatore Ax ¢ Ly, (t)-misurabile, allora X & F-
misurabile.

Giacché Ay & un operatore Ly, (t)-misurabile, per ogni s € [t,T]

AxE,G = E;ZAxG, G € Hn, (1),
0, equivalentemente,
AxE[G|F] = E[AxG|F], G € Hn,(t). (9.6)
Sia s € t,T], e |s1,s2] C |t, s]. Poniamo
G := N, — Ns, € Hn,(t).
Evidentemente, G & Fs-misurabile, e

AxE[G|F,)| = AxG = XG,  E[AxG|F,] = E[XG|F,] = GE[X|F,].

109



Usando la (9.6), otteniamo
XG = GE[X|F].
Si ha dunque
X =E[X|F], selt,T].

Poiché, per ipotesi, famiglia spettrale s € [0,T] — E; = E[e|F,] € L(H)
¢ continua da destra, 'ultima eguaglianza vale per s = ¢, e quindi X & Fy-
misurabile. [

Come semplice conseguenza del Lemma 9.7.1, si ottiene finalmente:

Teorema 9.7.1 (V. Tesko) Sia X = (Xy)ieo,r)] un processo stocastico in
L2(Q), misurabile. La famiglia (Ax(t))sepo,r) di operatori di moltiplicazione
data dalla (9.4) ¢ H-integrabile rispetto alla martingala normale N se e so-
lo se X € L2, Fr). In tal caso, I’H-integrale stocastico di (Ax(t))eo,r]
rispetto alla martingala astratta N = (EyN7)c0,1) coincide con ['integrale
stocastico di It6 di X rispetto ad N, ossia

T T
RS / Ax(t) d(E,N7) = / X, dN;.
0 0
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