ALMA MATER STUDIORUM - UNIVERSITA DI BOLOGNA

SCUOLA DI SCIENZE
Corso di Laurea in Matematica

LA CORRISPONDENZA DI GALOIS
PER POLINOMI DI TERZO E
QUARTO GRADO

Tesi di Laurea in Algebra

Relatore: Presentata da:
Chiar.mo Prof. Mirea Di Tonno
Monica Ida

I Sessione

Anno Accademico 2013/2014






Alla mia famiglia.






Indice

Introduzione
1 Richiami e notazioni

2 1l discriminante

3 Risolubilita per radicali di un polinomio

3.1 Risolubilita per radicali . . . .. .. ... ... oo

3.2 Radici di un polinomio di grado 3
3.3 Radici di un polinomio di grado 4

4 La corrispondenza di Galois per polinomi razionali di terzo grado:

esempi

4.1 Esempio 1: un polinomio cubico razionale con una radice in R\ Q e due
radiciin C\R . . . .. ..
4.2  Esempio 2: un polinomio cubico razionale con tre radici in R\ Q . . . . .

5 La corrispondenza di Galois per polinomi razionali di quarto grado:

esempi

5.1 Esempio 3: il polinomio (22 — 2)(z% — 3)

5.2 Esempio 4: il polinomio z* +1 . . . .. . ... ... ... ... ... ...

Bibliografia

iii

11
11
12
15

19

19

27
27
31

38






Introduzione

Questa tesi nasce dal desiderio di comprendere meglio la corrispondenza di Galois tra-
mite un certo numero di esempi studiati nel modo piu approfondito possibile.

In ognuno degli esempi si parte sempre dal gruppo di Galois di un polinomio f a coef-
ficienti razionali; si determina il campo di spezzamento FE di f come sottocampo di C,
e si studiano poi tutte le estensioni intermedie dell’estensione di campi E/Q mettendole
in relazione con i sottogruppi del gruppo di Galois dell’estensione G.

Se f € Q[z] ha grado 2 ed ¢ irriducibile su Q, non ¢’¢ molto da dire; se a; e ag sono le
sue radici complesse, allora £ = Q(a1) = Q(aw), [E : Q] = 2 e quindi |G| = 2, quindi
G = Z5 ha solo due elementi, l'identita e ’automorfismo

EFE—F
a+ bay — a + bas Va,b € Q

e non ci sono ovviamente sottogruppi propri.

D’altra parte non appena il grado di f cresce anche di poco, i calcoli necessari a capire
chi € G e a comprendere appieno la corrispondenza di Galois possono diventare molto
complicati.

In questa tesi ci siamo interessati a polinomi di grado 3 e di grado 4.

In alcuni degli esempi studiati le radici del polinomio non si calcolano con metodi ele-
mentari; poiche, come ¢ ben noto, le equazioni algebriche di terzo e quarto grado sono
sempre risolubili per radicali, mentre cio € in generale falso per il grado > 5; abbiamo
quindi studiato le formule risolutive generali per polinomi di terzo e quarto grado (Ca-
pitolo terzo).

Nel capitolo 1 richiamiamo il teorema fondamentale sulla corrispondenza di Galois e
alcuni altri utili teoremi, e stabiliamo le notazioni.

Nel capitolo 2 introduciamo e studiamo il discriminante di un polinomio di grado qual-
siasi e i suoi legami con il gruppo di Galois del polinomio.

Nel quarto capitolo diamo due esempi di polinomi di terzo grado irriducibili su Q, uno
con tre radici reali e I'altro no, che esauriscono in effetti tutti i casi possibili.

Nel quinto capitolo studiamo in dettaglio due esempi di polinomi di quarto grado, uno
irriducibile su Q e I’altro riducibile.






Capitolo 1

Richiami e notazioni

In questa tesi diamo per nota la Teoria di Galois e tutte le nozioni di Algebra necessarie
a comprenderla; si puo far riferimento, ad esempio, a [3, Garling], o a [7, Cohn].

Nel seguito stabiliamo le notazioni che useremo nei prossimi capitoli e ricordiamo solo
alcuni punti fondamentali della Teoria che verranno utilizzati in seguito.

Sia E//K una estensione di campi; tutte le estensioni che consideriamo sono finite, e

[E : K] := dimg E denota il grado dell’estensione.

Se F/K & un’estensione di Galois, denotiamo con G il suo gruppo di Galois:

G =Gal(E/K)={0 € AutE,o(z) = zVz € K}.

Sia ora K un campo di caratteristica 0, f € K|z] sia un polinomio e sia F il campo di
spezzamento di f su K.

Se f & irriducibile, oppure ¢ riducibile senza radici multiple, allora E/K & normale e se-
parabile, pertanto ¢ un’estensione di Galois; chiameremo Gal(E/K) il gruppo di Galois
di f su K; e lo denoteremo anche con Gal(f).

Teorema 1.1.
Sia E/K un’estensione di Galois e sia G = Gal(E/K). Valgono i fatti sequenti:

1. C’¢ una corrispondenza biunivoca ¢ che rovescia le inclusioni:

{F|K CF CE torre di sottocampi} 2 {H|H sottogruppo di Galois}
F+— F*:={geGlg(zx) =aVzx e F}

con tnversa
-1
(zeEh(z)=aVhe H = H* &~ H

Si ha: |H|=[E:H*] ,(G:H)=[H": K]
In particolare G* =K e E*=1 e |G|=[E: K]



2. Siano H,T sottogruppi di G; allora H e T sono sottogruppi coniugati tramite una
o€ G:H=0To"1 seesolose H* e T* sono sottocampi coniugati tramite o,
cioe H* = o(T™).

Ne seque: H < G < H* /K ¢ un’estesione normale e in questo caso Gal(H*/K) =
G/H.

In questa tesi utilizzeremo questo teorema per K = Q ed £ C C campo di spezza-
mento di un polinomio f su K.

Teorema 1.2.

Sia f € K|x]| un polinomio separabile di grado n, E un campo di spezzamento di f su K
e sia R ={a1,....,an} Uinsieme delle radici di f. Allora se o € Gal(f),Va; € R si ha
o(a;) € R, quindi se S(a, ....,ay,) denota il gruppo simmetrico sull’insieme delle radict,
st ha una mappa

Y Gal(f) — S(ag, ..., ay)
(03] Qp
g (o’(al) J(an)>

La mappa ¢ € un morfismo iniettivo di gruppi.
(St veda ad es. [Garling] Th. 11.6)

Proposizione 1.3.

Nelle ipotesi del teorema precedente, se f é irriducibile, Gal(f) agisce transitivamente su
{ou, ..., o}, cioé per ogni o, o € {ou, ..., o}, esiste o € Gal(f) tale che o(a;) = a;.
(St veda ad es. [Garling] Cor 2a Th. 7.5)

Notazione

Nel seguito se f € K[z] & un polinomio separabile di grado n con radici az, ....ay, nel
campo di spezzamento FE, identificheremo il gruppo simmetrico S,, delle permutazioni
su {1,....,n} con il gruppo simmetrico S(ay, ...., ;) delle permutazioni su {aq, ...., an},
per cui a volte scriveremo ad esempio (12) per denotare la permutazione (o az).
Inoltre Gal(f) verra identificato con la sua immagine nel morfismo iniettivo ¢, quindi
verra considerato come sottogruppo di S,; per cui (12) o (a1 a2) pud denotare, nel
seguito, 'automorfismo ¢ di E che scambia le radici a; e ao e lascia fisse tutte le altre,
modulo 'essere certi che un tale automorfismo esista.



Capitolo 2

Il discriminante

Nel seguito K denota sempre un campo.

Definizione 2.1.
Sia f € K[x] con carK # 2, siano aq, o, ..., a, radici di f nel campo di spezzamento L,

poniamo
0= H (Oéj — Oéi)
1<i<j<n
Se f ha radici multiple § = 0, contrariamente nel caso in cui f & un polinomio separabile

5 0.

La quantitd A = 62 & chiamata discriminante di f.
A= H (aj — ai)Q
1<i<j<n

Osservazione 1.
E bene notare che ¢ dipende dall’ordine delle radici, mentre A no.

In pratica non e difficile calcolare il discriminante. Dalla proposizione 2.1 segue che la
quantita 0 & data dal determinante di Vandermonde:

1 1 1
aq Qg anp
0= H (aj —ay) = )
1<i<j<n :
=)= -1 n—1 n—1
of oy al

Proposizione 2.1.
Siano ay,...,a, € K con carK # 2 e sia V la matrice di Vandermonde quadrata di
ordine n cost definita:

1 1 1
aq a2 (079
V= .
-1 n—1 n—1
o Q9 Qp



Allora si ha:
det(Vy= [ (0 — o)

1<i<j<n

Dimostrazione
Se o, = avj, per una coppia i, jo allora detV =0 e

I[ (@j—ai)=0

1<i<j<n

quindi la proposizione ¢ vera; possiamo quindi supporre o; # «; se i@ # j. Procediamo
per induzione su n.
Per n = 2 si ha:

1 1

det(V) = o an

=(—a)= [ (aj—au)

1<i<j<2

Quindi I’enunciato e verificato per n = 2, supponiamo che sia vero per n— 1 e proviamolo
per n.

Il determinante puo essere calcolato sottraendo ad ogni riga la riga precedente moltipli-
cata per o

1 1 1 1

0 g — Q1 Qs — aq oy — O
det(V) =0  oz(az—a1) aglas—a1) .. an(om — o)

: n—2 ' n—2 . n—2

0 ay “(w—a1) a; “(ag—a1) ... ap *(a, —ai)

dividendo, poi, ogni colonna j-esima(tranne la prima) per il termine a; — oy # 0 che
viene portato fuori dalla matrice si ha:

1 (ag—a))™t (ag—a1)™t .. (ap—ag)™?
0 1 1 1 .
det(V) =0 fe%) as ap . H(aj —ay) =
) . ) i
0 ag_Q ag_2 an—2
1 1 1
e %) Qs Qy, n
| : - o H<aj —a1)
-2  n-2 noa| 172
al ay ay

Infine applicando l'ipotesi induttiva per la matrice di ordine n — 1 si ottiene:

n

det(V)=( [[ (@j—a)( I] (@-a)= ] (- 0

2<i<j<n 1=i<j<n 1<i<j<n



Proposizione 2.2. Nelle notazioni di definizione 2.1 si ha:

n )\1 )\n—l
A Ay . A
A = H (O(j — Oéi)2 = det . . .n
1<i<j<n : T :
/\n—l )\n )\Qn_Q
dove \j = ozji + o+ oz%.
Dimostrazione
Dall’osservazione 1 abbiamo visto che
1 1 1
o1 a9 Qay,
0= .
04171 Oégil az—l
1 1 1
aq a9 (7%
Sia A =
o™t ol L ap!

Se moltiplichiamo tale matrice per la sua trasposta otteniamo:

n )\1 )\n—l
Ao At A A M
)\n—l An )\Qn_Q

dove \; = a{ + .+ oz%.
Il determinante di quest’ultima matrice, per il teorema di Binet, é:

det(A- A") = det(A) - det(A") = (detA)* =[] (0; — )’

1<i<j<n
Quindi
n M An—1
A =6 = (detA)? = det | . Af An
An—1 )\n A2n—2



Definizione 2.2.
Un polinomio h € Klt1, ...., t,] & detto simmetrico se h(t1, ..., tn) = h(ty(1); s to(n)) VO €
Sh.

I polinomi simmetrici elementari in n variabili sono:

S1 = Sl(tl, ....,tn) =t1+ ... +1tn,

S9 = Sz(tl, ....,tn) = Z titj,

1<i<j<n

Sn = Sp(t1y estn) =t1 - to - - Ly,

Teorema 2.3.
Sia h un polinomio simmetrico in Klti,....,t,]; allora esiste un unico polinomio g €
K[xy,....,xy)] tale che

f(tla >t7’L) = 9(51, sy STL)

Dimostrazione
(Si veda per esempio [Garling], teorema 19.4)

Osservazione 2.

Sia f € KJ[z] un polinomio monico con radici a1, ....,a, in K; allora possiamo scrivere
_ _ -1

f=(@—a1) - (x—ay) =2" —s1(a1, e, )™+ ooco + (=1)"sp (1, ooy i)

Corollario 2.4.

Sia f un polinomio monico, siano ay, ...., o, le sue radici nel campo di spezzamento L,

e sia \j = 0471 +otad per j > 1. Allora le \; si possono scrivere (in modo unico) come
polinomi nei coefficienti di f.

Dimostrazione
Le Aj sono polinomi simmetrici nelle aq,...., a,, quindi per il teorema 2.3 si possono
scrivere (in modo unico) come polinomi nelle s1(ayq, ..., @), ...y Sp(Q1, ...., @), che sono,

eventualmente a meno del segno, i coefficienti di f.

Osservazione 3.
E possibile esprimere il discriminante A di un polinomio f partendo dai coefficienti di f
e senza conoscere le radici di f. Infatti possiamo supporre f monico e concludere grazie
al corollario 2.4.

Proposizione 2.5.
Sia f = 3 4 px + q, allora:

1. =0, Xo=-2p, A3=-3q, \=2p?

2. A = —4p® — 274>



Dimostrazione
1. Possiamo scrivere f come:
B 4pr+q=(r—a)(r—a)(z—asz)
Allora otteniamo:
—op —ag—az3 =0
Q102 + a1a3 + a3 = p
-0y =(q
Quindi
Al=a1+az+a3=0
Xo=of+a3+ a3 = (a1 +az+a3)® —2(a1a2 + a1a3 + asaz) =
= —2p
A3 =a}+as+ a3 =(a; + a2 +a3)® — 3atas — 3ataz — 3a3a;
— 304%043 — 304%041 — 304%042 — bajagag =
= —3ai(aag + arag + asag) — 3as(arag + arag + asas)
—3ag(aras + ajas + asas) + 3arasas =
=3(—a1 — ag — az)(a1as + agag + asas) — 3(—ajasas) = —3q
A=+ 0y + a5 = (o] + a3 +a3)? - 2(afad + afaf + ajad) =
= (—2p)% = 2[(a109 + a1a3 + aza3)? — 202 asas — 20303
— 20 a003] = 4p* — 2[p? + 2(—a1anas) (o) + ag + a3)] =
= 4p* = 2(p* 4 0) = 2p”

2. Calcoliamo ora il discriminante.

3 A e
A=A A A3
A2 A3 A4

Quindi
A =3 + 22010003 — A3 — 32 — AT =3\ — A3 —3)0% =
=3(—2p)(2p°) — (—2p)* — 3(—3¢)*> = —12p” + 8p° — 27¢° =
= —4p® — 274° U

Teorema 2.6.

Sia carK # 2, f € Klx|,degf = n, L il campo di spezzamento di f su K,e A il discri-
minante di f.

Allora A =0 se e solo se f ha radici multiple in L.

Se A # 0, detto G = Gal(L/K) il gruppo di Galois di f, si hanno le due possibilita
sequenti:



a) se A ha una radice quadrata in K, allora G C A,

b) se A non ha una radice quadrata in K, allora G € A,,.

Dimostrazione
Ricordiamo che

1<i<j<n

dove aq, ...., o, sono le radici di f in L.
Quindi A =0« § =0 < f ha almeno una radice multipla.
Supponiamo ora A # 0; se o € (G allora

o@)= Tl (olay) ~oa) =e5d

1<i<j<n

dove e, = 1 se ¢ e una permutazione pari di aq, ....,a, € €, = —1 se ¢ € una permutazione
dispari di aq, ...., ay,.

Se A ha una radice quadrata in K, allora § € K; dato che K = G*, § viene fissato da
ogni elemento di G, cioe ¢, = 1Vo € G, quindi G C A,,.

Se A non ha una radice quadrata in K, allora § ¢ K = G*, quindi esiste almeno
una o € G tale che o(d) # 0, cioe esiste almeno una o € G tale che ¢, = —1, cioe
G ¢ A,. O

10



Capitolo 3

Risolubilita per radicali di un
polinomio

Convenzione

Sia o = pe® un numero complesso # 0, p = |al, e sia 6 il rappresentante del suo argo-
mento tale che 0 < 6 < 27.

Nel seguito denotiamo con {/« la radice n—esima di « tale che un rappresentante del
suo argomento sia %.

Quindi ad esempio se n = 2 \/a = Ja denota la radice quadrata con parte immaginaria
> 0se a ¢ R, esea e RT, in accordo con la terminologia corrente, \/a denota la
radice quadrata > 0.

Le due radici quadrate di « sono y/a e —y/«; le tre radici cubiche di « sono, come ben

noto, ¥/, Jaw e Yaw?, dove w = €'3 & radice terza dell’unita.

3.1 Risolubilita per radicali

Definizione 3.1.
Siano K C L un’estensione di campi e 8 un elemento di L, si dice che 8 ¢ un radicale su
K se " € K per un qualche n > 0.

Definizione 3.2.
Un’estensione K C L ¢ detta estensione per radicali se esistono dei campi intermedi

K=LyCL1<C..CL,_1CL, =1L

tali che L; = L;—1(f;) con B; radicale su L;_; per 1 <i <.
Quindi K C L & un’estensione per radicali se L. & ottenuto aggiungendo progressivamente
radicali.

Facciamo un esempio per capire meglio i concetti sopra enunciati.

11



Esempio

Sia f = (22 — 2)(2? — 3) € Q[z].

Se indichiamo con L = Q(v/2,v3),L1 = Q(v2),Ly = Q, si ottiene che Q C L &
un’estensione per radicali poiche:

Q=1LoC L CL=Q(\W2v3)

e Ly = Lo(v/2) con /2 radicale su Lo;
L = L1(v/3) con v/3 radicale su L;

Definizione 3.3.
Sia f € K|[z], diciamo che f & risolubile per radicali se esiste un’estensione per radicali
K C L tale che f si spezza completamente su L.

Osservazione 4.
L non deve essere necessariamente un campo di spezzamento per f.

Il problema che sorge & quello di determinare se un f € KJ[z| & risolubile per radicali
o meno e, in caso di risposta affermativa, trovare un algoritmo per calcolare le radici dif.

Nel seguito mostriamo che un polinomio in Q[z] di grado 3 o di grado 4 & risolubile
per radicali, con un calcolo esplicito delle radici nel caso piti generale che il polinomio
sia a coefficienti complessi; dato che siamo interessati solo alle radici possiamo supporre
che il polinomio sia monico.

3.2 Radici di un polinomio di grado 3

Premessa
In questo capitolo lavoriamo sul campo dei numeri complessi.
Sia f un polinomio cubico, monico, separabile e irriducibile in Clz]:

f:$3+a2$2+a1$+a0

E possibile semplificare I'espressione di f eliminando il termine di grado 2; per fare
questo occorre ‘ completare il cubo’. Poniamo g(z) = f(z — % ).Si ha:

a9 a9 a9
g(a:):(:U—E)?’—i—ag(x—E)Q—i-al(:z—?)—i-aoz
2 3 3 2
:az3—a2m2+%az—;%4—&29024—%—%:64-@133—%—1—%:
2 3
- ] 20y _ a2 —
=z° + ( 3+a1)m+(27 3 + ap)
:x3+px+q

12



d - B o= 203 _ agay
ove p = aj 3 €q=ap+ 5 3 -

Se y1,y2,y3 sono le radici di g allora le radici di f sono y1 — %, y2 — %,y3 — 4. Quindi
¢ sufficiente determinare le radici di g; abbiamo ridotto, cioe, il problema al caso in cui
il coefficiente del termine di grado 2 sia nullo.

Se p =00 q =0, le radici si trovano in modo ovvio, per cui possiamo supporre p # 0 e
q#0.

Per risolvere
z3 + pr+q=20

consideriamo la seguente sostituzione per z # 0:

z=z- L
3z
Quindi si ha:
2 3 2
_Py3 _r _3 P P =
R S M A e S A
3 p’
AT~ R
Moltiplicando per z* si ha:
3
6 3 p
S —)
z2° 4+ z2°q 97

A primo impatto ’equazione trovata non sembra utile, in quanto partendo da un’equa-
zione di terzo grado siamo giunti ad una di sesto; ma possiamo notare che quest’ultima

puo essere riscritta come:

p3

27
Da questa, otteniamo (si ricordi la convenzione 1):

_ 2 4 4
3 g+ q+27:_gi /f+ﬁ
2 2 4 27

Ne segue che z € una delle 3 radici cubiche di —4 + 4/ % + }27% o una delle 3 radici cubiche

. 2 3 . . . -
di —4 — /% + & troviamo cosi le sei soluzioni della 3.1.

Poniamo
. 2 3
I o P
Zl_\/Q VY T
2

Le altre due radici si ottengono, quindi, moltiplicando z; per w e w”.
Poiche le radici di 3.1 sono # 0, possiamo porre:

() + ¢ — - =0 (3.1)

e P
321

13



allora

P
_ — gy — 3.2
1 =2z1tz2=2 3 (3.2)

¢ una radice di 22 + px + ¢. Per vedere quanto vale 2z osserviamo che

inoltre

In definitiva si ottiene che 2o € quella tra le radici cubiche 7 := {’/ L=/ % + 12)%7 nw, Nw?

tale che 2122 = —£; sia duque j tale che 0 < j <2, e 2 = w - 6/_2‘1— %—F’Z’—i.

Dalla 3.2 abbiamo visto che 21 = 21 + 22 & una radice di 2% +pz+q, scegliendo z; e 2o
come sopra. Per ottenere le altre radici, osserviamo che 3.2 da una radice ogniqualvolta
le radici cubiche sono scelte in modo che il loro prodotto sia —p/3.

Per esempio, se utilizziamo la radice cubica wz; osserviamo che

2 p
Wzl Wiz =21 29 = —=
3
Questo mostra che x5 = wz; + w?zy & un’altra radice. Analogamente, usando la radice
w?z; possiamo vedere che
2 p
W21 Wzg =21°29 = ——
3
di conseguenza, x3 = w2z, + w2y & la terza radice cercata.
Inoltre i ruoli di 21 e 29 sono intercambiabili, perche se zo = —% allora z; = —ﬁ,

quindi ’aver scelto la radice quadrata +1/ % + % non ¢ restrittivo.

Concludiamo, dunque, affermando che le radici di g(x) = 2% + px + ¢ sono date da:




Queste sono chiamate formule di Cardano.

Possiamo concludere il nostro studio osservando che, poiche ci siamo ridotti ad un polino-
mio del tipo z2 + px + ¢,& gia noto il valore del discriminante. Infatti, dalla proposizione
2.5 vista precedentemente nello studio del discriminante, sappiamo che

A = —4p3 —27¢°

E quindi, possibile riscrivere le radici di g utilizzando il discriminante e, in particolar
modo, z1 e z9 possono essere scritti nella formas:

O e Y S S B e S N
1=\ 2 4.27 T 2 4.97

3.3 Radici di un polinomio di grado 4

Come nel caso del grado 3, possiamo supporre che il polinomio di quarto grado di cui
cerchiamo le radici sia monico, dividendolo eventualmente per il suo coefficiente direttore.
Sia quindi f un polinomio di grado 4, monico e irriducibile in Clz]:

f= z? +a3x3 + agz? + a1z + ag

E possibile ricondurci ad un polinomio pit semplice eliminando il termine di grado 3;
per fare questo poniamo g(z) = f(z — %); le radici di g danno le radici di f.
Si ha:

as as as as

g(x) = (z 4)4+a3(m— 4)3+a2(x— 4)2—|—a1($— 4)+a0:
3a2 a3 al a2 3a3 al
_ 4 3,903 o O3 az 3 a3 o 903 a3
=z asx” + 3 T 16x+256+a3x 4x + 1696 64+
2
aza asa ala
agx? + 362_ 223x+a1x—%+a0:
2 3 4 2
! 2,03 az G203 _3& agaz  aias _
=2z +x(8—|—a2)+:1:(8 5 ar) + ( ol 16 1 aop)
x4+pw2+qm+r
2 3 4 2
conp:%?’—l—ag,q:%—%—i—aler:—%—kai?—a14“3+a0.
Possiamo supporre ¢ # 0 (se ¢ = 0,9 = 0 si risolve come una equazione di 2° grado in

z?).

Cerchiamo di individuare le radici di g, per fare questo possiamo utilizzare un metodo
introdotto da Cartesio che consiste nello scrivere g come prodotto di due polinomi di
secondo grado monici aventi il coefficiente di x opposto.

Poniamo quindi

g(x) = (2% + uzx +v)(2? — uz + w). (3.3)
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Da 3.3 si ha:

4 3

(2% + uz +v)(2? — vz + w) =z — vz + wr* + ur® — v?2® + vwr + v’
uvxr + VW =

=2t + 2% (w — u® + v) + 2(uw — wv) + vw
Quindi otteniamo il seguente sistema:

w4 v=p+u?
u(w —v) =¢q (3.4)

W =r

Si ha quindi: (w —v)? = v? + w? — 2vw = (v + w)? — dvw = (p + u?)? — 4r.
Elevando al quadrato i due membri, la seconda equazione del sistema 3.4 diventa:

w((p+u?)? —dr) = ¢ (3.5)
Sviluppando si ha:

u?(p? + ut + 2pu® — 4r) = ¢
ub + 2put + (P —4r)u: — 2 =0

Questa scrittura risulta essere un’equazione cubica nell’incognita u?; quindi possiamo
trovare le radici u?,u3,us (tutte # 0 perche ¢ # 0) utilizzando le formule di Cardano
introdotte nello studio dei polinomi cubici; abbiamo cosi duq, *us, £ug.

Sia w uno qualsiasi di questi sei valori, e poniamo:

Si osservi incidentalmente che  da lo spezzamento g = (22 + ux + v)(2? — Ur + W) e

—u da lo spezzamento g = (22 — ux + w)(2? + Uzr + v), cioe U e —u danno lo stesso
spezzamento di g.
Si vede che v e w cosi fatti verificano il nostro sistema, poiche:

—2 —2
mam_ P w4 P W 4 2
w+v—2+2+ﬂ+2+2 - p+u
—2 —2
T T (TR T N N T R
e R N A R A
—u(w—-17)=q
1 _ s
%w—4<@+ﬁ9—2>



Essendo u soluzione di 3.5, si ha ¢? = u?((p + u?)? — 4r); allora si ottiene:
1
vew=2((p+u?)’ = (p+u)’ +4r) =1

Quindi ognuna delle 6 radici w della 3.5 da una soluzione per il sistema 3.4, cioe da lo

spezzamento 3.3 di g cercato.
In conclusione, una volta trovati i valori di w e ¥ possiamo ricavare le quattro radici di
g, poiche queste saranno le radici di 2 + @z + 0 e di 22 — Uz + W, cioe:

—u+Vu? —4v

Ir = 9
—u —Vu? —4v
o = 9
U+ Vil — 4w
Ir3 —
2
u—Vu? — 4w
x =
4 2
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Capitolo 4

La corrispondenza di Galois per
polinomi razionali di terzo grado:
esempi

4.1 Esempio 1: un polinomio cubico razionale con una
radice in R\ Q e due radici in C\ R

Sia f =23 —5 € Q[x].

Vogliamo costruire il campo di spezzamento di f come sottocampo di C.

Iniziamo con losservare che nel campo dei complessi abbiamo tre radici: /5, /5, v/5u°
dove 1, i, % sono le radici terze dell’'unita:

= —1—21\/37 N2 _ —1—21\/3 =0

Denotiamo le tre radici di f come a; = /5, an = V/5p , az = V/5u? = ay

Consideriamo la prima radice aj. Il suo polinomio minimo su Q ¢ z® — 5, in quanto
questo polinomio monico si annulla in /5 e risulta essere irriducibile per il criterio di
Eisenstein. Quindi ’estensione Q C Q(\?’/g) ha grado 3 e non risulta essere un’estensione
normale, infatti Q(+/5) C R ma a1, s € C\ R quindi as, ag ¢ Q(V/5).

Quindi per costruire il campo di spezzamento di f su Q dobbiamo aggiungere le altre
due radici ag e as.

Su Q(+/5) f si spezza come
f=(z—V5)(x?+ Vbz+ v25),

e osservando il polinomio g = 22 + V/5x + /25 notiamo che questo risulta essere irridu-
cibile su Q(+/5) poiche se non lo fosse le sue radici as e a3 starebbero in Q(¥/5), quindi
g ¢ il polinomio minimo di as su Q(V/5).

Poniamo E = Q(+/5, az) , questa estensione risulta avere grado 2 su Q(+/5); inoltre su £
e possibile scrivere f come f = (z —a1)(x — a2)(x —ag), cioe f si spezza completamente
su F, ovvero il campo di spezzamento di f su Q & F.
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In conclusione 'estensione Q C E & un’estensione di grado 6, tale affermazione risulta
essere immediata considerando il teorema della torre; infatti:

[E: Q] =[E:Q(V5)][Q(V5) : Q] =6.

In definitiva abbiamo mostrato che aggiungendo «y e poi estendendo ancora con as €
possibile individuare il campo di spezzamento del nostro polinomio iniziale f su Q.

Proviamo ora a vedere cosa accade aggiungendo a Q prima la radice «s.

Il polinomio minimo di ap su Q & z3 — 5 per le stesse motivazioni di prima, ne viene
che 'estensione Q C Q(a2) ha grado 3 ed f sul nuovo campo Q(az2) si spezza in questo
modo:

f=(x—a)a®— 6’/51_;\/333+ %_1_21\/3)'

Poniamo h = 2% — %iﬁx + \3/25*1%“/5; ¢ possibile osservare che h e irriducibile su
Q(a), poiche le radici a; e az ¢ Q(ag2) in quanto gia abbiamo mostrato che il grado del
campo di spezzamento F su Q ¢ > 3. Mostriamo esplicitamente con un conto diretto

che a1 ¢ Q(a2).

Se a; € Q(ag) allora dovrebbero esistere a, b, ¢ € Q tali che «; si potrebbe scrivere come:
o :a+ba2+ca%

Sviluppando i calcoli otteniamo:

14 1
%—a—l—b%zz\/g—i-ce/%f/g—

= (a — b\zg — 63225) + (b%? — C\?’/%\f)z

Quindi in particolar modo dovrebbe essere b%% — c?/%# =0 ciot b—cv/5 = 0, ma
non esistono b e ¢ € Q che verificano questa equazione.

In conclusione abbiamo provato che a; ¢ Q(a2), e se una radice di h non sta in un
campo, non ci sta neanche 'altra, dato che degh = 2.

Il polinomio minimo di a3 su Q(aw) & proprio h e quindi ritroviamo che E = Q(aw, a1, a3) =
Q(ag, 1) & un’ estensione di grado 6 su Q.

Osserviamo, in ultima analisi, che aggiungendo come prima radice ag troviamo Q(as)
di grado 3 su Q con le restanti due radici che non appartengono a Q(«s) come nei due
precedenti casi.

Quindi nell’estensione E/Q abbiamo trovato 3 campi intermedi distinti di grado 3 su Q;

e cioe Q(a1),Q(a2) e Q(as).

Studiamo ora il gruppo di Galois(E/Q) che indicheremo semplicemente con G, il
quale agisce transitivamente sulle radici di 2 — 5.
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Poiche il polinomio ha grado 3, G sara un sottogruppo del gruppo S3 delle permutazioni
su tre elementi, d’altra parte essendo |G| = [E : Q] = |S3| = 6 si ha
G=25s.

Ricordiamo che S5 ha tre sottogruppi non banali di ordine 2 : Hy =< (23) >,
Hy =< (13) > e H3 =< (12) > tali che (S5 : H;) = 3 Vi = 1,2,3 ; si ha che H; £ S5
Vi=1,2,3.
Inoltre, in S3 abbiamo un unico sottogruppo di ordine 3 che indicheremo con
H =< (123) > il quale risulta avere indice 2 ed € quindi < Ss.
Soffermiamoci ora su quanto appena detto; abbiamo, infatti, osservato che G = S3. Da
un teorema enunciato precedentemente (teorema 2.6), sappiamo che G = S3 implica che
A non ha una radice quadrata in Q. Proviamolo.
Nelle notazioni della proposizione 2.5, se f =23 —5sihap=0e ¢= —5.
Calcoliamo, ora, il discriminante:

A= —4p —27¢°> = —27-25 = —675

Abbiamo quindi effettivamente dimostrato che A non ha una radice quadrata in Q poiche
—675 non ¢ un quadrato in Q.
Torniamo ora al nostro gruppo di Galois GG e osserviamo che se o € GG allora questo sara
individuato da o(«;) Vi = 1,2, 3; infatti essendo G = S5 ne segue che fissata comunque
una permutazione delle radici, esiste un automorfismo di F che permuta le radici in quel
modo.
Vediamo meglio come agiscono gli elementi di G; abbiamo G = {id, 01,02, 03, ®, $*}
dove:
(23)=01: E—EFE
a1 — o1
Q9 — O3

a3 — g

(13)=02: E—EFE
a1 — Q3
a9 — (g

a3 — o]

(12)=03: E-—F
a1 = Q9
a9 — O]

a3 — O3
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(123)=¢: E-—E
a1 = Q9
a9 — (3

a3 — o1

Utilizzando le notazioni precedentemente introdotte possiamo concludere che
Hi=<o0;> Vi=1,23, H=<¢>.

Analizziamo in modo piu approfondito Hi.

Iniziamo con il creare una base del nostro campo di spezzamento. Da quanto dimostrato
precedentemente abbiamo che E = Q(ai,a2) = Q(a1)(a2), dal teorema della torre
sappiamo che una base per E ¢ data da {1, 1,02} -{1,a0} = {1, a1, 0%, az, ajas, adas}.
Vediamo ora come agisce o1 su tali elementi:

cp: E—F
1—1
o] = Q1
o2 ol
Q9 — (3

a1 — Qg

O[%Oéz — 05%053

Tale automorfismo deve mandare la radice a3 in ag; proviamo che cio € verificato.
Possiamo scrivere oz come:
v —iv3 _ V25(-1-iV3) a3

2 2\3/5 aq

Ora:

a1 (e7] 2\?/5 B

Osservando 'automorfismo preso in esame possiamo notare che gli elementi della base
fissata di Q(aq) () vengono mandati in {1, a1, a2, ag, ajasz, a?as} e queste sono proprio
le componenti della base {1, 1,02} - {1,a3} di Q(a1)(a3) = E.

Vediamo ora chi & il campo fisso di Hj.

a2

Si ha:

Hf ={a€FElo(a)=a VYoe H}={acElid(a) =a,01(a) =a} =
={a € E|oi(a) = a}.

Il generico elemento di E si scrive in modo unico come
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a1 + asory + aga% + aqoo + asayon + CL@O[%C!Q, con a; € Q; risulta:

o1(a1 +azaq +aza? +agan + asagaz +agaias) = ag +asaq +azad +asas +asarag +
a6a%a3.

Quindi Q(a1) € HY. Poiche |H;| = 2 la corrispondenza di Galois ci dice che [E : H{| = 2
e quindi [H{ : Q] = 3 per il teorema della torre; da cui Q(ay) = Hy.

Questo stesso ragionamento puo essere fatto, in modo analogo, anche per Hy e Hs; in
conclusione si ottiene

Hf =Q(oy) Vi=1,2,3.

Si osservi che H; 4 G e corrispondentemente Q(cy;) non € un estensione normale di Q
come gia dimostrato precedentemente.

Studiamo, infine, H.
Vediamo meglio come agisce la ¢.

¢: E=Q(a1)(az) — E = Q(az)(as)
1—1
o] — oo
ol — a3
o9 — a3
Q10 — a0

04%042 = Oé%ag

Osserviamo che 04%042 = /25 - /5y = 5p e analogamente a%ag = 25u% - /5u? = bu;
quindi ¢(bu) = 5é(p) = 5u e da questo possiamo dedurre che ¢(u) = p. E possibile
vedere che p ha grado 2 su Q in quanto il polinomio minimo di p & 2 + = + 1, quindi
Q(p) risulta essere un’ estensione normale poiche di grado 2.

Si ha:

H* = {a € Elo(a) = a Vo € H} = {a € E|¢(a) = a}; infatti H = {id, ¢, $*} e se
#(a) = a allora ¢2(a) = $(4(a)) = B(a) = a.

Quindi, poiche ¢(u) = p, si ha Q(pn) € H* . Poiche |H| = 3, la corrispondenza di Galois
ci dice che [E : H*] = 3 e quindi [H* : Q] = 2 per il teorema della torre, da cui:

H* = Q(u).

Concludiamo il nostro studio osservando che H; e Hy sono sottogruppi coniugati.
Infatti (12)(23)(12) = (13), ciod o3Hi05 ' = Hz. Allora la corrispondenza di Galois ci
dice che le due estensioni corrispondenti sono anch’esse coniugate; infatti ’automorfismo
o3 ¢ tale che 03(Q(a1)) = Q(a2), cioe o3(H) = Hj.
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Concludiamo il nostro studio mostrando graficamente la corrispondenza trovata.

Q(V5) Q(V/5p) 3 Q(V512)

< o1 > < 09 > < o3 >
N /
id
dove il numero accanto all’inclusione denota l'indice del sottogruppo piccolo nel sotto-
gruppo grande.

4.2 Esempio 2: un polinomio cubico razionale con tre ra-
dici in R\ Q
Sia f =23 —3x + 1 € Q[z].
Il polinomio f ha tre radici reali, infatti la funzione
R—R
23 -3z 41

cambia segno tra —2 e 0, tra 0 e 1, e tra 1 e 2, dunque ha tre zeri reali di cui due > 0 e
uno < 0.
Sia a una qualsiasi di queste radici, e proviamo che « ¢ Q.
Se fosse o = § con a,b € Z, (a,b) = 1,b > 0, si avrebbe
a3
b—g ~ 3¢ b +1=0
—3ab® +b° =0

a3 =b*(3a —b)dacui bla®=b=1
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Allora a® — 3a+1 = 0 da cui a(a? — 3) = —1, quindi a = £1 e a®> — 3 = F1, il che non &
possibile.
Quindi il polinomio f, di terzo grado e senza radici in Q, & irriducibile su Q.

Vogliamo costruire il campo di spezzamento di f come sottocampo di C.
Iniziamo con il calcolare le radici del polinomio mediante le formule di Cardano.
Nelle notazioni di paragrafo 3.2, si hap=-3,q=1, e

3__4 ¢ p_ 1 1
=3+ Ttw=—"31T\/1
3_ _q_ [&®  pd_ 1 _ /3 _ iif
23 = 73 T tw="3 7 — e 3.

. 2
Poniamo ¢ = e*s™
. . . g2 2 8 14 .
Le tre radici cubiche di €3 sono ¢ = €57, (* = 57,7 = €'97 e le tre radici cu-
;16 A . :
9™ quindi le coppie (z1,22) tali che

1, i3 _ %
=—5t+t5"=e3 e
ar

biche di ¢'3 sono 2 = ei%”,& = e"%o”,@ = ¢
2122 =—5 = 1sono: (¢,¢%),(¢*¢%) e (¢7,¢?), da cui le radici di f sono:

051:C+C87
042:C4+C57
a3 =C"+¢?

Consideriamo la prima radice aq. II suo polinomio minimo su Q & 23 — 3z +1 essendo
f irriducibile e monico.
Quindi Q@ C Q(ay) ¢ un’estensione di grado 3, inoltre tale estensione risulta essere
normale poiche as e az € Q(ay).
Proviamolo:
ag = a2 — 2 infatti
a0l —2=C4+4+200 2=+ 0=+ =03
=+ =(("+¢)?-2=0af-2
Abbiamo quindi provato che le restanti due radici appartengono a E = Q(«1) e quindi
che 'estensione € normale; ne viene allora che E ¢ il campo di spezzamento di f cercato;
infatti su F f si spezza completamente come:

f=(@—a)(r—a)(x— as).

Osserviamo, inoltre, che lo stesso ragionamento puo essere fatto partendo dalla radice
as o dalla radice ag poiche 23 — 3z + 1 & il polinomio minimo di tutte le radici.
Di conseguenza, si ottiene che £ = Q(a1) = Q(a2) = Q(as) e

E:Q] =3

Studiamo ora il gruppo di Galois(E£/Q) che indicheremo semplicemente con G.

Poiche il polinomio ha grado 3, G sara un sottogruppo del gruppo S3 delle permutazioni
su {a1, ag, as}; inoltre, poiche [E : Q] = 3 necessariamente |G| = 3. Quindi G & I'unico
sottogruppo di S3 di ordine 3, ossia G = Ag

Studiamo il discriminante del nostro polinomio:
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A= —4p3 — 27 = (—4)(—27) =27 =81
Quindi A ¢ un quadrato in Q, e il teorema 2.6 ci conferma che dovra valere:

G C As.

Quindi
G = As.

Torniamo ora al nostro gruppo di Galois G, vi sono quindi tre automorfismi:
id: E—F
] = o1
a9 > (9

a3 — (3

(123)=7: E-—F
a1 — Q9
a9 — (3

g — o

(132)=m: E-—F
a1 — Q3
a9 — (p

g — 9

Poiche
G =<1 >=17Zs.

G non ha sottogruppi diversi da quelli banali. Concludiamo il nostro studio mostrando
graficamente la corrispondenza trovata.

E=Q(a) = Q(az2) = Q(a3)
3
Q
G = As
3

id
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Capitolo 5

La corrispondenza di Galois per
polinomi razionali di quarto
grado: esempi

5.1 Esempio 3: il polinomio (2% — 2)(z? — 3)

Sia f = (22 — 2)(2? — 3) € Q[x].

Vogliamo costruire il campo di spezzamento di f come sottocampo di C.

Iniziamo con 'osservare che nel campo dei complessi abbiamo quattro radici:

(V2 ~V2. V3.~ V/3).

Denotiamo le quattro radici di f come o = V2,00 = —v/2, a3 = V3, a4 = —V/3.
Consideriamo la prima radice a;.

Il suo polinomio minimo su Q ¢ 22 — 2, in quanto questo polinomio si annulla in v/2 e
risulta essere irriducibile perche di 2° grado e senza radici in Q, quindi Q C Q(«;) =
Q(a2) & un’estensione di grado 2.

Osserviamo che ag ¢ Q(aq), infatti se az € Q(a1) allora dovrebbero esistere a,b € Q
tali che ag si potrebbe scrivere come :

043:G+b\/§

da cui (v/3)2 = (a +bv/2)? cioe 3 = a® + 2b2 + 2aby/2 da cui seguirebbe la razionalita di
V2.

Quindi non esistono a e b razionali che verificano tale equazione.

Questo ci dice che per costruire il campo di spezzamento dobbiamo aggiungere le altre
due radici ag e ay.

Su Q(av) f si spezza come

f=(@—=V2)(@+V2)(@®-3) = (¢ - ar) (& — az)(@® - 3);

considerando g = 22 — 3 osserviamo che tale polinomio ¢ irriducibile su Q(a) perche di
2° grado e senza radici in Q(ﬂ) e quindi risulta essere il polinomio minimo di ag e ay4.
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Sia E = Q(aq, a3) = Q(a1, aq); questa risulta essere un’estensione di grado 2 di Q(«).
Inoltre su E f si spezza come f = (x — a1)(z — az)(z — a3)(x — ay), cioe f si spezza
completamente su F, ovvero il campo di spezzamento di f & proprio F.

L’estensione Q C FE ¢ un’estensione di grado 4, tale affermazione risulta essere immediata
considerando il teorema della torre; infatti:

E:Q= £ QIQ(V3) : Q] = 4.

In questa costruzione E = Q(«1)(ag) viene evidenziato il campo intermedio Q(ay).

Proviamo ora a vedere cosa accade aggiungendo a Q prima la terza radice as.

Il polinomio minimo di a3 su Q & x? — 3 per le stesse motivazioni di prima, ne viene
che Destensione Q C Q(«3) ha grado 2 ed f sul nuovo campo Q(ag) si spezza in questo
modo:

f=@—V3)(z+V3)(2®-2) = (v — a3)(z — au)(a? — 2).
Consideriamo h = 2 — 2, tale polinomio ¢ irriducibile su Q(a3) e, come gia visto prima
risulta essere il polinomio minimo di a; e ag; Q(as3)(a1) & un’estensione di grado 2

di Q(ag) e ovviamente E = Q(ay)(a3) = Q(a3)(1); ma in questa costruzione viene
evidenziato il campo intermedio Q(a3).

Studiamo ora il gruppo di Galois(E/Q) che indicheremo semplicemente con G.

Poiche il polinomio ha grado 4, G sara un sottogruppo del gruppo Sy delle permutazioni
su quattro elementi, d’altra parte la corrispondenza di Galois ci assicura che |G| = 4
poiche abbiamo provato che [E : Q] = 4.

Sia o € G} allora o(1/2) non puo essere né /3 né —v/3, perche se ad esempio o(v/2) = /3,
allora 0(2) = o((v/2)?) = (v/3)? = 3 che non & possibile. Quindi per ogni o € G,
J{ﬂ,—ﬁ} ={Vv2,—V2} e O‘{\/g,—\/g} = {\f,—\/g} Ne segue che sono possibili

solo gli automorfismi con le seguenti permutazioni delle radici:

id: E—F
a1 =
g —r (v
a3 — Q3

Qy = Oy

(12)=m: E-—EFE
a1 = Q9
a9 — (]
a3 — Q3

QY = Oy
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(34)=m: E-—EFE
a1 = Q1
a9 = Q9
a3 — Oy

o4 — O3

(12)34)=m3: E-—E
] — Qo
9 — a1
a3 — Oy

Qg4 — Q3

Essendo esattamente quattro, questi sono effettivamente gli elementi di G, e non abbiamo
bisogno di verificare che 71, 79, 73 siano automorfismi.

Da quanto dimostrato precedentemente abbiamo che E = Q(a1, a3), dal teorema della
torre sappiamo che una base per E e data da {1,a1} - {1,a3} = {1, a1, a3, a1a3}.

E facile osservare che gli automorfismi 71, 72 e 73 hanno tutti ordine 2, in definitiva, G &
un gruppo di quattro elementi di cui tre hanno ordine 2, per cui:

GgZQXZQ.

Osserviamo che |Zg X Zs| = 4 , quindi, necessariamente un sottogruppo non banale ha
ordine 2; quindi ci sono esattamente tre sottogruppi non banali:
Gi=<11> Gy =<m>eG3=<13>.

Studiamo, ora, questi sottogruppi.
Consideriamo anzitutto Gj.
Ricordiamo come agisce 71 sugli elementi della base scelta del campo di spezzamento:

Tl - EFE— FE
1—1
a1 = Q9
a3 — Q3

103 — (3
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quindi 71 (a + by + cas + dajas) = a + bag + cas + dasas  Va,b,c,d € Q.
Si ha:

a + bas + casz + dasag =a + bay 4 casg + dajag

se e solo se bag + dagas = bag + daqas
ag(b + dOég) = Oq(b + dOég)
cioe se e solo se b=d=0.

Quindi il campo fisso di G € :
Gi={ve Elh(v)=v VYheGi}={veEnk =v}=QW3).
Per G, e possibile ripetere questo stesso ragionamento al fine di ottenere che

Prendiamo in ultima analisi G5 e vediamo come agisce 73 sugli elementi della base scelta:

: FEF—F
1—1
a1 = Q9
a3 — Oy

103 — o0y

Al fine di studiare il campo fisso di G5 esaminiamo meglio come lavora 73 . Consideriamo
un generico elemento in E, questo sara della forma:

a+ bay + caz + dajas = a+ bv2 + ¢v/3 4 dv6 con a,b,c,d € Q

questo verra mandato da 73 in:

a + bag + caq + dagoy = a — bv/2 — ev/3+ dvV6 con a,b,c,d € Q

Si ha che:

a+bvV2+cevV3+dve=a—bvV2—cvV3+dV6 seesoloseb=c=0

Cioe, 13 lascia fissi gli elementi del tipo a + bv/6 con a,b € Q, ovvero gli elementi di
Q(v/6). In conclusione:
G35 = Q(V6).

Concludiamo il nostro studio mostrando graficamente la corrispondenza trovata.

E=Q(v2,V3)




<71 > < To > <713 >
\ /
2
2
id

5.2 Esempio 4: il polinomio z* + 1

Sia f = 2%+ 1 € Q[x].
Vogliamo costruire il campo di spezzamento di f come sottocampo di C.
Iniziamo con ’osservare che nel campo dei complessi abbiamo quattro radici, e precisa-
mente le quattro radici quarte di —1.
Scriviamo —1 in forma trigonometrica:

—1=e"i
Quindi una fissata radice di f & ve™ = ei’. Allora le quattro radici si ottengono
moltiplicando tale radici per le radici quarte dell’'unita, otteniamo cosi:
a1 = 6er A
Qg = —ez =

e
a3 =ieil = (e2?)(ei?) = etm

oy = —ieTi= (e%m)(e%i) = ei™

In particolare:

Qg = —(O] € 0y = —Qg3.

Poiche o = a3 =i e af = a2 = —i, si ottiene anche che of = a3 e o = ;.

Consideriamo la prima radice a;.

Il suo polinomio minimo su Q & z? + 1, infatti oy ¢ una radice di 2 + 1 e inoltre tale
polinomio risulta essere irriducibile su Q.

Proviamo l'irriducibilita. Si ha:

gt +1=pi-py-ps-ps, con p=z—q

Osserviamo che non & possibile scrivere 2 4+ 1 come prodotto di un polinomio lineare e
un polinomio di terzo grado poiche nessuno degli o; € Q.

Proviamo, allora, a scrivere il nostro polinomio come prodotto di due polinomi di grado
2.

I casi che si presentano sono i seguenti:

1. (p1-p2)(p3 - pa)
2. (p1-p3)(p2 - pa)
3. (p1-pa)(p2-p3)
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Nessuno dei tre casi da una fattorizzazione su Q, infatti:
pr-p2=(x—a)(z—ay) =22 —ima —i¢ Q.

prp3=(z—)(z—a3) = (x—ei®)(z— e%ﬂi) = z2 — (e%’ +e%ﬁi)a: —1=22—iv2r—-1
ma —iv/2 ¢ Q.

pLopa=(z—o)(x—ay) = (x—ei?)(z— e%i) =2 — (ei! +e%i)x+ l=22-V22-1
ma —v/2 ¢ Q.

In conclusione abbiamo provato che z* + 1 non pud essere scomposto neanche come
prodotto di due polinomi di secondo grado a coefficienti in Q e questo prova che il
polinomio e irriducibile.

Di conseguenza l'estensione Q C Q(«v;) ha grado 4; osserviamo inoltre che Q(a;) =
Q(ag) dato che ag = —aj.

Proviamo ora che l'estensione Q C Q(«1) & normale, dobbiamo, quindi, dimostrare che
ag e ag € Q(ay); infatti:

a3z = Oé:f,

a4 = —Q3

In definitiva, abbiamo provato che I'estensione € normale e che £ = Q(«) ¢ il campo di
spezzamento di f su Q, infatti su Q(«q) f si spezza completamente come:

f=(@—-—a)(r—a)(z—as)(rx—ay).

Possiamo ripetere lo stesso ragionamento partendo dalla radice as, o da a3 oppure da
ay. In definitiva si ottiene che E = Q(ay) = Q(a2) = Q(a3) = Q(ay) e inoltre

[E: Q] =4.

Dimostriamo che quanto appena detto e corretto; abbiamo gia provato che

Q(a1) = Q(ag), inoltre Q(az) = Q(ay4) perche ay = —a3, e Q(az) € Q(ai) perche
ag = aj.

Affinche valga 1'uguaglianza basta provare che a; € Q(a3), che & vero poiche oy = a3.
Studiamo ora il gruppo di Galois (£/Q) che indicheremo semplicemente con G; abbia-
mo, grazie alla corrispondenza di Galois, che |G| = 4.

Poiche il polinomio ha grado 4, GG sara un sottogruppo del gruppo delle permutazioni su
quattro elementi Sy. Per capire meglio come ¢ fatto G studiamo il discriminante di f.

4 A A2 A3
Ao M A2 Az M
A A3 A A5
A3 A4 A5 Xg
Calcoliamo i valori A;, ricordando che a; = —a9s e ag = —ay, e che a? = —1 per

i=1,2,3,4.

M=aj+ar+a3+as=0 )
)\2Za%—Fa%—I—a%—i—aiZe%i+e57ﬂi+e%i+e77ﬂi:263"—1—2637”:0
M=al+ad+ad+al=a}+ (—au)P+aj+ (—a3)®> =0
M=aof+ai+aj+ati=-1-1-1-1=-4
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)\5:a‘i’+ag+a§+a222ai(a?):—Zai:—)\lzo
M=af+a+af+af=Ya?a})=->al=-A=0.

Quindi
4 0 0 0
00 0 —4f o
A= 0 0 -4 0 16
0 -4 0 0

Abbiamo cosi dimostrato che il discriminante A di f ha una radice quadrata in Q; questo

ci permette di dire che :
G C Ay

Dobbiamo quindi trovare tre permutazioni pari delle radici che insieme all’identita diano
i quattro automorfismi di G. Proviamo con le permutazioni seguenti:

id: E—F
o] — 1
a9 = Q9
Qa3 — (3

Qg4 = Oy

(12)(34)=0: E—F
aj — ag
ay — aq
as — ay

a4 = Q3

13)24)=7: E-—E
a1 — Q3
a9 — Oy
a3 — o

Yy = Q9

(14)(23)=¢: E—F
Q1 > gy
Q9 — Qs
Qs — Qo

ay = Q1
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Proviamo effettivamente che 0,7 e ¢ danno degli automorfismi.

Iniziamo con il creare una base del nostro campo di spezzamento. Da quanto dimostrato
precedentemente abbiamo che E = Q(«) quindi una base di F & data da {1, oy, Oz%, ai”}.
Se o si estende ad un automorfismo del campo E, o deve agire cosi:

c: F—F
1—1
o] = Q9
o2 — a’

o3 = ol

Un generico elemento di E & dato da a + bay + ca? + da3 con a,b,c,d € Q.
Osserviamo come agisce o su tale elemento:

o(a+bay + ca? +dad) = a+ bag + cak + daj = a — bag + cad — da? (5.1)
Quindi o & un’ applicazione Q-lineare biettiva di F in E.
Ora, proviamo che o(8 -v) = o(8)o(y) con 3,v € E.
Siano 8 = ag + ajaq + aga% + agoz:{’ ey=byg+biag + bga% + b3a§ con a;,b; € Q;
si ha:
o(B-7) =c((ao + ara1 + asa? + azad)(bo + bioy + boea? + bzad)] =
=0 (apby + ap + byag + aobgoz% + aobga‘i’ + a1bgay + albla%—k
albga‘i’ —a1bs + agboa% + agblai’ — a9by—
asbga + agbooz% —agby — azbscv1 — agbga% =
=c|(aoby — a1bg — azba — azb1) + (aob1 + a1by — azbs — azba)or+
(aobe + a1by + agby — agbg)a% + (apbs + a1be + azby + agbo)a?] =
=(agby — a1bs — azbs — asby) — (apby + a1by — azbs — agba)a+
(apba + a1by + asby — asbs)ai — (agbs + a1by + asbi + asby)a?

Inoltre

a(B)o(y) =o(ag + a1ay + aga? + aza’)o(by + biag + bya? + bzad) =
=(ap — aja1 + aga% — agoz:l)’)(bo —biag + bza% — bga‘z’) =
=agby — agbiay + aobga% - aobga:{’ —ai1bga + albla% — alea?—
arbs + agboa% — agblai’ — agby + agbzary — agboa?—
asby + azboory — agbga% =
=(apby — a1bs — agbs — asby) — (apb1 + a1bg — azbs — asbe )1+

(apb + a1by + asby — asbs)ai — (agbs + aiby + azby + asbo)a?
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Abbiamo, quindi, dimostrato che ¢ ¢ un automorfismo.

Inoltre o(ag) = o(—aq) = —o(aq) = —ay = ag;
as = af quindi o(a3) = o(ad) = a3 = (—a1)® = —af = ay;
ay = —ag quindi o(ay) = o(—a3z) = —o(az) = —ay = as.

Facciamo ora lo stesso con 7.
Vediamo come agisce 7, nel caso si estenda ad un automorfismo, sugli elementi della
base fissata di E.
T: E—F
1—1
a1 — Q3
o2 — a?

o3 al

Quindi 7 su un generico elemento di F deve lavorare in questo modo:

7(a + bay + ca? + daf) =a + baz + cal + daj = a + bai + cab + dof = (5.2)
=a+ bad — ca? + day = a+ dog — ca? + ba$ '

Quindi questa 7 & Q-lineare e biettiva.
Ora, proviamo che 7(3 -v) = 7(8)7(v) con 5,y € E,
B =ag+aia; + aga% + agozi{’ ey=by+blas + bQOé% + bga:{’ con a;,b; € Q:

7(8 - ) =7[(ao + ara1 + asa? + azad)(bo + bioy + by + bzad)] =
=T7[(aobo — a1b3 — azbz — azb1) + (apb1 + a1by — azbs — azba)a1+
(apba + a1by + agby — azbs)a’t + (aghs + ai1by + asby + asbg)ai] =
=(apby — a1bs — agba — asby) + (apbs + a1be + azby + agbp)ag —
(aobz + arby + azby — asbs)ai + (agbt + a1by — asbs — azbs)a’

Inoltre

7(B)7(y) =r(ag + a0 + aza? + azad)T(by + brag + baat + bza) =
=(ag + aza1 — asa’ + a1a3)(by + byay — b + biad) =
=apbg + agbsa; — aobga% + aobla:{’ + agbpa1 + agbga% — agbga:{’ —aszb1—
agboa% - CLngOé?l) — agby + asbray + alboai’ —a1bs + a1boay — albloz% =
=(agby — a1bs — agby — asby) + (apbs + a1be + azby + agbo)as—
(agby + a1by + agby — asbz)a? + (agby 4 a1by — asbs — agbo)as

Abbiamo,quindi, dimostrato che 7 ¢ un automorfismo.
Inoltre 7(a2) = 7(—aq) = —7(a1) = —a3 = ay;
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Si ha quindi che o7 € pure un automorfismo di E; e o7 agisce sulle radici a1, a9, ag, ay
come ¢.
Abbiamo quindi provato che le quattro permutazioni danno degli automorfismi id, o, 7, ¢
e poiche |G| =4,G = {id, o, T, ¢}.
E facile, ora, osservare che gli automorfismi o, 7 e ¢ hanno tutti ordine 2, in definitiva,
G e un gruppo di quattro elementi di cui tre hanno ordine 2.
In conclusione:

G = Z2 X ZQ.

Osserviamo che |G| =4 , quindi, necessariamente un sottogruppo non banale ha ordine
2; quindi ci sono esattamente tre sottogruppi non banali:
H =<o> Hy=<17>e H3=<¢ >

Studiamo, ora, questi sottogruppi.

Consideriamo anzitutto Hj.

Da 5.1 vediamo che se v = a + bay + caf + daj & fissato da o, deve essere a + bay +
ca? +daj = a — bay + ca? — da$ e per I'unicita della scrittura di v come combinazione
lineare degli elementi della base scelta, questo equivale a dire che b = 0,d = 0.

Cioe, o lascia fissi gli elementi del tipo a + ca% =a+ci con a,c € Q, ovvero gli elementi
di Q7).

Dopo questa osservazione possiamo facilmente individuare il campo fisso di Hi:

Hf ={ve E|h(v)=v Vhe Hi}={ve E|o(v) =wv}, quindi

Hy = Q(i).

Osserviamo che l'estensione Q C Q(7) ha grado 2 poiche il polinomio minimo di ¢ su Q
& 22 + 1, di conseguenza per il teorema della torre si ottiene che [E : Q(i)] = 2.

Consideriamo ora Hs.

Si ha:

H} ={v € Elh(v)=v Vhe Hy}={veE|T(v)=1}
Ma, per 5.2, se v = a + bay + ca% + da‘rf,

T(v) =v seesolosec=0,0b=d.

Cioe, 7 lascia fissi gli elementi del tipo a + b(a; + a3) = a + b(iv/2) con a,b € Q, ovvero
tutti e soli gli elementi di Q(iv/2).
In conclusione:

Hj = Q(iv2).
Osserviamo che I'estensione Q C Q(iv/2) ha grado 2 poiche il polinomio minimo di i1/2
su Q & 22 + 2, di conseguenza per il teorema della torre si ottiene che [E : Q(iv/2)] = 2.
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Consideriamo ora Hs.
Vediamo come agisce ¢ sugli elementi della base di F.

¢: E-—E
1—1
] > Oy
ol — a2

o o

Consideriamo un generico elemento v in Q(aq), questo sara della forma:
v=a+baj +ca?+da? cona,b,c,deQ

e verra mandato da ¢ in:

¢(v) = a+ bay + ca? + daj = a — dag — ca? — baj.

Dopo questa osservazione possiamo facilmente individuare il campo fisso di Hg:
H; ={ve Elh(v) =v Vhe Hz} ={ve Elp(v) =}

Per quanto visto prima, si ha che:

¢(v) =v seesoloseb=—d, c=0.

Cioe, ¢ lascia fissi tutti e soli gli elementi del tipo a+bay —ba?l’ =a+blar+ay) = a+by/2
con a,b € Q, ovvero gli elementi di Q(v/2). In conclusione:

Concludiamo il nostro studio mostrando graficamente la corrispondenza trovata.

E = Q(a1) = Q(az) = Q(a3) = Q(au)
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