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Sommario

Questa tesi tratta di problemi dislocativi in spazi elastici, utili per rappre-
sentare campi di spostamento, deformazione e sforzo generati da sorgenti
interne. In particolare, considerando la Terra come un corpo elastico, i pro-
blemi trattati si riferiscono alla descrizione dei campi di sforzo in prossimita
della superficie terrestre, lo studio della cui deformazione rappresenta uno
dei piu utili metodi di indagine delle sorgenti sismiche e vulcaniche.

E possibile, con ottima approssimazione, descrivere la superficie terrestre co-
me una superficie libera, ovvero una superficie su cui le trazioni applicate
dall’esterno sono nulle. Tale approssimazione, per il tipo di studio cui mi-
ra questa trattazione, e giustificata dal fatto che le sorgenti sismiche sono
situate solitamente a diversi chilometri di profondita, dove risulta legittimo
trascurare le forze esterne dovute a pressione atmosferica, azione di correnti
d’aria, forze di gravita esercitata dal Sole ed altri corpi celesti, etc.

Volendo studiare regioni con dimensioni lineari molto inferiori al raggio ter-
restre, € possibile approssimare la Terra ad un semispazio elastico omogeneo
con superficie libera orizzontale. Nel seguito si fara riferimento ad un siste-
ma cartesiano ortogonale con assi y e z diretti lungo l'orizzontale e asse x
diretto verticalmente verso 'interno del semispazio. La superficie terrestre e
percio descritta dal piano z = 0 e, denotando con 7;; il tensore di sforzo, la
condizione di superficie libera risulta:

Tow = Ty = Tzz = 0, inz=0

Nella tesi sono esposti alcuni metodi che consentono di estendere soluzioni
gia note per spazi elastici illimitati al caso di semispazi delimitati da una
superficie libera.
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Capitolo 1

Introduzione

Fra le sorgenti deformative di interesse in Sismologia un ruolo molto impor-
tante e giuocato dalle “dislocazioni elastiche” che descrivono un evento di
frattura con scorrimento relativo (rigetto) fra le due facce di una superfi-
cie di faglia. In approssimazione di “deformazione piana” si assume che il
vettore spostamento abbia una componente nulla (per es. u, = 0) e che le
componenti u, e u, dipendano solo dalle coordinate z,y. La superficie di
dislocazione ¢ illimitata nella direzione z. Affinché la dislocazione non sia
accompagnata da compenetrazione della materia o dalla creazione di vuoti
fra le due facce della faglia, occorre che lo spostamento relativo sia parallelo
alla superficie di faglia. Una configurazione alternativa e quella “anti-piana”,
in cui si assume che il vettore spostamento abbia la sola componente u, di-
versa da zero e dipendente solo dalle coordinate z,y. Anche in questo caso
la superficie di dislocazione e illimitata nella direzione z.

Nei prossimi capitoli introdurremo le dislocazioni “a vite” (anti-piane) e “di
bordo” (piane) illustrando dei metodi che consentono di generalizzare le so-
luzioni elasto-statiche valide in mezzi elastici illimitati al caso di semispazi
elastici con superficie libera. Nel caso delle dislocazioni a vite e sufficien-
te utilizzare la “tecnica delle immagini” per rimuovere le trazioni 7., sulla
superficie z = 0. Nel caso delle dislocazioni di bordo, la componente 7., €
nulla per via della configurazione piana, ma solo una delle restanti compo-
nenti (per es. 7., ) puo essere eliminata tramite la tecnica delle immagini; la
terza componente 7., puo essere eliminata tramite una opportuna funzione
di Airy.
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Capitolo 2

Dislocazioni a vite

Sia data una superficie di dislocazione (coincidente con il semipiano z, z con
x > 0) in un sistema di riferimento in cui 'asse z indica la profondita e
il piano y, z(z = 0) la superficie terrestre. La superficie di dislocazione ¢
orientata secondo la normale 7 = j (con J versore relativo all’asse y), e la
linea di dislocazione e orientata lungo 1’asse z. Ovvero: 7 = /;’, b= bl;’, con
b vettore di Burgers. Supponendo u, = u, = 0 'equazione di dislocazione

risulta:

v2u, =0

Ad essa si affianca la condizione:

f{duz =-b
L

Dove L indica la linea di dislocazione.

v

X

v

Figura 2.1: Sorgente di dislocazione S antipiana



4 CAPITOLO 2. DISLOCAZIONI A VITE

La soluzione per il campo di spostamento e:

b
u, = %Atcm (z,y) (2.1)

con:
s x
5 +arctan " se y > 0,

Atan (x,y) = {

-5+ arctan;—” se y < 0.

Le deformazioni non nulle risultano:

1 0u, by
€rz = €z = = - -
2 0r  dmwa?+y?
1 0u, b z
€yy = €y — = e —
Y Y2 0y A x? + y?
Tramite la relazione costitutiva 7,; = Aegdi; + 2pu€;; (dove A e p sono le

costanti di Lame), possiamo ricavare le componenti del tensore di sforzo:

0 0 7u
Tik — 0 0 Tyz
Tz Tyz 0

con:
b
T =2 (2.2)
21 x? + 12
ub
L 2.3
v 2 x? +y? (2:3)

In coordinate polari nel piano x,y (x = rcosf, y = rsin @) le componenti di
sforzo risultano:

b b
Ty = M ing Ty = ,u_(_ cos )
2rr 2rr

2.1 Soluzione in prossimita della superficie
libera per una dislocazione a vite

Consideriamo ora una faglia che si apre in x = x7 e si chiude in x = z5. La
soluzione del campo di spostamento sara in tal caso:

u, = b {arctan (m — x1> — arctan (m — x2>} (2.4)
2m Y Y
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E le componenti di sforzo:

b y y
_mb _ 9.
2w[<x—x1>2+yz <m—xz>2+y2} (25)
b T — T T — T
o _ 2.6
[ e ] 29

Ora, volendo considerare la soluzione in condizione di superficie libera, dob-
biamo richiedere che 7., = 7,, = 7. = 0 in = 0. Nel nostro caso si tratta di
annullare solo la componente 7., . Adottiamo il metodo delle immagini, con-
siderando una faglia S* speculare a quella reale S rispetto al piano x = 0. S*

avra stesso vettore di Burgers e si aprira in x = —x5 e si chiudera in z = —z;.
i
1 S*
1
1
1
: o HO.
1
1
1
1
1
1
]
1
y
S
X
v

Figura 2.2: Sorgente di dislocazione S e relativa immagine S*

La soluzione del campo di spostamento sara in tal caso:

, b [ (:B+:E2) (x+:1:1>}
u, = — | arctan — arctan
2m Y Y

In tal caso il tensore di sforzo 7* sara:

*
0 0 7,
* *
=10 0 Ty
*

*
Toy Tye 0
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con:

o= L J - Y } (2.7)

2m (v 4+ 22)2 +92  (z+21)% + 92
(2.8)

* Mb T+ 2o T+ x
T = —— —
Yz 21 | (x + 222+ 42 (x4 21)? + 32

che, sommate alle precedenti (2.5) e (2.6), forniscono le componenti totali di
sforzo:

pb Y Y
T:L"z :Tzz—i_T;z: -~ - +
2m |:(5C—I1)2+y2 (z — 29)? +y]
pb y _
2m (x4 22)2 + 92 (v +21)2+ 92
b T — T T — To
TZ = 2 * = _— _
Y Tyz F Ty o [(m—xl)Q—i-yz (x — x9)?
b T+ o £E+331
_ = — 210
21 [(z+x2)?+ 9> (x4 21)% + 42

Che, in superficie (z = 0) risultano:

. b Yy y Y Yy
Tzz:T:cz_l'sz:_ - + — =0
2r [w?+y2 xs+y? x5+ x?ﬂ/z}
. b 1 — T To Ty
T, =T, + =—— |- — + — 27Ty
vz = Tyz T Tye 2 [ 2+y? wi4y? x4y 2t + yz} Ty

Infine, lo spostamento complessivo vale:

*
U, =u,+u, =

— arctan -+ arctan — arctan

T — 1 T — Ty T+ Xy ZB+£E1}
Yy Yy Yy Yy

= — [arctan
2T

In superficie (z = 0) risulta:

b x x
U.(y) = — | arctan == — arctan —
n Y Y

2.2 Soluzione per una faglia di strike-slip in-
clinata

Ora consideriamo un faglia inclinata di un angolo —a attorno all’asse z. Sce-
gliamo allora un sistema di riferimento ', y', 2’ ruotato rispetto al precedente
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di un angolo « attorno all’asse z, la cui matrice di rotazione ¢ data da:

cosae —sina 0
Cix = |sina  cosa 0
0 0 1

X

Figura 2.3: Rotazione di angolo «

Applicando tale rotazione al tensore di sforzo secondo la regola tensoriale
! .
Ty = C5iCij1, otteniamo:

0 0 7,
=10 0 7,
T:;Z T;Z 0
con:
T = Tes cosa + Ty, sino = 5(ycosa — zsina) (2.11)
mr
. : _pb :
Tys = ~TezSIMQ + Tys cO8Q = o3 (—ysina — zcos ) (2.12)
T cosa  sina 0 T
y | =|-sina cosa 0 Y
4 0 0 1\ =
Da cui osserviamo che:
) wb Y
= ————> 2.13
Tz 27T :C/Q + y/2 ( )
b ’
Pa=-_ L (2.14)

_%xﬂ + y’2
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L’ invarianza formale di 713, T3 per cio che riguarda la dipendenza da x,y
(ovvero 7y5, Ty3 da z'y’) indica che la soluzione dipende solo dalla posizione
della linea di dislocazione e del vettore di Burgers (come mostrato dalle
equazioni dislocative).

2.2.1 Calcolo della matrice di rotazione e del tensore
trasformato

Calcoliamo la matrice di rotazione tramite il coseno di un angolo fra due
Versori:

—

Cri = cos ki’

Nel caso di una rotazione di angolo « attorno all’asse z:

cos cos(a+ 5) cos g
Cir, = |cos(§5 — ) Ccos o cos
cos 3 cos 3 cos(

Da cui:

cosa —sina 0
Ciy. = |sina  cosa 0
0 0 1

A questo punto, date le matrici:

T11 Ti12 T13 €11 C12 (13
Tik = |T21 T22  T23 Cik = |ca1 C22 Ca3
T31 T32 733 C31 C32 (33

Applichiamo la regola del prodotto tensoriale:

’

Tij = CkiClj Tkl

per calcolare ;.
Nel caso di una dislocazione a vite inclinata di —« attorno all’asse z risulta:
0 0 7 cosa —sina 0

k=10 0 7 Ci = |sina cosa 0
Tew Tazy O 0 0 1
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Esempio

!
Tis = Ck1CsTe = C11(ci3miy) + ca1(csta) + e (csma) =
= c11(c137T11 + C23Tia + €33T13) + C21(C13To1 + Ca3Taz + C337T23)
= C11C33T13 + C21C33T23

= T13COS (@ + T3 Sin &

2.2.2 Soluzione in prossimita della superficie libera per
una faglia di strike-slip inclinata
Adesso vogliamo considerare una faglia inclinata di un angolo —a attorno
all’asse z che si apre in (z];,) e si chiude in (25;1,). E possibile osservare
che: ) )
T =2 cosa—y sina
Y= z sinoz+y/ cos &

Sottreando a entrambi i membri il vettore (xg;yp):

’ .
T —Top=1T COSx — Y sIna — Ty
/ . !
Y—Yo=2 sina+y cosa — Yo

/ /! .
To = Ty COS Qr — Y SIN (v
/ . /
Yo = TSI + Y, COS «x

Da cui: ) ) ) )
r—x9=(r —xy)cosa— (y —y,)sina
Yy — Yo = (x/ —xé)sina—i— (y/ —yé) Cos v

che conducono a:

t —xy = (r — x0) cosa+ (y — yo) sin
Y — vy = —(x — x0)sina + (y — o) cos @

Pertanto, le nuove soluzioni risultano:

Tmz - ’ ’ ’ ’ ’ ’ / 7
2 [(@' — 22+ (Y —y)? (2 —3)2+ (Y — ys)?

/ b { z — 1) x — }
Tye = o 7 7 7 7 - 7 7 7 7 (216)
Y 2m (2" =2 )2+ (Y —y)? (2 —3)? + (Y —9n)?
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Ora, volendo considerare la soluzione in condizione di superficie libera, dob-
biamo richiedere che 7,, = T;,y = 7., =01in 2 = 0. Nel nostro caso si tratta
di annullare solo la componente 7, . Adottiamo il metodo delle immagi-
ni, considerando una faglia S* speculare a quella reale S rispetto al piano
x = 0. S* avra stesso vettore di Burgers e si aprira in (—xy;y,) e si chiude
in (—1:9).

Pertanto, le nuove soluzioni risultano:

, b /_ / ! . /
- M_[ _vowm Vo 21 (217)
2 (@ + 22 + (¥ —9p)? (w4 2)*+ (Y — )
, b ! ! ! !
Tyz - _Iu_|: 7 /$2+m2/ N2 - 7 /x2+x1, 7 2:| (218)
2m | (2" +25)2 + (¥ —wo)? (2 +2)?+ (Y — 1)

che, sommate alle precedenti (2.15) e (2.16), e calcolate sulla superficie libera
(2" = 0) forniscono le componenti totali di sforzo:

/

T.,=1, +7.°=0 (2.19)
T, =71,.+71,.=271, (2.20)
| s
: ©
D
y >
D
O]
S
X

Figura 2.4: Sorgente S e immagine S* inclinate
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Le dislocazioni a vite sono particolarmente semplici da rappresentare in
un semispazio, dato che e sufficiente utilizzare la tecnica delle immagini grazie
al fatto che le trazioni 7, e 7., sono identicamente nulle.

2.3 Metodo delle immagini

N
172}
*

v

Figura 2.5: Una sorgente di dislocazione S in z > 0 e la sua immagine
speculare in x <0

Consideriamo una sorgente deformativa S posta nel semipiano x > 0. In
generale, la soluzione avra valori degli sforzi non nulli sul piano x = 0. Indi-
chiamo con u il campo di spostamento generato da S. Ora, specularmente a
S rispetto al piano x = 0, consideriamo una sorgente immagine S*, con rela-
tivo campo di spostamento u*. Il vettore spostamento totale risulta generato
dalla sovrapposizione delle soluzioni v e u*: U = u+u* . Per simmetria, esso
presentera una componente U, dispari in x, e le due componenti orizzontali
U, e U, pariin x.

Ups(—2) = —U(x)
Uy(—z) =Uy(x)
U.(—z) =U.(x)

Conseguentemente, le componenti del gradiente dello spostamento comples-
sivo dovuto a S + S* si divideranno in pari e dispari. Sapendo che:

1 auz an
J 2 (%zzj 6371
allora €y, €z, €42, €,, sono dispari in x. Invece, €y, €.., €25, €:,€,, SONO pari
in . Ricordando le relazioni costitutive:

Tij = )\ekkéij + QIUEZ‘J'
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Gli sforzi complessivi risultano:

!/
Tij = 7ij + 75

Che, applicati in superficie (x = 0) divengono:

Tow = (A + 2p) €20 + M€y + €22)
Tye = p(eys + €xy)
sz = M(sz + Exz)

in x =0 si avra:

Tye=T.; =0e
Tmr - 27—mm

pari in x
dispari in x

dispari in x

Per ottenere la soluzione in un semispazio con superficie libera e quindi suf-
ficiente trovare una strategia per eliminare la sola componente normale 7.



Capitolo 3

Dislocazioni di bordo

Consideriamo nuovamente una superficie di dislocazione coincidente con il
semipiano x, z con x > 0 e la linea di dislocazione con 'asse z. Questa volta
sia pero il vettore di Burgers b orientato nella direzione positiva dell’asse x:

S SN
o
g‘> T

o

X

mll
Il
(wl

L’equazione di equilibrio si riduce a:

1

) V(V - u) = bjo(r) (con ¥ Modulo di Poisson)
—2v

Vu +

La condizione di dislocazione risulta:

]{dugﬁz—b
L

Dove L indica la linea di dislocazione. Risulta:

13
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15

Figura 3.1: Sorgente di dislocazione S piana

X
v

Le soluzioni del campo di spostamento sono:

b x 1 xy
, = — |arctan = — 3.1
Y= o {amany 2(1—1/):U2+y2} (3:1)
= — ) i m ) - L (3.2)
YU d4n(1 —v) 2 V)T e '

Da cui si possono ricavare le componenti del campo di sforzo:

pb y(32* 4 y?)

Toz = on(l— 1) (224 2P (3.3)
o wb oy -t

v = 21(1 —v) (22 + y?)? (3.4)
_pb x(y? —a2?)

Tay = 27(1 — v) (a2 4 y?)? (8:5)

Tor = V(Tas + T) = pbv i (3.6)

(1 —v) (@ +y?)

3.1 Soluzione in prossimita della superficie
libera per una dislocazione di bordo

Per una superficie che si apre in x = x( e si chiude in oo:

T — T 1 (x — x0)y
u, = — |arctan —
2 y 2(1 —v) (x — x0)? + 2

b —V-lnx—x2 2] — v
uy—47r(1_y) {(1 2v) 21 [( 0)" + v (x_x0)2+y2} (3.8)
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Le trazioni relative alla superficie z = costante (piani paralleli a yz) sono:

_wb oy Bz —x0)* + ¢
Taa = 21(1 —v) [(x — x0)2 + 42 (3.9)
pb  (x— o) [y — (x — x0)?]

T w(T ) (@ — 20+

La faglia immagine sara una faglia che si apre in —oo e si chiude in z =
—xg. Gli sforzi 7;; dovuti alla dislocazione immagine S* sono descritti dalle
precedenti soluzioni con xy sostituita da —xy e con b cambiato di segno. Le
componenti dello sforzo per una tale faglia risultano pertanto:

(3.10)

. mb y[B(r+20) + ¢
2wl =) [(x+ x0)? + 2] (3.11)
= Mb (l‘ + ZEo) [y2 — (J" + 1‘0)2] (312)

Wo2am(l—v) (x4 m)2 4y
che, sommate alle precedenti (3.9), (3.10) in superficie (x = 0) forniscono:
ph y(Bag +v?)
(I =) (25 +¢?)?

b zo(y? — ) N —xo(y* — 23)
2n(1 —v) | (af+ y?)? (23 +y2)?

Tow = Ty + Taw = = 2Ty, (3.13)
s

=0 (3.14)

—_— * p—
Tfy - T:ch + Twy -

Quindi ora dobbiamo annullare la componente T,.,.. Utilizziamo la tecnica
della funzione di Airy.
Nel nostro caso risulta:

322 4 b
yBus+y) A K

=gy w1=7)

Sviluppiamo la T}, (y) secondo la “ Trasformata - seno ” di Fourier, dato che
la funzione T, (y) ¢ dispari in y :

Tuly) = @ | swysintear

dove la trasformata di Fourier ¢ calcolato tramite:

(k) = @ / " Ty) sin(ky)dy

Dal calcolo integrale (riportato pit avanti):

s(k) = \/g A e R (kg 4 1)
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Adesso, in analogia con le equazioni ricavate nella sezione relativa alla fun-
zione di Airy e per la linearita dell’integrale che definisce la trasformata,
otteniamo:

T,y = \[ / )1 — kx)e ™ sin(ky)dk (3.15)
T, \/> / )1+ k) sin(ky)dk (3.16)
—\/; /0 s(k) - kx - e cos(ky)dk (3.17)

Calcolando gli integrali per parti (svolti pit avanti):

T b { Y o 2y(a® —ag)  2ywao (x4 x0)® — 7 }
Por(l—v) e+ w)2 + 42 (o4 x0)? + 2 [(z + 20)2 + 3]
(3.18)
b y 2y(z + 1)* 2yzrro [3(x + 20)? — Y]
= e e @+l + P [t aof + 97T j
(3.19)
o b {x [(z +20)* —y*]  2zxo(T + 20) [(T + 70)* — 397 }
W21 —0) (z + 20)? + 02 [(z + 20)2 + y?]*
(3.20)

Calcolando Ty, in superficie (x = 0):

T {[( Y35 +y°) }

(1 —=v) | [(z + 20)? + y2)°

L’espressione coincide con quella data dalla somma della faglia S e della sua
immagine S*. Pertanto, ¢ da sottrarre ad essa per annullare la componente
T, in superficie.
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Le equazioni ottenute per il campo di spostamento sono:

a b y b ylz +2(1 — v)xo]
u, = — —arctan —
7T r+zo 2n(1—v) | (z+420)2+y?
2y(x + xo)x
3.21
== 2
booo1-2
ul = v In[(z + x0)? + y*]+

Yo 2r(l—-v) 2
b { (=)@ —af) +v(z+ o) | [y + (@ + 500)2]1'1‘0}
21— ) r oo+ G w0 + P
(3.22)

_I_

Che in superficie (z = 0) assumono la forma:

a _ b Y b|: YZo 1
us(y) = —— arctan — — —
m Zo z3 + y?
b 1 T3
a — 7 (1=20)=1 2 2 0
) = gy (1= 23 e )+

E sottratte ai valori u,,u, di S e uj,u; di 5%, forniscono in superficie:

b y bl wyxo
U =u, +uf —u? = —u® = —arctan — + —
XTOT<y) z T T T Zo |:130 + y
* a a b
UYTOT<y) = Uy + Uy — Uy = 2“?4 — Uy = _27T(1 — l/)

3.1.1 Calcolo di s(k)

\/’ / 3x0+y ") sin(ky)dy

Per la parita dell’integrando e p0851blle calcolare I'integrale come:

_ ]2 1 * y(3xg + 7)) iy
swr=f2 g Do

Calcoliamo l'integrale che definisce s(k) servendoci del teorema dei residui:

0l 5 )

interni
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Consideriamo un percorso chiuso di integrazione nel semipiano complesso
positivo.

Imy

iXo

Figura 3.2: percorso di integrazione

La funzione ammette un polo del second’ordine interno al percorso di
integrazione: y = izy. Ricordando la formula per il calcolo del residuo per
un polo di ordine n:

1 ) dn—l .
Resf)| = oy i s = s0)
Si ottiene:
Pesiduo — [(33/2 + 3x(2))e_iky _ i/{;(y?’ + Bx%y)e_iky] (y + il’o)2 -
(y -+ i$0)4
_ 2(y + iwo) (y> + 3zdy)e kv
(y + ix0)4
—kxo
Residuo = (kxg + 1)
Da cui:

s(k) = \/g CA e (kg 4 1)
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3.1.2 Calcolo di T},

Ty, = \/g /0 h s(k)(1 — kx)e ™ sin(ky)dk

— \/2 \/g . A/ e *0 (1 4 kao) (1 — ka)e ™ sin(ky)dk
m 0

=A- Im/ e (1 4+ kag)(1 — kx)e e dk
0

=A- ]m/ e FEFe0= [ _ga0k?® + (2o — )k + 1]dk = A - Im{I}
0

Calcoliamo l'integrale per parti:

1 oo

[=— ———— [—zxgk® + (zg — 2)k 4 1] e Fatoo=®)} 4
T+ Ty — Y [ 0 ( 0 ) ] 0
1 Oo —k(z+zo—i

_ e R@tzo=w)_9pqok + (xo — x)|dk

T+ To— 1y /0 [ 0 (20 )
Si giunge a:

j 1 T — To 2xxg
r+wo—iy (v —iy  [x+w— iyl
Razionalizzando:
I T+motiy (v —20) (7 + 20 + iy)?  2axo( + 20 +1y)?
(@) +y? (@ +w0)? + 97 [(z +20)? + 37’

Considerando la parte immaginaria:

Craol+y  (wralt9?P [t + o

Da cul infine:

T = A{ Yy _ 2y(x2 _ x%) _ 21‘$0y [3(1- + xO)Q . yQ] }
R L R (P e S (N
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3.1.3 Calcolo di 7},

T f / 1+ kz)e ™ sin(ky)dk
_ \ﬁ \ﬁ A / e (1 1 ko) (1 + kr)e ™ sin(ky)dk

=A-Im / e R0 (1 + ko) (1 + kx)e e dk

=A- Im/ Mateo= W) [paok? + (x + xo)k + 1)dk = A - Im{I}

Calcoliamo 'integrale per parti:

e—k(m—l—mg—iy) o0

I=——— Jaxok®> + (x +x0)k + 1 +
1:+a:o—zy[ 0 ( 0) }0

1 k N
(z4z0—1y)
x Lo Ly /0 [ ° ( 0)]

Si giunge a:

1 T+ xo n 2xxg

I = — +
T+ x9— 1Yy [x+x0—iy]2 [93+:)30—iy]3

Razionalizzando:

(x+z0)+iy  (z+z0)(x+20+0Y)? 22202 + T0 +1Y)*

I= 2 3
(x + x0)? + y? [(z + z0)? + 2 [(z 4 x0)? + y?]

Considerando la parte immaginaria:

O R " ) LR 721 U
(x+20)2+y*  [(z+20)2+ y2]2 [(z + )2 + y2]3
Da cui infine:
_— A{ y Lt )’ 2yw Bz + @)~y }
e (z+20)> +y2  [(x+ 20)2 + ¢ (& + 0)? + ¢’
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3.1.4 Calcolo di T},

2 o0
Thy = _\/;/0 s(k)kxe ™ cos(ky)dk
— _\/2. ﬁ A/ e k0 (1 + kag)kxe ™ cos(ky)dk
s 2 0

=—A- Re/ e R0 (1 4 kag)kwe F e dk
0

=-A- Re/ e Matwo W) 2y 4 kx)dk = —A - Re{I}
0

Calcoliamo l'integrale per parti:

e—k(z+$0—iy) oo
I=——F—— [kz%xo + k;a:} +
T+ ZTo— 1y 0
1

—/ e FEFTo= W) Dpr ok + x]dk
T+ x9— 1 Jo
Si giunge a:
T 2xrx)
+

I = .
(x+x0—1y)?  [x4 30 — @'y]3

Razionalizzando:

r(x + 30 +1y)° 2zx0(T + T +1Y)?

[(z+ a0+ 92" [(w+20)? + ¢
Considerando la parte reale:
(x4 20)? —y*]  2xwo[(x + 10)® — 3y (2 + 30)]
(2 +@0)? + 9] (2 + @0)? + 2

Re{l} =

Da cui infine:

T

Ty —

A{ z (x4 20)* —y?]  2xxo(T + 20) [(T + 70)% — 397 }
(2 + 20)? + y?)° (& + 0)? + ¢’

3.1.5 Calcolo degli spostamenti

Siano date

T, = /000 s(k)(1 — kx)e ™ sin(ky)dk
Tow = /00 s(k)(1 + kx)e ™ sin(ky)dk

Ty = —/ s(k) - kx - e cos(ky)dk
0
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con:

s(k) = A-e "0 (kxy + 1)

Consideriamo le singole componenti armoniche:

T,y = s(k)(1 — kx)e " sin ky (3.23)
Tyw = s(k)(1 + kx)e " sin ky (3.24)
Tyy = —s(k) - kx - e ¥ cos ky (3.25)

Adesso, note le singole armoniche del tensore di sforzo, ¢ nostro obiettivo
ricavare, sfruttando le relazioni costitutive, le armoniche del campo di spo-

stamento.
Le componenti del tensore di deformazione sono:

aum 8uy auz
€xx = €yy = (7 €,y =
ox W gy 0z

1/0u, = Ou,
o= =5\ tor
Oy, n ou,
0z Ox
Ou,  Ou,

T T\ 5 oy

Dalle relazioni costitutive:

T2

- 1
€;cz—€zx—§
1

T2

Tow = 200+ N€gs + Aeyy + €22)
Tyy = (2M + A)ny + /\(Em + Ezz)
T.. = (2p+ Nezs + Mewe + €4y)
Toy = 2p€qy
Ty = 216,
T,. = 2ue,.

Ricaviamo, nel caso di una dislocazione di bordo (u, =0 e u = u(z,y)):

Tow = (20 + Negy + Aeyy
Tyy = (20 + Aeyy + Aeay
To = Mews + €)

Ty = 2pi€sy

Risolviamo ora il sistema lineare:

Tow = (200 + N)€gs + Aeyy
Ty = (20 + Aeyy + Aeay
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Risolvendo in €,, € €y, si ottiene:

con B =2u(l14v) = % che rappresenta il Modulo di Young (;%)
Pertanto:
1— 2
Uy = EV /(Tm — pT,,)dx
1— 02
Uy = 5 /(Tyy — BTa)dy
Dove si e posto:
v
p= 1—v

Calcoliamo per cominciare le singole armoniche:

i =1 [ T w= 13 [ - 5Ty
1. @,
iy = ;5”25(/{) / (1 + k) — B(1 — ka)]e™® sin(ky)da
_ ! ;_,”25(1{) sin(ky) / (1 + kz) — B(1 — kx)le *dx
_! ;7”25(@ sin(ky) / k(14 B)x + (1 — B)]e *da
! ;3”25(;{) Sin(kzy){ - e:x k(1 + B)z + (1 - B)] + / %k(l + ﬁ)e"“daz}
= L smsintn{ - SR+ a1+ 00— 0] - S
1 —1?

=~ s sinte) |+ )+ 2] e
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1—12

Uy = Z s(k) /[(1 — k) — B(1 + kx)]e”* sin(ky)dy

_ 1 _EUQS(k:) /[(1 — kx) — B(1 + kx)]e " sin(ky)dy

_ 1 _Eyzs(k:)[(l —kx) — (1 + kx)]ekx/sin(k;y)dy
1—-121

K B

(F)[—z(1 4 B)k + (1 — B)]e** cos(ky)

Quindi adesso calcoliamo u, e u, come:

ux:/ Uydk uy:/ Uy, dk
0 0

1. u,
"y = 1 _E”Z /0 k) {(1 + B)e + %} e sin(ky)dk
— _A“T_”Z) /OOO e 0 (1 + ko) {(1 + B)z + %] e " sin(ky)dk
= _A“T_”Z) /OOO e " (1 + ko) {(1 + B)x + %] e " sin(ky)dk
— _A(lT_”Q) /OOO {(1 + B)xxok + (14 Bz + 20 + %} e~ @20k gin (ky)dk

Spezziamo u, nella somma di due integrali:

w, = _M{ /oo[(l + B)axok + (1 + B)x + 2xle” T sin(ky)dk +
E 0

2
+ / Z e~ (@tao)k sin(ky)dk}
0 k

_ _—A(lbj V) {11 + 12}

Calcoliamo il primo integrale:
I = / (14 B)xxok + (1 + B)z + 220)e” @0 sin(ky)dk
0

= [m/ (1 + B)xxok + (14 B)x + 2ao)e” @Heo- kg,
0
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Integrando per parti:
I = Im{ [(1+fB)x + ?xo] n [(1+ ﬁ)ffﬂ.ﬁo] }
(x + xo — iy) (x + zo — iy)?

_ {y[(l + B)x +2w0] | y(w + w0)(1 + B)aw) }
(& +20)? + ¢ (& + 20)? + y?P?

Ora calcoliamo il secondo integrale:

2
I, = / Ze~@teolk gin (ky)dk
0o k

<1
L(z,y) = 2/ Ee’(”“)k sin(ky)dk
0

Deriviamo rispetto a y per far sparire la variabile k£ a denominatore,
per poi re-integrare successivamente:

d12($a y)

= 2/ e~ @2k cog(ky)dk
i i (ky)

= 2Re / h e~ (@tzo—wk g
0

:we{m}

T+ X9
[(z + 20)* + ¥°]

Percio:

Ig(x,y):2/0y : T+ T

.’L'+330)2 +y2] Y

= 2arctan < i )
T+ Xg
Ricomponendo i due integrali ottengo:
Al — 1?2 — 2
Uy = ——(1 v )Qarctan i — A0 —v7) fyl(L+ B)z + 2]
E T+ T E (x + 20)% + 32

2y(z 4 xo)(1 + B)zxg }
[(x 4+ 20)? + 322

Ricordando che:

_ . _ b
E=2u(1+v); A_W(l_y) —

&)

27(1 — v?)
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Uy = —32 arctan Y b ylz + 20 = v)zo) + 2y(w + 2o)rg
2m T+ T 2rl —v | (24 20)% + 92 [(z + 20)% + ¥
b Y b [yle 20 —v)we]  2y(w + wo)w
T r+xy 2r(1—v) | (x4 x0)?+ 32 [(z + 20)2 + 422

Uy = — ! _EV2 /000 %s(k) [ —z(1+p5)k+(1— ﬁ)} e * cos(ky)dk

_ _A(lT—vz) /0"" e (1 4 k%)% { —z(1+ )k + (1 - 6)] e+ cos(ky)dk
= A [T e )| a1+ 8y (1= )] conthan
_ _—A(lg V) /OOO { — zao(1+ B)k — (1 + B)(x + o) + %] e~ M) cos(ky) dk

Spezziamo u, nella somma di due integrali:

u, = —A(IT_VZ){ /Ooo { —axo(1 + Bk — (14 B)(z + xo)} e~ @20k cog(ky)dk +

o0 1 _
+ / Tﬁe_(“m)k cos(ky)dk;}
0

Calcoliamo il primo integrale:
I = / [ —zxo(1+ Pk — (v — xo) — Bz + 130)] e~ @t@olk cos(ky)dk
0
= —Re/ {xxo(l + B)k 4+ (x — x0) + Bz + xo)l e~ (@tmo=ink gy,
0

Integrando per parti:
o ) 4Bt ay) (14 Blam)
= e
_ { (2% —ag) + Bz +20)° | [y° + (2 + 20)’][(1 + B)a] }
(x+ 20)% + 92 [(z 4+ x0)? + y?]?
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Resta da calcolare:

oo 1 _
I, = / Tﬂe_(’”m)k cos(ky)dk
0

d]Q(IL‘, y) _ _(1 N 6)/ e*(z+azo)k sin(ky)dk
0
=—(1- @)Im/ e~ (wrrom kg,
0

(
] —ﬁ)fm{m}

(1 )
R (P E

Percio:

Y
T+ £C0)2 + y2]

I{z,y) = —(1— ) / ' : dy

=~ i+ 20+ )

Ricomponendo i due integrali ottengo:

e sz(l D inj(a+ 20 + 471+

A(l —v?) { (22 — 22) + Bz + 20)? N [v% + (z + 20)?][(1 + B)xz] }

Uy:

+
E (x + 20)? + 92 [(z 4+ x0)2 + y?]?

b 1—-2v
Uy =T In[(z + x0)? + 32|+

b { (L= v)(@? —ag) + vl +@0)* | [y + (@ + z0)*)wwo }
2n(1-v) (@ +20)* + ¢ [(z +@0)? + 4?2

+
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3.2 Soluzione in prossimita della superficie li-
bera per una dislocazione di bordo limi-
tata

Per una superficie che si apre in x = x7 e si chiude in x = x»:

Ug = % {arctan ! ;xl - 5 L ” (x(f ;1;1fy2— (3.26)

— arctan =2 0 1_ e <f ;;2213%} (3.27)

"y = ﬁ {(1 — ). %ln[(x -+ - ;j; T (%)
(1-2w)- %ln[(x — )yl + = ;’;2 . yQ] (3.29)

Le trazioni relative alla superficie z =costante (piani paralleli a yz) sono:

(3.30)

TCEI -

pb {9[3(13 )4y yBle— @)+ yZ]]

(1= 0) [ (o= + 2P (=2 + o
o mb (@ —z)[y? — (@ —21)°] (2 —22)[y” — (x — 22)*]
Yo2r(l-v) [(z —z1)? + 2 [(z — z2)? + 9?2
(3.31)
La faglia immagine sara una faglia che si apre in © = —x5 e si chiude in
x = —x1. Le componenti dello sforzo per una tale faglia risultano pertanto:
Y Gell) {y[3(w +22)° +9%  yBla+a)’+ yﬂ (3.32)
ol —v) | [(z+ x0)? + y?)? [(x + 21)% + y2)2 '

o __h(=D) [(w o)y’ — (w4 29) (et m)ly? — (v + xl)z]]
Yo2r(l-v) [ (w4 @)+ [(z + 21)% + y?]
(3.33)

che, sommate alle precedenti (3.30), (3.31) in superficie (x = 0) forniscono:

T g {y(3x%+yz) Y33 +y°)
TT :vx_ﬂ_

(1—v) | (22 +y?)? N (22 + y2)? } =27, (3.34)

Ty =Ty + Tay =0 (3.35)
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il

X

v

Figura 3.3: Sorgente di dislocazione S e relativa immagine S*

Quindi ora dobbiamo annullare la componente T,,.. Utilizziamo la tecnica
della funzione di Airy.
Nel nostro caso risulta:

b

COHA:m

= [vBri+y?)  y(3ad +¢7)
) =4 [T

Sviluppiamo la T,,(y) secondo la “Trasformata-seno” di Fourier, dato che

T.(y) & dispari in y:
2 [ )
Toaly) = \ﬁ | stwysinig)an
T Jo

dove la trasformata di Fourier ¢ calcolato tramite:

(k) = ﬁ / " T (y) sin(ky)dy

Dal calcolo integrale:

s(k) = g A e (kg 4 1) — e (kg 4 1)]

Adesso, in analogia con le equazioni ricavate nella sezione relativa alla fun-
zione di Airy e per la linearita dell’integrale che definisce la trasformata,
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ottengo:

T, = \[ / Y1 — k)" sin(ky)dk (3.36)
T, \/7 / V(1 + ka)e sin(ky)dk (3.37)
—\/; /0 s(k) - kx - e cos(ky)dk (3.38)

Calcolando gli integrali per parti:

T pb { Yy _ 2y (2% — 2?)  2yzay 3(z + 11)?* — 7 B
Yy 7T(1 _ l/) (:L‘ + lEl)Q + y2 [(I + 171)2 + y2]2 [(:L‘ + $1)2 + y2]3
B y 2y(a® —x3)  2yaws [B(w +22)* — 7]
S N (P R PR CRu L }
(3.39)
B b y 2y(x + x1)? 2yray [3(x +21)* —y°]
foe = m(1—v) { TN (& +21)2 + ¢ i [(z+1)? + ¢
B y (@t @) 2yaws [3(z + 2)” — v }
(4 22)2 4y [(x+22)2 + 2] [(z + 22)2 + 2]
(3. 40)
T b {a:[(x+:v1)2—y2] 2zxy(x +x1) [(T + 21)% — ]_
" T(1=v) | [(z + 21)2 + y?)° (& + 21)2 + 2
C a4 w9)? —y?] 2zaa(x + a) [(x+q:2)2 ]}
(2 + 22)% + 7] (& + a2)% + ¢
(3.41)

Calcolando Ty, in superficie (z = 0):

b {y(&tf + %) B y(323 + y°) }
(1—v) | (@2 +92)2 (23 +y2)?

L’espressione coincide con quella data dalla somma della faglia S e della sua
immagine S*. Pertanto, ¢ da sottrarre ad essa per annullare la componente
T, in superficie.

Le equazioni ottenute per il campo di spostamento sono:

. b y b {y[m +2(1 —v)zy]  2y(x+ 1)z }
u, = ——arctan —

T x4z 2n(1—v) | (xv+21)%+ 2 [(x + 21)% + y?]?
y b {y[a: +2(1 — v)axs] 2y(z + @)y }

@rapP+y | wta) P

Ta:a; =

b
— t
+7r8LrC anaj—i—xg 27(1 —v)
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b 1—-2v
a __ 1 2 2
R e IR

b (1-v)(@?—a?) +v(z+n)°
21 - v>{ o) +y?
2 + (x4 x1)?|za, } B b 1—2v

[(z+21)? 4+ y?)? 2n(1—v) 2
b { (1—v)(2® —2d) +v(z+20)® [P+ (z+ xg)Q]xa:Q}

2n(l—v) (o + 22)% + 42 I CEESEERTE

In[(z + z2)* 4 y*]—

Che sottratte ai contributi u,, u, di S e uy, uy di S*, forniscono in superficie
(x =0):

UXTOT (y) = Ug + u; - ug: = _u; =
b y b Yy b y b Yo
= —arctan — + — 3 5 — —arctan — — — 5 5
m r1 TA\xX]+Y ™ To TA\X;FY
Uvpor(y) =uy + Uy, — uy = 2uy — uy,; =0

3.3 Stress function di Airy

Consideriamo un problema di deformazione piana con u, = w =0, f, = Z =
0, up = u(x,y), uy = v(z,y). Le equazioni di equilibrio sono:

OTzx 87—11‘! —
{ ox oy fx

OTay OTyy __ N
Ox + oy fy

Per una deformazione piana in (z,y) risulta 7,, = 7,. = 0 mentre 7,, =
V(Tye + Tyy). Volendo determinare le tre incognite 7., , Ty, Ty serve una ul-
teriore equazione da affiancare alle equazioni di equilibrio. L’equazione man-
cante e fornita da una delle condizioni di compatibilta di Beltrami-Mitchell.
Sfruttiamo la condizione:

1
VQTkk:—1+V

V.-t

— VvV

Ponendo 7., = v(7,, + 7,) € f. =0, si ottiene:

0? 0? 1 Ofr  Ofy
(T*@) (Tae + 1) = =75 (ax oy
Consideriamo ora l'ipotesi che le forze di volume siano conservative, e per-
tanto derivabili da un potenziale:

oV ov
fm - fy - _8_y

S
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Le equazioni di equilibrio risultano allora:

OTyy

dy

OTyy

=0
ox

9]
=0, —(Tyy — V) +

0
—(Tee — V) + By

ox

Per soddisfare identicamente tali equazioni e sufficiente introdurre due fun-
zioni ® e W tali che:

0P 0P
xx V= a Ty — T A
K dy Toy ox
ov ov
Txy:_a_ya Tyy—v:%
Dovra essere g—f = %—‘;’. Cio e garantito se esiste una funzione y tale che:
0 0
I — g
dy ox
Denotiamo con y la funzione di Airy. Risulta:
9*x 0*x 9*x
TV ot M T gyt W T

S€ Tyz, Tay, Tyy SONO ricavate da una tale funzione y secondo queste relazioni,
allora le equazioni di equilibrio sono identicamente soddisfatte . Ma x deve
soddisfare la equazione di compatibilita. Si ottiene pertanto:

o'y Lo My o'  1-2w (82V 02V)

Ox? Ox20y? + oyt 1—v \ 022 + oy? (342)

E, nel caso in cui le forze di volume siano trascurabili, si ottiene una equazione
bi-armonica:

ot ot ot
Xpg 9X L IX_ (3.43)

ox* 0x20y? Oyt

Consideriamo un semispazio elastico x > 0, in configurazione di deformazione

piana e in assenza di forze di volume. Percio w = 0, u, = u(z,y), u, =

v(x,y). Siano assegnate sulla superficie del semispazio le trazioni:

Tee = C'sin ky, Toy = 0, iny=0 (3.44)

Cerchiamo la soluzione al campo di sforzi 7;; nel semispazio x > 0 servendoci
della funzione di Airy. Per invarianza traslazionale ¢ possibile indovinarne la
forma:

x(z,y) =sinkyf(x)
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Cerchiamo f(z) sostituendo la espressione della x(z,y) nella equazione bi-
armonica:

K () = 262 (x) + [0 (@) = 0
La cui soluzione generale e:
f(z) = Bie ™™ 4 Byxe ™ 4 Bye" 4 Byaet”

Chiaramente B; = B, = 0 per problemi di divergenza all’infinito. Servendosi
delle equazioni che definiscono le trazioni nota la y, si ottiene:

82

Tyy = 8—;2( =sinky [Bik® + Bo(—2k + k*z)] e
o? : —kx
Tox = 8_y>§ = —k*sinky [B; + Bszle F
82
Tay = _axgy = —kcosky [—kB; + By(1 — k)] e **

Dalle condizioni iniziali 7,, = 0 e 7,, = C'sinky in & = 0, risulta che:

C C

BQ = ]{?Bl — B] = _ﬁ7

Risulta infine:
Ty = C(1 — kz)e " sin ky
Tow = C(1 4+ kx)e ™ sin ky (3.45)

Toy = —Ckze " cos ky.

Adesso, ,cerchiamo delle esprzessioni del campo di spostamento in funzione
della x. Sapendo che T, = ?,T?j e possibile ricavare la forma della x :

?9_;( = /deerf(fﬂ)
x = / / Tody +yf(x) + g(2)

Dove f e g sono funzioni arbitrarie della sola z. Cerchiamo una loro precisa
. 2
espressione calcolando ‘37’2‘:

% = Cre ™ sinky +yf (z) + g (2)

0y

a2 = ¢ kx)e sinky +yf (x) + ¢ (z)
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Ma deve essere:

Quindi, dal confronto delle due espressioni, deve essere f = g = 0 identica-
mente. E risulta:

1
X = _ﬁC(l + kx)e ™ sin ky

Riprendendo le espressioni precedentemente ricavate:

_1—V2

Uy = z /(Tm — BT,,)dx
B 1 — 1?2

Uy = “F /(Tyy — BTa)dy

Posso sfruttare la funzione di Airy:
1—12 0*x 0%y
= — d
e E / ( Oy? p Ox? ) *

1— 12 0y 0%y
W= TE /(8$2_56y2)d$

= Oup,  Ou, 1—v*[0% Py 0y 0
Vo= (9x+c9y - FE (8y2_58x2+3x2_ﬁ3y2>
= (1= -p8)(Px  Px

Vo= E 3x2+3y2

V.= (1+V)§_2V)V2X

Quindi ora, consideriamo il problema cardine di questa trattazione: tro-
vare la soluzione per una sorgente deformativa (ad esempio una faglia) in un
semispazio elastico con superficie libera a partire dalla soluzione dell’analogo
problema in un mezzo elastico illimitato. Se la soluzione nota ha in x = 0
trazioni 7., = 0 e 7,, = 0 ¢ possibile operare secondo i successivi passi:

e calcolare le trazioni generate sul piano x = 0 dalla soluzione nel mezzo
illimitato;

e separarle nelle componenti del tipo (3.44) armoniche servendosi delle
trasformate di Fourier;
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e ricomporre il campo di sforzo servendosi della trasformata inversa di
Fourier sulle (3.45);

e sottrarre dalla soluzione iniziale le soluzioni ottenute al passo prece-
dente.
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CAPITOLO 3. DISLOCAZIONI DI BORDO



Capitolo 4

Conclusione

Nota la soluzione dei problemi dislocativi in un semispazio illimitato, siamo
riusciti a trovare la soluzione in prossimita della superficie libera.

Per le dislocazioni a vite ¢ stato sufficiente servirsi della tecnica delle im-
magini, in quanto la soluzione per la sorgente di partenza prevede sforzi 7.,
identicamente nulli. Tale dislocazione puo fornire un semplice modello per
descrivere sforzi e deformazioni indotte da faglie trasformi (o di strike-slip)
molto lunghe.

Invece, per quanto riguarda le dislocazioni di bordo (che forniscono un sem-
plice modello per le faglie di dip-slip verticali) ¢ stato necessario ricorrere,
oltre che alla tecnica delle immagini per annullare 7., in z = 0, all’'uso di una
opportuna funzione di Airy. La soluzione del problema dislocativo e stata in
tal caso trovata come: soluzione per una sorgente in un semispazio illimitato,
piu soluzione per la sorgente immagine, meno la soluzione per un semispazio
con trazioni T,, applicate alla superficie.
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CAPITOLO 4. CONCLUSIONE
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