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Introduzione

L’intento di questa tesi e presentare i metodi di approssimazione saddlepoint
per stimare la densita di una variabile aleatoria di cui si conosce solo la fun-
zione generatrice dei cumulanti e utilizzarla per il calcolo della probabilita di
coda.

Particolare attenzione verra data alle variabili aleatorie che sono somme o me-
die di n variabili aleatorie i.i.d. e alla stima dell’errore rispetto alla densita
esatta in relazione a n.

La strada allo studio dei metodi saddlepoint ¢ stata aperta da Esscher (1934),
Daniels (1954), Lugannani e Rice (1980), e rielaborata in seguito da Field e
Ronchetti (1990), Kolassa (1994) e Jensen (1995), i quali hanno basato le loro
trattazioni su forti argomenti di analisi complessa. Piu recentemente (2007)
Ronald W. Butler ha riformulato le vecchie trattazioni in chiave applicatival,
aprendo la strada a Carr e Madan (2009) per 1'utilizzo dei metodi saddlepoint
in ambito finanziario, in particolare nella valutazione dei prezzi di opzioni call.
Vedremo come in questo ambito diventa importante riuscire a calcolare la pro-
babilita di coda di distribuzioni complicate, dove i calcoli effettuati con i metodi
classici (FFT) potrebbero risultare, su larga scala, numericamente molto co-
stosi; infatti, I'implementazione mediante il software Mathematica del metodo
saddlepoint per il calcolo di opzioni call prevede la risoluzione numerica di due
equazioni, mentre quella del metodo FFT richiede un’integrazione numerica.?
Le uniche informazioni su una variabile aleatoria X che servono per stimare la
densita f(z) sono:

e la funzione generatrice dei cumulanti, K (s);
e la soluzione dell’equazione saddlepoint K'(§) = x.

Per capire la semplicita che i metodi saddlepoint offrono come alternativa ai
metodi classici, riportiamo ’esempio seguente.

Esempio 0.1. Consideriamo la variabile aleatoria X = X; + X3 somma di
X1 ~ N(0,1) e Xy ~ Laplace(0, 1) indipendenti tra loro, e siano fx, e fx,

ISi fa riferimento a [2].
2Per il confronto tra i metodi si veda la Sezione 4.3.
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iv Introduzione

le loro rispettive densita. E noto che la densita della somma di due variabili
aleatorie indipendenti e la convoluzione di queste, cioe

f—(;(}cla:ﬁxz = le * fXQ'
I metodi saddlepoint permettono di stimare la densita semplicemente conoscen-

do la funzione generatrice dei cumulanti e risolvendo ’equazione saddlepoint.
In questo esempio, risulta:

1
1+ 52

Risultati che saranno dimostrati nella Sezione 1.1 permettono di affermare che:

1
Ky, (s) = 552, Kx,(s) =In =—In(1+5%).

K(3) = Kxoxo(s) = Ky (3) + Ky () = 55 ~In (14 87) s € (~1,1),

L’equazione saddlepoint K'($) = x risulta quindi essere:

R 2
S(1-— — = .
(s

La soluzione § = §(z) ¢ una radice di un polinomio cubico che ammette una
radice reale e una coppia di radici coniugate. La soluzione reale puo essere
calcolata per via numerica e la sua espressione esplicita risulta essere

. a:+ 3+ 22
s§==<
3 3(18x + 23 4 3v/3vV/—1 + 1122 4 z4)1/3

1
+ 5 (182 + 2® + 3V3V—1 + 1122 4 24)1/?

e il metodo saddlepoint e applicabile.

I metodi saddlepoint si distinguono in:

e metodi del primo ordine: si vedra una prima approssimazione della den-
sita esatta per una variabile aleatoria e per la media semplice di n
variabili aleatorie i.i.d. e si stimera I’errore commesso come O(2);

e metodi del secondo ordine: si cerchera di dare una stima dell’errore pre-
cedentemente enunciato riducendolo a un O(=) per arrivare alla formula
di Daniels (1954) attraverso il procedimento di espansione di Edgeworth
della densita.

Utilizzeremo la densita saddlepoint per stimare la probabilita di coda e
ricaveremo:

e la formula di Lugannani-Rice (1980) proposta in [7];
e la formula di Lugannani-Rice riformulata da Daniels (1987) in [5];

e la formula generalizzata di Lugannani-Rice (1993) elaborata da Wood,
Booth e Butler in [10].



Capitolo 1

Nozioni preliminari

1.1 Funzioni generatrici

Riportiamo alcune definizioni che saranno fondamentali in seguito.

Definizione 1.1. Sia X una variabile aleatoria continua con densita f(x)
definita per tutti i valori reali di . La funzione generatrice dei momenti
M (s) di X & il valore atteso di exp(sX) definito per tutti i valori di s per cui
I'integrale converge; supponiamo che cio venga verificato per s € (a, b):

—+00

M(s) ::/ exp(sx)f(z)dz, s € (a,b).

—00

Osservazione 1. Per valori reali di s la convergenza dell’integrale precedente
¢ sicuramente verificata se (a,b) € un intorno dell’origine. Supporremo quindi
che l'intervallo di convergenza contenga sempre 'origine e che (a,b) sia il piu
grande tra gli intorni di convergenza.

Proposizione 1.1. Se E[X*] < oo allora la derivata k-esima di M valutata
i s =0 e il momento k-esimo di X, cioe:

M®(0) = B[X*] = .

Dimostrazione. Sviluppando l’esponenziale in serie di potenze intorno all’ori-
gine e scambiando il segno di integrale con quello di serie si ha:

+oo sTXT +oo s"XT +oo [LTST
Zr!]:ZE[H}: rl

r=0 r=0 r=0

M(s)=FElexp(sX)|=F

da cui, derivando termine a termine, risulta:

, d 2 pist R d st R st
M'(s) = ds Z 1 Las - Z |
=0 1=0

) .~ ds 3! 1
=0

1

—+o00 .oi
Z s :

n il
i=1

1



2 1. Nozioni preliminari

Iterando la derivazione si ottiene la formula ricorsiva

oo L. . s
. pit(i—1) ... (i—r+1)s""
MO(s) =" . :

Valutando la precedente in s = 0 resta solo il termine r-esimo della sommatoria,
pertanto

, frr!
MT(0) = =5 = iy,

In particolare, per 7 = k, si ha M®)(0) = 1. O

Definizione 1.2. Si definisce funzione generatrice dei cumulanti di X il loga-
ritmo della funzione generatrice dei momenti:

K(s) =log M(s), s€ (a,b).

Si dicono cumulanti i coefficienti k, dell’espansione di Taylor di K (s) intorno
all’origine.

Riportiamo alcuni risultati sulle proprieta dei cumulanti.

Proposizione 1.2. La derivata r-esima di K(s) calcolata nell’origine equivale
al r-estmo cumulante.

Dimostrazione. Sviluppando K (s) in serie di Taylor intorno all’origine si ha:

K(s) = log(M(s)) = 3 2

1=0

(1.1)

il

Derivando termine a termine, si puo scrivere

d X kst
K'(s) = — o
(5) ds; il

e iterando la derivazione si ottiene la formula ricorsiva

400 ; 400 .o 400 .o
d k;s ZkizsZ 1 Zkizsz 1

L s i : il 4 il
1=0 =0 =1

Y

“+oo

KOs = 3 ili = 1) (= r 4 s’ 19

7!

i=r

Valutando la derivata in s = 0 rimane solo il termine r-esimo della sommatoria

e si ottiene:
k,r!

rl

K"(0) =k,
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Proposizione 1.3. I primi cumulanti e momenti sono legati dalle sequent:
relazioni:

L4 kO = 0;'
b kl = M1y
o iy = o — pif;

o kg = iz — 3 pa + 2013
o ky = pg — Apgpn — 33 4+ 120003 — 6
o ks = pis — Sptapn — 1035 + 2003463 + 30501 — 604043 4 24413 ;

o kg = jug — Gpuspin — 15papin + 30papd — 10u3 + 12030001 — 12005113 +
305 — 270p3 03 + 360uapu] — 12048,

Dimostrazione. Le relazioni precedenti derivano dal confronto tra i coefficienti
delle espansioni in serie di M(s) e K(s).
Consideriamo le seguenti espansioni:

X kys" Ry - S"
K(s)=>_ ;! . M(s) = ;! .
r=0 r=0
Poiché
o S o 5"
M(s) = E[exp(sX)] = D 1+ Zl o
segue:
1 — E[exp(sX)] Z (1.3)
Sviluppiamo ora K (s) in serie di potenza logaritmica:
= 1
K (s) = log(E[exp(sX))] - (sX
() = log(Blexp(s X)) = =3 1 (1~ BlexplsX))'"
Applicando la (1.3) alla relazione precedente si ottiene:
oo 1 +00 ,Ursr n 2 3
K(s) = —Z; - ) = st ul)Q +(M3—3M2M1+2M1)3 +..
n=1 =1
(1.4)
Eguagliando i coefficienti della (1.4) con quelli della (1.1) I'enunciato risulta
provato. 0

Osservazione 2. Si noti che:



4 1. Nozioni preliminari

e ko =0, poiché g = E[X?] = 1;

e ki = E[X];
e ky = Var[X|;
Proposizione 1.4. Sia X1,..., X, una sequenza di variabili aleatorie indi-

pendenti ciascuna con funzione generatrice dei momenti M;(s) e dei cumulan-
ti K;(s) definite su (a;,b;), i = 1,...,n. Sia X = > X; la somma di tali
variabili e sia X = )n—( la media. Allora le funzioni generatrici di X e X sono
definite per s € (max; a;, min; b;) e sono rispettivamente:

Kx(s) = i Kx(s) e Kxls)=3 Ky, (2) .

i=1
Dimostrazione. Per la definizione di K (s) e per I'indipendenza si ha:
o Kx(s) = log (Elexp (s 3., Xi)]) = log (Elexp (3_12, sX3)]) =
= log (E[[[;Z, exp (sXi)]) = log (I, Elexp (s Xi)]) =

= Yimi log (E'[exp (sXi)]) = 202, Kx,(s)

o Kx(s) =log (Elexp (s 21, 7)]) = log (Elexp (X7, 4)]) =
= log (E[TT}, exp (2%)]) = log (T, Elexp (£)]) =

= 2 log (B [exp (s3)]) = XL Kxi(3)

]

Corollario 1.5. Se X,...,X,, € una sequenza di variabili aleatorie i.i.d. con
funzione generatrice dei momenti M(s) e dei cumulanti K (s) definite su (a,b),
definite X e X la somma e la media rispettivamente, allora vale:

Kx(s) =nK(s) e K+(s) =nK (%) .

Dimostrazione. Dalla Proposizione 1.4 e sfruttando l'ipotesi che le variabili
aleatorie hanno le stesse funzioni generatrici poiché i.i.d. segue che

Kx(s) =301 K(s) = nK(s) e Kx(s) = 321, K (3) =nK (3). -
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1.2 Approssimazione di Laplace

Il metodo di approssimazione di Laplace verra utilizzato nel corso della trat-
tazione per espandere integrali del tipo:

[ engtans,

dove:
e g ¢ una funzione C*° con minimo locale & € (¢, d);
e gli estremi di integrazione c e d possono anche essere 400;
e necIN.

Sotto queste ipotesi, vale il teorema seguente.

Teorema 1.6.

~ ®3) (% ~ 4) (%
dovekgzm ek4:Z,T5§>2).

Dimostrazione. Sviluppiamo ¢ attorno al punto Z attraverso il teorema di
espansione di Taylor:

Poiché & ¢ un punto di minimo si ha che ¢'(z) =0 e ¢"(z) > 0.
Moltiplichiamo per n e applichiamo ’esponenziale a entrambi i membri della
relazione ottenendo

2!

©_0)(5 |
exp(—ng(x)) = exp (—ng@ g @) - >) ,

e usando le proprieta dell’esponenziale possiamo scrivere

> @ (% ,
exp(—ng(z)) = exp (—ng(%)) exp (—lng”(f)(fv - 53)2> exp (—n Z g )(m - ffY) :

2 7!
(1.6)
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Integriamo la (1.6), assumendo che gli estremi d’integrazione siano —oo e
400 poiché 'esponenziale decade molto velocemente lontano da . Otteniamo
quindi

| eyt =

o )(3 |
exp <—%ng”(i:)(x - :%)2) exp (—nz J z'( )(x - :i‘)z> dx.

—+00

— exp (-ng(@)) |

—00

Operando la sostituzione z = y/ng”(z)(x — ), il secondo membro dell’equa-
zione precedente diventa:

exp(—ng(2)) /OO ( 1 2) S ) ki
_— exp | —=z2" | exp | — n 24— | dz, 1.7
ng”(:i‘) oo P 2 P ; 7! ( )

dove

Posto Y = — 3., n~2(2) kiz'ospandiamo exp(—Y):

al
1
exp(=Y)=1-Y + §Y2 +O(Y?).

Sia ora ¢ la densita di una variabile aleatoria con distribuzione normale stan-
dard®. La (1.7) diventa:

ngzljz@ exp(—ng(Z)) _: (2) (1 ~-Y + %YZ + O(Y3)) dz.  (1.8)

L’integrale nella (1.8) puo essere calcolato termine a termine come segue.

e Il primo termine fj;o ¢(z)dz € uguale a 1 e sara il termine dominante
dell’espansione.

o Ilsecondo termine [* =" ¢(z)(=Y)dz = [727 ¢(2) (— s n_%(i_Q)ki—fl> dz
contribuisce con le sole potenze pari poiché le potenze dispari sono i mo-
menti dispari di una variabile aleatoria con distribuzione normale stan-
dard e percio sono nulli*. L’unico contributo di ordine pill piccolo di

@) (#) e quello dato dal termine corrispondente a i = 4.

3Si veda I’Appendice A.
4Si veda il punto 3 dell’Appendice A.
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o Il terzo termine fj;o P(2)(3Y?)dz = f_t:o ¢(2)3 (Z;’ZS n_2(i_2)%)2 dz
contribuisce con le sole potenze pari poiché le potenze dispari sono i mo-
menti dispari di una variabile aleatoria con distribuzione normale stan-
dard e percio sono nulli. L’unico contributo di ordine piu piccolo di

@) (n—IQ) e quello dato dal quadrato del termine corrispondente a i = 3.

Riassumendo, ’equazione (1.8) diventa

~ ~ 2
o ) | N I ] 1
- 1+ - | 2Rz + - (2] Bz o—

e e(ong(@) |14~ ]+2(3!> 1) +o(%)]

dove Z ~ N (0, 1). Per una variabile aleatoria con distribuzione normale stan-
dard® si ha che E[Z%] = 3 ¢ E[Z5] = 15. Sostituendo nella relazione precedente,

si prova ’enunciato:

2 . 1( 3ky 15 1., 1
— 1 —_ e —— _ —k‘ _— =
g (&) exp(—ng(z)) [1+ - ( 51 36 3 3> +0 (n2>]
o 1( 1ks 5 1
_ —ng@@N |[1+=-[-—+=k2]|+0(=)]|.
g (%) exp(—ng(z)) |1+ - ( S + o 3> + <n2)]

5Si veda il punto 3 dell’Appendice A.



Capitolo 2

Metodi saddlepoint

2.1 Densita saddlepoint del primo ordine

Sia X1,..., X, una successione di variabili aleatorie continue i.i.d. con comune
funzione generatrice dei cumulanti K. Sia X = 37" | X; la media e sia f¢
la densita incognita. Sotto queste ipotesi, vale il teorema seguente.

Teorema 2.1. La densita saddlepoint fy che approssima fx nel punto T é

data da:
Fe(@) =, /#(S) exp (K (3) — néT), (2.1)

dove il punto § = §(T) & la soluzione dell’equazione saddlepoint:
K'(3) ==.

Inoltre, per n — oo, la densita in (2.1) ¢é il termine dominante dell’espansione
asintotica di fx dove Uerrore relativo ¢ un O (+):

2@ = fx(@ (1 10 (%)) |

Dimostrazione. Se X =" | X; allora X = nX. Dal Corollario 1.5 si ha che
K,x(s) = Kx(s) =nK(s). Allora risulta

exp(nK(s)) = exp(K,x(s)) = exp (log (E[exp(nsX)])) = Elexp(nsX)].

Continuando la catena di uguaglianze e applicando la definizione di valore
atteso all’ultima si ha:

—+00 “+o0

exp(nk(s)) = /_ exp(ns) fx(T)dzT = /_ exp(nsT + log( f+(7))dz.
(2.2)
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Per s fissato, posto ¢5(T) = —nsz — log(fx(7), la (2.2) diventa:

“+oo

exp(nk(s)) :/ exp(—gs(T))dz. (2.3)
— 0o

L’integrale precedente puo essere approssimato con il metodo di Laplace: per

poter applicare il Teorema 1.6 occorre trovare un T che sia punto di minimo

della funzione g,:

e 0=—¢.(Ts) =ns+ %gfs)).

Di conseguenza:

L g _19mUx@).

n 0T )
_9s 1 92In(fx(Ts))
s n 827, > 0.
8gs(Ts) _ 0 In(fx(Ts))
® Tom T T o2 > 0.

Attraverso l'approssimazione di Laplace, la (2.3) diventa:

exp(nk (s)) ~ % exp(snTs) fx(Ts). (2.4)

Dalla (2.4) & possibile ricavare f+(7s):

— 9% In(fx(%s))
1 K _ L IREs))
g2 (T,) exp(n k(s exp(nK(s) — snxy).

21 exp(snT)

Applicando la funzione logaritmo alla precedente relazione, risulta

_ _ 1 2T
log(fi(%)) ~nkK(s) — snTy — 2 In T () )
0z?2
e, derivando rispetto a Ty, si ottiene
OIn( f+(7s o
n(af+s(x)) ~ n(K/(S) _Es)afss —ns.

Ricordando che ns + %i@))

secondo addendo, si ottiene:

0s , . 0s B
a—fs—nS—O(:)n(K(s)—ms)a—fs—

& s risolve I'equazione saddlepoint K'(s) = T.

= 0 e utilizzando la precedente stima per il

ns+n(K'(s) — Ty) 0
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Derivando 'equazione saddlepoint si ha K" (s) = 9.

Infine, stimiamo il termine g% (T,) dell’equazione (2.4):

P9.T) __PW(fx(E) 0 (%‘) (K (s)

o> o> - oz,
La (2.4) diventa quindi:

2 K//
exp(nk(s)) ~ 4/ ——— m exp SnTs) fx(Ts),
<(T5) ~ | /27TK” exp (nK(s) — nsZs) . (2.5)

11 secondo membro della (2.5) stima la f ~ nhel punto T, e rappresenta la densita
saddlepoint fX. L’errore ¢ quello commesso dall’approssimazione di Laplace
nel calcolo dell’integrale ed ¢ un O (%), come dimostrato nel Teorema 1.6.

Pertanto:
Fx(@) = Fx (@) (1 Lo (%)) |

Corollario 2.2. Sia X una variabile aleatoria con funzione generatrice dei
cumulantt K e densita incognita f. La sua densita saddlepoint € data da:
A 1

fz) = NI D) exp(K(8) — 5z) (2.6)

ovvero:

O

dove K'(35) =

Dimostrazione. 1l risultato segue banalmente dalla formula (2.1) ponendo n =

1. [l
Proposizione 2.3. Le equazioni (2.1) e (2.6) sono equivalenti.

Dimostrazione. Per dimostrare I'implicazione (2.1)=-(2.6) basta utilizzare il
Corollario 2.2.

L’implicazione (2.6)=(2.1) si dimostra applicando la (2.6) alla variabile
aleatoria X = %2:;1 X; dove Xi,..., X, sono variabili aleatorie i.i.d. con
funzione generatrice dei cumulanti comune K (s).

Per la (2.6) vale:
fe(#) = ———— exp(Kx(3) — 57).
2’/TK%(§)

La funzione generatrice di X ¢ K(s) = nK(£). Le derivate prime e seconde
di K+(s) sono:
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K =k (2) =0k ()= K ()

s
n

o K48 = (K (2)) = 17 (2).

n

La (2.6) diventa quindi:

= Lexp (nK (i) — §J_3) .
2r K" (2) n

Chiamiamo § = %; allora § risolve I’equazione saddlepoint K’(§) = = in quanto

K'(3) = K’ (%) — KL(3) = .
Sostituendo nella (2.7) si ottiene
s NLD - ~,
+(T) = ——=exp (nK(S) — nsx),
Fel#) = s o (0(5) — ns)
e questo prova l'implicazione. O

Osservazione 3. Sia ¥ = {z : f(z) > 0}. La (2.6) e la (2.1) vengono dette
densita saddlepoint, anche se in generale potrebbe essere che

/ij(x)dx =c#1.

In questi casi occorre normalizzare f e considerare come densita saddlepoint
quella normalizzata:

f(x)=c"f(z), zel.

Esempio 2.1. Verifichiamo che la densita saddlepoint (2.6) approssima esat-
tamente la densita ¢ di una variabile aleatoria X ~ A(0,1)S.

Una distribuzione normale standard ha come funzione generatrice dei cumu-
lanti” K(s) = % definita per x € (—o0, +00), e le cui derivate prima e seconda
sono K'(s) = se K"(s) = 1. L’equazione saddlepoint relativa al punto x in cui
si vuole calcolare la densita ¢ quindi § = x. Pertanto ’equazione (2.6) diventa:

) = ek = e (5 - a?) = <o (-5 ) = ot

6Si veda I’Appendice A.
Si veda il punto 2 dell’Appendice A.




12 2. Metodi saddlepoint

2.1.1 Invarianza per trasformazioni lineari

Proposizione 2.4. Sia X una variabile aleatoria con funzione generatrice dei
cumulanti K(s), e siaY = o X +pu, con o # 0, una sua trasformazione lineare.
Allora le densita saddlepoint delle due variabili aleatorie sono equivalenti.

Dimostrazione. Poiché X ha K come funzione generatrice dei cumulanti, allora
quella di Y risulta essere:

Ky (s) = pus + K(os), (2.8)
infatti:

Ky (s) = log(E[exp(sY)] = log(E[exp(s(0.X + p))] = log(E[exp(so.X) exp(su)])
= log(exp(sp)Elexp(soX)]) = log(exp(sp) M (so))
= spu+ K(so).

Procediamo con il calcolo della densita saddlepoint fy(y) Sia s, la soluzione
dell’equazione saddlepoint K3 (5,) = y. Derivando l'espressione (2.8), si ha
p+oK'(05,) =y, da cui K'(08,) = -# = z. Sia ora 5, la soluzione dell’e-
quazione saddlepoint K'($,) = z. Poiché entrambe le equazioni saddlepoint si
riferiscono al punto x, per 'unicita delle soluzioni deve valere 5, = 05,. Allora
la densita saddlepoint di Y valutata nel punto y risulta essere:

1
v(y) = ——— exp(Ky (3,) — §,
fy(y) SEIAEn P(Ky(5y) Y)

1
= exp(usy + K(osy) — 5,(cx +
,—27TK”(U§y)02 p(psy (08y) = 5y( 1)
1
= ————exp(K(5;) — 5,0
o/ 21 K"(3;) PIK(S:) )
:fx(f)
-

In questo modo si € mostrato che, a meno di una costante, X e la sua trasfor-
mazione lineare Y hanno la stessa densita. O

2.2 Famiglia esponenziale

I nuovi concetti che verranno introdotti in seguito offrono un metodo alterna-
tivo per ricavare la densita saddlepoint del secondo ordine spiegando perché i
metodi saddlepoint sono cosi accurati.
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Definizione 2.1. Una famiglia esponenziale uniparametrica § € una famiglia
di densita di probabilita della forma:

§ = {fs(zx) = h(x) exp(T'(x)s — ¢(s))} (2.9)
dove:

- s ¢ un parametro reale fissato ;

h(z) & una funzione misurabile secondo Lebesgue;

- T'(z) ¢ una funzione continua;

¢(s) ¢ la funzione normalizzatrice, quella che rende la (2.9) una famiglia
di vere densita, cioe con integrale 1.

Osservazione 4. Sia X una variabile aleatoria con densita h(x). Allora la
normalizzatrice di (2.9) ¢ la funzione generatrice dei cumulanti di 7'(X) ovvero:

¢(s) = Kr(x)(s)-

Dimostrazione.

[ pwde = [ @) exp(T(@)s) expl(—o(s))ds

o]
+oo

= exp(—6(s)) / h(z) exp(T(x)s)d.
Allora:
g =16 [ R ep(T(@)s)dr = (o)

—0o0

“+o00

& 0(9) =log( | h(a)exp(T(x)3)dr)

—0o0

& ¢(s) = log(Elexp(sT(X))]) = Krx)(s)

Osservazione 5. ¢(s) & ben definita su
b ={seR:¢(s) <oo}
Osservazione 6. Gli elementi della famiglia (2.9) diventano:

fi(x) = fo(z) exp(T'(x)s — ¢(s))
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Dimostrazione. Per 1’Osservazione 4:

6(s) = Ko (s) = 6(0) = log(B[1]) = 0
— (exp(

= exp(—0(0)) = (exp(¢(0))) ™" = (exp(0)) " =1
Segue che:

fo(x) = h(z) exp(=¢(0)) = h(x)
Sostituendo h(z) con fo(x) nella (2.9) si prova la tesi. O

Proposizione 2.5. Sia X wuna variabile aleatoria definita come sopra con

funzione generatrice dei cumulanti K (s). Valgono le sequenti relazioni 8:

1. ¢/(s) = Es[T(X)];
2. ¢"(s) = Var,[T(X)].

Dimostrazione. Per le Osservazioni 4 e 6 risulta:

+0o0

¢(s) = Krx)(s) = log( fo( ) exp(T'(x)s)d).

Calcoliamo le derivate prime e seconde ricordando che:

+00
exp(=¢(s)) = [ fo( ) exp(T'(x)s)d.
1.
d 400
¢(s) = - log( | fo( ) exp(T'(x)s)dx)
_ f T(x)fo(x) exp(T(x)s)dx

IS fo exp( (x)s)dx
+00
_ / T(2) fo(x) exp(T(z)s — b(s))dx

e}

_ / " D) f(w)de = BT(X)]:

o0

811 pedice s evidenzia che il valore atteso e la varianza sono riferiti alla densita di
probabilita fs .
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2 +oo

0'(5) = 108 | o) explT(@)5)e)
d 400

=7 T(x)fo(x) exp(T(x)s — ¢(s))dw

_ I T2 (z) fo(z) exp(T'(x)s)dx
f fo(x) exp(T'(x)s)dx

+oo
- / T%(x) fo(x) exp(T(x)s — ¢(s))dz — E,[T(X)]*

o0

+o00
- / T2(2) f. () — E[T(X)]

[e.o]

= B,[T%(X)] — E[T(X)]? = Var,[T(X)].

Definizione 2.2. Sia § una famiglia esponenziale di densita f;.
Si definisce insieme parametrico naturale di § 'insieme

r— {s ER : exp((s)) = /+°O exp(sT(x))h(z)dz < oo} |

o0

Osservazione 7. T' descrive 'insieme di valori di s per i quali la densita fg e
ben definita.

Dimostrazione. f, € ben definita se:

. fs(@)dz =1« /_ h exp(sT(z) — ¢(s))h(x)dx = 1

—00

< exp(p(s)) = /_ ooexp(sT(x))h(x)d:l: < 400

[e.9]

[]

Definizione 2.3. Una famiglia esponenziale § si dice regolare se l'insieme
parametrico naturale I' ¢ un aperto di R che coincide con ® definito nell’Os-
servazione 5.

Gli esempi che seguono mostrano come molti dei modelli parametrici noti
siano famiglie esponenziali del tipo (2.9):

Esempio 2.2. La densita di bernoulli di parametro a e una famiglia esponen-
ziale di parametro s = log(:%-).
Sia p(z) la densita di una variabile aleatoria distribuita secondo Bernoulli:

p(z) = (1 —a)' ™.
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Cerchiamo di scriverla nella forma (2.9):

plx) = a"(1 - a)' ™" = exp(log(a”(1 — a)' ™))
=exp(zloga+ (1 —z)log(l — o)) = exp(z log(%) +log(1 — «))

— exp(as — log(1 + exp(s))) = h(x) exp(T(z)s — §(s))

dove:
e h(z)=1;
o T(z) =ux;

o 5 =log(:%);
o 6(s) = log(1 + exp(s)).

L’ultima uguaglianza e giustificata dal fatto che:

log(1 — a) = log ! log . log : —a_
— o) = 10 _— = —
- 1+ 1+ exp(log(723))
1

)=4%@Mm@)

Esempio 2.3. La densita esponenziale negativa di parametro A > 0 € una
famiglia esponenziale di parametro s = —A\.

Sia f(z) la densita di una variabile aleatoria distribuita secondo una distribu-
zione esponenziale negativa:

f(z) = Aexp(—Az).
Cerchiamo di scriverla nella forma (2.9):

f(z) = Nexp(—Ax) = exp(log(A)) exp(—Az) = exp(log(A) — Az)
= h(z) exp(T'(x)s — ¢(s))

dove:
o h(x)=1,
o T'(x)=ux;
o 5= —)\;
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Esempio 2.4. La densita di Poisson di parametro A > 0 ¢ una famiglia espo-
nenziale di parametro s = log(\).

Sia f(z) la densita di una variabile aleatoria distribuita secondo una distribu-
zione di Poisson:

fz) = ; exp(—\).

Cerchiamo di scriverla nella forma (2.9):

() = 27 exp(~A) = 1 expllog(A7)) exp(~)

:iiwp@bgﬂ—k)Zh@NHW”@S_W@)

dove:
o hz)=21;
o T(z) = u;
o 5 =log(\);
* ¢(s) = A

2.2.1 Famiglie esponenziali s-tilting

I metodi saddlepoint attribuiti a Daniels (1954) sviluppano i primi concetti
di Esscher (1932) il cui metodo prevedeva di trovare un modo per creare una
famiglia esponenziale regolare § detta famiglia esponenziale s-tilting parten-
do da una distribuzione la cui funzione generatrice dei cumulanti convergesse
regolarmente ossia nel modo spiegato nell’Osservazione 1.1 per poi applicare
alle densita appartenenti a § l’espansione di Edgeworth che svilupperemo in
seguito.

Proposizione 2.6. La famiglia

§={fs(x), seT} con  fs(x) = exp(sx — K(s))f(x) (2.10)
¢ una famiglia esponenziale regolare dove fs(x) € detta densita s-tilting.

Dimostrazione. Sia K(s) = log(M(s)) la funzione generatrice dei cumulanti
e supponiamo ancora vera l'ipotesi di convergenza dell’Osservazione 1; appli-
cando 'esponenziale ad entrambi i membri si ha:

+oo

exp(K(s)) = M(s) = Elexp(sX)] = / exp(sx) f(z)dz.

—00
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Dividendo tutto per exp(K(s)) si ottiene:

+oo
exp(sz — K(s))f(z)dx.

—0o0

Sia fs(x) = exp(sx — K(s))f(z); poiché fs ha integrale 1 & una densita; al
variare di s otteniamo una famiglia esponenziale dove:

hx) = f(x);
T(z) = x;
¢(s) = K(s);

s€ ® =T cioe § ={fs(x), seTl} eregolare.

Infatti, poiché per I'Osservazione 4 vale che ¢(s) = Kp(x)(s) e in questo
caso T'(X) = Idx, si ha che ¢(s) = K(s).
Calcoliamo ora I'insieme I':
I'={seR:exp(o(s)) <oo} ={se€R:exp(K(s)) < oo}
={seR:M(s) <oo}.
Ricordando che la funzione generatrice dei momenti e dei cumulanti han-
no lo stesso dominio poiché M(s) > 0 = K(s) = log(M(s)) ¢ ben
definito, calcoliamo l'insieme ®:
dP={seR:¢(s) <oo}={seR:K(s) < oo}
={seR:M(s) < o0}

]

Osservazione 8. Si osservi che la densita vera per X tra quelle definite nella
(2.10) si ottiene fissando il parametro s = 0.

Osservazione 9. fs(x) & detta densita s-tilting poiché si ottiene moltiplicando
la densita originale f(z) per exp(sz) per poi normalizzare moltiplicando per

¢(s).

Per quanto affermato nell’equazione (2.9) essa risulta essere la normaliz-

zatrice, in questo caso equivalente a K (s).

Per questo motivo sarebbe piu appropiato 'uso dell’appellativo tilted approxi-
mation anziché saddlepoint approximation ma per ragioni storiche ¢ quest’ul-
timo il termine piu diffuso in letteratura.

Proposizione 2.7. Sia X la variabile aleatoria definita sopra con densita f(x)
e funzione generatrice dei cumulanti K(s),s € T.

Denotiamo con X, la variabile aleatoria con densita s-tilting fs, s fissato.
Allora:
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o E[X,] = K'(s),
o Var[X] = K"(s).

Dimostrazione. Per la Proposizione 2.5 si ha:

¢'(s) = E,[T'(X)]

¢"(s) = Varg[T'(X)].

Nella densita s-tilting T'(X) = Idy e ¢(s) = K(s); da qui segue che

+o0

K'(s) = E{[X] = / zfs(s)dr = E[X];

e}

K"(s) = Var [ X] = / N 2% f,(s)dw — E[X,])* = Var[X,].

—00

]

Sia X1,..., X, una successione di variabili aleatorie continue i.i.d. con co-

. . . . . = "X, . .
mune funzione generatrice dei cumulanti K. Sia X = % la media e sia

fx la densita della media.
Proposizione 2.8. Sotto le ipotesi precedenti la famiglia
§={fs(x), seT} con  fs(x) = exp(nsz — nK(s))fx(z) (2.11)

¢ una famiglia esponenziale regolare.

Dimostrazione. Per verificare che § ¢ una famiglia esponenziale regolare dob-
biamo verificare che:

- Vs fs ha integrale 1;

- fs ¢ della forma espressa nell’equazione (2.9).

+oo +o0
fedr =1« / exp(nsx — nk(s)) fx(x)de =1

e (3)) s
o [ ot (oo (i (2))) st =
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dove 5§ = s - n.
Dal Corollario 1.5 per il quale K¢(3) = nK (£) segue che:

Thdr=1e / " (exp(an)) - (exp (—K(3))) frela)da = 1

—00

+oo
o [ (exp(an) - (exp(— log(Blexp(50))) Sy a)de = 1
o [ (exp(s0) - (explionElexp(so)) ) frlonds = 1

o [ (el (Blesp() ™ frlo)ds =1

& Eloxp(sr)] - (Blesp(a))) ™ = 1
< Elexp(sz)] = E[exp(5z)]

Poiché f, ha integrale 1 & una densita; al variare di s otteniamo una fami-
glia esponenziale dove:

o h(z) = fx(z);

o T'(x)=nx;

o §(s) =nk(s);

e sc =" cioe §={fs(z), seTl} eregolare.
Infatti:
siccome per I'Osservazione 4 ¢(s) = Kpx)(s) e in questo caso T(X) =
nldx si ha che ¢(s) = K,x(s) = Ky x,(s) = nK(s) per il Corollario
2.9.
Calcoliamo ora l'insieme I':

F'={seR:exp(o(s)) < oo} ={se€R:exp(nk(s)) < oo}
= {s € R : exp(nlog(E[exp(sz)]))) < oo}
= {s € R: E[exp(sz)|" < oo}
={seR:nM(s) <oo}.
Ricordando che la funzione generatrice dei momenti e dei cumulanti han-
no lo stesso dominio poiché M(s) > 0 = K(s) = log(M(s)) ¢ ben
definito, calcoliamo l'insieme ®:
O={seR:¢(s) <o} ={seR:nK(s) < oo}
= {s € R : log(E[exp(sx)]") < oo}
={s € R: E[exp(sx)]" < oo}
={seR:nM(s) < oo}
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2.3 Espansioni di Edgeworth

Le espansioni di Edgeworth sono serie formali che approssimano una distribu-
zione di probabilita a partire dai suoi cumulanti. Questa serie asintotica si ri-
velera molto utile per offrire uno sviluppo alternativo della densita saddlepoint
che motivi 'accuratezza di questi metodi.

2.3.1 Polinomi di Hermite

Sia Z ~ N(0,1) e sia ¢(z) la sua densitd®. Se si deriva ricorsivamente ¢
si puo notare il termine ¢(z) che rimane in ciascuna derivazione moltiplicato
per un polinomio diverso a seconda dell’ordine di derivazione; questi polinomi
{H (%) }r=0 prendono il nome di polinomi di Hermite:

2

(6())" = (exp(~5)) = Ho(:) = 1
(6(2)' = (exp(~5)) = exp(~5)(~1)z = Hy() = =
(6(2)" = (exp(~5)(~1)2)

= —1[(exp(= (=) + exp(~ )
= (-1 exp(~ )=~ 1) = Hy(z) =2~ 1

Iterando le derivazioni si ottiene:

0" (2) = (=1)"(2) Hi(2).

Riportiamo le espressioni dei primi 7 polinomi di Hermite:

Hy(z) =1,

H(z) = z,

Hy(z) = 2* — 1,

Hs(2) = 2° — 3z,

Hy(z) = 2* — 622 + 3,

Hs(z) = 2° — 102° + 15z,
Hg(z) = 2% — 152* 4+ 452% — 15

9Si veda I’Appendice A.
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Osservazione 10. I polinomi di Hermite godono di due proprieta che risulteran-
no essere fondamentali nella trattazione dei metodi saddlepoint che vedremo
in seguito:

1. H(0) = {0, se 1 ¢ dispari,

1, se i e pari.

2. I polinomi di Hermite costituiscono una successione di polinomi ortogo-
nali sull’intera retta reale rispetto alla funzione peso ¢(z), cioe:

e 0, sei#j,

Hy(2) Hy(2)(2)dz = {., 7
o il, sei=j.
Questo equivale a dire che sono ortogonali rispetto alla distribuzione
normale di probabilita. L’insieme {H;(2)¢(z)}iso costituisce una base
ortogonale dello spazio di Hilbert delle funzioni a valori complessi f(z)

a quadrato sommabile sull’intera retta reale!?, ovvero

f(z) = ZCiHi(ZW(Z), (2.12)

dove i ¢; sono le coordinate di f nella base enunciata.

Osservazione 11. Si osservi che i coefficienti dell’espressione (2.12) sono:

1 +o00
== Hi(2)f(2)dz. (2.13)

)

Dimostrazione. Sostituendo la (2.12) nella (2.13) si ottiene:

1 [t <=

¢ == Hi(2) Z ceHi(2)p(2)dz.

T
- k=0

Della sommatoria rimane solo il termine i-esimo per la proprieta di ortogonalita
dei polinomi di Hermite, per cui la formula precedente diventa:

L[ 1y
C; = — H;(z)ciH;(2)p(2)dz = ile; = ¢

7! 7!

—00

10Si tratta di funzioni che soddisfano la seguente ipotesi: fj—z |f(2)]2¢(2)dz < .
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2.3.2 Serie di Gram-Charlier di tipo A

Introduciamo le serie asintotiche di Gram-Charlier di tipo A per densita stan-
dardizzate’ con media g = 0 e varianza 0 = 1. La particolaritd di queste
serie sono i coefficienti ¢; espressi in termini dei momenti y;'?. Vediamo i primi
7 coeflicienti lavorando sulla (2.13):

1 +oo +o00o
=75 Ho(2)f(2)dz = f(2)dz =
1 +oo _—iooo
a=g [ MG = [ )=z = =0,
+oo +oo
cy = % Hy(2)f(2)dz = %/ (22 = 1) f(2)dz
= % (/+Ooz2f(z)dz - +°° f(z)dz) = %(02 —-1)=0;
+00 +oo oo
c3 = % H3(z)f(z)dz = % (/ 2 f(2)dz — 3/ zf(z)dz)
1 o 1 —0o0 —0o0
6(#3 —3u) GHa;
+00 +o0 +oo +oo
- % ) = i (/ Af(2)dz — 6/ 2f(2)dz +3 f(z)dz)
1 1
24(M4 —6+3)= 24(M4 —3);
+oo +oo +00 +o0
c5 = % Hs(z)f(z)dz = 1—;0 (/ 2P f(2)dz — 10/ 2 f(2)dz + 15/ zf(z)dz)
o 1 - h
= 75 (15 = 10us + 15p) = 5o (s — 1013);
+oo
C6 :é He(z)f(z)dz
- %O (/+00 S f(2)dz — 15 /+OO 2 f(2)dz + 45 /+OO 2f(2)dz — 15 " f(z)dz)

1
— (g — 15014 + 30).

1

~ 720

Lo sviluppo in serie (2.12) della densita f secondo Gram-Charlier risulta essere:

) = 06:) (14 Gpatile) + s = D) + 1350~ 10 Hil2) +.. ).

HTe densita di probabilitd sono a quadrato sommabile, quindi per esse vale la (2.12).
12Gi veda ’Osservazione 1.1.
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Le serie asintotiche di Gram-Charlier di tipo A possono essere applicate anche
a densita non standardizzare f con media p e varianza 2. A tale scopo, ¢
fondamentale dimostrare il lemma seguente.

Lemma 2.9. Sia X wuna variabile aleatoria con densita fx(x), media u e
varianza o*. Sia 7 = %, Yu,o0 € R, #0. Allora:

1
Fre(e(=) = 2 fa(2),
dove fz(z) risulta essere una densita standardizzata.

Dimostrazione. Sia Fz(t) = ffoo fz(2)dz la funzione di ripartizione di Z, cioe

Fy(t)=P(Z<t)=P (X —H t) - /{xeRz%} Fx(@)dz.

g

Con il cambio di variabile z(z) = *>F si ottiene

Fy(t) = /{ oy (= | rstatods

Da cid segue che f7(z) = fx(x(2))o, ciot fx(x(z)) = £ fz(2). Inoltre la densita

fz e standardizzata in quanto:

B[Z] = E [X;“} e

Lemma 2.10. Siac X = %Z?’:l X;, dove X; sono variabili aleatorie indipen-
denti e identicamente distribuite con media p, varianza a? e funzione genera-
trice dei cumulanti K. Sia Z = M, Yu,0 € R, u#0. Allora:

vn

Fr(@z) = L fa(2),

dove fz(z) risulta essere una densita standardizzata.
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Dimostrazione. Sia Fyz(t) = ffoo fz(2)dz la funzione di ripartizione di Z, cioe:

w(x)dx.

F,t)y=P(Z<t)=P (@ < t) = /{ R YAE= }fx

Vn(T—p)

g

Con il cambio di variabile z(T) = , si ottiene:

g

P = [ (Setn) mte= [ et

Da cio segue che fz(z) = fy(f(Z))\/Lﬁ, cioe f(T(z)) = \/TEfZ(z). O

E possibile sviluppare la serie di Gram-Charlier di tipo A per densitd non
standardizzate di variabile aleatorie X sfruttando il Lemma 2.9 e lo sviluppo
di Gram-Charlier gia visto:

Pe(el) = 2 2(2) = 200 (14 guaa(s) + 55 - )

1
+EO(M5 — 10p3) Hs(2) + .. ) ;

dove i p; sono ora i momenti standardizzati di X ~ f, cioe:

pi=E [(XU_“” |

2.3.3 Serie di Edgeworth

L’espansione di Edgeworth di una densita f esprime i coefficienti ¢; dell’equa-
zione (2.12) in termini dei cumulanti della variabile aleatoria X ~ f. La serie
troncata al termine ¢ = 6 ci dara la densita saddlepoint del secondo ordine
come vedremo in seguito.

Per esprimere i coefficienti ¢; attraverso i cumulanti occorre ricordare la re-
lazione espressa nella Proposizione 1.3 e utilizzarla nell’espansione di Gram-
Charlier.

Osservazione 12. Le relazioni tra momenti e cumulanti espressa nella Propo-
sizione 1.3 per densita standardizzate f con media u = 0 e varianza o? = 1
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diventano:
ko =0
ki=p =0
ko= —pi=0*=1 =y =1
ks = ps3
ks = pa — 33 = g — 3 = p1g = kg +3
ks = s — 10psp3 = pis — 10y = s = k5 + 10k;3

ke = pi6 — 15412 — 103 + 3013
= e — 15(ky + 3) — 10k3 + 30
= pe — 15ky — 10k3 — 15 = e = ke + 15ky + 10k3 + 15.

Riprendiamo ora i coefficienti ricavati in precedenza per I’espansione in se-
rie di Gram-Charlier ed esprimiamoli in funzione dei cumulanti £;:

00:1
C1:0
02:0
1 N 1k:
3 = = C3 = =
3 6#3 3 6 3
1 1
Cy = 24(#4—3) :>C4_ﬂk4
1 1
Cy; = 120 (,u5 - 10#3) = C5 = 120 (k?g, + 10/{33 10]{33) = mkS
1
—15 3 ke + 10k3
ce = 720(u6 g + 30) = g = 720( 6 + 10k3).

Lo sviluppo in serie (2.12) secondo Edgeworth della densita standardizzata
f di una variabile aleatoria Z risulta essere:

1) = o(2) (1 4 LRy () + LRHL() + ks Ho(2) + ) .

Le serie asintotiche di Edgeworth possono essere applicate anche a variabili
aleatorie X con densitd non standardizzata fy con media p e varianza o? uti-
lizzando il Lemma 2.9:

Fx(@(2) = Liz(2) = 20(2) (1+ bhsHy(2) + i Ha(2) + glghs Hs(2) + .. )

dove i k; sono ora i cumulanti standardizzati di X ~ f ovvero:

. K®
L _ K90

P —

ot
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e K@(0) & l'i-esimo cumulante di X ~ f.
Poiché la varianza o equivale per I’Osservazione 2 al secondo cumulante ky =
K"(0), i cumulanti standardizzati assumeranno la seguente forma:

~ ki ki

ki =—F% = —. 2.14
/{7;/2 K”(O)Z/Q ( )

Supponiamo di voler calcolare I'espansioni di Edgeworth di X = % dove
X; sono variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite con media
u, varianza o2 e funzione generatrice dei cumulanti K. Per la Proposizione 1.4
la funzione generatrice dei cumulanti di X risulta essere:

e =3 () =08 (2)
Per calcolare i cumulanti standardizzati di X & necessario conoscere le derivate
di Kx(s):
K (s) = n'(£)% = K/(2);
K% (s) = K”(%)% = ky = K£(0) = K"(0)n1.

Iterando il procedimento si ottiene la seguente formula per la derivata i-esima:

EY(s) = KO(2) L = p i KO(2),

s
n

Valutando la precedente nel punto s = 0 e utilizzando la (2.14), i cumulanti
standardizzati di X risultano i seguenti:

L _ K%)(O) ! TKO(0)

0F ("> n7E (K0(0)%

g

I coefficienti dell’espansione di Edgeworth relativa a X sono quindi:
Co =

61:0

02:0 ~ .

c5 = Lk EZ%nl_%k:a:%

o5 = skt = onl~3hs = i

e = %(kéff) + 10(]2;:8)5())2) — 1 (711*%/;‘6 + 10(n1*%fc3)2> _ % n %
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Lo sviluppo in serie (2.12) secondo Edgeworth di f5 nel punto 7 in termini

di z = @, sfruttando il Lemma 2.10, diventa:

Fe(@ = Y p () =

o

N

g

AN RN n \ 24 72

1 | ks feaks 1
i s g =~V @1
Tn <120 o)+ T 7(2)) 0 (m)] (2.16)

Osservazione 13. Analizziamo la formula (2.16):

ki 1 (k 2
1+ ——Hsy(z) + (—4H4(z)—|——3H6(z))

e [l termine principale dell’equazione corrisponde al teorema del limite
centrale!® secondo cui la distribuzione di X ¢ uguale alla distribuzione
normale asintotica di ordine O(\/iﬁ); infatti per il Lemma 2.10

Fe(@) = YRy (2)

g

dove Z = m.

o
Osserviamo che:

ﬁp(W%ﬁm_m%ﬁ)

) P (1Y) < oy

e SeT=p = z=0eipolinomi di Hermite di grado dispari sono nulli'4,
mentre quelli presenti nella (2.16) di grado pari valgono
H,(0) =3 e Hg(0) = —15.

L’espansione (2.16) diventa la seguente:

1 /n 1 /1 5 - 1
() = =] — 1+ = =ky — —k2 Ol—=)¢; 2.17
fx(w) o—\/zw{ +n<84 24 3)+ (m)} (2.17)
e Se T = p allora I’espansione raggiunge un’accuratezza massima dell’or-
dine di O (%) ;
e Se T # yu allora I'espansione raggiunge un’accuratezza massima dell’or-
dine i O ().

13Gi veda I’Appendice B.
14Gj veda 1’Osservazione 10.
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2.4 Densita saddlepoint del secondo ordine

Per poter ricavare i metodi saddlepoint del secondo ordine che approssimino la
densita ignota f di una variabile aleatoria X di cui si conosce solo la funzione
generatrice dei cumulanti K, basta applicare ’espansione di Edgeworth alle
densita introdotte dalla formula (2.10): il metodo, noto in lettaratura come
Esscher tilting method (1932) ¢ suddiviso in due passi, gia citati all'inizio della
Sezione 2.2.1:

e partendo da una distribuzione la cui funzione generatrice dei cumulanti
converge regolarmente ossia nel modo spiegato nell’Osservazione 1.1, si
crea una famiglia esponenziale § di parametro s come illustrato nella
Sezione 2.2.1 e si scrive f in termine delle densita appartenenti a §;

e si sceglie il parametro s in modo tale che ’espansione di Edgeworth della
densita relativa al parametro scelto sia la piu accurata possibile.

Teorema 2.11. Sia X wuna variabile aleatoria con funzione generatrice dei
cumulanti K e densita incognita f. La sua densita saddlepoint del secondo
ordine ¢ data da:

f(a) ~ \/ﬁ exp(K(3) — éz) {1 + (%/ﬁ - %kg) } (2.18)

ki(3)

6) dove 1

dove § ¢ la soluzione dell’ equazione saddlepoint K'(3) = z e k; =
k; sono i cumulanti di X.

Dimostrazione. Sia § la famiglia esponenziale definita dall’equazione (2.10)
OVVEro :

§={fs(zx), seTl} con fs(x) =exp(sx — K(s))f(x). (2.19)
Da qui ¢ possibile ricavare f in funzione della densita s-tilting f:
f(z) = exp(K(s) — sx)fs(x), sel. (2.20)

Per I’ Osservazione 13 e noto che I'espansione di Edgeworth piu accurata per
fs(x) si ha nella media; per la Proposizione 2.7 la media relativa alla densita
fs corrisponde a K'(s).

Quindi se si vuole calcolare fs nel punto z = K'(s) occorre scegliere s = § in
modo tale che risolva I’equazione saddlepoint :

r = K'(3).

Applicando la formula (2.17) a fz(x) ponendo n =1 e z = 0 si ha:

fslz) ~ é\/; {1 + (é@ - %kg)} (2.21)

dove:
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e o2 ¢ la varianza della variabile aleatoria X; ~ f; la quale, per la Propo-
sizione 2.7, equivale a K" ($);

!

X~ fs.

sono i cumulanti standardizzati della variabile aleatoria

La (2.21) diventa allora:

fi(z) ~ \/ﬁ {1 + (%/2:4 - %kg) } . (2.22)

Sostituendo nella (2.20) I'espressione (2.22) si ottiene la densita saddlepoint
del secondo ordine:

1 1- 5 .
)~ ————exp(K(5) —sz) 1+ —k——kQ)}. 2.23
o) > s (15— sr) {1+ (G = 223)
O
Sia Xi,..., X, una successione di variabili aleatorie continue i.i.d. con co-
>

. . . . R e . .
mune funzione generatrice dei cumulanti K. Sia X = === la media e sia

f~ la densita incognita. Sotto queste ipotesi:

Teorema 2.12. La densita saddlepoint del secondo ordine fy che approssima
fx nel punto x é data da:

Fele) =\ 5 200 (01 (3) = nie) (1 + 2 (%/@ - %1@)) o (2.24)

Il punto § = §(x) ¢ la soluzione dell’equazione saddlepoint:
K'(8) ==z

.o ki(®
Inoltre, per n — oo, la densita (2.24) é il termine dominante dell’espansione
asintotica di fx dove Uerrore relativo ¢ un O (5):

eto) = ixto) (140 ()

Dimostrazione. Come per il caso n = 1 si cerca di costruire una famiglia
esponenziale di densita dentro la quale scegliere quella di parametro ottimale
a cui applicare 'espansione di Edgeworth attraverso cui esprimere poi la f.

La famiglia § = {fs(z), s €'} con f(Z) = exp(nst — nK(s))f(z) e
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una famiglia esponenziale regolare!®
Da qui e possibile ricavare f+ in funzione della densita s-tilting f:

fx(z) = exp(nK(s) — snz) fs(x), seT. (2.25)

Per I Osservazione 13 e noto che I'espansione di Edgeworth piu accurata per
fs(x) si ha nella media; per la Proposizione 2.7 la media relativa alla densita
fs corrisponde a K'(s).

Quindi se si vuole calcolare fs nel punto z = K’(s) occorre scegliere s = § in
modo tale che risolva I’ equazione saddlepoint :

x = K'(3).

Applicando la formula (2.17) a fz(x) ponendo z = 0 si ha:
1 /n 1 5

e o2 ¢ la varianza relativa a X; ~ fs; per la Proposizione 2.7 essa equivale

dove:

a K"(3);
e n!'/2k; sono i cumulanti standardizzati di X ~ fs gid introdotti dalla
formula (2.15) dove k; = K,,(S)(f/)Z

La precedente diventa allora:

fslz) = #ﬂ(s) {1 +% (%/@1 %k@) +0 (n2>} (2.26)

Sostituendo nella (2.25) Iespressione (2.26) si ottiene la densita saddlepoint
del secondo ordine f+ X( ) che approssima la densita esatta di X con un errore
pari a O = (n ) Infatti:

Felz) = %KL//@GXP (nK(8) — nér) {1 +% <8k4 — 254k: ) +0 <;2)}

(2.27)
Posto fx(z) = QWK,,( 5 OXp (nK(8) — nsx) (1 +3 (%l% — %fcg)) la tesi e
verificata. ]

15Gi veda la Proposizione 2.8.



Capitolo 3

Probabilita di coda saddlepoint

Scopo di questo capitolo e ricavare formule per approssimare le probabilita di
coda di variabili aleatorie con densita incognita ma di cui si puo calcolare la
densita saddlepoint come studiato nei capitoli precedenti.

Definizione 3.1. Sia X una variabile aleatoria definita su uno spazio di pro-
babilita €2 con densita f.
Si definisce probabilita di coda la probabilita che la variabile aleatoria X superi

un valore z:
—+o00

PUweQ: X(w) za) = [  fly)dy.
x

Se non si conosce la densita esatta, si puo ricorrere alla densita saddlepoint
e integrare quest’ultima.
Vedremo le formule per approssimare la probabilita di coda della somma di
n variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite e stimeremo gli
errori commessi approssimando la probabilita di coda della Definizione 3.1 con
quella saddlepoint.
Riporteremo i seguenti risultati:

e 1980: Lugannani e Rice pubblicano l'articolo Saddlepoint approxima-
tions for the distribution of the sum of independent random variables;
nella trattazione essi hanno ricavato la formula nota in letteratura come
Lugannani-Rice formula integrando la formula saddlepoint (2.27) del se-
condo ordine attraverso ’espansione asintotica uniforme di integrali del

tipo
T,
oo\ 12 o,
— — =t ) W (1)dt;
/,] (27r> eXp(Q %lt)

e 1987: Daniels riporta la prima formula originale di Lugannani e Rice, piu
leggibile e semplice della precedente per stimare la probabilita di coda

32
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di una variabile aleatoria X procedendo all’integrazione della densita
saddlepoint (2.18) attraverso semplici cambi di variabile d’integrazione.

e 1993: Wood, Booth e Butler pubblicano 'articolo Saddlepoint approzi-
mations to the CDF of Some Statistics with Nonnormal Limit Distribu-
tions. Nelle formule precedenti la distribuzione normale gioca un ruolo
fondamentale; in questo articolo si e analizzato cosa accade quando la
base normale viene sostituita da una distribuzione generica: riporteremo
quindi una versione generalizzata della formula di Lugannani-Rice per il
caso di una singola variabile aleatoria.

3.1 Formula di Lugannani-Rice

Come accennato ricaviamo la formula di Lugannani e Rice integrando la for-
mula saddlepoint (2.27) del secondo ordine attraverso I’espansione asintotica
uniforme di integrali'® come suggerito nel Capitolo 3 di [6];.

La formula (2.27) rappresenta la densita saddlepoint di una variabile aleatoria
X che ¢ somma di n variabili aleatorie indipendenti e identicamente distri-
buite con funzione generatrice dei cumulanti K. Sotto queste ipotesi si puo
dimostrare che:

Teorema 3.1.

P za) = (-0 (1+0()) +o0) (3 -1 +0(5)) G

dove:

e & ¢ ¢ rappresentano rispettivamente la funzione di ripartizione e la
densita normale;

o r = r(x) = /nh(x) dove h(z) = \/2(5x — K(8)) e § ¢é la soluzione
dell’equazione saddlepoint;

o \=35y/nK"(3).
Trascurando gli errori, la formula (3.1) é nota come Lugannani-Rice for-
mula.

Dimostrazione. Integriamo la (2.27):

PX>0) = [\ [ en K Gw) ~nGm)y) (32

1 /1. 5., 1

16Gi veda la Sezione C.1 dell’Appendice C.
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dove 5(y) ¢ la soluzione dell’equazione saddlepoint K'(5(y)) = y.

Per potere approssimare questo integrale con un’espansione asintotica uniforme

occorre scriverlo nella forma!”:

/Ta (%)1/2 exp <—%t2) G (1)t
n

Definiamo quindi:

h(y)® =2(3(y)y — K(3(y))), sguh(y) = sgns(y), (3.3)
r(y) = vnh(y). (3.4)
Osservazione 14. Si osservi che:
1.
h(y)* =2(3(y)y — K(3(y))) = h(y) = V2(5(y)y — K(5(y)))
1
W (y) = 923
AR E ey e m) R

> () = s 50): (3.5)
2.

h(0)? = 20}y — K () = K(3(w) = sy~ 2. (36)

Per semplicita useremo h omettendo la dipendenza da y; per esprimere
I'integrale (3.2) in dh occorre osservare che:

dh = Wdy = dy = (') "*dh.

Con il cambio di variabile scelto 'integrale (3.2) diventa:

/ @) me’{p< ( h2§y)) —nﬁ(y)y>
{ + = ( ——k2(0)+0(1)} (h')"*dh
= [ re (152) (V)
{H ( 24k§(0)+0( )}dh.

17Si veda la Sezione C.1 dell’Appendice C.
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Questo integrale e della forma

[ )" e (-5)
n

moltiplicato per una costante ¢ = {1 + 1 (élﬂ(O) — i/%?,(())) +0 (%)} che
non dipende da h con

o () = (W) VETGH))

e a=n;
o 1= h(z);
o T, = o0.

Per il Teorema C.4 dell’Appendice C si ha:

P(X > )
= (1 — ®(v/nh(x))) {q(O) l1 + % (é/@(()) _ 25_4;;?3(0))] n 161”;0) 40 (i

S falhie) a0 , (1)),

Posto r = r(x) = y/nh(zx) si ottiene:

P(X > )
— (1 - ®(r)) {q(O) {1 + % (éh(m - %1%3(0))} + 5‘]'/;0) +0 (%) }
L s o ()
Lemma 3.2.
q(0) =1,
70 = =2 (o) - 31i20).

Dimostrazione. Sia § = 5(y) determinato dall’equazione saddlepoint K'(5(y)) =
y. Allora:
W =2(sy — K(3)) = 2(sK'(35) — K(3));
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per I'equazione (1.1) vale:

o= k’iSi y o= l{?iisi_l
K(s)zg T K(s):E —.
i=0 i=1

Segue che:
400 i—

h_2<zkzs 1_2 )
=1

k k k48 k k3§
=23 <k1+2is+33—s+44—+0( )) —2<kls+2—8+3—+0(§4))

2 3! 4] 2 3!

~ ~2 kl4A4 k35
:28k51+28k2+k’3 +T—2]€18—]€2 —T—f—O( )

Poiché % ¢ un O(81) si ottiene:
2
h?:kﬁ2+§h$?+0@ﬂ. (3.8)
Se scriviamo § = ajh+ash?+O(]h]?) e sostituiamo questo nella (3.8), troviamo

2(-11 M+Omm) (3.9)

C»J

Procediamo al calcolo di ¢(h)? ricordando che :

o o(h) = (WVE'G)

e i/ = +5 per il punto 1 dell’Osservazione 14;

D‘h—‘

° K(T)(s) = ( oo ki"(i_l)"'(?_TJrl)sifT) per la formula ricorsiva (1.2).

(= (1VETE) = (s K”(é))_Q

2
B h o
- \sy/K"(3)) $K"()

ko8 4 3ksE + 1S + O(J8]) 1

- 8 ke + kb + Lk + O(J3P)
ks + 2ksS + ka8 + O([S])

"@+@HJ@§+O$U

—1——k3 \/_S+|: (0)* —

ky(0)| k28% + O(3]*)

)
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Segue che:
1. 1. o, 1. " s
q(h) =1 - gkz(o)v koS + ﬁk:%(o) - §k4(0) k28" 4 O([8]).
Inserendo la (3.9) nella precedente otteniamo:
1. 5., 1. , s

Si prova il Lemma valutando la precedente e la derivata seconda in 0; infatti:
q(0) = L;
¢ () = —Lks(0) + 20 [ Zks(0)? = 2ka(0)| + O(3*) =

¢"(h) =2 | 3k (0)* = 1ha(0)] + O(ISP) = "(0) = 2 (4ha(0) = 73(0)) .
]
Per il Lemma 3.2, 'approssimazione (3.7) si riduce a:
P(X > )
(1-

oo 2:2) (i) a0 o (1))

— (1 a()) { {1 +2 (éh(()) ~ ok (0))} -2 (é@( )~ b (0)> +0 <—)}
e o ()

Poiché (1) = (42 ) e 7= rle) = Vih(s)
P(X > )

no
N N N—
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dove

e & ¢ ¢ rappresentano rispettivamente la funzione di ripartizione e la
densita normale;

e r =1(x) = \/nh(z) dove h(x) = \/2(3z — K(3)) e s soluzione dell’equa-
zione saddlepoint;
o \=35y/nK"(3).
O

Trascurando gli errori si ottiene la formula di Lugannani-Rice che appros-
sima P(X > z):

P(X > 2) = (1 - 0(r) + 6(r) (% - 1) |

r

Osservazione 15. Il termine principale della (3.1) & (1 — ®(r)), il quale & del-
Pordine di (1+7)"'exp (—37?) per r > 0. L’errore relativo nella (3.1) ¢ quindi
@) (n3—1/2) per r limitato e O (%) quando r & dell’ordine di y/n. Pilu in generale

: N : 1+7)
si puo scrivere ’errore come ( .
p O ( s

3.2 Formula di Lugannani-Rice secondo Da-
niels

Si consideri una variabile aleatoria X con densita incognita f e funzione ge-
neratrice dei cumulanti K. Daniels ottiene ’approssimazione della probabi-
lita di coda nel 1987 attraverso I'integrazione della densita saddlepoint (2.18).
Ricaviamo la formula riportata in [5] analizzata nel Capitolo 3 di [6].

Teorema 3.3.

1 1
u W
dove:
e & ¢ ¢ rappresentano rispettivamente la funzione di ripartizione e la

densita normale;

w = sgn(8)\/2(sz — K(8)) dove § é la soluzione dell’equazione saddle-
point K'(8) = x;

o i=23/K"(3).
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Dimostrazione. Integriamo la (2.18):

—/Oof(y)dy
/ \/W —Sy){1+(%é4—%k§>}dy
/ \/W — sy)dy
/ \/W — sy) (8k4 _ 254;;2) dy  (3.11)

dove s = s(y) & tale che K'(s) =y ¢ k; = K,,f)) con k; i cumulanti di X.
Poiché s varia con y all’interno dell’integrale, possiamo sfruttare il cambio
di variabile dato dall’equazione saddlepoint K'(s) =y = dy = K"(s)ds;

la (3.11) diventa:

/ \/27TK~ $) ~ su)dy
1. 5.
- fu — — 02 ) dy
/ \/271'[(” ) <8 Sy 3)

— sK'(s))K"(s)ds

m/ W
" 5= | e o) K (g i) Ko
— = | VR en(K(s) - sk (s)ds
4 \/% /:o JES) exp(K(s) — sK"(s)) (;/@1 - Q%k3> ds.

(3.12)

Procediamo al calcolo del primo integrale della (3.12) utilizzando il seguente
cambio di variabile:

=/2(sy — K(s \/2 sK'(s) — K(s)).

Allora:

= ! " o / _ 1. 1
* dw= 24/2( sK’ —K(s)) F2(K'(s) + sK"(s) — K'(s))ds = - sK"(s)ds.
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Scriviamo /K"(s) nel modo seguente:

R = (- 4+ ).

Allora il primo integrale della (3.12) diventa:

m/ [ Kl <% o ﬁ)] exp(K (5) — sK'(s))ds
" [ (s ) exatieto) = s

// ]' ]' /
= / (K (7”(5)_5» exp(K(s) — sK'(s))ds. (3.13)

Calcoliamo i due integrali della (3.13):

1. Posto w = /2(8x — K (8§)) segue che:

= / (K” Vlv)exp(K(s)—sK'(s))ds

1 /Ooe ( Wz)d
= xp | —— | dw
Vor Js P 2

=1—o(w);

2. Calcoliamo il secondo integrale per parti introducendo le seguente varia-
bili:

V(s) = —exp(K(s) — sK'(s)) = V'(s) = sK"(s) exp(K(s) — sK'(s)),
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- \/127[ s/K"(s) é
= U:) exp(K (s) — sK'(s))dU

- jQ—W[( o 1) <exp<K<s>—sK'<s>>>]
= °(° exp(K (s) — sK'(s))dU

E = Nz /U(é) exp(K(s) — sK'(s))dU, (3.14)

ﬁ_

C/EK'®R)

I calcoli effettuati nella (3.13) danno che:

\/LQ_F [OO VK" (s)exp(K(s) — sK'(s))ds

=1 - O(W) + o(W) (i - %) +E (3.15)

u

Vogliamo ora dimostrare che E e uguale ed opposto al secondo integrale
della (3.12).
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Sviluppo in serie di Taylor K:

0= K(0)
= K(s) 4+ K'(s)(0 — s) + ;gs) (0—s)*+ K(Z( )(0—3)3
(g
+ 20— gt s o(sp)
1 (3)(s (g
= K(s) — K'(s)s + K2( )82 _K 6< )83 + K24( )S4+O(|S|5) =
K'(s)s — K(s) = K"(s) , _ K®(s) 34 KW (s) L0
=— &S 51 % (Is]?).
Segue che:

w? = 2(sK'(s) — K(s))
—9 (K”(S> 82 _ K(g)(s) 83 + K(4)(8) 84 + O(’S‘S))

2 6 24

K® K@
— K”(s)s2 . 3(3) 83 + 12(5) S4 + O(|S|5)
E®(s)s KW(s) s

- st (1= 5 2B L ogan).

Di conseguenza:

— KO(s)s KW(s) s?
K(s)s (1_ K(s) 3 T K(s) 12

1 1 K K@ (g) 2 —1/2
~ = (1— ()3, (S)S—+0<|sy3)) =

w K”(5>5 K”(S) 3 K"(S) 12
1 1
U—e__ -~ _ 2
K”(S) W
B 1 B 1 (1 B K®(s)s KW(s) s? —i—O(] | ))1/2
sv/K"(s)  K"(s)s K"(s) 3 K"(s) 1
Posto z = _[;(?’)(S)% + I[(((,,) %) s >+ O(|s|*) e a = —1, & possibile applicare

lo sviluppo binomiale (1 + z) =1l+az+ a( )z +- + (1) 2"+ o(z%)
troncato ai primi tre termini facendo rlentrare parte di z? in O(]s|?).
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Allora:

3 4 —1/2

(L*i&?%+§§?fu+00|0

o 1 _K(3)(s)§ K(4)(s) (K(?’)(s))?f "
=1 9 ( K”(S) 3 K"( ) (| | )> (K”( ))2 9 +O(| | )
B KO(s)s KW(s)s? (K(3)(s))2 52 -~

=1+ K"(s) 6 K"(5s) 2 (K" (s))? o +O(|s]?);

ne segue:

_ 1 _ 1
8\/K”(S) \/K”(s)s

_ [1 n K®)(s) s K(4)(s)s_2 (K®(s))? 52

K7() 6~ R7() 2 ()2 2 a1 T O] )}
L (K9)s KO8 (KOs
- m@p(wwws Ki(s) 24 T (5(s)2 24 “”)

(LK) s KOG s (KOG)?
= (S s s - O0)

Deriviamo U in ds derivando a blocchi la precedente:

(a)
d (1 K9
ds ( 6 (K”(S))3/2)
_1 K(4)(8)K”(5)3/2 _ %K’l(8)3/2_1(K(3)(8)>2
6 (K"(s))?
_ _é (K(4)(S>K//<S)3/2_3) 4z (K(3)(3))2

1—
4 (K"(s))3-1/2

(KO Y LEOW)
== (o) * it

ds \ 24 (K" (s))3/?

1 (KDY — KO3R5 KO )
Y K"(s)3

1 KW(s) +3K(5)(s) 1 sKW(s)K®)(s)

24 K

( )3 3/2 16 K”( )3 1/2
1 KW(s) 1 sKON(s) 1 sKW(s)K®(s)
- 24 K//(S)S/Q 24 K//(S)S/Q 16 K”(8)5/2
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()

d( s (KOW?
d_( a1 (ks T OUs ))
)

_ << (s )K"(s)w—s<K<3><s>>2§K"<s>5/Q-1K<3><s>)
24

K"(s)5
1 KO(s)2+2sKB(s)KW(s) 5 sK®(s)2K)(s)
2 K7 ()52 187 K7 (s)75P2
1 K®(5)2 +2sK® () KW(s) 5 sK®(5)2K®)(s)
DY K"(s)5/2 8 K'(s)T/
1 KG )( 12 1 2sK@ () KW (s) 5 sKO(s)2KG)(s)
T O2UK"(sP2 24 K'(s) 48 K'"(s)T

Per ottenere %2 basta sommare i risultati (2a), (Qb) (2¢) osservando che,
se errore in U era un O(|s[?), allora l'errore di 9% sara un O([s|):
dU 1 KW(s) 1(K 3)(8))2
dS 6K//(8)3/2 (K”( ))5/2
E®(s) 1 KW(s)?
+ 57 " 3/2 " 5/2 O(|8|>
24K (s) 24 K" (s)
1 K&(s) 5 K®)(s)?
8 K"(s)3/? ﬂKu( )5/2 +O(ls]).
Possiamo ora calcolare 'integrale (3.14) usando il cambio di varlablle o=
e trascurando O(|s|):

\/ﬂ/ )exp s) — sK'(s))dU

R ) 1 KW(s) 5 KO®(s)?

= ) o8 [ =

I Y = e [LED) 5 KO(s)?]
=5 VE"(s)exp(K(s) — sK'(s)) {8 K7(s)? 24 K'(s)? } d
== : VK"(s)exp(K(s) —sK'(s)) [8k4 — ﬁk } ds

Si puo osservare che E' ¢ uguale e opposto al secondo integrale della (3.12);
la (3.12) diventa allora:

P(X > 2) ~ 1 — B(#) + o) (7—é>+E—E
~1-a()+ o) (- 1)
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3.3 Formula generalizzata di Lugannani-Rice

Wood, Booth e Butler nel 1993 propongono una formula generalizzata per la
probabilita di coda di una variabile aleatoria X con funzione di ripartizione
F(x), densita f(z) e funzione generatrice dei cumulanti K (s) partendo dallo
studio dell’equazione (3.10) della Sezione 3.2:

P(X > 2) ~ 1 — (W) + 6(W) (% - %)

dove:

e & e ¢ rappresentano rispettivamente la funzione di ripartizione e la
densita normale;

e W = sgn(s) \/2 ) dove § ¢ la soluzione dell’equazione saddle-
point K’ (é)

o i =5/K"(3).

Essi osservano che l'approccio di Lugannani e Rice ¢ il seguente: dati z e

la funzione generatrice dei momenti K(s) e posto w = +/2(sx — K(s)), la
trasformazione da s a w ¢ data da

1
§w2 —Www = K(8) — 28 (3.16)

dove W ¢ scelto in modo tale che il minimo del membro sinistro della (3.16) sia
uguale al minimo del membro destro della (3.16). Il W che verifica questa ri-
chiesta ¢ infatti quello scelto da Lugannani e Rice ovvero w = /2(8z — K(3)).
La forma (3.16) spiega inoltre perché la funzione di ripartizione e la densita
normale appaiono in (3.10): —2 ¢ la funzione generatrice dei cumulanti di una
distribuzione normale standard!s,

Wood, Booth e Butler osservano che non c’¢ nessuna regione per cui si deve
avere “’72 nella (3.16); ogni funzione generatrice dei cumulanti che sia analitica
nell’origine va bene e dimostrano come approssimare la probabilita di coda
P(X > z) = 1 — F(x) sfruttando una distribuzione di base non gaussiana
(contrariamente alla formula (3.10)).

Sia Z una variabile aleatoria con distribuzione generica, di densita v(z), fun-
zione di ripartizione I'(z) e funzione generatrice dei cumulanti G. Siano f(x)
e 4(2) le approssimazioni saddlepoint delle due densita. Allora:

f(@)

—t ~ ]~

() 7(2)

18Gi veda il punto 2 dell’Appendice A.

= f(2) =7(2)
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per ogni x, z appartenenti al supporto di ciascuna densita. Affinché sia pos-
sibile approssimare in modo accurato f(x) con 7(z) occorre che il termine
dominante di f(z) sia uguale al termine dominante di 4(z).

Nelle densita saddlepoint

(1) = e exp(K () —802) € A(2) = ———— exp(G(E.) — E.2),

VK" (8;) G”(gz)
dove §, e éz sono rispettivamente le soluzioni delle equazioni saddlepoint
K'#)=z e GE) =z

i termini dominanti sono quelli relativi all’esponenziale; affinché coincidano
occorre scegliere Z = Z, in modo tale che risolva I’equazione

G(&:) — &5 = K(8,) — S

Posto allora £ = £ (2) I'equazione diventa:

~

G(E) — €2 = K(8,) — 8, (3.17)

La (3.17) ¢ la generalizzazione cercata della (3.16). In questo modo la miglior
approssimazione saddlepoint per la densita f(x) che sfrutti la base non normale

v(2) ¢ data da
) =0 T (3.18)

Osserviamo che —G (5 ) +£2 ¢ la trasformata di Legendre di G, percid G (5 ) &2,
cioe il primo membro della (3.17), & una funzione concava di z; di conseguenza,
fissato x, si possono avere al piu due soluzioni Zz:

- se x = K'(0) = p dove p = E[X] allora si ha un’unica soluzione

z=G'(0);
- altrimenti ci sono esattamente due soluzioni 2_ = 2_(z) < G'(0) < z; =
2+:
=% (x) se z<K'(0)
Zp =2%2.(x) se x> K'(0) (3.19)

Osservazione 16. Se f(x) = v(x), cioe¢ la densita da approssimare ¢ uguale alla
densita di base, allora la densita saddlepoint (3.18) ¢ esatta.
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Teorema 3.4. Sia X wuna variabile aleatoria con densita incognita f(z) e
funzione generatrice dei cumulanti K(s). Allora l'approssimazione saddlepoint
della probabilita di coda secondo Wood, Booth e Butler ¢ la sequente:

PX > ) ~1—T(2) +~(2) (ui - %) (3.20)

dove:

o [' e v rappresentano rispettivamente la funzione di ripartizione e la den-
sita base;

¢ la radice dell’equazione (3.17) scelta con il criterio (3.19);

[ ]
Q>

~

o & ¢ la soluzione dell’equazione saddlepoint G'(&) =2;

dove 0 = §/K"(3) e § ¢ la soluzione dell’equazione saddle-

Dimostrazione.
PXz0)= [ Sy

:/ v(2) gllll(é))dy

All'interno dell’integrale s = s(y) varia con y poiché K'(s) = y e & = £(2)
varia con z poiché z = z(y) e G'(§) = z.
Utilizziamo il cambio di variabile dato dall’equazione (3.17):

K -GQ+eE ¢

= dy = =dz;
s s
allora:
* € G"E)
> ) = > ,
P(X > ) /z v(z)s K”(s)dz
Aggiungo e tolgo 1:
> § 1G"(E)
> = — 2
P(X > x) /Z v(2) [1 1+ S\ &) dz

1[G ] & (32
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Allo scopo di approssimare il secondo termine di (3.21) supponiamo che la
densita vy(z) coincida con la sua approssimazione saddlepoint del primo ordine
4(z) a meno di una costante:

Y(z) = c¥(2) = —m

Osserviamo inoltre che

0

&eXp (G(&) —&z) = exp (G(&) — £2) (=€)

Allora il secondo termine della (3.21) diventa:
=~ [ [erg 1
| e - E] ”

_ / mﬁexp@(o—m
1 [Gr(e) 1] 0

exp(G(§) —€2). (3.22)

s\ K'(s) ¢

1[G 1] N

s\ E"(s) ¢

- mew

Integrando per parti:

s\ K"(s)

e [ifewe 1] o]
= —ZWG//(g) s K”(S) f] p(G(é) 6 ) .

Ooi ¢ |t G”(f)_l ex —&2)dz

+/Z dZ ( /—27TGH<€) s K”(S) 5 ) p(G(g) f )d

c 1 /G"¢) 1
= - S — | ex G(&)—¢&z

2mGr(é) | K"(8) 5] p( >
e 1
=&\ w) g}

dove 1z = =4
() [el
Weg Ve
Dopo aver calcolato il secondo membro, ¢ possibile ricomporre la (3.21):

P(X >2)=1-T()+(2) (%-%)
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Osservazione 17. L’ipotesi fatta in (3.22) non sempre & verificata poiché la
densita saddlepoint 4 potrebbe non essere esatta; in questo caso sono ne-
cessarie approssimazioni aggiuntive per arrivare allo stesso risultato (3.20)
considerando

7(2) = c3(2)(1 + e(2))
dove e(z) e Derrore.

]

Corollario 3.5. Se v = ¢, cioe se la distribuzione base € normale, allora la
(3.20) coincide con la formula di Lugannani-Rice (3.10).

Dimostrazione. Osserviamo che:

V]

o GV(§)=1.

La (3.17) diventa quindi

~

Per la (3.16) segue che w = £ = Z.
La (3.20) diventa allora la seguente:

]

Proposizione 3.6. Sia Z ~ I' e sia Z=bZ+an~ ['.p una traslazione e
una scala di Z con b > 0 dove T'y(2) = I'(552). Allora la formula (3.20) con
distribuzione base I' € la stessa che si avrebbe utilizzando come distribuzione

base Iy .

Dimostrazione. Siano 7,5 € G, la densita e la funzione generatrice dei cumu-
lanti di Z; osserviamo che:

19Gi veda il punto 2 dell’Appendice A.
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o Goy(€) = at + G(&b). Infatti:

Gap(§) = log <E[exp(§2)]> = log (/:O exp(gz)q/a,b(z)dz)

o3 e (7))

Sfruttiamo il seguente cambio di variaible:

Z—aQ

b

r = = z=br +a = dz = bdx;

segue che:
Gunt€) =1og ([ explelbr + (o)
~tog (explea) [ explepen (ol

+oo
— log(exp(€a)) + log ( / exp(é‘bx)v(:v)d:v)
= log(exp(&a)) + log (Elexp(£b2)])
= &a+ G(&D)
o G)4(&) = f(a+G(Eh)) = a+ G'(Eb)D
o GI,(6) = G"(Eb)Y?
Allora:
Gap(§) = EG,,(&) = Ea+ G(Eb) — &(a + G'(ED)D)
= G(¢b) — EbG/(£D).

Posto & = b¢: -
Gap(§) — £G,(8) = G(§) — £G'(9). (3.23)

Per z e Z fissati supponiamo che f e é siano le soluzione delle equazioni
saddlepoint

G'€) ==
G;b(g) = Z.
Siano ora 2 e Z le soluzioni della (3.17) ¢ £ = £(2) e §: £(3):

G(§) — &2 = K(8) —sx,
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Gup(€) — €3 = K(3) — sa.

Uguagliando i primi membri, ricordando che G/(§) = 2, G;b(g) = Z e utiliz-
zando la (3.23) si ottiene:

G() — £G/(€) = Gay(€) — £GL,(6)
— G(ED) — bEG(€D).

Segue che: )
= &b.

Iy

Poiché Z = a+ zb= % = a + 2b.
Utilizzando tutte le osservazioni fatte e applicandole alla formula (3.20) con
distribuzione di base I', si prova l'enunciato; infatti:

2 2 1 1
Pop(X 2 @) =1 = Tap(2) +7a5(2) <ﬁ_ - 3)
RS

G 1

=1-Tep(a+2b) +vapla+2b) | ———— — =
u 55
N . GZb(%é) 1

=1- Fmb(a + Zb) + ’}/a,b(a + Zb) T — 1_é (324)
b

Ricordando il Lemma 2.9 per il quale 7,(2) = $7(%5%), osserviamo che:

at2b atzb | _
Fa7b(a + 2’[)) = / ’}/a7b(l')d{p = / 3’7 (l' . a) dx

— 00 —00

1.

Sfruttiamo il seguente cambio di variabile:

?J:x;a#x:aery?dx:bdy;
segue che:
Tos(a+ 2b) = Z %V(Q)bdy
~ 1)
2.
Yapla+ 2b) = %7 (“ i be — @) = %7(2)7
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~ 1~ ~
(56 = G (b = GEW

La (3.24) diventa:

b G//
Py X Z22)~1-T(2)+ %’y(ﬁ) z © - %
Q" 3
T A (VO 2
§
— 11 +40) (-7

]

Osservazione 18. La Proposizione 3.6 non considera il caso b < 0; in questo ca-
so la funzione generatrice dei cumulanti G(§) relativa alla distribuzione di base
¢ sostituita da G(—¢&) e le radici z_(z) e 24 () appaiono invertite nel mapping
x — z. Allora le probabilita di coda sono le stesse quando la distribuzione
di base ¢ simmetrica, come il caso normale, mentre sono differenti quando la
distribuzione di base ¢ asimmetrica.



Capitolo 4

Applicazioni finanziarie

Per applicare i metodi saddlepoint in ambito finanziario e necessario introdurre
i processi stocastici: i prezzi di un’azione o il costo complessivo dei sinistri
relativo al portafoglio di una polizza assicurativa sono processi stocastici a
tempo continuo.

4.1 Processi stocastici a tempo continuo

Definizione 4.1. Si definisce processo stocastico a tempo continuo una fun-
zione

X:I x Q=R
(t,w) = Xy(w)
dove
e [ =10,T| oppure I = [0, 0];
o (0,3, P, (¥)ier) spazio di probabilita con filtrazione®.

Se si fissa t allora X; ¢ una variabile aleatoria.
Se si fissa w allora X; e una funzione detta traiettoria del processo.

Definizione 4.2. Si definisce moto browniano 1-dim (W;)i=o un processo
stocastico su (0, §, P, (§)er) tale che:

o Wy =0;

e W ¢ continuo e adattato cioe tutte le traiettorie di X sono continue e
Vit > 0 X; e §-misurabile;

2OFiltrazione: Sia § una o-algebra relativa ad un dato spazio di probabilita (£2,F, P); si
definisce filtrazione una famiglia crescente di sotto-o-algebre di §.

93
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eVt >0, h > 0 si ha che ogni incremento browniano W;,, — W; ha
distribuzione normale di parametri (0, k) indipendenti da §;.

Osservazione 19. W, ha distribuzione normale di media 0 e varianza t.

Definizione 4.3. Si definisce processo di Poisson di parametro A un processo
stocastico (Ny)iso su (2,5, P, (F)ier) tale che:

e N(0)=0;

e Vt >0, h > 0siha che ogniincremento Ny, — N, ¢ indipendente e ha
distribuzione di Poisson di parametro Ah ovvero

Ah)™
P(Nien — Ny = m) = exp(-2) )
Osservazione 20. - N; ha distribuzione di Poisson di parametro At;

- il processo di Poisson ¢ un processo di conteggio cioe conta quante volte
si verifica un evento.

Definizione 4.4. Si definisce processo di Poisson composto un processo sto-
castico (Xy)iso su (2,5, P, (§)ier) tale che:

Ny
X, = Z 7.
n=1
dove:

e N = (NNVy)i>0 ¢ un processo di Poisson;

e (Z,)n>1 € una successione di variabili aleatorie indipendenti, identica-
mente distribuite e indipendenti da N.

Definizione 4.5. Si definisce processo di Levy un processo stocastico adattato
(X1)e=0 su (2,5, P, (§)ier) tale che:

e ha incrementi indipendenti e stazionari ovvero
Vn e IN,0 < t; <ty <...<oosiha che:

_ (Xt
- X,

sono variabili aleatorie indipendenti,
— Xo;

J+1 th) 1<j<n

T Xty = X

e Xy = 0 quasi certamente;

e ¢ continuo ovvero Va >0e Vs >0

lim P (| X; — Xs| > a) =0;
t—rs
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4.2 Polizza assicurativa

Supponiamo di lavorare con una polizza assicurativa che ha accumulato fino
al tempo t un numero N, di sinistri ciascuno di costo Z; con i = 1,..., N;.

Lo scopo e stimare la probabilita che il costo totale dei sinistri non superi una
certa quota fissata x > 0. Il costo complessivo che I’assicurazione e tenuta a

risarcire ¢ dato da
Nt
Xt - E Zn
n=1

Si vuole quindi stimare la probabilita di coda P(X; < z) utilizzando i metodi
saddlepoint visti.
Si suppone che:

- 1 costi Z; siano indipendenti e identicamente distribuiti, ciascuno con
distribuzione esponenziale di parametro 3; la densita di ciascuna Z; e
data da:

fz,(x) = Bexp(—pBx), per x> 0;
- i costi Z; non dipendano dal numero di sinistri V;.

Nella pratica, sotto queste ipotesi, se si suppone che il numero di sinistri segua
una distribuzione di Poisson di parametro A allora, per definizione, segue che
X ¢ un processo di Poisson composto.

La densita esatta di X;, a livello teorico, ¢ la seguente:

fxi(w) =Y f7 (@) PN, = n)

% " & la convoluzione di n v ensita esponenziale di ciascun Z;.
dove f7 ¢ la convoluzione d olte la densita es ale di ciascun Z;

e si vuole calcolare 'approssimazione saddlepoint di questa, basta ricavarsi la
S 1 lcolare I’ ddl td ta, bast |
funzione generatrice dei cumulanti di X;; partiamo con il ricavare la funzione
generatrice dei momenti:

Mx,(s) =E [exp (s Zt: Zn>

Applichiamo il valore atteso condizionato:

Mx,(s) =E |E |exp (5%&1) |Nt:l€”
=E |E |[exp (siZn>

n=1
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Sfruttando 'indipendenza si ottiene:

My, (s [ lexp(sZ,) ]

[(Mz,(5))"]

[exp log(Mz, ( s))k)]
E [exp(klog(Mz,(s)))]

E [exp(kKz,(s)))]

My, (Kz,(s))-

t

=E
E
E

Allora la funzione generatrice dei cumulanti di X; e

Kx,(s) = log(Mx,(s)) = log(Mn, (Kz,(s))) = Kn,(Kz,(s))- (4.1)
Calcoliamo la funzione generatrice dei momenti di una variabile aleatoria 7,

che ha distribuzione esponenziale di parametro [ e successivamente quella dei
cumulanti:

My, (s) = Elexp(sZ,)] = / " exp(sz)B exp(—B2)dz

__’ T — s)exp(—z(8 — s))dz

S el AR CER L CRCERIY

__’ exp(—z s

e et G CR

:5€8 (4.2)

Allora
Kz,(s) =log <5€ )

con s < 3. La funzione generatrice dei momenti di una variabile aleatoria Ny
che ha distribuzione di Poisson di parametro A e invece la seguente:

(A1)

n!

My, (s) = Elexp(sV;)] = Zexp(sn) exp(—At)

oo

_ eXp Z eXp

= exp( A )eXp()\tGXP( ))
= exp(—At)(exp(At))=P .
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Allora
K, (s) = log (exp(—At) (exp(/\t))e"p(s))
= log (exp(—At)) + exp(s) log (exp(At))
= —\t + exp(s)At
= At(exp(s) — 1).
Componendo le due funzioni generatrici dei cumulanti la (4.1) diventa:

K (5) = Ko 8z, 5)) = [oxp (10 (52 ) ) =1

_ B
- (75) -]
con s # f3.

L’equazione saddlepoint K, (5) = z relativa alla quota fissata z > 0 ¢

quindi:
B\ _
¥ (o) =
ALB

B—97

X = x(8 — )

B = z(B* + 8% — 238)

§2x 4 §(—228) + B*r — X3 =0

. 220 £ /42252 — 4z (B2 — AtB)
2x

_ 228 £ VAxMtp

2x
- 2001+ 4/25)
N 2x

At

Poiché s < (8, I'unica soluzione saddlepoint e

s=B1— ]2,

Calcoliamo ora la derivata seconda della funzione generatrice dei cumulanti e
ricostruiamo la densita saddlepoint:

" C2MB(B-s)  2MB
A = I
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L’approssimazione saddlepoint (2.6) del primo ordine e data da:

A 1 R .
fx,(z) = W exp(Kx, (8) — 8z)

1
2T S

(B—8)

By zf
B 25
B 1
2\
QWBQ;%t%
1 At
cexp | At -1 =-Bx|1—4/—
2 p
B 1
271' 2x
e

-exp[)\t( 1&1)51’(1 2—;>:|
zf

Calcoliamo la probabilita di coda (3.10)

1 1
P(X >2z)~1—®(W)+ o(w) (7 - 7> : (4.3)
W
dove
o W =sgn(8),/2 <§:r; — At [% — 1D dove § ¢ la soluzione saddlepoint § =
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1.0p

0.8¢

0.6p

0.4t

0.2}

0 2 4 6 8 10 12

Figura 4.1:  Distribuzione esatta (linea continua) e approssimazione
saddlepoint (linea tratteggiata).

At }
(B—8)°]"

e =S5 [
La Figura 4.1 & stata ottenuta fissando i parametri come suggerito in [1] e
implementando le formule saddlepoint attraverso 'utilizzo del software Ma-
thematica.

I parametri scelti sono i seguenti:

e \=15;
o t=1;
e =1

4.3 Prezzi di opzioni call

Un’opzione & un titolo basato sul valore di mercato di uno o piu beni (tas-
si d’interesse, valute, indici finanziari); un’opzione call offre all’acquirente il
diritto ma non l'obbligo di acquistare un titolo detto sottostante a un dato
prezzo d’esercizio prefissato K (strike) in una data futura 7. L’acquirente si
garantisce questo diritto pagando 'opzione a un prezzo iniziale fissato.

In altre parole, se il sottostante al tempo T vale Sy > K, 'acquirente, eser-
citando il diritto offertogli dall’opzione, potra comprare il titolo al prezzo K
guadagnando St — K; se invece St < K all’acquirente non converra esercitare
il diritto e il guadagno risultera nullo.

Definizione 4.6. Sia (S;):>0 il processo stocastico a tempo continuo dei prezzi
del sottostante, K lo strike e T il tempo di scadenza dell’opzione; si definisce
payoff il guadagno F'(St) che si ottiene esercitando I'opzione:

F(ST) = max{O, ST - K} = (ST - K)+
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Il problema che si dovra affrontare e calcolare il prezzo iniziale dell’opzione
call C(T, So, K,r) che dipendera dalla scadenza del contratto, dal prezzo ini-
ziale del sottostante, dallo strike e dal tasso d’interesse privo di rischio r.
Tanti sono stati i metodi sviluppati negli anni per calcolare C(T, Sy, K,r) at-
traverso l'inversione della trasformata di Fourier, la formula di Black e Scholes
(1973); ci occuperemo del metodo piu recente, elaborato nel 2008 da Madan,
Roynette e Yor e riportato da Carr e Madan in [4] nel quale viene illustrato
come calcolare il prezzo di un’opzione call attraverso la formula generalizzata
di Lugannani-Rice con distribuzione di base non gaussiana data dalla densita
di una variabile aleatoria che ¢ differenza di una con distribuzione normale e
di una con distribuzione esponenziale indipendente.

Per calcolare il prezzo di un’opzione call C(T, Sy, K,r) basta calcolare il
valore atteso del payoff F(Sr) scontato ad oggi del fattore exp(—rT'). Chia-
miamo k = log(K) il logaritmo dello strike e sia f la densita per il logaritmo
del titolo X7 = log(Sr).

C(T, So, k,r) = exp(—rT)E[F(St)] = exp(—rT)E[(Sr — K)™]
= exp(—rT)E[(exp(Xr) — exp(k))"]

— exp(—rT) / (exp(x) — exp(k)) f (x)da
(o] exp(x) —exp(k) >0}

= exp(—rT)/ (exp(z) — exp(k)) f(z)dz
{z>k}

—exp(=r7) [ (expl) = expl)f ()

Dividiamo il prezzo della call per il prezzo attuale del titolo Sy: esso equivale
al valore atteso del prezzo del titolo St scontato ad oggi:

So = exp(—rT)E[ST]
— exp(—rT)Elexp(Xr)]
+oo
= exp(—rT)/ exp(z) f(z)dx.

Allora:

C(T, Sy, k,7) == W
0

_ exp(—rT) ;" (exp(x) — exp(k)) f (z)dx
exp(—rT) f_Jr;o exp(z) f(x)dx

[ (explo) — exp(h) f(a)ds
J72 exp(a) f (x)dar

Noto che k € [0, 00), osserviamo che:
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o C(T, Sy, k,7) = 0 per k — ~+00;

e C(T,S0,k,r) — 1 per k — 0.

= C(T, S, k,r) & una probabilita di coda.

Proposizione 4.1. C(T, Sy, k,r) & la probabilita di coda Q(L > k) della
variabile aleatoria

L=Xr-Y

dove

e () ¢ la misura martingala relativa al numeraire St equivalente alla misura
di probabilita P neutrale al rischio (relativa al numeraire bond)*';

b XT = log(ST);

e —Y ¢ una vartabile aleatoria con distribuzione esponenziale di parametro

1.
Dimostrazione.
N T
e S, k) = ST D)
So
_ E[(Sr — K)*]
E[S7]
1
=E[(Sr — K)T
[( T ) ] [ST]
+Br So 1
E —
l(ST 8 Sr Bo} E[S7]
_ ];f E_ﬂ ﬁ se Sp > K
se ST < K
B EQ S Br So] E@ [K%%D ﬁ se Sp > K
se ST < K
EQ TS| — EQ | geetD) S L Sr> K
_ exp(r )Bo St Bo So exp(rT) Se o1 >
0 seSr< K

218i veda I’Appendice E.
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Poiché By = 1:
QS — EQ | L8| ) —L
C(T. So. k1) — exp(rT) (E [So] — E |:ST SoD SoepeT) S€ Sr>K

0 seSr < K

_ exp(rT)Sy (1 — E€ [%D m se Sp > K
0 se ST < K

_ <1_EQ [%D se Sp > K
0 seSr< K

E

dove @ ¢ la share measure relativa al numeraire S%2.
Definiamo ora Y = X¢ — K. Allora si ha:

K exp(k) _ _
5 = wp(xy) — Pk = Xr) = exp(=Y)

e chiamiamo f(y) la densita di Y sotto la share measure con corrispondente
funzione di ripartizione F'(y). Allora

C(T, Sy, k,r) = E? [(1 - 55) 1

T

diventa:

Integrando per parti si ottiene:

BT, So, k) = [1 — exp(—y) F)IF / " exp(y) F(y)dy
=1- /OOO exp(y) F(y)dy

- / (- F) exp(—y)dy.

228i veda il Corollario E.2 dell’Appendice E.
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Siccome exp(—y) ¢ la densita di una variabile aleatoria esponenziale di para-
metro 1 si puo concludere che:

C(T, So, k,7) = Q( X7 — log(K) > Y) = Q(Xr — Y > k).

Abbiamo dimostrato che C(T, S, k,r) cioé il prezzo di un’opzione call nor-
malizzata si trova calcolando la probabilita che la variabile X7 sotto la share
measure superi il logaritmo dello strike k di una variabile aleatoria esponenziale
Y ovvero calcolando una probabilita di coda.

4.3.1 Scelta della base per Lugannani-Rice generalizza-
to

Come osservato nella Proposizione 4.1 il prezzo di un’opzione call puo essere
calcolato come probabilita di coda; come visto nel capitolo precedente & possi-
bile applicare la formula di Lugannani-Rice (generalizzata) per questo calcolo.
Per utilizzare la formula di Lugannani-Rice generalizzata occorre scegliere
un’opportuna distribuzione di base; la base proposta da Carr e Madan in
[4] € la distribuzione di una variabile aleatoria

1
4+ —--Y
+)\

dove Z ~ N(0,1) e Y ~ Exp()).

Calcoliamo la funzione generatrice dei cumulanti di Z + % —Y ricordando che,
per la Proposizione 1.4 vale:

G(s) = KZ+§—Y(3)
= Ky,1(s) + K_y(s).

Segue che:

6(s) =1og (E [exp (5 (2+ 5 ) )| ) + ow (Blexpls(-v )

log (E {exp@m exp (;)D + log (Efexp(—sY)])

= log <exp (;) E [exp(sZ)]) + log (Elexp(—sY)]) .
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Poiché E [exp(sZ)] = exp <§> 2 ¢ Elexp(—sY)] = /\72\78)24 si ha:

o -ve(ow(3)ow () 1)

2

— log (exp (;)) +log (exp (%)) +log (A) — log (A + )

2

:§+%+log(>\)—log()\—|—s).

Le derivate prime e seconde sono:

o G'(s) :%%—s— Ais;

o G'(s) =1+ ()"

Calcoliamo ora la funzione di ripartizione e la densita relativa a questa distri-
buzione di base:

=[] szttt — ayaas

1
X

= /000 fz(2) /:oi [y (z —z)dzdz. (4.4)

Calcoliamo ora l'integrale in dz operando il seguente cambio di variabile:
w=xr—z=>r=w+ 2z = dr = dw.

/ i frt-ae= [ fy(de

1
X

STE——)
cr(res (o 1)).

238i veda il punto 1 dell’Appendice A.
24Si veda I’equazione (4.2).
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Poiché Y ~ Exp(\) si puo concludere che:

[ e 1o (4 (o (- ))).

L’equazione (4.4) diventa quindi:

- [l ol ()

Poiché 1 — exp [—/\ (z — (a — X))} #% 0 se z > a — 1 e possibile cambiare il
primo estremo d’integrazione della precedente:

I(a) = io £2(2)) {1 ~exp [—)\ (z - <a - ;))} } i
_ /io fo(2)d= — /io F2(2) exp [—A (z - (a - %))] dz
-9 (a _ %) _ /io () exp (—A2) exp (A (a _ %)) dz.

Poiché per simmetria: 1 — @ ( — %) <I> % — ) si ha:

=8 (5=o) e (3 (+=2)) [ o (52 )

Completiamo il quadrato:

2
—% %(2 —1—2/\2)
%(224—2)\24—)\2 )\2)
%(2 +2/\z+>\2)+ %
1 2
5(erA) +§>\.
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Sfruttiamo il seguente cambio di variabile:

w=z+A=>z=w— = dz = dw.
Allora:

-0(3-0)-enlp ) () [ e o)
S ) Y (5 (R |

Poiché per simmetria: 1 — & (a — % )\) = (% e a) segue che:

F(a)z@(%—a)—exp(A(a—%)+%)\2>®(§—)\—a).

Di conseguenza la densita y(a) della distribuzione di base & la derivata della
precedente:

7(a) =T"(a)
So(Bea)erem (3 (a-2) bV e (2 oand)
—exp(A(a—§>+%A2)¢(§—A—a)
—qb(——a)+)\exp(/\a—1+%)\2>@(%—)\—a)
—exp(Aa—H%A?)gﬁG—A—a).

Per applicare la formula (3.20) di Lugannani-Rice generalizzata con distri-
buzione di base relativa a I' e v occorre determinare:

e le radici dell’equazione (3.17) scegliendo Z_ o Z; secondo la modalita
espressa nella (3.19);

A

e la soluzione é dell’equazione saddlepoint G’ (f )= 2;

° ;= (?//(é) dove 1 = §,/K"(3) e s ¢ la soluzione dell’equazione saddle-
point K'(8) = k, con k il logaritmo dello strike. .
K ¢ la funzione generatrice dei cumulanti della variabile aleatoria X7 —Y

definita nella Proposizione 4.1 secondo cui:

— X = log(Sr) sotto la share measure;
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— —Y e una variabile aleatoria con distribuzione esponenziale di pa-
rametro 1.

Sia z la soluzione dell’equazione (3.17); allora la soluzione é dell’equazione
saddlepoint relativa a Z e data da

s rpe_ L
G(ﬁ)—z<:>>\+§ )\+é—z
AEHNA+) - A 2O+
AN+ €) AN+ )

SAFEFENHEN—A=222+ 20
SENFEN+1 =20 =2\ =0
—(A2 41— 20 £ /O + 1 — 2X)% — 4X(—2X7)

eL= 2)

o (N1 =2 £ VM F T4+ 22024202 — 2032 — 22X 4 4203
L= 22
oo —(NH+1 =20 £V + 1+ 22024 2)2 + 2032 — 22

2)

A c c?
ef=-A+ox/S 41
& +2 4+

1
dovec=2——+ A\
ovec=2—~

L’ultimo passaggio e giustificato dal fatto che

c c? s—L 4 (2—l+)\)2
A+ -+ —F+1==) A + A 1
+2 \/4+ + 5 \/ M +

on4 s Ly A2—1422)2

2 4
N4 EA—1 (A2 — 1+ A2)°
B 2 jE\/ e 1
_ oA (A2 — 14 X2)% +4)2
B 2\ 4)2
SN2 AN - 1 (A2 - 102 4 AN
B 2\
(2= 2N+ D) VAT H T+ AT 220+ 2203 — 202 1 4)2
B 2\

— (N =X+ 1) £ VA2Z2 1T+ A — 220 + 2203 + 202
2\
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Poiché la funzione generatrice dei cumulanti G(s) ¢ definita per s > —A, I'unica
soluzione saddlepoint dell’equazione G'(§) = 2 &

2

c
—+ 1
2 4+

Il
|
>
+
+

3

4.3.2 Modello Black-Scholes

Nel modello Black-Scholes, si ipotizza che il sottostante segua un processo di
1t6%° del tipo:
dSt = Utdt + Utth

dove
o u =195y
o v, =05

e (W) & un processo browniano;

e 1 ¢ il tasso d’interesse costante e rappresenta il drift percentuale istan-
taneo;

e 0 e una costante e rappresenta la volatilita percentuale istantanea.
Piu formalmente: . .
Sy = So + / usds —I—/ v dW (4.5)
0 0
dove

° fot usds integrale deterministico;

° fo s)dW integrale stocastico.
Proposizione 4.2. Sia (X;);>0 il processo definito da
X = log(5t).
Allora
o2
dX, = (r — ?) dt + odW,; (4.6)

OVVETO 9

Xt—X0+<T—?>t+O'\/_Z

dove Z ¢ una variabile aleatoria con distribuzione normale standard.

258 veda I’Appendice D
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Dimostrazione. X; = F(S;). Applichiamo la formula di 1t6*® osservando che
X; non dipende esplicitamente da t e che quindi le derivate parziali rispetto a
t sono nulle:

= F(S;) = F(So) + /t(ﬁxF)(Ss)usds
1

¢
+/ (0. F)(Ss)vsdWy + B
0 -
= log(Sy) +/ grssds

/ —0SdW, + / & 0 SZds

—X0+Tt+0Wt—§U

/ (0.0 F)(S,)02ds

0.2
:X0+ (T_?)t+UWt

Siccome W; ~ Ny, allora Z = % ~ Np1; si ottiene quindi:

2

Xt=X0+(r—%)t+a\/%Z.

]

Si puo provare che C(T, Sy, k, ) calcolato nella Proposizione 4.1, considerando
X7 = log(St) con St relativo alla share measure ) corrisponde al risultato
dato dalla formula di Black e Scholes.

Vediamo come esprimere St nella nuova misura (): la share measure relativa
al numeraire S e tale che i nuovi termini del mercato normalizzati rispetto a
S siano delle martingale ovvero

devono avere drift nullo. Utilizziamo la formula di It (D.3) per calcolare il
differenziale stocastico di Bt e il Teorema di Girsanov 2"

dB, = ~dB, — 2tas, + 3d <S>

St s
B .. . B
- gtalBt 5+ ggotsit

263i veda il Teorema D.3 dell’Appendice D.
27Si veda il Teorema D.5 dell’Appendice D.
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Poiché B, = exp(rt) la precedente diventa:

-1 B; 1

dB, = —rBydt — =t —

TS, TS s,

= rBydt — By (rdt + odW;) + Byo*dt
=B, ((r—r+0*)dt — cdW;) .

By 1

(TStdt + O'Stth) + ——ZO'QSEdt
3, 5

Per il Teorema di Girsanov 3()\;) € L2, tale che (W;) definito da dW, = dW,—

loc
Adt € un moto browniano nella nuova misura ). Segue che:

dB, = B, (a%zt — o(dW, + )\tdt))

B, ((02 —o\)dt — oth) )

Poiché B, ¢ una martingala se il termine di drift & nullo si deve scegliere )\, in
modo tale che:

ol —oN=0= )\ =0

Allora X7 della Proposizione 4.2 sotto la share measure diventa:
o2
dXt = <T — ?> dt"‘ Uth

2 ~
- <7~ - %) dt + o (dW, + \dt)

2 ~
- <r — %) dt + odW, + ot

Poiché si e scelto Ay = o, Vt segue che:

2 ~
dX, = (7“ _ %) dt + odW, + o2dt
2

_ (7«_%+02> dt + odWV,

0'2 ~

Siccome Wt ~Noy = Z = W\t/go ~ Ny, si ottiene:

2

dX, = X, + (7“ + %) t+ovViZ. (4.7)
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Teorema 4.3. C’(T, So, k,r) calcolato nella Proposizione 4.1, considerando
Xr la variabile aleatoria appartenente al processo di Ito (4.7), corrisponde al
risultato dato dalla formula di Black e Scholes®

C(T, Sy, k,7) = ®(dy) — %exp(—rT)@(dg) (4.8)

dove

o & ¢ la funzione di ripartizione normale;

10g<%+(7‘+§)T> ]

L4 d1: T ’

.dgzdl—d T =

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.1: C(T, Sy, k,7) = Q(X7 > log(K)+Y)
e per la (4.7): Xp = log(Sy) + (r + %2> T +oVTZ con Z ~ N(0,1).
Segue quindi che:

2

C(T, Sy, k,7) = Q (log(So) + (r + %) T +oVTZ > log(K) + Y)
2
Q

(aﬁz > —log(Sp) — (r + %) T + log(K) + Y)
log (£) — (r+5)T+Y
oVT

log<550>— (r—l—";)T—l—Y
oT

0z~

=1-¢

Z8Per i dettagli consultare il Capitolo 7 di [8].
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Poiché ® ¢ simmetrica:

C(T, Sy, k,r) = [ — \/TT
g
log(%)+ <r+%>T Y
=P
ovT

Integriamo per parti il precedente integrale; segue che:

C’(T, So, k,r)
= — [exp(—y)q’ (105 (i) (g * %> \/__ $>

_ /Ooo exp(—y)o (loj\(/i%l) (f %) VT - O‘\/_> U\l/_dy
W (105(5)) (249 ﬁ)

oV’T
(4.9)

- Ooexp(—y);T exp | —2 <+log (%) + (3 + E) VT - L) dy

Calcoliamo 1’ integrale dell’equazione (4.9) utilizzando il seguente cambio di
variabile:

R G [T ()T
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Allora I'integrale della (4.9) diventa:
0 log (i) r o y
ex + (— + —) VT —
/ p(=y ( 0\/T o 2 ovT
/OO 1 o { 1 2}
— s ————exp |—=z
{1°g(f?>+<;+z)ﬁ} VaroVT 2

69

\_/

\/%of W

z )aﬁdz

dz

lo o
5\</—)+< +§)\/T—z

e 1
= oe( 50 exp —oVT
/{1 ) gy vor [
1 2

7
N R

— exp (— log (%) —(r+ 0;) T) /{1(%%(“;)@} \/127 exp [—%% + aﬁz} dz

3

o

— %exp <— (r + %2> T) /{1(%+(T+g)ﬁ} \/LQ_Wexp [—%f + a\/Tz] dz

Uﬁ o
K o2 & 1 1
= —ex rINexp | ——T exp | ——2% + O'ﬁ2:| dz
SO p( ) p ( 2 ) /{'log(\/%j)+(;+;)ﬁ} /271' p |: 2

Completiamo il quadrato:

—5,2 +0’\/_Z—— <z2—20\/_z)

<z2—20\/_z+a2T 2T>
1

(z2—20\/_z+02T>+20T

1
z—a\/_> + —0°T.

l\DIl—‘l\DID—‘[\DI»—ll\JIH
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Operiamo P'ultimo cambio di variabile w = z — oVT = z = w + oV/T"

R g oo

oV'T

_ gexm_m@{bj(? H(L-2) ﬁ}

0

La formula (4.9) per il calcolo del prezzo di un’opzione call normalizzata da
Sy diventa allora:

- log (%) r oo
C(T, So,k‘,?”) =d (W + <; + 5) ﬁ)

~Kexp (1) {log(%) N ﬁ}

0 oVT o 2

— 0(d)) - - exp (~rT) @(d)

Calcoliamo ora la funzione generatrice dei cumulanti della variabile alea-
toria X7 — Y definita nella Proposizione 4.1 dove X segue il modello Black-
Scholes sotto la share measure secondo la (4.7) ricordando che:

e per la Proposizione D.4 dell’Appendice D:
X ~ /\/(XO + <r—|— "72) T,aQT) = Kx,(s) = Xos + <r+ "72) Ts +
o2Ts? .
ol
o -V ~ Exp(l) = K _¢(s) = log (1—;)
Segue che:

Ky, y(8) = Kxp(s) + K_y(s)

o? o?T's? 1
=X — | T 1 —
03+(r+2) s+ 5 +og<1+5>

2 2T2
—Xos+(r+%)Ts+028 —log(1+s). (4.10)

Si osservi che Ky__y(s) € ben definita per s > —1.
Calcoliamo le derivate prime e seconde per poter applicare la (3.20):

K’(QS‘):XO—i—<1"—|—§>T—|—02T3—L

1+s )
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K”(S) = O'2T + m

E’ possibile allora applicare la formula (3.20):

dove:

I' e v individuano la distribuzione di base descritta nella Sezione 4.3.1;

e z ¢ una delle due radici ricavate risolvendo l'equazione (3.17) scelta
secondo il criterio (3.19);

F_ c / c? 2 1 .
g——)\—i‘i—" Z+1CODC—Z—X—|‘>\7

o i; = ————— dove i =35,/0?T + @ e S e la soluzione dell’equazio-
1+ (55)

ne saddlepoint K'(S) = k.

Per dimostrare che la base suggerita da Carr e Madan ¢ esatta nel modello
Black-Scholes, si deve osservare che si puo ricostruire la funzione generatrice
K con un cambio di scala di G scegliendo in modo opportuno i parametri a,
b e X cio e provato.

Si scelga b = ov/T, A\ = /T allora:

bs)? b
as + G(bs) = as + ( Z) + ; — log (A + bs) + log(\)
Ts)? T
=as+ (a\/;s) + 2 S L log ()\ + Uﬁs) + log(\)

o’Ts®>  oTs

A
=as + + +10 ——
2 A g()\—l—aﬁs)

a’Ts®>  oTs oT
= as + + +log | ————
2 U\/T Uﬁ + O'\/TS

o?T's? oVT
=as + +s+log | ——
2 & (Uﬁ(l—i-s))

o?Ts?

=s(a+1)+ —log(1 + s).

Allora:

2
as—i—G(bs):K(s)(:)aqu:Xo—l—(T+%)T

o2
@a:XO%—(r%—?)T—l.
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Strike K | Maturita T LR BS
36.78 0.5 63.7676 63.7676
60.65 0.5 40.26 40.26
81.87 0.5 20.2077 20.2077
90.48 0.5 13.4513 13.4513
110.52 1 7.08109 7.08109
122.14 1 4.00481 4.00481
174.87 1 0.200559 0.200559
271.82 1 0.000487387 | 0.000487387

Tabella 4.1: Prezzi di opzioni call.

I risultati riportati sono stati ottenuti implementando la formula di Lugannani-
Rice con distribuzione di base (v,I') e di Black and Scholes attraverso il
software Mathematica utilizzando i seguenti paramentri:

e maturita 7" € {0.5,1};

e tasso d’interesse annuo r = 0.03;

e volatilita implicita o = 0.25;

o \=0oVT;

e prezzo iniziale del sottostante Sy = 100.

Confrontando i valori della tabella 4.1 e evidente il fatto che la formula di
Lugannani-Rice riproduce i risultati di Black-Scholes in modo esatto come gia
dimostrato formalmente dal Teorema 4.3.

4.3.3 Modelli con salti: Merton e CGMY

Nel modello Black-Scholes presentato nella Sezione 4.3.2 si prevede:
- volatilita costante;
- prezzi con traiettoria continua;
- prezzi logaritmici con distribuzione normale.

Il calcolo dei prezzi dei derivati secondo l'articolo di Black and Scholes del
1973 non tiene conto dei possibili crolli di valutazione che si possono avere
e nemmeno del fatto che i prezzi logaritmici osservati non hanno in generale
distribuzione normale; per questo tra la fine degli anni ‘80 e i primi anni
90 si sono introdotti i modelli con salti rimuovendo l'ipotesi di continuita
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della traiettoria e ipotizzando che i prezzi logaritmici seguano un processo ad
incrementi stazionari ed indipendenti, con distribuzione piu generica rispetto
alla normale. Questi modelli si basano sui processi di Levy del tipo jump-
diffusion o pure-jump: i processi della prima classe sono caratterizzati da un
processo diffusivo che viene interrotto da salti in tempi aleatori, invece quelli
della seconda presentano un numero infinito di salti in ogni intervallo e per
questo vengono detti processi ad attivita infinita.

Analizzeremo il modello di Merton, uno dei piu importanti modelli con salti
di tipo jump-diffusion, e il modello CGMY a 4 parametri che prende il nome
dagli ideatori Carr, Geman, Madan e Yor.

Secondo i modelli con salti I'andamento del sottostante (Sy)cjo,r) € del tipo

St = SO eXp(Ht) (411)

dove H = (Hy)tepo,r ¢ un processo di Levy?.

In analogia con la Sezione 4.3.2 cerchiamo di calcolare il prezzo di un’op-

zione call applicando la formula di Lugannani-Rice conoscendo ’andamento
del sottostante (4.11) e supponendo di conoscere la funzione caratteristica ¢
della variabile aleatoria H,.
Sia Sy il valore iniziale del sottostante, K lo strike, T la scadenza e r il tasso di
interesse annuale. Per calcolare il prezzo di un’opzione call C(T, Sy, K, r) ba-
sta calcolare il valore atteso del payoff scontato ad oggi del fattore exp(—rT).
Chiamiamo k = log(K) il logaritmo dello strike, Xy = log(Sp) il logaritmo del
prezzo iniziale del titolo e fy la densita della variabile aleatoria Hrp.

C(T, Sy, k,r) = exp(—rT)E[(Sr — K) "]
= exp(—rT)E[(Sy exp(H;) — exp(k))™]

— exp(—rT)SoF <exp(Ht) _ exp(k:))+

= exp(—rT)SE <6XP(Ht) -

— exp(—rT)S /{ - <exp(ac) - %&’%) Fu(w)da

B So fi xo (exp(m) — %) fu(x)dx
B exp(rT) '

2951 veda la Definizione 4.5.
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Osserviamo che

So = exp(—rT)E[S7] = 1 = exp(—rT)E {i’_ig}

= 1 = exp(—rT)E[exp(Hr)]
= exp(rT) = Elexp(Hr)].

Allora:

So fkonO (exp(x) — ei’;‘gg’&) fu(z)dx
Elexp(Hr)]
So Sy xo (exp(a) = Z28) fu(w)de
- J72 exp(a) fu(x)de

C(T7 SOa kv T) =

Allora:

~ T
C(T, So, k1) = %O’k’r)
0

o (@) - 22) fulw)de
C [Tew@)ful)de

Noto che k € [0, 00), osserviamo che:

° é(T, So, k, ) — 0 per k — +00;
o O(T, Sy, k,7) = 1 per k — 0.
= C~'(T7 So, k,7) € una probabilita di coda.

= —C'(T, Sy, k,r) & una densita.

Vedremo che la funzione caratteristica della densita —C'(T, Sy, k, ) ci dird
di quale variabile aleatoria —C"(T, Sp, k,r) ¢ la densita; sara questa la va-
riabile aleatoria a cui applicare la formula di Lugannani-Rice per calcolare

C(T, So, k‘, T’).

oo exp(k)
fkfXO eprEXO) fu(x)dx

—C'(T, Sy, ke, 1) =
5o, J72 exp(a) fu(x)dx
_%(1—5}((1{5—){0)) (4.12)

J73 exp(x) fu(x)dz
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Posto g(k) = 5;‘2&3) (1 — Fy(k — Xo)) calcoliamone la trasformata di Fourier:

+oo X
g(u) = / exp(iuk) eXpIE()];Z) (1 = Fy(k— X)) dk

1 [T

- = / exp(k(iv+ 1)) (1 — Fu(k — Xo)) dk.
0 J—-c0

Integrando per parti si ottiene:

g(u) = b (— /ﬂo exp(k(iu + 1)) (= fu(k — XO))> dk

So(l + 1u) — oo

_ m (/joo exp(k(iu + 1)) fa (k — X0)> dk.

[e.9]

Utilizziamo il seguente cambio di variabile:

w=k— Xo= dk = dw;

00 = g ([ bl Xa)Gu+ 1) () ) o
_ 50(11+ - </_:° exp(w(iv + 1) + Xo(iu + 1))fH(w)> dw
~ s (00l ) [ explutiu+ D) u(w)) do
~ s (etosts o 1) | esplutiu+ D)uw) )
_ 1im (sgu _:O exp(w(iu+ 1)) fH(w)) dw

dove si ¢ usato il fatto che pgy(u —1i) = fj;o exp(w(iv + 1)) fu(w)dw
Infatti, detta ¢p(u) = Elexp(iuHy)| la funzione caratteristica della variabile
aleatoria Hr, si ottiene:

exp(i(u —i)Hr)]
exp((iu — ) )]

(i
exp((iu + 1) Hr)]

exp(w(iv + 1)) fg(w)dw

o0

pr(u—1i) =

I
— 2 =T
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Allora la funzione caratteristica della densita (4.12) e data da
Sy (u — 1)
e (—1)(1 +iu)

dove si e usato il fatto che il denominatore della (4.12) ¢ ¢y (—1); infatti:

pr(—1) = Elexp(—i*Hr)]
E[

Pp(u) = (4.13)

= Elexp(Hr)]
= | exp(@)fu(z)d

Osservazione 21. E’ possibile osservare che la funzione caratteristica (4.13) e
il prodotto di due funzioni caratteristiche:

° + ¢ la funzione caratteristica di una variabile aleatoria —Y ~ Exp(1);
. % ¢ la funzione caratteristica di X definito come il logaritmo di

Sr sotto la share measure®’.

Dall’analisi & noto che se la funzione caratteristica della densita —C’ (T, So, k,7)
¢ il prodotto delle funzioni caratteristiche di due variabili aleatorie -Y e Xr
allora —C"(T, Sy, k,r) & la densita della variabile aleatoria Xy — Y.

E’ possibile percio applicare la formula di Lugannani-Rice per il calcolo
dell’opzione call ricavando la funzione generatrice dei cumulanti K(s) dalla
funzione caratteristica ¢¢ poiché

K(s) = log(op(—is)).
Infatti:
log(¢(—is)) = log(Efexp(—iis(X7 — Y))])

= log(Efexp(s(X7 — Y))])
= K(s).

Ricordando 'espressione (4.13) la funzione generatrice dei cumulanti ¢ della
seguente formula:

K(s) = log(66(~is))
(S8 Pen((=is) — )
s (soH(— D(1+i(-15))

= log(Sé(fis)) + log (@H«_ is).)_ 1)) — log(1 +i(—1is))

SOH(—I

= slog(Sy) + log (@H;_Hi<(i; 1») —log(1+s) (4.14)

300 verificheremo solo per il caso Black-Scholes ma si pud provare per tutti i modelli.
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Verifichiamo ora che la (4.14) coincide con la (4.10) nel modello Black and
Scholes:

Osservazione 22. L’andamento del sottostante nel modello Black-Scholes ¢
dato da

Sy = Sopexp(Hy)
dove H; = (T — "—22) T+o W, ha distribuzione normale di parametri (T — "—22) T,
o*T e o rappresenta la volatilita implicita costante del modello e W; appartie-
ne ad un processo Browniano.
Come noto la funzione caratteristica ¢(u) di una variabile aleatoria con distri-

buzione normale N (i, 0?) ¢ del tipo exp(uiu — "22“2).

Segue che

2 2,2

o (u) = exp ((r — %)Tiu i T> . (4.15)
Applichiamo la (4.15) alla (4.14):
K(s) = slog(Sy) + log (SOH(_ (s + 1))) —log(1+ s)
(1)
exp ((r = ITi(=i(s + 1)) - CEGHPT)
= slog(Sp) + log —log(1 + s)

exp ((r = )Ti(~1) - 2G0T

exp <(T — %Q)T(s +1) + —02(‘9;1)%)

= sXy + log —log(l+s
° o (= ST+ ) e
exp ((r = F)Ts + (r = )T+ 257 + 57 + o%7)
=sXo+1o —log(1l+s
o o (1T~ 57+ ) s
exp <(r—%2+02)Ts+rT— ";T—i—#jt"%)
=sXg+1 —log(1
§X¢ + log op(rT) og(1 + s)
exp <<7° + %2> Ts+1rT + —U2§2T>
=sXy+1 — log(1
s%o +log exp(rT) og(1 + )
2 2 2
= sX; + log (exp (<r + %) Ts+rT + 22 )) —log(exp(rT)) — log(1 + s)
o2 2 2
:on+(r+?)Ts+rT+ —rT —log(1l + s)
2 2 2
T
= sXo+ (7’—1—%) Ts+ 2 ; —log(1+ s).
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Cio prova che la (4.14) coincide con la (4.10) e che, come annunciato, si lavora
con la share measure.

Come osservato nella Sezione 4.3.2 la formula di Lugannani-Rice riproduce
esattamente i risultati di Black and Scholes; vediamo come si comporta il
metodo saddlepoint applicato ad altri modelli.

Modello Merton Il modello Merton ¢ un modello a salti di tipo jump-
diffusion secondo il quale
St = SO eXp(Ht)

dove (Hy)iep,r) € un processo di Levy del tipo

Ny

Ht:ut—l—UWt—i-ZZn

n=1

cio¢ somma di un moto Browniano e di un processo di Poisson composto®L.
Assumendo che le variabili aleatorie Z, abbiano distribuzione N(m,¢?) il
coefficiente di drift ¢ della forma

2 52
,u:r—%—i-/\g(l—exp(m—F?))

e la funzione caratteristica di Hr ¢

2,27 5202
wg(u) = exp <uTiu 7 ?; + N7 (exp (imu - 2u ) - 1)) :

Osservazione 23. Si osservi che il modello Merton con A\ = 0 equivale al
modello Black-Scholes.

Avendo a disposizione la funzione caratteristica ¢y (u) € possibile applicare
la formula di Lugannani-Rice per il calcolo di C(T, Sy, k,7) calcolando la fun-
zione generatrice dei cumulanti con la formula (4.14) e utilizzando come distri-
buzione base quella scelta nella Sezione 4.3.1 con parametro A = /K" (§+ 1)
come suggerito in [4].

Per fare questo si ¢ implementato il metodo Lugannani-Rice utilizzando il
software Mathematica e fissando i parametri del modello:

e tasso d’interesse r = 0.03;
e prezzo iniziale del sottostante Sy = 100;

e scadenza T' = 0.5

315 veda la Definizione 4.4.
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Strike K LR FFT
60 39.2437 | 40.9641
70 30.5619 | 31.6191
80 23.421 | 23.4686
90 17.8178 | 17.069
100 13.5222 | 12.376
110 10.2616 | 9.00952
120 7.79937 | 6.59331
130 5.94567 | 4.85477
140 4.55159 | 3.60274
150 3.50224 | 2.6984

Tabella 4.2: Prezzi di opzioni call nel modello Merton.

e volatilita o = 0.25;
e intensita del salto \g = 1;
e misura media del salto m = 0.3;

e volatilita della misura del salto § = 0.1.

Si sono poi confrontati i risultati ottenuti mediante il metodo saddlepoint con
quelli ottenuti attraverso la FF'T al variare dello strike /' come riportato nella
Tabella 4.2.

Modello CGMY 1l modello CGMY?? ¢ un modello a salti a 4 parametri
secondo il quale
Sy = So exp(Hy)

dove (Hy)iepp,r) € un processo di Levy con drift
p=r+COT(-YY)(GG"Y — (1+GG)"Y + MM™ — (MM — 1)
+ Yy(GG(—1+YY) . ]\4]\4(—1—|—YY)>>7
dove I' ¢ la funzione gamma di Eulero, con esponente caratteristico
U(u) = iup + CC(MM —iu)"Y — MMYY + (GG +iu)"Y — GGYY
+iYYu(MMYY=) - gGYY-UND(-YY),
e con funzione caratteristica di Hy
o (u) = exp(TV(u)).

I parametri devono soddisfare le seguenti condizioni:

32Per i dettagli consultare [3].
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Strike K LR FFT
60 41.5923 | 41.7307
70 32.5744 | 32.9873
80 24.5002 | 25.0979
90 17.7394 | 18.3271
100 12.4531 | 12.8456
110 8.55896 | 8.67657
120 2.81299 | 5.69188
130 3.9283 | 3.662777
140 2.65333 | 2.33504
150 1.79665 | 1.48672

Tabella 4.3: Prezzi di opzioni call nel modello CGMY.

e CC >0;

e GG > 0;

MM > 1,
YY < 2.

Poiché e possibile ricavare la funzione generatrice dei cumulanti con la formula
(4.14), si puo applicare il metodo saddlepoint di Lugannani-Rice per il calcolo
di C(T, S, k7).
Come per il modello Merton, si ¢ implementato il metodo Lugannani-Rice
utilizzando il software Mathematica e fissando i parametri del modello:

tasso d’interesse r = 0.03;

prezzo iniziale del sottostante Sy = 100;

scadenza T = 0.5

cC =2
GG =5;
MM = 10;
YY =0.5.

Si sono poi confrontati i risultati ottenuti mediante il metodo saddlepoint con
quelli ottenuti attraverso la FF'T al variare dello strike K come riportato nella
Tabella 4.3.
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Distribuzione gaussiana
standard

Nel corso della trattazione si sono usate alcune proprieta della distribuzione
gaussiana standard per dimostrare teoremi o per testare le formule saddlepoint
che si sono esposte. Riteniamo utile riportare tali proprieta e dimostrare la
loro validita.

Definizione A.1. Una variabile aleatoria X ha distribuzione normale standard
se ha densita

6(2) = \/12_7Texp (—%ZZ), 2 € (=00, +00).

Riportiamo alcuni risultati utili.
1. Funzione generatrice dei momenti: M (s) = exp(3s?),s € (—00, +00).

Dimostrazione.
—+o00

M (s) = Elexp(sX)] = / exp(sx)o(z)dz

— 00

L™ exp(sn) exp(—sa?)de = —— [ explsz — La?)d
= — exp(sz) exp(—=2°)dr = —— exp(sz — —2°)dx.
V2T J oo 2 V2T J oo 2

Completando il quadrato, scriviamo:

1 oo 1
M(s) = \/_2_7r/ exp <—§(x2 — 251 + 8% — 32)) dx

e ()
+oo
= \/% /OO exp (—%(m — 3)2) exp (%SQ) dz.

85
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Operando il cambio di variabile z = x — s, otteniamo:
1 1 too 1 1
M(s) = mexp <§s2) /_OO exp (—522) dz = exp (552> )

2. Funzione generatrice dei cumulanti: K(s) = 35, s € (—00, +00).

O

Dimostrazione. Dal risultato del punto 1, K(s) = log(M(s)) = 3s*. [

3. Calcolo dei momenti:
o ;== E[X'] =0 se i & dispari;

o ;= E[X'] # 0 se i & pari, in particolare:

— p2 =1
= f =3
— M = 15.
Dimostrazione. Dall’Osservazione 1.1, & noto che p; = M®(0). Pro-

cediamo quindi con il calcolo delle derivate di M(s), determinata nel
precedente punto 1, e valutiamole in s = 0.

o M'(s) =exp (3s?) s, quindi M'(0) = 0;
o M"(s) =exp (3s%) s* +exp (35?), quindi M"(0) = 1;
o M®)(s) =exp (1s?) s3+2sexp (1s?)+sexp (35?), quindi M (0) =

0;

o M®W(s) =exp (15?) s*+3s%exp (35%)+2 (exp (55?) + s?exp (35%) )+
eXp( )s +exp (; ) = exp (%sz) (s*+652+3), quindi M@ (0) =
3;

o M©®(s) =exp (1s?) (10s® + 15s + s°), quindi M®)(0) = 0;
o M©(s) =exp (15?) (30s?+15)+sexp (352) (10s*+155+s°), quindi
M®©(0) = 15.

Proseguendo con le derivate, si verifica che per ¢ dispari y; = 0 e per ¢
pari p; # 0. O
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Teorema del limite centrale

Per dimostrare il teorema del limite centrale occorre prima provare la propo-

sizione seguente.

La trattazione segue la linea guida del Capitolo 2 di [9].

Proposizione B.1. Variabili aleatorie con la stessa funzione generatrice dei

momenti hanno la stessa distribuzione di probabilita.

Dimostrazione. Supponiamo di avere due variabili aleatorie X; e X5, rispetti-
vamente con funzioni generatrici dei momenti M (s) e Ms(s) e densita f e fs.
Supponiamo inoltre che valga M;(s) = M(s) e per assurdo sia f; # f.
Per quanto visto nella Sezione 1.1, una funzione generatrice dei momenti si

puo esprimere come

“+o0
frS"

rl’

r=0

dove p, = M®(0) = E[X*]. Quindi M;(s) = My(s) se e solo se )
Lo sviluppo della funzione differenza fi(x) — fo(x) & dato da

film) = fol®) =co+car+ ...+ + ...

In particolare:

/ @) = )

o)

400 +00
= g fi(x) —fg(x)dqu...—l—cn/ 2" (fi(x) — fo(z))dx + ...

o0

o [ s

=c(l=1)+¢ (,ugl) - u§2)> +...+c, (ug)

87

“+oo

o0

)+

o fu () — /

(2)

:,U/T-

—+00

—0o0

" f2<x>da;)
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Per ipotesi M;(s) = My(s), cioe ,uq(nl) = ,uq(?) per ogni r, quindi la precedente

espressione f_Jr;o( fi(z) — fo(x))%dx risulta nulla. Da questo segue che f; = fo,
contraddicendo l'ipotesi fatta e portando ad un assurdo. Cio prova che due
(o piu) variabili aleatorie con stesse funzioni generatrici dei momenti hanno la
stessa densita di probabilita e quindi la stessa distribuzione. O

Teorema B.2 (Teorema del limite centrale). Sia (X,,), ., una successione
di variabili aleatorie indipendenti identicamente distribuite ciascuna con media
u e varianza 0. Allora per n — oo la distribuzione di

Xi+ -+ X, —np

U\/ﬁ
tende a una normale standard, cioe:

Xi+---+X,— 1 [ 2
P 1 + ne <a)| —— — exp T dzx.
o\/n n—oo 2T J_ o 2

Dimostrazione. Proponiamo una dimostrazione euristica del teorema. Suppo-
niamo dapprima che le variabili aleatorie X; abbiano media 0 e varianza 1 e
denotiamo con M(s) = Elexp(sX)] la funzione generatrice dei momenti co-
mune a ciascuna. Allora, sfruttando 'indipendenza delle variabili aleatorie, la
funzione generatrice dei momenti di %

o (252 oo ()

Per n — oo possiamo calcolare 'espansione di Taylor di exp (5\%):

X . X L 2
eX S—= | = S——= S —.
P Vn vn 2n

Considerandone il valore atteso e ricordando che E[X] = 0 e E[X?] = 1,
otteniamo

X E[X] , B[ X?] 5 1
E — ~1 — — =1 —.
[eXp (Sx/ﬁ)l IRV B

Per n grande otteniamo:

X e+ X, 1\"
oo (B = (o)

e passando al limite risulta

lim E |ex 3X1+.“+Xn = ex 8—2
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Questo significa che la funzione generatrice dei momenti di % converge
alla funzione generatrice dei momenti di una normale standard®?. Per la Pro-
posizione B.1 cio prova che la distribuzione di % tende alla distribuzione
normale standard ®.

Quando le variabili aleatorie X; hanno media u e varianza o2, le variabili
aleatorie Xig_“ hanno media 0 e varianza 1. E quindi possibile applicare a tali
variabili il risultato ottenuto nella prima parte della dimostrazione:

X, — X, — oL X
P(1 p+Xo—p+--+ X, “ga)
ov/n

—— ®(a),

n—o0

cioe

X+ + X, - 1 [ 2
P Lt n”ga —>—/ exp . dx.
o\/n n—oo 27 J_ o 2

33Si veda il punto 1 dell’Appendice A.
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Approssimazioni asintotiche di
integrali

Riportiamo alcuni teoremi tratti dal Capitolo 3 di [6] riguardo alle espansioni
asintotiche di integrali che sono sfruttati nel Capitolo 3.

Proposizione C.1. L’espansione di un integrale del tipo

/000 exp(—at)q(t)dt,

dipendente da o, nel limite per o — oo, e della forma

| 1, 1 |
— - = k=1)
aq<0)+a2qm)+'”+akq (O)+O(ak+1)‘

Dimostrazione. Integriamo per parti l'integrale:

/OOO exp(—at)q(t)dt = {—é exp(—at)q(t)]zo + /OOO éexp(—at)q’(t)dt

= a0+ % [ exp-and (o

1 1 1 [~
= a0+ 500)+ 33 [ expland (0

Teorema C.2. Si assuma che esistano delle costanti c1,...,cq con ¢y > 0 e

cg > 0, e delle costanti q&o), e ,q&k) tali che:

90
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L Ta>cl;

ST exp (—eat) |ga(t)|dt < cs,

o g9 <ecaperj=0,... K

|qa(t) — Z?:o %q&j)tﬂ'l < estht per 0 < t < .

Allora per o — o0 si ha

T o e q< ) 1
—at) ¢, (t)dt = E 40 .
OZ/O exp (—at) qa(t) 4" + o +. ok + <ak+1)

Dimostrazione. Limitiamo dall’alto alcuni integrali:

/Ta avexp(—at)qa(t )dt' avexp(—(a — ¢3)cg) /Ta avexp(—cat)|qa(t)|dt

Cg Ce
< aexp(—acs + cacg)cy = O (aFH) |

/ aexp(—at)t/dt = exp(—acg) / exp(—u) <g + 66>j du = O (a~ ¢+

c6 0

Allora

a/o ) exp (—at) qu(t)dt = a/OCG exp (—at) g (t)dt + a/ ) exp (—at) g, (t)dt

ce

_ a/om exp (—at) gu 1 )dt—l—O( k+1))

dove si e sfruttata la stima precedente. Inoltre:

6
a/ exp (—at) gu(t)dt + O (a=*t)
0

k

= a/ 6 exp (—at) (Z ]1‘(]&] ) dt + O (o~ kH))
0

=0
k k
= a/ exp (—at) (Z 'q])tj> dt — / exp (—at) (Z f'q(()f)t]> dt
+ O (o~ *)

k
1 1, 1 % 1
- - _ (k) _ _ — g
—a<QQ(0)+QQQ(O)+--.+a(kH)Q (O)) a/ exp (—at) (Zﬂqaj t]> dt

c6 §=0
+0 (a”*H),
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dove nell’'ultimo passaggio si e usato il risultato della Proposizione C.1. Infine,
in virtu della stima precedente, possiamo riscrivere questa espressione come

W k)
0 , qo o L
W+ T +O<ak+1),

percio provando la tesi. O

Proposizione C.3. Per x — 0o st ha

[ el (5) (e
el (—é)k%w( 2))-

Dimostrazione. Moltiplicando e dividendo per x e operando il cambio di va-
riabile y = x + z, scriviamo

o (5 wr=teo (<) [Tent-aen (-3 )

Ricordando che

w(5)-E8(2) -ER () 5

k=0 k=0

e utilizzando il Teorema C.2, I’espressione precedente risulta uguale a

11 22 1 3 2k) / 1\" 1 ks

]

C.1 Espansione asintotica uniforme

Per o — oo ci servira espandere integrali del tipo:

[ (o) e (-52) it c)

dove T, >c>0e —c0o<n<ec.
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Osservazione 24. fTa (—ﬂ)l/Q exp (—%%) qa(t)dt
Aggiungendo e togliendo ¢, (0):

= 4a(0) [ () exp (—5#7) dt + [ (&) exp (—412) ga(t) — ga(0)dt

n

Moltiplicando e dividendo il secondo integrando per t:

= a(0) [ ()P exp (—=582) di + [ ()" texp (—412) w500 gy

Integrando per parti:

00 [ (52) e (<5
«+l{_(EQV%Kp(—_ﬁ)%ﬁl:&ﬁﬁ}n

2 2 t

() e ) ()
f@

V2ra
1 [T a2
G e

af, 2w

dove qua(t) = 200

n

(] S i
-

Osserviamo che 'ultimo termine ha la stessa struttura del termine originale

1

eccetto la moltiplicazione per il fattore ~. Questo suggerisce che, iterando

questo processo, e possibile ricavare I'espansione desiderata.

Teorema C.4. Assumiamo che esistano le costanti ci,...,c5 con ¢; > 0 e

cs > 0 tali che:
L4 Ta > C1y
o 0 ()] < crexp($12) per j = 0.1,k +1;

o 0 (] < eal per j=0,1,....2k+2 e per |t] < c3
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Allora Ve > 0, abbiamo uniformemente per a — oo per n < ¢y — € la relazione:

[ G o (45wt
n

1" (2k)
_ (1 - o(van) {qa(o)+é@+...+iﬂ+o (1)}

2 ok 24 (2k)

l QIa(n) - C]m(o) bt
«a n ok n

L &P (—57°) {qam) ; dao) .

2T

d Ya)—ja(0)
dove q(j41)e = 220

Dimostrazione. Procediamo per passi successivi:

1. Tterando il risultato dell’Osservazione 24, si ottiene per l'integrale C.1
ko 4ja(0 exp(—§n? k ja(m)—=4ja (0
{@(\/aTa) - @(\/577)} {ijo qjag(‘ )} + p</;2ﬂ_2an ) {ijo %qy (n)nq] ( )}

exp(—2T2 k o (To) =i (0 T, exp(— 22
o \(/273(1 ) {ijo %q] ( %QQJ ()} + ak1+l fn \Sﬁ >Q(k+1)a(t)dt.

2. Ora si vuole sostituire {®(y/aT,) — ®(y/an)} con 1 — &(y/an).Proviamo

a dimostrare che

1 - ®(VaT,) = (1— ®(v/an)O (a~*+1).

E’ chiaro che questo ¢ vero se vale per = Ti, — €;, dove €; = min(e, §).
Proviamolo utilizzando la Proposizione C.3 :

e csiste una costante a; tale che

1 x? a1
1-0 T,) > —— > —.
(Vo a)/almxexp( 2) per z > -

e csiste un « > 1 tale che:
1 1
T S B )

< g ey e (<5 (T — ) exp (<5172 — (T, o))
<ar (1= 0(Va(T, — ) exp (~Fer(2 - )
= (1 - (Va(T, — 1)) O (a=*)

3. il primo termine della 1 coincide con il primo termine del teorema se si
dimostra che:

1

2.4 (2j)q£“2j)(0)'

Qja<0) =
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4.

d.

Dimostrazione. Per dimostrarlo scriviamo h(t) = 72, h(k)(O)Z—k! formal-
mente. Allora:

Tdat ¢ k42 il
o d () = h(0) & 1 (k) oy
hall) = dt t _;(k+2)(k+4)h (O)k!
dhia(t) —hia(0) 1 (kr25) o ¥
hilt) = 2 " kzz()(k+2)(k:+4)...(k+2j)h )3
0

il secondo termine della 1 coincide con il secondo termine del teorema.

l'ultimo termine della 1 & O(a~**+D)(1 4+ ®(y/an)), per cui puod essere
incluso nel primo termine del teorema.

Dimostrazione. Per limitare l'ultimo termine di 1, dobbiamo limitare
prima di tutto qui1)a(t). Se, per [t] < ¢s5, ¢o(t) ha una espansione di
Taylor con errore O(|t|™*1), & facile vedere che ¢, (t) ha un’espansione
di Taylor con errore O([¢t|™!). Usando un procedimento induttivo e
I'ipotesi |qéj)(t)| < ¢yf segue che qui1)a(t) ¢ limitato da una costante
per |t| < c5. Dato che g1y (t) puo anche ssere scritto come somma di
termini, dove ciascun termine ¢ il prodotto di una derivazione di ¢, e di
una potenza inversa di ¢, si puo concludere che gu1)q(t) € limitato da

as volte exp (£¢%) per |t| > c5 con as costante ovvero:

C
|Q(k+1)a(t)] < azexp (53?52) :

Questo limite & anche valido per g;,(t) con j < k. E’ possible ora limitare
I'ultimo termine della 1 come segue:

To 1/2 t?
—(k+1) o Y-
a0 /77 <27r> exp ( 5 (cv 03)> dt (C.2)

— aga— D (L)m {®(Va—csT,) — (Vo —esm)}

a — C3

< aga”*HY (L) " {1-o(Va—cm)}.

o — C3
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Se yv/an < 1, abbiamo banalmente
— (Vo —em) <1< (1— (1) (1 - 2(Vam)).

Se y/an > 1, usando la Proposizione C.3 otteniamo, per 1 < ¢1,

®(v/a—am) < W%M )

1 o) 12 C3 o
\/27r o—c3 \/_77 oXp (__77 +§Cl)
(13 (]_ q) )

dove az € una costante e I'ultima disuguaglianza deriva dalla Proposizio-
ne C.3.

Cio prova che la C.2 & O(a~**V)(1 + ®(/an)), per cui pud essere in-
cluso nel primo termine del teorema; infatti quando c¢3 = 0 abbiamo
banalmente O(a~**+D)(1 4+ &(y/an)) per n < T, nella C.2.

O

6. il terzo termine della 1 ¢ incluso nel primo temine del teorema.

Dimostrazione. Le ipotesi fatte implicano che:

per una costante ay. il terzo termine per n < ¢; — € ¢ limitato da

o exp (——T2—|— TO%)

V2ra 2% 2
asCy 1 ( a 2) Q 5 —C3 ,

< - — — — —
N exp 2(01 €1)” ) exp 2(01 €1) 5 c
asc o a—c

< U (S -~ 1598 (1- o(van)

_ azfl exp (C?f — ae <c1 - %q)) (1— ®(van))
= (1= ®(v/an))O (a” "tV (C.3)
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Quando ¢3 = 0, per n < T, la C.3 diventa:

V2ra T — € P <_%(Ta - €)2> exXp (%(Ta —€)? — %TC%)
< aih (1 = @(v/an)) exp (—%ETQ> exp (_%E(Ta _ e)2>

= (1= &(v/an)O (a~*Y),
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e come prima questo prova che il terzo termine di 1 puo essere incluso

nel primo termine del teorema.

]

Cio prova che I'espressione 1 e I’enunciato del teorema danno la stessa espres-
sione per l'integrale C.1.

O



Appendice D

Processi stocastici di Ito

Definizione D.1. Si definisce processo semplice su [0, 7' un processo (u)ic[o,r]
tale che

N
Uy = Z ek]l(tk_htk] (t)
k=1

dove t € [0,T] e ey ... e, sono variabili aleatorie.
Si assume che u € L2([0,T]) = {(Ut)te[o,T] adattati, E [fOT ufdt] < oo}. L’in-
tegrale stocastico per un processo semplice e definito come

N

/0 L ()W, = S (W, — Wi, ) (D.1)

k=1

Pit in generale

b T
/ w()dIW, = / ()L oy dW;
a 0

Per passaggio al limite la definizione di integrale stocastico puo essere estesa
a processi generici come mostrato nel Capitolo 4 di [8].

Proposizione D.1. Sia (X;) il processo di integrali stocastici Xy = fot u(s)dWs.
Allora:

o X, ¢ 3§, -misurabile;

o B[ udW,[Fi,| = 0.

Dimostrazione. 1. Osserviamo che se t € (tg_1,tx] = uy = e. Siccome
u € un processo adattato per ipotesi allora anche e e F;-misurabile
YVt > ty_1 = ex ¢ §y,_,-misurabile supponendo che valga l'ipotesi usuale
di continuita a destra della filtrazione.
Siccome il moto browniamo e adattato per definizione allora anche I'inte-
grale stocastico definito da ij:l ex (Wi, — W4, _,) € un processo adattato.

98
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2. Si ricordi che se X,Y sono variabili aleatorie e G una o-algebra con X
indipendente da Y e G = E[XY|G] = E[X]E[Y|G]:

T
E {/ uSdWs|3to]
;;)
= S"E [ex(Wi, — Wo )I0] -
k=1

Poiché ey, ¢ §,_, —misurabile = W;, =W, _ ¢ indipendente da e e da §y;

segue che:
T
E {/ udes|§t0}
to

N
= Z E [ek]&go] E [Wtk - Wtkfl}

=0
poiché il valore atteso dell’incremento browniano e nullo.
[
Definizione D.2. Una funzione ¢ : [0,7] — R ¢ a variazione limitata se
sup Y _ [g(tx) — g(tx1)| < o0
T k=1
dove 7 = {t1,...,tn} € una partizione dellintervallo [0, 7.
Esempio D.1. Se u € L' allora g(t fo s)ds ¢ a variazione limitata.
Dimostrazione. Si dimostra sfruttando la disuguaglianza triangolare:
N
Z‘g(tk) 9(te—1)| = Z|/ s)ds|
k=1
z [ o
- / u(s)ds
0
= [|ul[r10,r) < 00
[

Definizione D.3. Un processo (M;)i=o su (2,5, P, (§)wesr) ¢ una martingala
se
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e ¢ sommabile cioe M, € L' Vt > 0;
e ¢ adattato cioe M; e §); Vt > 0;

Inoltre,
se la martingala ¢ continua e al quadrato sommabile ovvero E[sup, M?] < oo
diremo che (M;)io € MZ.

Esempio D.2. Sia M; = fg usdW, lintegrale stocastico con u € L2([0,T1).
Allora il processo M = (M);co,r) € una martingala.

Dimostrazione.
T t
E[M5,] =E [/ ugdW +/ uSdWS|ST}
0 T
t
=E {MT +/ udeS\S’T}
" ¢
=E[M.|§. ]+ F [/ ude3|8’T}

— M,

dove si & usata la Proposizione D.1 per processi semplici (e quindi per esten-
sione per processi qualunque):

e M. e §,-misurabile;
e E [ftf udesmto} —0.
m

Definizione D.4. Sia M € 9%, Si definisce processo di variazione quadratica
di M il seguente limite in L*(3, P):

<M >p= lim Y (M, — M, _,)>, o€ Pon (D-2)

|o|—0

Teorema D.2 (Decomposizione di Doob). Sia M € MZ. Allora il pro-
cesso di variazione quadratica esiste ed é tale che

M?’— < M >

¢ una martingala®*.

34Per la dimostrazione di veda la Proposizione 4.24 di [8].
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Esempio D.3. Il processo di variazione quadratica < M > della martingala
M definita dagli integrali stocastici M; = fg usdWs e

t
<M >= / ulds
0
e per il Teorema di Decomposizione di Doob M?— < M > & una martingala.

Dimostrazione. Si vuole provare che

T
lim > (M, — M,_,)* :/ u’ds in L*(%, P)
0

|o|—0

ovvero

2
T
E (Z(Mtk — M, _,)? —/0 ugds) — 0.

T
E (Z(Mtk _Mtk 1)2_/ u§d3>
0
T 2
udW / ) / ulds
0
2
T
=E ( uSdW> —/ u’ds
0
- 2
( uSdW —/ u§d5>
0

=E

Per l'isometria di Ito:
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Definizione D.5. Si definisce processo di Ito un processo

t t
X, =X, +/ usds +/ v dW,, u,v € L*([0,T]) (D.3)
0 0

dove
e X e una variabile aleatoria §o-misurabile;
t N . e e . .
° fo usds e un integrale deterministico con integrando al quadrato somma-

bile = I'integrale costituisce un processo a variazione limitata traiettoria

per traiettoria3®;

t N . . I .
° fo v(s)dW; & un integrale stocastico che costituisce una martingala3® con
S . t
variazione quadratica non banale [ v2ds®".

Solitamente per indicare un processo di Ito si usa la seguente notazione diffe-
renziale:

dXt = Utdt + Utth'

Teorema D.3 (Formula di It6). Sia X un processo di Ito e sia F(t,x) €
C?*(R?). Allora F(t,X;) ¢ un processo di Ito e vale:

F(t,X;) = F(0, Xy) + /t(asF)(s,Xs)ds + /t(ﬁxF)(s,Xs)usds

t t
s [ @) Xuats+ 3 [ 05, Xt
0 0

In notazione differenziale:
1
+ (0. F)(t, Xy)v dW, + 5(8mF)(t,Xt)d <X >

dove d < X >, e il differenziale stocastico del processo di variazione quadrati-
38
ca’®.

Proposizione D.4. Se un processo di Ito X ¢ a coefficienti deterministici
allora X; ~ N (u,0?) dove

e n=E[X;] =X+ f[f Usds;

35Gi veda I’'Esempio D.1
36Si veda 1’'Esempio D.2.
37Si veda I’Esempio D.3.
38Per la dimostrazione di veda il Teorema 5.9 di [8].
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o o2 = Var[X,| = [jvids =< X >,

Enunciamo ora il teorema di Girsanov il quale permettera di sostituire ar-
bitrariamente il drift di un processo di Ito modificando la misura di probabilita
e il moto browniano lasciando inalterata la parte di diffusione.

Teorema D.5 (Teorema di Girsanov). Sia (W,)icpo,r) un moto Browniano
nello spazio di probabilita (Q, P,F, (§¢)eep.n) € sia (A) un processo in L3, .
Allora 3P misura martingala® tale che

t
Wt:WtJr/ Aods, t€[0,T]
0

¢ un moto browniano in <Q, P.3, (3’t>te[o,T])41-

. . T ..
39Un processo u appartiene a ]leoc se & adattato e tale che fo u?dt < co quasi sicuramente.

40Si veda la Definizione E.2 dell’Appendice E.
41Per la dimostrazione si veda il Teorema 10.5 di [8].
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Cambio di numeraire

Riportiamo in questa appendice alcuni contenuti della Sezione 10.4 di [8].

Definizione E.1. In finanza viene detto numeraire ’asset rispetto al quale
viene normalizzato il mercato ovvero ¢ 'unita di conto attraverso cui si espri-
mono i prezzi di tutti gli altri titoli.

Sia Y = (v}) il numeraire e S = (.S;) un titolo e B = (B;) il bond (titolo non
rischioso). Allora il mercato normalizzato rispetto al numeraire ¢ dato dalle
seguenti variabili aleatorie:

_ S,
S — —
t )/;7
~ By
B =t
t Y;«/

Spesso come numeraire viene scelto il bond B.
In questo caso il mercato normalizzato rispetto al numeraire ¢ il seguente:

- Sy
S —

t Bta
Bt - 1

Definizione E.2. Su uno spazio di probabilita (Q,F,P, (§)es) definiamo
masura martingala con numeraire Y una misura di probabilita tale che:

e P e () sono equivalenti cioe se un evento e impossibile in P allora lo e
anche in Q);

e i prezzi normalizzati rispetto a Y sono (Q-martingale cioe
Sy =E9S[Fs). Vs <t

Bs = EQ[Bt|Ss]a Vs < t,
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In particolare se Y = B:
So = E9[E?[S,|0]] = E9[S/] (E.1)
La misura () viene detta misura neutrale al rischio.

Nella pratica e possibile che diversi investitori usino diversi tipi di nume-
raire; analizzeremo quindi come passare da una misura relativa a un certo
numeraire ad una relativa ad un altro numeraire.

Teorema E.1. E’ possibile definire un’altra misura martingala relativa ad un
altro numeraire N attraverso la deriwata di Radon-Nikodym:

dQN  YyNr

dQ  YrNy

Per il Teorema di Radon-Nikodym % esiste ed e unica QQ-quasi ovunque ed
e tale che

o ¢ §F-misurabile;
e ¢ sommabile;

e QV(A fA QY 1Q, VA€
Per la dimostrazione si veda il Teorema 2.19 di [8].

Osservazione 25.

QM) = [ 5% 9% 1 Ja'=[ %d@

@/Q]lAdQN:/]lA%NdQ

Per il Teorema di Dynkin*?, poiché vale per le funzioni indicatrici vale anche per
le funz1on1 misurabili e limitate: se X € L1(Q,QY) = XdQ € L'(Q,QN) =

Jo X%2dQ = [, XdQV
Osservazione 26.

- (2]

Infatti, per ’Osservazione 25,

o= - [0 [x22]

42Per la dimostrazione di veda il Teorema A.9 di [8].
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Corollario E.2. Se si considera
e come numeraire Y = B con relativa misura priva di rischio @,

e come secondo numeraire N = S con relativa misura ) detta share mea-
sure relativa al prezzo del titolo S,

. . . dQN _ BoSr
e come cambio di numeraire 90 = Besy

allora VX € LY(Q, Q) risulta

Qv _ @ @]: Q[ BTSO}
EQ[X] = E {qu} B X
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