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Introduzione

Oggetto di questa tesi e la trasformata di Fourier e la sua applicazione
alla risoluzione dell’equazione del calore e dell’equazione delle onde.

Nel primo capitolo ricorderemo, oltre alla definizione di trasformata di
Fourier di una funzione in £!, alcune sue importati proprieta. Concluderemo
con la nozione di Spazio di Schwartz.

Nel capitolo secondo tratteremo il problema di Cauchy per I’equazione del
calore e, scriveremo una soluzione esplicita come operatore di convoluzione.
L’ultimo paragrafo del capitolo mostrera come e possibile ricavare I’equazione
del calore partendo dai moti browniani.

Nel terzo capitolo studieremo il problema di Cauchy per I'equazione delle
onde e, in particolare, ne troveremo una soluzione in R?, provando la formula
di Poisson-Kirchhoff.



Capitolo 1

Cenni sulla trasformata di
Fourier

1.1 Definizione e alcune proprieta

Definizione 1.1. Consideriamo una funzione f € £L!(R") e un vettore £ €
R™. La trasformata di Fourier di f in & e cosi definita:

F(f)(E) = f(€) = / ei<TE () da

n

Osserviamo che l'integrale esiste grazie alla sommabilita di f, infatti:

e f(@)] = e < f ()| = | f(2)]

in quanto |e”| = cos? § + sin® = 1.
Mettiamo ora in evidenza alcune proprieta:

Teorema 1.1.1. Sia f € LY(R"). Allora:

A

1 F(f) = f(&) € L®R") e F: LYR™) — L>®(R™) ¢ lineare e continua.
9. F(f) € C(R™).
3. limyg 00 F(f)(€) = 0.

Dunque F : LY(R") — CJ(R™) ¢ lineare e continua.

Osservazione 1. Le proprieta 2. e 3. dicono che f(£) € C(R™).



1.1 Definizione e alcune proprieta

Dimostrazione. 1. Mostriamo che F ¢ essenzialmente limitata.

n

[F(E] =] s ™' f(a)dx| < / L-[f(@)ldz = [|fller@n)
Poiché vale V¢, facciamo il sup in &, ottenendo:

TP eoe@ny < ISl @n)-

= JF e lineare: prese due funzioni f,g si ha:

Ff+g9) =Jelf+9) = [ef+ [eg=T(f)+T(9).

2. J & continua:
Consideriamo una successione (& )gern in R™ convergente ad un certo £ € R™.
Vogliamo mostrare che f(&) — f(&§) per k — oc.

flen = [ e plads

Utilizziamo il teorema della divergenza dominata per passare al limite sotto
il segno di integrale e concludiamo:

~

fla) = [ er=se s - f©)

in quanto e '<T&> s TI<TE> per k — o00.
Da cui F e continua.

f(&) — /n 6_i<z’£>f<l’>dl’

O = [ e s -

e poiché —1 = ¢~ allora si ha :

= / e ST &t é>f(x)dx.

Operiamo un cambio di variabile: y = 57§ + 2 con €]l < 1. Questo
cambio ha jacobiano pari a 1, quindi applichiamo una traslazione, ossia una
trasformazione lineare. Il nostro integrale diventa quindi:

_ —i<uE> £ e\
/ne fly ||£H2£)y



1.2 Derivazione, convoluzione e inversione della trasformata di
Fourier

Sostituendo e chiamando y = x, avremo che:

~

F&) — (=f&)=2f(¢) = / e " f(x) — fla — ﬁf)]dﬁﬁ

n

™

Gk

Abbiamo definito, per una funzione u € LP(R") e un vettore h in R", la
traslazione 7,u come u(x + h) e abbiamo mostrato che in £P(R")

fe) <5 [ 15 = fa - ol

||Thu — u|| — 0 per ||h|| — 0.

In questo caso la u in questione e la nostra f, il valore h & ﬁf che, al

tendere all’ oo di |[£]|, tende a 0.
Osserviamo che

™

1§}

@) = f@ = remOlde = [If = maaefllaren = 0 per [I¢]] = o0
= |f(©)1 =0 per [|€]] = oo
O

1.2 Derivazione, convoluzione e inversione del-
la trasformata di Fourier
Vediamo ora come la trasformata agisce sulle operazioni di derivazione e

convoluzione, ricordando che quest’ultima ¢ definita, per funzioni in £!(R"),
come:

(fxg)(x) = . flz —y)g(y)dy.

Per quanto riguarda la derivazione abbiamo che, considerata f € £L1(R") in
modo che aanj e LY(R"), si ha:

of L

a—xj(ﬁ) =1 f(§)

ovvero la trasformata della derivata equivale a moltiplicare la trasformata
della funzione per €.
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Dimostrazione. Se f € LY(R") = f € L], percid ha senso chiedere che
IL € LY(R™), in quanto le derivate deboli sono definite per funzioni £} .
J

Sia
af —i<z,E> ﬁ
56 = / e L @)

la trasformata di Fourier della derivata.
Consideriamo ora le funzioni cut off ¥n(||x||). Queste funzioni sono C* e

osserviamo che l'integrale & definito non su R™ ma su B(0, N + 1), poiché al
di fuori di essa ¥y (||z||) = 0.

- lim <26 gy (lal)) 2L

N=oo JB(0,N+1) Oz

(x)dx

Integrando per parti:

= — i —i<z,E> _
a /B(O7N+1)(a$je wN<HiUH))f(CC)d$

. . 9
— — g —i<Tg> d —i<z,E> d _
[/B(O,NH) i§je Uy (l|z]])) f(x) x—I—/B(O’NH)e azjibN(HxH))f(x) ]

: fz<x &> —i<x,§>i
ey [ g D) g,
B(0,N+1) B(0,N+1)

—i€je i<w,6> ~" 4
—0

per N — oc.

i) ]

numero

Poiché || %@ZJ
<1

O e o)

8xj
O

Per quanto riguarda invece la convoluzione su f,g € L*(R™) si ha che la
trasformata della convoluzione e il prodotto delle trasformate, in particolare:

(€)

~

(f *9)(&) = f(&) -

Nl



1.2 Derivazione, convoluzione e inversione della trasformata di
Fourier

Dimostrazione. Poiché f,g € L'(R™) possiamo applicare la trasformata di
Fourier.

(f*xg)(€) = /n ei<TE> £ 4 g(x)dz = per definizione =
= /n e i<EE> ( - f(x — y)g(y)dy) dr —

= / ! / e e [z — y)g(y)dy) da =

Abbiamo che |le" <™= e™ <V f(z — y)g(y)[| = ||f(z = »)]I [l9(y)]]-
Esse sono sommabili quindi anche tutta la funzione integranda lo e, per cui
applichiamo Fubini e separiamo gli integrali:

= [ gy (| e o - y)da) dy -

Ponendo x — y = X otteniamo:

= [ g (| et ponax dy -

Il secondo integrale non dipende da y, per cui portiamo fuori dall’ integrale
e osserviamo che questa quantita ¢ f(§) e quello che resta ¢ §(§), quindi:

= f(€)39(&)
O
Non sempre ¢ possibile invertire la trasformata di Fourier; e necessario

avere delle condizioni sulla funzione trasformata. Osserviamo il seguente:

Teorema 1.2.1. Sia f € LY(R™) tale che f € LY(R™). Allora per quasi ogni
x in R™ si ha:

; / ., eI f(€)de

Osservazione 2. Osserviamo che a priori non ¢ detto che f € LY(R") in
quanto, per definizione, sappiamo che f e continua e va a 0 all’ oo, ma non
e detto che vada a 0 abbastanza velocemente per essere sommabile. Ad
esempio, se andasse a 0 con % non sarebbe sommabile.
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1.3 Spazi di Schwartz

Definiamo ora un particolare tipo di spazio, chiamato Spazio di Schwartz
e indicato con §(R™) che contiene funzioni a decrescenza rapida, ¢ cioe lo
spazio delle funzioni le cui derivate vanno a 0 all’ co (i.e. decrescono) piu
velocemente di un polinomio.

Definizione 1.2. Diciamo che u € §(R™) se :
1. u e C*R")
2. 2% 9% u(x) — 0 per x — o0 Ve, 8 multi — indici

dove 97 u sono cosi definite: o, € R" a = (a1, q0,...,0,) € B =
(ﬁhﬁ?)"'aﬁn) €
aﬂlu 8ﬁnu
dxt oz

Osserviamo che, considerata una funzione u € §(R") e un polinomio di
un certo grado p,(z), allora p,(z)u € 8(R™) ; vediamo inoltre che:

Teorema 1.3.1. §(R") C L'(R™).

P u=

Dimostrazione. Consideriamo N € N e (1 + [|z][*)Y e u € S(R") .
Abbiamo che:

u(@)(1+ ||l=[]*)™ =

ue) (H;%) c S(R™)

€ 8(R")

polinomio di grado 2N

per quanto detto prima. Inoltre:
lu(z)| (1+|z|[*)Y € €=(R"); ¢ limitata poiché tende a 0 per ||z|| — oo.
= 3Cy ; [u(z)] 1+ ||2])™ < Cy.

Consideriamo ora:

gy A Ll e <
/n |u(:r;)|dx—/n| ( )‘<1+||x||2)Nd SON/W (1+||$||2>Nd -

E possibile scegliere N in modo che 'integrale converga. Infatti affinché I'in-
tegrale sia finito basta che: 2N > n < oo. Se n = 1 allora la disuguaglianza
¢ vera e quindi u € L1(R™).

O
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Questo teorema ci permette percio di definire la trasformata di Fourier
di una funzione di §(R") in quanto contenuta in £!(R").

Per una funzione in §(R™) vale anche che:
Teorema 1.3.2. Seu € §(R") = a € §(R™).

Osservazione 3. Il teorema ci dice quindi che F: 8§ — 3.
Osserviamo inoltre che u € §(R™) = u € L'(R") = @ & ben definita.

Dimostrazione. Consideriamo &% 8? u(§). Per mostrare che va a 0 all’
00, dobbiamo mostrare che £ 8? w(&) — 0  per & — oo, ossia basta
£ 8? W) = Fv), v € LYR™) Va, B, questo perché sappiamo che le
trasformate di Fourier di funzioni £! vanno a 0 all’ co.

Mostriamo allora che O, u(§) = —@(x;u)(é ), ossia la derivata della trasforma-
ta € —i moltiplicato per la trasformata di (x;u).

Consideriamo:

5, , 0
ﬁ_fj /n e <>y (2)dr = (9—@@(0

Supponendo momentaneamente di poter scambiare derivata e integrale, ot-
teniamo che:

9
rn 0

Vediamo ora che effettivamente vale quel passaggio:

e <y (z)dr = / —izje <y (z)de = per definizione = —i(zu)(€).

n

: 1 ; ‘
0 / eil<w’5>u(:€)d:€ — lim - [/ i<z, &+ t€j>u(x)dx _/ @*z<x,£>u(x)da:] =

8§j t—0+
efi<x7 &+ tej>— _ 67i<x,§>
= lim | t u(z)dz |
N
t—0t Rn g
— i xj e I<TE>
. e " — 1
= e i<mE> — u(x).

Per poter portare il limite sotto il segno di integrale, ossia per poter usare
la convergenza dominata, dobbiamo fare vedere che questa quantita si stima
uniformemente rispetto a t con una funzione sommabile.
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Allora:
—i e —1 —i et —1
|emi<e> fu@ﬂ = | i<mE>] | . | Ju(z)| =
etz _ | cos(tz;) — isin(tz;) — 1|
=1 = |ul@)=1- — ] = )

Osserviamo che:

| cos(tx;) —isin(tz;) — 1> = |1 — cos(tz;)|* + sin®(tz;) =

=2 — 2cos(tz;) = 2(1 — cos(tz;))

Dunque:
1
vz llestim)lt @) e
|t| |‘rj’ € LY(R™), in quanto sta in S(R™)
Quindi basta far vedere che I_%W ¢ limitata. Chiamiamo s = tz; :
J
1-— i 1
lim —— %% _ g V' Hopital = ~205 — 2

2s 2

quindi @ € €*°(R"), tende a 0 all’ co = @ ¢ limitata. Percio possiamo usare
la convergenza dominata.

t—0t 52

Rimane infine da mostrare che £* 8? f(€) = 0 per ||¢]| = oo.
Poiché 4 € 8, possiamo utilizzare la formula:

8/81 aﬁn

ox{*  Oxp"

0 u(€) a(€) = (=) (aBu)(€)

Troviamo quindi che:
o f(&) = (=) f)(©)

€ 0 f(&) =€ (—i)?l 2P f)(e) =
= (—i)BHlalg)lelea (2B £)(€) = (=) Il (9a (28 ) (€)

Ma u € 8 = u-monomio € 8, ma la derivata di una funzione di 8 appartiene
ancora ad 8, dunque (92(z7f))(£) € §(R™) C L'(R™) ma & trasformata di
Fourier di una trasformata £' = va a 0 all’ co.

Abbiamo quindi dimostrato che £ 8? w(&) =0 per|[E]] = o0
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All'interno di questi spazi ¢ possibile studiare alcune importanti equa-
zioni, come ad esempio l'equazione del calore e ’equazione delle onde, che
tratteremo nei prossimi capitoli.



Capitolo 2

Problema di Cauchy per
I’equazione del Calore

2.1 Definizione

L’equazione del calore di Fourier ¢ un’equazione di diffusione che descrive
dal punto di vista macroscopico I’evoluzione della temperatura in un corpo
in ogni istante in assenza di sorgenti; dal punto di vista microscopico la
diffusione del calore ¢ invece descritta in termini di moto browniano.

L’equazione del calore e un’equazione di tipo differenziale ed ha espres-
sione:

0
- =A .
tu(ac, t) u(z,t)

Tale equazione perd non ¢ pero sufficiente per poter determinare la tempe-
ratura a un dato istante: a tal fine e necessario avere quindi una condizione
iniziale che descriva la distribuzione della temperatura ad un certo istante
iniziale fissato.

Consideriamo allora un punto x = (z1,....z,) € R", t € Ry, e sia ¢ una

funzione ¢ : R — R. B
Vogliamo determinare u : R™ x R, tale che :

{%u(m,t) = g—%u(:v,t) = Au(x,t) per (z,t) € R" x R,
u(z,0) = ¢(z)

dove u(z,0) = ¢(x) significa lim; o+ u(x,t) = ¢(z).

13



2.2 Risoluzione del problema di Cauchy

Supponiamo che la funzione ¢ € S(R™). Per risolvere 1'equazione so-
pra, applichiamo formalmente la trasformata di Fourier nella variabile x
all’equazione del calore ad un tempo ¢ fissato. Otteniamo:

{

ﬂ({,t):/ e =y (x, t)da

Q. t) + 1€l Pa(t, §) =0
(£,0) = 6(¢)

=33 S‘flm

in quanto

n

ed inoltre vale che

lim 4(&,t) = / e (x, 0)dr = ¢(¢)

t—0t

ed essendo u(z,0) = ¢(z), otteniamo la seconda equazione del sistema.

Il secondo sistema e un problema di Cauchy: abbiamo infatti un’ equa-
zione differenziale del primo ordine omogenea e una condizione iniziale.

2.2 Risoluzione del problema di Cauchy

L’equazione caratterista di 2a(¢,t) + [|£][*a(t,§) =0 & A+ [[£][* =0, da
cui A = —|[¢]]? = 0.

Notiamo che A & del tipo a &4 con a = —|[¢|]? e 8 = 0, e che percid
l'autovalore ¢ della forma e™** cos(fx).

Sostituendo i valori di « e 3 trovati, otteniamo eI’ cos(0) = e~ lIEII°E,

Quindi la soluzione generale ¢ :

~ _ 2
tg(€.1) = C eI,
dove C ¢ una costante.

~ Cerchiamo ora di soddisfare la condizione iniziale. Sappiamo che @(,0) =
#(§), dunque:

d0(£7t) = C €7|I£H2t|t:0 = C 67”6“2'0 — C

= C = §(¢).

Abbiamo trovato il valore della costante C'; sostituendola nella soluzione
generale troviamo quindi quella particolare:
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(€, t) = g(e)elere,

Notiamo che la soluzione del sistema appena trovata ¢ una u. Poiche qg(é )
¢ sommabile per ipotesi, in quanto avevamo supposto inizialmente ¢(§) €
S(R™), e poiche e~ IEI”t & limitato, possiamo applicare il teorema di inversione,
trovando:

~

/ ei<x,£>e*t||§\|2¢(§)dx (J,’,t) e R" x R,
Rn

u(z,t) =

(z.) (2m)"
Questa appena trovata e una buona candidata a essere una soluzione dell’e-
quazione del calore, ma ci chiediamo se lo sia effettivamente e, nel caso, se
possiamo scriverla in modo migliore.

2.3 Derivazione sotto segno di integrale

Poiché nel prossimo paragrafo vogliamo applicare il teorema della con-
vergenza dominata per studiare le condizioni di Cauchy, ci chiediamo se &
possibile portare le derivate sotto il segno di integrale, e, in particolare, se e

possibile calcolare le derivate rispetto a t.
Abbiamo:

u(t+ h,x) —u(t,x 1 icmts ? e~ (t+MIEN? _ o—tllEl?

h —(2m)n h

o ERER _ tlle]?

— i<z, &> )
- L e P __HIEP e
(*)

Mostriamo ora che la quantita (*) si maggiora con una costante.
Sappiamo che t > 0, dunque, poiché stiamo calcolando un limite per h — 0,
possiamo scegliere |h| < £.

Dobbiamo stimare la quantita (*) uniformemente rispetto ad h, cioe
dobbiamo maggiorarlo con qualcosa che non dipenda da h.

Abbiamo che:

o (EHDIIENR _ o—tlle]?

hllgl[?

¢ in particolare una funzione calcolata in (¢ + h) meno la funzione calcolata
in ?.

Guardiamo il numeratore: e~ (HMIEI" —e~iEl* ¢ 1o consideriamo calcolato
ils=h,h=0.




2.3 Derivazione sotto segno di integrale

Per stimare la quantita, possiamo usare il teorema del valor medio (La-
grange), ottenendo una stima pili rozza, oppure, nel caso in cui non otteniamo
un risultato significativo, possiamo utilizzare il teorema fondamentale del cal-
colo integrale, ottenendo una stima piu fine.

Scegliamo di usare il teorema di Lagrange:
e~ CHMIEI® _ o—tlIEll® (g2 CHsTIEl?

h,
hllgl? hlIgl?

con |s*| < |h| < 3
Abbiamo che e~ ¢+ & Timitato se (£ + s*) > 0, in particolare
t

t
t N>t—|s>t—===>0.
(t+s5) 2 t=|s| >t -5 =3

Dunque e~ FIIEI” < 1 e percid la quantita (*) <1

Osserviamo infine che se ¢ € S(R") = ¢ € S(R") = ||¢|[2¢ € S(R™) e,
poiché ||¢||* & un polinomio in &; e poiché le funzioni di 8§ sono sommabili,

= |[][*6 € £1(R™).

Abbiamo dunque verificato le ipotesi per poter applicare la convergenza
dominata. E possibile calcolare le derivate e si puo derivare sotto il segno di
integrale. Otteniamo percio:

1 : - 2
(0= e [, RO el e
Rn

ot (2m)"

Osservazione 4. Abbiamo quindi visto che se ¢ € 8, allora anche la sua
trasformata ¢ € § e in particolare [|€ ||2ng5 € 8, e poiché le fuzioni di 8§ sono
sommabili, allora anche ||€][2¢ € £ (R™).

Possiamo percio concludere che e possibile calcolare le derivate prime.

Osserviamo inoltre che e possibile calcolare anche le derivate seconde,
in quanto, poiché gzg(ﬁ) appartiene a 8, derivando ulteriormente otteniamo
$(§)||§ ||> che appartiene a §; quindi possiamo derivare anche al secondo
ordine.

Infine, osserviamo che possiamo a derivare anche per ogni ordine suc-
cessivo al secondo, in quanto a ogni derivazione otteniamo ¢(€)]|€[[* che
appartiene ancora S. Esistono anche le derivate miste.

Dunque la funzione u ¢ di classe C*°.
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2.4 Controllo delle condizioni di Cauchy

Verifichiamo ora che vale la condizione di Cauchy, ovvero se ¢ possibile
mandare t a 0.

~

/ ¢i<e6> eI 3£ gy
R

Poiché vogliamo utilizzare il teorema della convergenza per poter portare il
limite sotto il segno di integrale, dobbiamo verficare che la funzione integran-
da sia sommabile.

li t) = li
t30r u(z,?) 150t (2m)"

Abbiamo che:
o ei<%¢> < 1 perché |e | = cos?# +sin* 4 = 1

o clEI” & limitato poiché stiamo considerando il limite con ¢ > 0, dunque
—tll¢l? .
e < ky;

o ¢E(§) < ky in quanto per ipotesi g €S = p €8 = ¢ € L.

Dunque: . R
et <z AP () < 1Ky - ko

Avendo maggiorato le quantita, e possibile utilizzare il teorema della conver-
genza dominata, onde e lecito eseguire le derivazioni sotto segno di integrale.
Procediamo dunque con la verifica della condizione di Cauchy:

i / ei<a6> o ~HIEl G £y = / <56 (¢ (Tim e~ ) g =

t—0+ (2m)" (2m)n t—0+

1

- G L e = ola).

Abbiamo quindi verificato la condizione iniziale.
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2.5 Ricerca della soluzione

Abbiamo finora verficato la validita della condizione di Cauchy. Ci rimane
da verificare che la

1 . -
u(z,t) = @) /R e<r> eI G dr (1) € R x Ry

sia effettivamente soluzione del problema e, nel caso, ricercare una scrittura
esplicita.

Preso ¢ > 0 abbiamo che:

u(z,t) = FHF(p) - e EI7) =

Osservazione 5. Notiamo che e~ lI€I” € S(R™), in quanto e di classe C'™, es-
sendo [|¢||* un polinomio, e inoltre va a 0 all’co pitt velocemente di tutti i
polinomi.

Dunque abbiamo che:

=T (@) - FEF eI,
Posto h(-,t) = F (e "IEI”), abbiamo:

= ‘(}’_l(gj(gb) * h(a t ))
= ¢ *h(-,t),
dove 'operatore * indica la convoluzione tra la funzione ¢ e la funzione h(-,t).

Rimane da esprimere esplicitamente la funzione h(z,t). Consideriamo
allora:

1

h(z,t) = G

/ ei<w,£>e—tllf\\2d£ —
R'n

. ; _ 2 ; _ 2 .
osserviamo che <>t = gi<e&>—HEI"  da cui:

- 1) / o556 —16D) g —
27)" Jgn
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1 T iyt
o [l T e = e
j=1

Osservazione 6. Per funzioni in £! vale :

[ atwptizay -

che per il teorema di Fubini diventa:

- / ( / a()b(y)d(y))dz =

- /R a(x)dz /R b(y)d(y)

3

Osserviamo inoltre che []7_, "%~ & un prodotto di funzioni delle sin-

gole variabili.

Dunque :

*) = e rISITNdEs =
( ) (271')” e Rn J

diventa:

|
j:

ix & —tE2
(2m)n /Rn €O T dg; = (k).

L’integrale sopra ¢ calcolato su R™. Per semplicita, lo calcoliamo prima nel
caso unidimensionale e poi estenderemo la soluzione trovata a tutto R™.

Sia quindi 7 un numero reale tale che n = §;.

Consideriamo 'integrale:

1

L R
7 e dn =

Ponendo A = v/tn otteniamo:

1 /+OO i%Af’\zd)\ (5 * *)
= e Vvt = .
27Vt J oo
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Ricordiamo che in generale vale:

Feo ; 2 a?
/ eI\ = Aem T

[e.9]

vogliamo ricavare la A.
Siccome 'uguaglianza sopra vale per tutte le A, in particolare vale anche

se a = 0, quindi:
+o0 +o0
/ N dN = / e Md\ = \/g =

dove c & una costante.
Possiamo quindi ora risolvere le due uguaglianze lasciate in sospeso.
Nel caso reale abbiamo quindi:

1 a2
(k% %) =c—e =

<

Estendendo a tutto R™ otteniamo:

M\Q -
—_
=
™~

1 " _
() —c—/H :cme i,
Quindi, ricordando che avevamo trovato:

u(z,t) = ¢ * h(x,t)

e ricordando inoltre la definizione di convoluzione, otteniamo infine che:
_llz—vll® y\|2 n
u(z,t) t”/2 ¢ (x,t) e R" x Ry

che e la soluzione dell’equazione del calore.
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2.6 Considerazioni fisiche

Quello appena trovato ¢ un integrale sempre positivo poiché prodotto di
due funzioni non negative. Di conseguenza, per quanto si possa prendere x
piccolo, non si avra mai un integrale nullo.

Questo viola il principio della fisica che afferma che tutto si trasmette
a una veloce inferiore alla velocita della luce ¢. Consideriamo ad esempio
la seguente situazione: supponiamo di accendere un fiammifero in un punto
dello spazio, con temperatura assoluta pari a 0 ovunque. Se utilizzassimo
I’espressione trovata per studiare il valore della temperatura, allora il conse-
guente riscaldamento dovuto al fiammifero risulterebbe immediato e inoltre
I’effetto si sentirebbe ovunque e alla stessa maniera, ma questo, dal punto di
vista fisico, e assurdo.

2.7 Moti browniani

Vediamo ora come sia possibile ricavare 1’equazione del calore partendo
dai moti browniani.

Consideriamo un reticolo rettagolare in due dimensioni, che comprende
la zona {(mAz,nAt) | m =0,£1,£2,...;n =0,1,2,...}. Prendiamo una
particella che parte alla posizione x = 0 e tempo t = 0, e che a ogni tempo
nAt si muove verso sinistra di una quantita Az con probabilita %, 0 Verso
destra di una quantita Ax con probabilita % Denotiamo con p(m,n) la

probabilita che la particella sia nella posizione mAx al tempo nAt. Allora:
0 m#0
m,0) =
p(m,0) {1 I

Inoltre

1 1

che significa che la probabilita che la particella sia nella posizione m all’istante
n+ 1 ¢ data al % della probabilita che sia nella posizione m — 1 al tempo n,
e al % della probabilita che sia nella posizione m + 1 al tempo n.

Dunque, facendo la differenza tra la probabilita al tempo n + 1 e la
probabilita al tempo n della particella alla posizione m, otteniamo :

p(m,n+1) —p(m,n) = %(p(m +1,n) — 2p(m,n) + p(m — 1,n)).
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Assumiamo ora;:

At
per una qualche costante positiva D.
Questo implica

p(m,n+1) —p(m,n) _ 2( p(m+1,n) —2p(m,n) + p(m — l,n))
At 2 (Ax)? '

Mandiamo At — 0, quindi anche Az — 0, e allora mAz — x, nAt — ¢, con
2
% = D. Allora presumibilmente p(m,n) — f(x,t), che ora interpretiamo

come la densita di probabilita che la particella sia nella posizione x al tempo
t. Passando al limite I’equazione differenza sopra formalmente diventa:

D

ft = Efxm

e siamo cosi arrivati di nuovo all’equazione di diffusione.



Capitolo 3

Problema di Cauchy per
I’equazione delle Onde

3.1 Definizione

La propagazione di onde in un mezzo (omogeneo e isotropo) ¢ descritta
dall’equazione:

1 9?
(- —2@+A)u:f(x,y,z,t)
L’operatore
1 9?
—+ A
c ot? +

e detto d’Alembertiano e 'equazione delle onde e storicamente nota come
equazione di d’Alembert.

Naturalmente, si possono assegnare diverse condizioni al controrno a
seconda che si tratti il problema in un dominio spaziale limitato o illimitato.

Il metodo della trasformata di Fourier e utile per la soluzione del pro-
blema al valore iniziale in un dominio illimtato, l'intero spazio (uni, bi o
tri-dimensionale), sotto 'ipotesi di decrescenza abbastanza rapida all’infinito
delle soluzioni.

Ovviamente, condizione necessaria perché cio accada, e che tanto le con-
dizioni iniziali, quanto il termine noto f godano di questa proprieta.

In questo capitolo discuteremo il caso in cui ¢ = 1 e il termine noto
f(z,y,2,t) sia uguale a 0.

Osserviamo che il discriminante di g—;u(x, t) = Au(zx,t) e positivo, percio
il modello e di tipo iperbolico. Inoltre tale equazione e lineare, in quanto

23
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dipende in modo lineare dalle derivate seconde, ed ¢ omogenea essendo il
secondo membro nullo.

La funzione v = u(x, t) rappresenta uno spostamento. In particolare, sup-
poniamo di avere una corda vibrante posta nel dominio 2 = (0,1) x {t > 0}.
Una volta perturbata, la corda si inarca e lo scostamento sul piano (z,y), nel-
la direzione y, dalla posizione di riposo e dato dal numero u(x,t). Si intende
quindi che se fissiamo x, stiamo guardando cosa accande su di un segmento
verticale e 'andamento ¢ dettato da u(z,t).

Procediamo ora con la risoluzione dell’equazione delle onde.
Consideriamo un vettore x = (z1,....z,) € R", t € R, sia ¢ : R — R.
Vogliamo determinare u : R™ x R, tale che:

g—;u(x,t) = Au(x,t) per (xz,t) € R" x Ry
u(xz,0) =0 per xeR"
Su(z,0) = ¢(z) per x € R"
Consideriamo inoltre la funzione ¢ € S(R") = ¢ € $(R™) per il teorema
visto; in questo modo abbiamo che ¢ ¢ sommabile sempre.

Applicando formalmente la trasformata di Fourier come prima otteniamo:

Zr (€, 0) + lElPas, ¢y =0

u(§,0) =0

5u(&,0) = ¢(x)
Questo sistema e un problema di Cauchy: abbiamo infatti un’equazione dif-
ferenziale del secondo ordine omogenea e due condizioni al bordo.
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3.2 Risoluzione del problema di Cauchy

L’equazione caratteristica del problema ¢ \* + |[£]|> = 0, da cui (A —
i€l (A +d|[€]]) = 0, dalla quale troviamo i due autovalori: A; = +i||£]|| e

Ay = —il[€]].

Notiamo che A; e Ag sono della forma o +if3, con a = 0 e 5 = ||¢]| e che
quindi i due autovalori sono del tipo e™** cos(fz) e e~ ** sin(fz) .
Sostituendo i valori di v e 3 trovati precedentemente, otteniamo €°* cos(||¢][t)
e ¢ sin(|[£]]£).

Percio la soluzione generale é:
Uo(&,t) = Cy cos([[€][t) + Casin([[£]]¢)
dove C; e Cy costanti.

Applichiamo ora le condizioni al bordo:
1. condizione:
tig(§,0) = Ch cos([[¢][t) + Casin(|[€][t)|i=0 = C1
Sappiamo che y(£,0) =0

:>01:0

2. condizione:

0
5,U0(&,0) = —Ch[¢][(sin [[€][t) + Col[€]] cos([[€][t)]e=0 =

ot
=0+ Cq|€]]

Sappiamo che 21iy(,0) = ¢(€) = Cy||¢]| = 6(¢)

jCQZ@

Abbiamo quindi trovato i valori delle due costanti Cy e C5. Sostituiamo i
valori trovati nella soluzione generale:

$(€)

e = g

sin(||¢][2)
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Da cui:

e 2o Sn(lIE]Y)

che ¢ la soluzione del nostro sistema.

La soluzione appena trovata ¢ una w. Sappiamo che, poiché ¢ € §, allo-

ra anche ¢ € 8. Inoltre, % e una funzione limitata, quindi appartiene a

L. Dunque anche il prodotto &(5 )% € L' e possiamo percittilizzare il

teorema di inversione, trovando la u :

ule, 1) = (;T)n / ne+i<x’§>—sm|(||§||§|||t>q§(§)d§, (2,6) ER" x R,.

3.3 Controllo delle condizioni di Cauchy

Verifichiamo ora le due condizioni di Cauchy.

1. condizione:

lim u(z,t) = lim ! / 6+i<m’£>M () dg

t—0+ t—0+ (2m)" 1|
1 t i<x,£>Sin<||§Ht) 2 .
= lim oo [ e S Gy —

Vogliamo applicare ora il teorema della convergenza dominata al fine
di poter passare al limite sotto il segno di integrale; dobbiamo allora
verificare che la funzione integranda sia sommabile.

° |e+i<x,£>‘ =1

Sllelt) 1 per ||élje — 0*

+i<z,e>  sin(([€]]t)
= le lene | <1

° é € $(R™) per ipotesi, dunque sempre sommabile

Abbiamo mostrato che e possibile applicare il teorema della convergen-
za dominata. Procediamo allora con la verifica della condizione.

_ i<z, &> 1 sin([[¢]]t), » .
()= e [ e Jim (SR di)de = 0
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2. condizione:

I semeocos([€ND) | - -
i Sule.0) = Jin [ e e llelioe)as

i / e+ cos (| €]|)B(E)dE = ()
.

t—0+ (2m)"

Anche in questo caso vogliamo utilizzare il teorema della convergenza
dominata; verifichiamo allora che la funzione integranda sia sommabile.

° ’€+i<x,§>‘ =1
e [cos(|[¢][t)] <1

e ¢ € S(R") per ipotesi, dunque sempre sommabile

Abbiamo mostrato che e possibile applicare il teorema della convergen-
za dominata. Procediamo allora con la verifica della condizione.

*%) = 1 et <€ 1im (cos 4 =
(44) = e [ €750 T Ccos( 1)) e
_ 1 e i<x,&> ] _.
~ (2 /n * P(§)dE =: ¢(§)

in quanto cos(t) — 1 per t — 0%,

Abbiamo percio verificato che le due condizioni di Cauchy soddisfano al
sistema.
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3.4 Soluzione nel caso n=3

E opportuno presentare la u in un’altra forma. Ci limitiamo al caso in
cui n = 3, in quanto in natura le onde si propagano in tre dimensioni.

Facciamo qualche considerazione. Osserviamo che possiamo scrivere la
nostra u(z,t) come:

~ t
(z,t) = lim Ji<ae>Sin(IE][)
Lotoo Jijgli<r €]

H(€)de.

Infatti, presa una qualunque funzione f € L' abbiamo che

dé = 1i dé = d
Jsie=im [ se= [ paonds

che converge quasi dappertutto a f.
Ricordiamo che xp(o,r) ¢ la funzione caratteristica calcolata sulla palla di
centro 0 e raggio L, il cui valore & 1 Vz € B(0, L), 0 altrimenti.

In particolare |fx| < |f| e poiché f € L', allora anche |f| € £', dun-
que |fx| & una funzione sommabile, percido ha senso considerare I'integrale

f||£‘|<L fXB(O,L)dg .

Allora abbiamo:

i<$’£>w —i<y> d
/|§|<Le [1€]] /ne o(y)dy

Se consideriamo la funzione che associa alla coppia

(6y) — ei<%€>%¢<y>ei<€’y>xB<o,L> (©,

allora questa risulta appartenere a £'. Osserviamo che se non avessimo
considerato anche la funzione caratteristica, avremmo ottenuto una scrittura
non vera.

Poiché la funzione ¢ sommabile per quanto detto prima, possiamo appli-
care il teorema di Fubini. Otteniamo:

wwt) = — Tim [ o) ( / icvnes SED e
R? 1€l1<L

83 L—+oo [1€]]
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Sia ora T una matrice 323 ortogonale tale che T~ (y—x) = (||ly—z]l, 0, 0);
poiché l'integrale ¢ invariante rispetto al gruppo ortogonale, posto £ = To,
si ha:

/ 6i<yf:c,5>w de = ei01||y*x|\8in(‘|O_Ht> do
llEl<L |1€]] llo||<L l|o]]
Infatti:

e poiché ||¢|| = ||To|| = ||o]|, allora segue che £ = o e quindi d§ = do.

e inoltre, < y — 2, >=<y —x,To >=< T }(y — z),0 >; ricordando
che T (y—=x) = (|ly—z|],0,0) e che o = (01, 09, 03), allora il prodotto
scalare diventa < T~ !(y — z),0 >= ||y — z||o.

Dunque < y — x,& >= ||y — x||oy .

Applichiamo ora all’ingrale un cambio di variabili in coordinate sferiche. In
particolare a o = (071, 09, 03) imponiamo:

o1 = pcosb
09 = psinf cosw

o3 = psinfsinw

per (p,0,w) € [0, L] x [0, 7] x [0, 27].
Effettuando questo cambio, risulta uno jacobiano pari a p?sin 6 .

Dimostrazione. Calcoliamo il determinante della matrice jacobiana. Abbia-
mo che:

sinfcosw pcosfcosw —psinfsinw
= [sinfsinw pcosfsinw psinfcosw | =
cos 6 —psinf 0

8(0'1, 02, 03)
(p,0,w)

= cos §(p® cos f cos w sin § cos w + p* sin  sin w cos O sin w)+

+psinf(psin @ coswsin f cosw + psinfsinwsin fsinw) =

= cos 0(p® cos O sin 6 cos® w + p* cos Osin O sin” w)+

+psinf(psin® 0 cos® w + psin® fsin? w) =

= cos 0(p? cos § sin fcos® w + sin® w]) + psin §(psin® Olcos® w + sin® w]) =
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Ricordando che Vo vale la prima relazione fondamentale della goniometria

sin? o + cos? o = 1, allora:

= cos O(p? cos O sin f) + p? sin® @
= p®cos?fsin + p*sin® 4

= p*sinf(cos? +sin® §) = p*sin 6.

Per = # y abbiamo:

2 ¢
An ) giolly—ay SIUI]t) IUTTIH / / / vl xucosesm(p) 2 sin 6 dpdBis
o|l<

L T :
. I3
_ o / / ezpny—mncosewp%ing dpdf
o Jo P

L ™
= 277/ psin(pt) (/ etPllv=ellcost in (9)dB) dp
0 0
Ponendo 7 = cos @, e quindi dr = sin #, otteniamo:

=2 /OLpsin(pt) (/_1 el dr) dp = (x)

1

Calcoliamo quindi il secondo integrale:

r Liplly—z|| _ ,—1-ip|ly—z||
/ ginlly—allr g _ € ¢
1 ip|ly — ||

Allora:

() = 2 /L in(p) (el-iplly*xl\ — e~ Liplly—=l p
x) = 27 psin(pt . P
0 iplly — ||

Ricordando che ,
: — g law
2 = 4 ,
w w
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allora:
L : _
o / sin(pt) (Slelly =)
0 illy — x|])
47 /L ) )
= sin(pt) sin(pl|lz —y[|) dp
llz =yl Jo
e quindi:

u(z,t) = L 11530/0 sin(pt) (/RS wdy)dw dp.

2m? L [z =yl
Chiamiamo ora y = (n1,72,73) €

m =& +rcost
1y = & + rsinf cosw

N3 = &+ rsinfsinw

per (T7 0, UJ) S [Oa +OO) X [O, 7T] X [O, 27T]
Effettuando questo cambio di variabili, otteniamo uno jacobiano pari a r? sin 6.

Dimostrazione. Analogamente a prima, calcoliamo il determinante della ma-
trice jacobiana. Osserviamo che &1, &, &3 non danno alcun contributo al cal-
colo del determinante essendo delle costanti. Abbiamo che:

sinfcosw rcos@cosw —rsinfsinw
= |sinfsinw rcosfsinw 7rsinfcosw | =
cos —rsinf 0

8(771; n2, 773)
a(r,0,w)

= cos 0(r? cos 0 cos w sin f cos w + 72 sin O sin w cos O sin w)+

+7sin@(rsind cosw sin f cosw + rsin @ sinw sin f sinw) =

= cos O(r cos § sin 6 cos® w + 1 cos O sin 0 sin” w)+

+rsin O(r sin? § cos® w + r sin® O sin’ w) =

= cos f(r cos § sin f[cos® w + sin® w]) + 7 sin O(r sin® f[cos® w + sin’ w]) =
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Ricordando che Vo vale sin? o + cos® o = 1, allora:

= cosf(r* cosfsin @) + r’sin® f
=r?cos®fsinf + r’sin® 6§
= r?sin §(cos® +sin @) = r*sin 6.
Otteniamo quindi:

u(w,t) = L EIQO/OL sin(pt) (/0+°° sin(pr)

272 L r

T 2m
(/ / 2 sin 0p(£1 41 cos 0, & 41 sin 0 cos w, &3 +7 sin 0 sin w)dfdw) dr) dp.
o Jo

Se chiamiamo:
™ 2
f(r)y=r / / sinf ¢(&; +rcosh, &+ rsinf cosw, &3 + 1 sin 0 sin w)dOdw
o Jo

abbiamo che

L +o0
u(z,t) = lim sin(pt) / sin(pr) f(r)drdp
0 0

L—+oco

Consideriamo ora la funzione:

Osserviamo che f; € L(R"). Infatti:

[ inwir =2 [ el < o

Facciamo la trasformata di Fourier della funzione f;:

fl(r) = /Re_iq”»fl (r)dr = /(cos(rp) —isin(rp)) fi(r)dr =

R
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La funzione coseno e una funzione pari, mentre la funzione f; e dispari,
quindi il loro prodotto ¢ una funzione dispari. Sappiamo che 'integrale di
una funzione dispari e nullo, dunque risulta:

- /R —isin(rp) fi(r)dr =

Poiché la funzione seno € una funzione dispari, allora il prodotto sin(rp) fi(r)
risulta essere una funzione pari. Sappiamo che l'integrale da —oo a +oo di
una funzione pari ¢ il doppio dell’integrale da 0 a +o0o della stessa funzione,
allora:

— 9 /0 ™ sin(rp) F(r)dr.

Osserviamo che questa ¢ una funzione dispari in quanto la funzione f(r) e
dispari.

Consideriamo ora la funzione che associa:
+o0
p— / sin(rp) f(r)dr.
0

Possiamo allora applicare il teorema di inversione. Considerato s > 0,

abbiamo:
+oo 00
= —22—/ dp e / sin(rp) f(r)dr

Osserviamo che e*? = cos(sp) + isin(sp), dunque:

1 [+ e
= —2@'2— dp (cos(sp) + isin(sp)) / sin(rp) f(r)dr
T J -0 0
2 [T oo
= —2i— dp sin(sp) / sin(rp) f(r)dr
2w 0 0

_2 /0 o dp sin(sp) /0 - sin(rp) f (r)dr

™
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Utilizzando questo risultato abbiamo quindi:

t s 2w
u(z,t) = E/ / d(&1+r cos B, Ea+rsin O cos w, E3+r sin O sin w) sin Odfdw
o Jo

che ¢ la soluzione dell’equazione delle onde ed ¢ chiamata anche formula di
Poisson-Kirchhoff.

E importante osservare che dalla formula ora scritta risulta che se ¢ e di
classe €% allora u ¢ soluzione del problema; il valore di u nel punto (z,t) ¢
determinato esclusivamente dai valori di ¢ sulla superficie della sfera di centro
x e raggio t e quindi 'ipotesi iniziale di sommabilita su R™ e superflua.
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