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Introduzione

La tesi tratta la teoria della dimensione di anelli affini, che collega la teoria
della dimensione sviluppata con metodi di algebra commutativa alla nozione
intuitiva legata allo studio della geometria delle varieta algebriche. Alla fine
del XIX secolo i matematici prestarono un certo interesse verso le superfici,
intese come oggetti geometrici descritti come luoghi degli zeri di equazioni
complesse in tre variabili. Il campo delle funzioni razionali definite su tali
superfici, che giocava un ruolo centrale nella teoria, risulta avere grado di
trascendenza su C pari a 2. Questo fatto forni 'interpretazione che fossero
sufficienti due funzioni algebriche per poter parametrizzare i punti di tali
superfici, a meno di ambiguita finita, motivando la dimensione come 2.

Generalizzando tale studio a quello delle intersezioni di ipersuperfici nello
spazio affine X C k™, con k£ campo algebricamente chiuso, e stato possibile
definire I'anello delle coordinate su X come il quoziente k[ X1, ..., X,]/I, dove
I ¢ lideale delle funzioni polinomiali che si azzerano in X; per il teorema
della base di Hilbert tale ideale ¢ finitamente generato. Se l'anello delle
coordinate ¢ un dominio di integrita, ci si riferisce ad esso come anello affine e
X si definisce varieta algebrica affine. Assumendo ’assioma geometricamente
inuitivo che uno spazio affine k™ abbia dimensione n, nacque la definizione
di dimensione geometrica per le varieta algebriche affini X come il grado di
trascendenza su k del campo delle funzioni razionali definito su X, in altre
parole il campo dei quozienti di k[X7, ..., X,]/I.

Grazie al teorema degli zeri di Hilbert (Hilbert Nullstellensatz) e ai lavori
di Noether e stato possibile stabilire una relazione tra la geometria e I’algebra,
associando ad ogni varieta algebrica affine in k™ un ideale radicale primo
di k[Xy,...,X,], incoraggiando cosi un rapporto di reciproco sostegno tra
I’algebra commutativa e la geometria algebrica. Nel merito della teoria della
dimensione, cio ha fornito numerose definizioni equivalenti di dimensione per
le varieta algebriche affini.

In questa tesi verra mostrata ’equivalenza tra la definizione di dimen-
sione data dal grado di trascendenza su k del campo delle funzioni razionali
e una puramente algebrica, che coinvolge la funzione di Hilbert, strumento
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dell’algebra commutativa legato ai moduli graduati. In particolare, questa
funzione coincide con un polinomio a coefficienti razionali per valori sufficien-
temente grandi, detto polinomio di Hilbert. Nel primo capitolo, di carattere
puramente introduttivo, sono esposti i risultati e le nozioni fondamentali di
algebra commutativa e di teoria dei campi necessarie per il secondo e il terzo
capitolo. Nel secondo capitolo viene trattata la parte algebro commutati-
va. Vengono definiti i moduli graduati e la funzione di Hilbert, che viene
mostrata essere polinomiale per valori sufficientemente grandi. In seguito
viene definita la funzione di Hilbert-Samuel associata a un modulo finita-
mente generato su anello locale Noetheriano, anch’essa di tipo polinomiale,
il cui grado differisce di una costante da quello del polinomio di Hilbert.
Quest’ultima presenta notevoli vantaggi per la dimostrazione del teorema di
dimensione, che afferma ’equivalenza tra la dimensione di un modulo finita-
mente generato su un anello locale Noetheriano (quindi di un anello locale
Noetheriano) e il grado del polinomio di Hilbert-Samuel. Nel terzo capito-
lo viene presentato il lemma di normalizzazione di Noether, necessario per
dimostrare che il grado di trascendenza di un anello affine sul campo k e
equivalente alla sua dimensione di Krull, che a sua volta e equivalente alla
dimensione di Krull della sua localizzazione rispetto a un ideale massimale.
Un’altra conseguenza e il Nullstellensatz, che implica il legame tra i pun-
ti di una varieta algebrica affine e gli ideali massimali del suo anello delle
coordinate. Infine, viene dimostrato il legame tra la definizione geometrica
di dimensione per una varieta algebrica affine, e il grado del polinomio di
Hilbert associato all’anello affine localizzato in punto della varieta.
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Capitolo 1

Richiami e Nozioni Preliminari

Questo capitolo e destinato all’esposizione di alcuni concetti ed enun-
ciati necessari per i risultati esposti nel secondo e terzo capitolo. Per le
dimostrazioni si vedano [1], [2] e [3] per le prime cinque sezioni. Per la sesta
si veda [5].

1.1 Anelli e Moduli Noetheriani e Artiniani

A partire da questa sezione, proseguendo per tutto il documento, si
considerano solo anelli commutativi con unita.

Definizione 1.1.1. Un anello R si dice anello Noetheriano se ogni catena
ascendente di ideali { I, },, .y di R ¢ stazionaria.

Proposizione 1.1.2. Un anello R é Noetheriano se e solo se ogni ideale |
di R ¢ finitamente generato.

Teorema 1.1.3 (Teorema della Base di Hilbert). Sia R un anello Noetheri-
ano, allora R[x] é un anello Noetheriano.

Definizione 1.1.4. Un R-modulo M si dice modulo Noetheriano se ogni

catena ascendente di sottomoduli { M, }, . di M ¢ stazionaria.

Proposizione 1.1.5. Un R-modulo M é modulo Noetheriano se e solo se
ogni sottomodulo € finitamente generato.

Proposizione 1.1.6. Siano R un anello Noetheriano e M un R-modulo
finitamente generato, allora M ¢é un modulo Noetheriano.

Definizione 1.1.7. Un anello R si dice anello Artiniano se ogni catena
discendente di ideali { I, },,.y di R ¢ stazionaria. Si dice che R soddisfa la
condizione della catena discendente sugli ideali.

1



1. Richiami e Nozioni Preliminari

Proposizione 1.1.8. Un anello R ¢ Artiniano se e solo se R ¢ Noetheriano
e ogni ideale primo di R e massimale.

Definizione 1.1.9. Un R-modulo M si dice modulo Artiniano se ogni
catena discendente di sottomoduli { M, }, _ di R ¢ stazionaria.

Proposizione 1.1.10. Siano R un anello Artiniano e M un R-modulo
finitamente generato, allora M e modulo Artiniano.

1.2 Anelli e Moduli di Frazioni

Definizione 1.2.1. Sia R un anello, un sottoinsieme U C R si dice molti-
plicativamente chiusose 1 € Sea,be U = abe U.

Definizione 1.2.2. Siano R un anello e U C R un sottoinsieme moltiplica-
tivamente chiuso. Poniamo su R X U la relazione di equivalenza

(x,u) ~ (y,v) <= FHeUtlvr—uy)=0.

Denotiamo le classi [(x, u)]~ con z/u. L’anello quoziente R[U '] :== Rx U/ ~
con le operazioni di somma e prodotto definite come

(x/u) + (y/v) := (vx + uy) /uv,
(@/u)(y/v) == zy/uv,

ha una struttura di anello e viene detto anello delle frazioni di R rispetto

alU .

Definizione 1.2.3. Siano M un R-modulo e U C R un sottoinsieme molti-
plicativamente chiuso. Poniamo su M x U la relazione di equivalenza

(x,u) ~ (y,v) <= FeUtlvr—uy)=0.

Denotiamo le classi [(x,u)]~ con z/u. Il quoziente M[U™] := M x U/ ~ con
I'operazione di somma

(x/u) + (y/v) :== (vr + uy) /uv,
e col prodotto R[U™1| x M[U™| — M[U™!] definito da
(@/u) - (y/v) =z - y/uv

ha una struttura di R[U~!]-modulo e viene detto modulo delle frazioni di
M rispetto a U.



1.3 Estensioni Intere di Anelli

Osservazione 1.2.4. In entrambi 1 casi definiti € indotto il morfismo naturale
x— x/l.

Osservazione 1.2.5. Siano R un anello e p C R un ideale primo, allora R\p C

R & un sottinsieme moltiplicativamente chiuso, denotiamo R, := R[(R\p)~?].

Definizione 1.2.6. Un anello R si dice anello locale se possiede uno e un
solo ideale massimale m. Verra indicato con la coppia (R, m).

Proposizione 1.2.7. Siano R un anello e p C R un ideale primo, allora R,
e un anello locale.

Proposizione 1.2.8. Siano I,p ideali di un anello R, con p ideale primo.
Allora (R/1), # 0 se e solo se p D I.

1.3 Estensioni Intere di Anelli

Definizione 1.3.1. Siano R C S un’estensione di anelli e o« € S. Si dice che
« & intero su R se esiste p € R[X] monico per cui ¢ soddisfatta la relazione

pla) =a" +a,_1a" "+ +aja+ag = 0.

Si dice che S € intero su R, o che R C S e un’estensione intera di anelli, se
ogni « € S ¢ intero su R.

Definizione 1.3.2. Sia R C S un’estensione di anelli. Si dice chiusura
integrale di R in S l'insieme

Re={a€S|acinterosu R}.

Si dice che R & integralmente chiuso in S se R = R¢. Se R e un dominio
di integrita, diremo che R & integralmente chiuso se lo ¢ in Frac R.

Osservazione 1.3.3. La chiusura integrale R contiene R ed e un sottoanello
di S. In particolare ¢ il piu piccolo sottoanello di S integralmente chiuso in
S contenente R.

Teorema 1.3.4 (Transitivita delle Estensioni Intere). Siano A C B e
B C C estensioni intere di anelli. Allora A C C ¢ un’estensione intera di
anells.

Proposizione 1.3.5. Sia R C S un’estensione intera di anelli, allora S é
una R-algebra finitamente generata se e solo se S é un R-modulo finitamente
generato.
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Definizione 1.3.6. Sia f: R — S un morfismo di anellie I C R, J C S
ideali. Si dice che J giace su [ se [ = f~1(J).

Notazione 1.3.7. Se R C S e una estensione di anelli, si considera il
morfismo di inclusione. Ovvero, J giace su I se [ =i~ '(J) = RN J.

Proposizione 1.3.8. Sia R un dominio a fattorizzazione unica, allora R é
integralmente chiuso.

Teorema 1.3.9 (Going Up Theorem). Sia R C S un’estensione intera
di anelli. Siano p;,C --- C p, eqy C --- C q,, catene di ideali primi,

rispettivamente, di R e S, conm < n. Seq; giace sup; per ognii =1,...,m,
allora esistono Qi1 - - -, qn tdeali primi di S tali che 4 C qmer € -+ C qp
e q; giace su p; per ogni it =m—+1,... n.

Teorema 1.3.10 (Going Down Theorem). Sia R C S un’estensione in-

tera di domini di integrita, con R integralmente chiuso. Siano p;,C --- Cp,
e qm C --- C q, catene di ideali primi, rispettivamente, di R e S, con
1 <m < n. Seq; giace su p; per ogni i = m,...,n, allora esistono

q1s-- -, qm-1 tdeali primi di S tali che g1 C --+ C qm-1 C qm € q; giace
sup; perognit=m+1,...,n.

1.4 Primi Associati e Supporto di un Modulo

Definizione 1.4.1. Siano M un R-modulo e S C M un sottoinsieme, si
definisce ’annichilatore di S come

AnmmnS={reR|rs=0 VseS}.

Definizione 1.4.2. Sia M un R-modulo, si dice che un ideale primo p di R
¢ un primo associato a M se esiste x € M non nullo tale che p = Annx.
Si denota l'insieme dei primi associati a M come Ass M.

Proposizione 1.4.3. Sia M un R-modulo. Allora p € Ass M se e solo se
esiste un morfismo iniettivo di R-moduli R/p < M.

Proposizione 1.4.4. Siano R un anello Noetheriano e M un R-modulo.
Allora M = 0 se e solo se Ass M = ().

Teorema 1.4.5. Siano R un anello Noetheriano e M un R-modulo non nullo
finitamente generato. Allora Ass M ¢ finito.

Proposizione 1.4.6. Siano R un anello Noetheriano, m,I C R idealt di R
con m ideale massimale. Allora esiste n € N tale che m™ C I C m se e solo

se AssR/I = {m}.



1.5 Dimensione di Krull di un Anello

Definizione 1.4.7. Sia M un R-modulo, si definisce il supporto di M,
denotato Supp M, come l'insieme degli ideali primi p di R tali che M, # 0.

Definizione 1.4.8. Sia I un ideale di un anello R, si denota con V(I)
I'insieme degli ideali primi p di R con I C P.

Teorema 1.4.9. Sia M un R-modulo finitamente generato, allora Supp M =
V(Ann M).

Teorema 1.4.10. Siano R un anello Noetheriano e M un R-modulo finita-
mente generato. Allora Ass M C Supp M e gli elementi minimali in Ass M
e in Supp M coincidono.

Proposizione 1.4.11. Siano M e N due R-moduli finitamente generati,
allora Supp M ®r N = Supp M N Supp N.

1.5 Dimensione di Krull di un Anello

Definizione 1.5.1. Siano R un anello e p C R un ideale primo. Si definisce
la altezza di p, denotata ht p, come il massimo della lunghezza n delle catene
di ideali primi po Cp; C --- Cp, =p di R.

Definizione 1.5.2. Siano R un anello e p C R un ideale primo. Si definisce
la coaltezza di p, denotata coht p, come il massimo della lunghezza n delle
catene di ideali primi p =po Cp; C--- C p, di R.

Definizione 1.5.3. Sia I C R un ideale. Si definiscono 'altezza di I come
I’estremo inferiore delle altezze degli ideali p O I, e la coaltezza di I come
I’estremo superiore delle coaltezze degli ideali p O I. Sono, rispettivamente,
denotate con ht I e coht I.

Definizione 1.5.4. Si definisce la dimensione di Krull (o dimensione)
di un anello R, denotata dim R, come l’estremo superiore della lunghezza n
delle catene di ideali primi pg C --- C p,, di R.

Proposizione 1.5.5. Siano R un anello e p C R un ideale primo, allora
dim R, = htp e dim R/p = cohtp.

Osservazione 1.5.6. Sia k un campo, allora dimk = 0. Poiché ogni poli-
nomio irriducibile di grado positivo genera un ideale massimale di k[X], si
ha dim k£[X] = 1. Piu in generale si ha:

Teorema 1.5.7. Sia R un anello Noetheriano, allora dim R[X]| = 1+4dim R.
In particolare dim R[ X1, ..., X,,] = n + dim R.



1. Richiami e Nozioni Preliminari

Proposizione 1.5.8. Sia R C S un’estensione intera di anelli, allora dim R =
dim S.

Proposizione 1.5.9. Siano R C S un’estensione intera di anelli e J C S
un ideale. Sia I = J N R un ideale di R, allora coht J = coht I.

1.6 Estensioni Trascendenti di Campi

Definizione 1.6.1. Siano F' e E campi. Il campo FE si dice estensione di
F se F e sottocampo di E. L’inclusione ¢: F' — FE si dice estensione di
campi, si denota con F' C F.

Definizione 1.6.2. Sia F' C FE un’estensione di campi, si definisce il grado
di F su E come [E : F] := degp E, la dimensione di E come F-spazio
vettoriale. L’estensione di campi F' C E si dice finita se il grado di F' su F
e finito.

Definizione 1.6.3. Siano ' C FE un’estensione di campi e « € E. Si
definisce morfismo di valutazione in o ’omomorfismo di anelli:

Vo: Flz] — FE
p(x) — pla)

Se Kerv, # 0, allora « si dice algebrico su F'. Altrimenti, se Kerv, = 0,
si dice che o e trascendente su F.

Definizione 1.6.4. Un’estensione di campi F' C FE si dice estensione al-
gebrica se ogni o € E e algebrico su F', altrimenti si dice estensione
trascendente.

Proposizione 1.6.5. Un’estensione di campi F' C E é finita se e solo se é
algebrica e E e una F-algebra finitamente generata.

Definizione 1.6.6. Siano F' C () un’estensione di campi e aq,...,q, €
Q. Si definisce morfismo di valutazione in « = (ay,...,a,) il seguente
omomorfismo di anelli:

Vo: Flxy, ...,z — Q
p(1,.. . xn) — plag,...,qn)
Se Kerv, = 0, allora ag,...,q, si dicono algebricamente indipendenti

su F. Altrimenti ay, ..., a, si dicono algebricamente dipendenti su F'



1.6 Estensioni Trascendenti di Campi

Definizione 1.6.7. Sia F' C () un’estensione di campi. Un sottoinsieme
A C Q) si dice algebricamente indipendente su F' se ogni sottoinsieme
U C A finito e algebricamente indipendente su F. Altrimenti A si dice
algebricamente dipendente su F'.

Definizione 1.6.8. Siano F' C {2 un’estensione di campi e aq,...,q, € 2
algebricamente indipendenti su F. Il campo F(aq, ..., a,) si dice estensione
puramente trascendente di F'.

Definizione 1.6.9. Siano F' C () un’estensione di campi, vy € Qe A C Q). Si

dice che v ¢ algebricamente dipendente su A sopra F se 7 e algebrico
su F(A).

Definizione 1.6.10. Siano F' C () un’estensione di campi e A, B C Q. Si
dice che B ¢ algebricamente dipendente su A (sopra F) se ogni v € B
e algebrico su F'(A).

Lemma 1.6.11 (Proprieta di Scambio). Siano F' C Q un’estensione di
campi e A ={aq,...,a,} C Q. Se € Q é algebricamente dipendente su
A (sopra F') e non é algebricamente dipendente su A" = A\ {ay,, } (sopra
F), allora oy, é algebricamente dipendente su A" U{ S }.

Lemma 1.6.12 (Transitivita della Dipendenza Algebrica). Siano F' C
Q un’estensione di campi e A, B,C C Q. Se A ¢é algebricamente dipendente
su B (sopra F) e B ¢é algebricamente dipendente su C' (sopra F'), allora A ¢é
algebricamente dipendente su C' (sopra F).

Teorema 1.6.13. Sia F C ) un’estensione di campi. Siano

A={a,...;an}, B={p,....5.}

sottoinsiemi di €. Se A é algebricamente indipendente su F' e A ¢ algebri-
camente dipendente su B (sopra F'), allora m < n.

Definizione 1.6.14. Sia F' C () un’estensione di campi. Si dice base
di trascendenza per () su F' un sottoinsieme A C () algebricamente
indipendente su F' tale che ) sia algebrico su F'(A).

Lemma 1.6.15. Siano F C Q un’estensione di campi e A C Q. Se Q) e
algebrico su F(A) e A ¢é elemento minimale nell’insieme dei sottoinsiemi di
Q algebrici su F(A), allora A é una base di trascendenza per 2 su F.

Teorema 1.6.16. Sia F' C ) un’estensione di campi. Se esiste A C § finito
tale che Q sia algebrico su F(A), allora esiste B C Q base di trascendenza
per Q su F. Inoltre, ogni base di trascendenza di € su F' e finita e hanno
tutte la stessa cardinalita.



1. Richiami e Nozioni Preliminari

Definizione 1.6.17. Siano F' C ) un’estensione di campi, B C () finito una
base di trascendenza di €2 su F. Si definisce il grado di trascendenza di
) su F come

trdegp Q) := |B|.

Proposizione 1.6.18. Sia F' C Q) un’estensione di campi. Ogni elemento
massimale A C Q nell’insieme dei sottoinsiemi di ) algebricamente indipen-
denti su F' ¢ una base di trascendenza per ) su F.



Capitolo 2

Teoria della Dimensione

In questo capitolo verra dimostrata 1’equivalenza tra tre definizioni di
dimensione per un modulo su un anello locale Noetheriano. In particolare,
la definizione in termini di grado del polinomio di Hilbert presenta notevoli
vantaggi da un punto di vista tecnico.

2.1 Anelli e Moduli Graduati

Definizione 2.1.1. Un anello R si dice anello graduato se esiste una
famiglia di sottogruppo additivi { R, }, .y tale che R;R; C R;i; per ogni

1,7 € Ne
R=DR..
n=0

Gli elementi di R; si dicono omogenei di grado .

Definizione 2.1.2. Sia R un anello graduato, il sottoinsieme R, = @, | R,
e un ideale e si dice ideale irrilevante di R.

Proposizione 2.1.3. Sia R = @, , R, un anello graduato, allora:
1. Ry ¢ un sottoanello di R.

2. R ¢ un anello Noetheriano se, e solo se, Ry ¢ un anello Noetheriano e
R ¢ una Ry-algebra finitamente generata.

Dimostrazione. (1.) Per definizione RyRy C Ry. Mostriamo che 1 € Ry.
Sihal=7> " x, dove z, € R,. Per ogni a € R,, si haa =3~ z,a,
uguagliando le componenti per grado otteniamo a = zga. Cosl per ogni b € R
si ha bxg = b, ovvero 1 = ¢ € R,.
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(2.) Sia R un anello Noetheriano. Poiche Ry = R/R,, si ottiene che
Ry € un anello Noetheriano. Per ipotesi R, e finitamente generato, diciamo
da elementi omogenei aq,...,a,, di grado nq,...,n, rispettivamente. Sia
R = Rylay,...,a,]. Mostriamo che R, C R’ per ogni n € N, cosi R C
R'. Procediamo per induzione su n. Sia n = 0, per definizione Ry C R'.
Supponiamolo vero per d < n — 1 e dimostriamolo per n > 0. Sia b € R, C
R,, dunque b = zia; + - - - + z,a,, dove, se n; < n, ogni x; ¢ omogeneo di
grado n—mn; < n, altrimenti & x; ¢ nullo. Per ipotesi induttiva x; € R’, quindi
daa; € R sihabe R.

Viceversa, siano Ry un anello Noetheriano e R una Ry-algebra finita-
mente generata. Dunque R e isomorfo a un quoziente dell’anello di polino-
mi Ro[X,...,X,], che & Noetheriano per il teorema della base di Hilbert.
Quindi R e Noetheriano. O

Definizione 2.1.4. Sia R = @, , R, un anello graduato. Un R-modulo
M si dice modulo graduato se esiste una famiglia di sottogruppi additivi
{ M, },,cn tale che RiM; C M;,; per ognii,j € Ne

M:é_ié]\/[n.

2.1.1 Anelli e Moduli Graduati Associati

Definizione 2.1.5. Sia R un anello, una filtrazione R= Ry 2D R; D --- D
R, 2 --- di R ¢ una successione di sottogruppi additivi tali che R;R; C R, ;
per ogni 7,7 > 0. Un anello dotato di una filtrazione si dice anello filtrato.

Definizione 2.1.6. Siano R un anello filtrato, si definisce ’anello graduato
associato a R come

grR:= é R./Ry1,
n=0
dove il prodotto su gr; R e definito per ogni a € R,, e b € R,, come
(a + Rm+1) ’ (b + Rn+1) = ab+ Rm+n+1 € Rm+n/Rm+n+1-
Definizione 2.1.7. Siano R un anello filtrato e M un R-modulo, una fil-
trazione M = My O M; O --- D M, O --- di M ¢ una successione di

sottomoduli tali che R;M; C M, ; per ogni 4,7 > 0. Un modulo dotato di
una filtrazione si dice modulo filtrato.
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Definizione 2.1.8. Siano M un R-modulo filtrato, si definisce il modulo
graduato associato a M come

gr M == 5 M, /M.

n=0
Ammette una struttura di gr R-modulo, dove il prodotto per scalare ¢ definito
per ogni a € R,, e x € M,, come

(a + Rm—i—l) . (fL’ + Mn+1) =a- T+ Myini1 € Mm+n/Mm+n+1~

2.1.2 [-filtrazioni e Lemma di Artin-Rees

Definizione 2.1.9. Siano M un R-modulo filtrato e I € R un ideale. Una
filtrazione { M, }, .y di M si dice I-filtrazione se IM, C M, per ogni
n > 0. Una [-filtrazione si dice [-stabile se esiste N € N tale che IM,, =
M, 1 per ogni n > N.

Osservazione 2.1.10. Siano I un ideale di un anello R e M un R-modulo, le
successioni { I" }, g e {I"M },  (si pone I° = R) sono filtrazioni /-stabili,
rispettivamente, di R e M

Proposizione 2.1.11. Siano R un anello Noetheriano, M un R-modulo
finitamente generato e I C R un ideale. Sia { M, }, . una I-filtrazione.

Definiamo Uanello graduato R e il R-modulo graduato M come seque
R=@r. =@
n=0 n=0

Allora sono equivalenti:

1. { M, },cn € I-stabile.

2. M ¢ un R-modulo graduato finitamente generato.

Dimostrazione. Sia N,, = @}_, M;, quindi poniamo

M, =N, & (PI'M,) =M@ &M, ®IM, SI*M, & .
i=1
Poiché M e Noetheriano, ogni suo sottomodulo ¢ finitamente generato. Cosi
N,, ¢ un R-modulo finitamente generato e M, e un R-modulo finitamente
generato. Per definizione

M:UMna MongggMng7

n=0
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quindi M € un R-modulo finitamente generato se e solo se esiste m € N tale
che M,, = M,, per ogni n > m, cioe equivale ad affermare che I"M,,, = M,,.n
per ogni n > 0, ovvero { M, }, . ¢ I-stabile. O

Lemma 2.1.12 (Lemma di Artin-Rees). Siano R un anello Noetheriano,
M un R-modulo filtrato finitamente generato e N C M wun sottomodulo.
Siano I C R un ideale e { M, }, .y una filtrazione I-stabile di M, allora la
filtrazione { N N M, }, .y indotta su N & I-stabile.

Dimostrazione. Sia N, = N N M,. Poiché IN, C N, M, ,, deve essere
IN, € NN M, = N,.1, pertanto e una [-filtrazione. Ora poniamo

R:@JI”, M:@Mn, N:@Nn.

Per ipotesi R & Noetheriano, quindi I ¢ finitamente generato e cosi R & una
R-algebra finitamente generata. Per (2.1.3) R ¢ un anello Noetheriano e
per (2.1.11) M & un R-modulo finitamente generato, quindi & un modulo
Noetheriano. Allora il suo sottomodulo N ¢ finitamente generato e, di nuovo
per (2.1.11) la filtrazione indotta e I-stabile. O

2.2 Serie di Poincaré e Funzione di Hilbert

Definizione 2.2.1. Siano R un anello e C una sottoclasse della classe degli
R-moduli. Una funzione \: C — Z si dice additiva se, per ogni successione
esatta corta di R-moduli

0O—+M-—N—P—0, M,N,P e C,

si ha
AM) = AXN)+AP)=0

Osservazione 2.2.2. Siano R un anello, C una classe di R-moduli con 0 € C
e A\: C — Z additiva, allora A\(0) = 0. Posti M = N = P = 0 si ha una
successione esatta corta, quindi

A0) = A(0) — A(0) + A(0) = 0

Proposizione 2.2.3. Siano R un anello, C una classe di R-moduli e la
sequente una successione esatta

0O=M,1—->My—>M —---— M, - M,,1 =0.
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Sia N; Uimmagine dell’omomorfismo M;_1 — M;, peri =0,...,n+ 1. Se
M;, N; € C, allora per ogni A: C — Z funzione additiva si ha

> (=1 A(M;) = 0.

i=0
Dimostrazione. Osserviamo che Ny = N, ;1 = 0. Per ogni ¢ =0,...,n si ha
la successione esatta corta

0— N; =+ M; = Niy; — 0,
e per ipotesi di additivita

AN = AMM) 4+ AMNiy) =0 <= MM;) = AN;) + A(Nipa).

Sostituendo nella somma a segni alterni, per 1'osservazione precedente si
ottiene

n n

D FDAM) =Y (=1 AN + A(Niwr)) = ANo) + (=1)"A(Nps1) = 0

i=0 i=0

O]
Definizione 2.2.4. Siano R un anello graduato Noetheriano, M un R-
modulo graduato finitamente generato, C la classe degli Ryp-moduli finita-

mente generati e \: C — Z additiva. Si definisce la serie di Poincaré di
M rispetto a A come la serie di potenze

Py(X) =Y ANM,)X"  €Z[X]).

Teorema 2.2.5 (Teorema di Hilbert-Serre). Nelle ipotesi di (2.2.4),
esistono f(X) € Z|X] e ky,..., ks € N tali che

X
e .
[T -x*)
i=1
Dimostrazione. Poiché R ¢ Noetheriano esistono zq,...,xs € R omogenei,
rispettivamente di grado ki,...,ks > 0, tali che R = Rgylxy,...,z5]. Per

dimostrare 'asserto, procediamo per induzione su s.
Sia s = 0, dunque R = Ry e M ¢ un Ry-modulo graduato finitamente gen-
erato, pertanto esistono myq, ..., m; € M omogenei, rispettivamente di grado
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T1,...,7t, che generano M. Segue M, = 0 per ogni n > r = max;—,__{r:}.
Dunque

= i AMy) X" = Z AM)X" € Z[X].

Supponiamo vero ’asserto per s — 1, quindi dimostriamolo per s > 0. Defini-
amo su M l’endomorfismo xy dato da m — xsm. Cosi per ogni n € N
otteniamo I'omomorfismo di Ry-moduli

Xn: M, — My,

m +—  ITsm

E indotta la seguente successione esatta di Ry-moduli per ogni n € N
0 — Ker x, = My, X% M, yr. — My, /2.M, — 0.

Per additivita di A, ne consegue
A(Mrir,) = AM(Mp) = MM, /M) — AKer xn).

Ora osserviamo che

[e.o]

Rolzy, ..., z1] = R/2,R =D (R, + 2.R) /xR

n=0

e un anello graduato finitamente generato come Ry-algebra, con Ry Noethe-
riano, quindi e Noetheriano. Inoltre

K:@Kerxn%Kerx, L:@Mn/(Mnﬂ:BSM)

n=0

sono Ry[xy,...,2zs—1]-moduli graduati finitamente generati in quanto, rispet-
tivamente, sottomodulo e modulo quoziente di M. Ora osserviamo che

Z /\ Xn-‘rks

X”+Z Miss,) = A(My)) X"

(1—X")P

w:MS

i
[e=)

) + Z Moy, /M) — M(Ker x,, ) X

X) + Z /\(Mn+ks/stn)Xn+ks - st Z )‘(Ker Xn)Xn
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Le due serie sono, rispettivamente, Pr(X) — Eks_l MM,/ (M, NxM))X™ e
Py (X). Quindi per ipotesi induttiva esistono fr, fx € Z[X] tali che

s—1
(H (1- X'”)) 9(X) + fo(X) = X™ fre(X)
i=1
s—1
[T -x*)
=1
Infine, denotando il polinomio a numeratore come f(X), si ottiene

f(X)

S

[T -x*)

i=1

(1 - X*) Py (X) =

Py(X) =

[
Notazione 2.2.6. Per convenzione, poniamo ( ) =0pern>0e ( 1) =1.

Corollario 2.2.7. Nelle ipotesi di (2.2.4). Se esistono x1,...,xs € Ry tali
che R = Ry|xy, ..., x|, allora esistono hy(X) € Q[X] e N € N tali che

A M,) = hpr(n) Vn > N.

Si definisce hp(n) come il polinomio di Hilbert di M rispetto a .
Inoltre, deg(hyr(n)) = d — 1, dove d é l'ordine di 1 come polo di Py (X).

Dimostrazione. Per il teorema precedente, e nelle sue notazioni, k; = 1 per
ognii=1,...,s ed esiste f(X) € Z[X] tale che

X X
Z)\ (1f£ X)) B (1g£ )g)dv g(1) #0.

In particolare si avra
g(X)=ap+a; X + - +ayXV € Z[X],

inoltre osserviamo che

1 = /d+n—1
— = X",
()

Sostituendo i due valori nella prima equazione si ottiene

AM,) = " ay P

N (d+n—k—1
k=0

) Vn > N,
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il cui grado e d — 1. Infatti, osservando

dtn—k—1\ (d+n—k—1)-(d+n—k—2)-(n—k+1)
( d—1 )_ (d— 1)

nd—l

T +p(n),  degp(n) =d—2

si ottiene che il termine di grado massimo in A(M,,) sia

= a -1 _ g9(1) -1
Z(d—kn!”d _(d—1)!”d '

k=0

]

2.3 Polinomio di Hilbert e di Hilbert-Samuel

Definizione 2.3.1. Sia M un R-modulo. Una catena finita di sottomoduli
M:MoDMlDDMnIO

si dice serie di composizione se ¢ una catena massimale o, equivalen-
temente, se M;_1/M; & un modulo semplice per ogni i = 1,...,n. (Un
R-modulo M si dice semplice se gli unici suoi sottomoduli sono 0 e M)

Definizione 2.3.2. Sia M un R-modulo. Si definisce la lunghezza di
M, denotata leng M, come il minimo della lunghezza delle sue serie di
composizione. Se M non ha serie di composizione, si definisce leng M = oo.

Proposizione 2.3.3. Un R-modulo M possiede una serie di composizione
se e solo se M ¢é un modulo Noetheriano e Artiniano. Inoltre, tutte le serie
di composizione hanno la stessa lunghezza.

Osservazione 2.3.4. Siano R un anello Artiniano e M un R-modulo finita-
mente generato. Per (1.1.8) R ¢ Noetheriano. Quindi per (1.1.6) e (1.1.10)
M & un modulo Noetheriano e Artiniano. In particolare, vale la proposizione
precedente.

Proposizione 2.3.5. Sia .4 la classe degli R-moduli di lunghezza finita,
allora la funzione leng : . # — 7 ¢ additiva.

Dimostrazione. Mostriamo che per ogni successione esatta corta di R-moduli

a B
0—=+M—=N-—-P—=0
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sia verificato
lenR M — 16113 N+ lenR P=0.

Siano (M;)o<i<m € (P})o<j<n serie di composizione di, rispettivamente, M e
P. Mappando la prima per « si ottiene
Ima=a(My) Da(M) D Da(M,) =0,
mentre, considerando la controimmagine della seconda per [, si ha
N=p" ()27 (1) D+ D B (Py) =Ker .

Per ipotesi di successione esatta Ima = Ker 3, dunque la seguente e una
serie di composizione di lunghezza m +n

N =B P) > 2 B(P) = a(Mp) D+ a(My) = 0.
Pertanto leng N = n 4+ m e di conseguenza
leng M —leng N +leng P=m — (n+m) +n=0.
O

Sotto opportune ipotesi, ¢ possibile definire la funzione di Hilbert rispet-
to alla lunghezza per i moduli graduati. Ponendo ulteriori restrizioni tale
funzione e polinomiale per n > 0.

Proposizione 2.3.6. Sia R = @, , R, un anello graduato. Siano Ry
un anello Artiniano e R una Rg-algebra finitamente generata. Sia M =
D, M, un R-modulo graduato finitamente generato. Allora M, ¢é un
Ro-modulo finitamente generato per ognin > 0.

Dimostrazione. Per (1.1.8) Ry ¢ Noetheriano e per (2.1.3) lo ¢ anche R,
pertanto M/ e un modulo Noetheriano. Sia N, = @, -, M,,. Poiché M e
Noetheriano, allora N, ¢ finitamente generato su R, diciamo da z1,...,z; €
N,. Poiché N,, = M, @ (D,,~,, M) possiamo scrivere x; = y; + z;, dove
yi € M, e z; € ®m>n M,,.

Mostriamo che y1,...,y; generano M, su Ry. Sia y € M,, C N, allora

Y = QT+ - A Ty,
con a; € R. Possiamo scrivere a; = b; + ¢;, con b; € Ry e ¢; € @,,-o Rm-
Pertanto

t
y=(+e)n+z)+ (bt e)ye+2) =Y by +a,
=1

M,,, e uguagliando i gradi si ha a = 0. Cosi y = 22:1 biy;.
[

con o € P

m>n
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Proposizione 2.3.7. Sia R = @, , R, un anello graduato. Siano Ry
un anello Artiniano e R una Ry-algebra finitamente generata. Sia M =
D,y M,, un R-modulo graduato finitamente generato. Allora leng, M, é
finito per ogni n > 0.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente M, ¢ un Ry-modulo finita-
mente generato. Per (2.3.4) leng, M, ¢ finito poiché Ry ¢ Artiniano. O

Definizione 2.3.8. Sia R = @, , R, un anello graduato. Siano R, un anel-
lo Artiniano e R una Ry-algebra finitamente generata. Sia M = @, M,
e un R-modulo graduato finitamente generato. Si definisce la funzione di
Hilbert come

Hy(n) :=leng, (M,).

Teorema 2.3.9. Sia R =@, R, un anello graduato. Siano Ry un anello
Artiniano e R = Ro[xq, ..., x) conx; € Ry. Sia M = €, , M,, un R-modulo
graduato finitamente generato. Allora esistono hy(X) € Q[X] e N € N tali
che

Hy(n) = hp(n) Vn > N
Inoltre, deg hyr(n) < t—1. Si definisce hyr(n) come il polinomio di Hilbert
di M.

Dimostrazione. Per (1.1.8) Ry ¢ Noetheriano e per (2.1.3) R ¢ Noetheriano.
Per le proposizioni (2.3.6) e (2.3.7) ogni M,, ¢ Ry-modulo finitamente generato
e leng, M,, ¢ finito per ogni n > 0. Per (2.3.5) leng, ¢ additiva sugli Ry-

moduli di lunghezza finita. Per ipotesi R = Rylxy,..., ] con x; € Ry,
quindi possiamo applicare il corollario (2.2.7) e, osservando che nella sua
notazione deg hy(n) =d —1 <t — 1, si ha l'asserto. O

2.3.1 Polinomio di Hilbert-Samuel

Definizione 2.3.10. Una funzione f: N — Q si dice polynomial-like se
esistono N € N e g € Q[X] tali che f(n) = g(n) per ogni n > N. Si definisce
il grado di f come deg f := degg.

Osservazione 2.3.11. Per il Teorema 2.3.9, la funzione di Hilbert Hy/(n) e
polynomial-like.

Definizione 2.3.12. Sia (R, m) un anello locale Noetheriano. Un ideale
I C R si dice ideale di parametri se esiste n € N tale che m" C I C m.

Osservazione 2.3.13. Un ideale I ¢ di parametri se e solo se R/ ¢ Artiniano.



2.3 Polinomio di Hilbert e di Hilbert-Samuel

19

Ora mostreremo che, per ogni modulo finitamente generato su un anello
locale Noetheriano, e possibile definire la funzione di Hilbert sul modulo
graduato associato rispetto alla filtrazione [-adica, con [ ideale di parametri,
in modo tale che sia polynomial-like.

Osservazione 2.3.14. Siano (R, m) un anello locale Noetheriano e I C R un
ideale di parametri. Se M & un R-modulo finitamente generato, allora M /I M
¢ un R/I-modulo finitamente generato, con R/I Artiniano.

Consideriamo l’anello e il modulo graduati associati a R e M rispetto alla
filtrazione I-adica

g, R= 1/, g, M=I1M/IM.
n=0

n=0

Per ipotesi I ¢ finitamente generato su R, allora I/I? ¢ finitamente generata
su R/I. Poiché (I/I*)" = I"/I"*! per ogni n > 0, si ha che gr; R ¢ una R/I-
algebra finitamente generata da ay, . ..,a; € I/I%. Inoltre (I"/I" M /IM =
I"M/I" M, quindi gr; M & un gr; R-modulo finitamente generato. Per
quanto detto e ben definita la funzione di Hilbert

Hg m(n) = leng,; (I"M /I M).

e per (2.3.9) & polynomial-like di grado < ¢ — 1. Osserviamo che se M & un
R-modulo e l'ideale I annulla M, allora M & un R/I-modulo, quindi

leng/; (I"M/I""' M) = leng (I"M/I"' M).

Introduciamo ora la funzione di Hilbert-Samuel. Risultera evidente dalla
dimostrazione del teorema della dimensione che questa presenta vantaggi
rispetto alla funzione di Hilbert.

Definizione 2.3.15. Siano (R, m) un anello locale Noetheriano, I C R un
ideale di parametri e M un R-modulo finitamente generato, si definisce la
funzione di Hilbert-Samuel come

syu(n) :==leng M /1" M.

Dobbiamo ora mostrare che sia ben definita, per farlo utilizzeremo il
seguente lemma.

Lemma 2.3.16. Una funzione f: N — Q é polynomial-like di grado r se e
solo se F'(n) :== f(n+1) — f(n) ¢é polynomial-like di grado r — 1.

Proposizione 2.3.17. Nelle ipotesi e notazioni di (2.5.15):
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1. spa(n) = S0 eng I"M /™M per ogni n > 1, in particolare ¢
finito.

2. sym(n) € polynomial-like e degsya(n) = deg Hg, apr(n) + 1. Inoltre,
nella notazione di (2.5.14) degsry(n) < t. Con un piccolo abuso
di linguaggio, ci riferiremo a sy come al polinomio di Hilbert-
Samuel.

Dimostrazione. Se n = 0, allora s;,(0) = 0. Procediamo per induzione su
n. Sen =1 si ha s;(1) = leng M/IM per definizione. Supponiamo vero
per n e dimostriamo per n + 1. Posta la successione esatta corta

0— I"M/I" " M — M/I"™ M — M/I"M — 0,
per addivita di leng e per ipotesi induttiva si ottiene

leng M /I M = leng I"M/I" ™ M +leng M/I"M
n—1
=lenp I"M/I"™' M+ lenp I"M/I"' M.
=0

Per 'osservazione (2.3.14) sono tutti valori finiti, cosi ¢ dimostrato (1.).
Inoltre

S[VM(TL —|— 1) — S]’M(TL) = ngIM<TL).

Per il lemma precedente, da Hy,, p(n) polynomial-like si ottiene s;p(n)
polynomial-like di grado deg sy a/(n) = deg Hyy, ar(n) + 1. Cosl ¢ dimostrato
anche (2.) O

Proposizione 2.3.18. Siano (R, m) un anello locale Noetheriano e M un
R-modulo finitamente generato. Siano I,J C R ideali di parametri, allora

degsLM = degsJ,M.

Poiché il grado del polinomio di Hilbert-Samuel é indipendente dalla scelta
dell’ideale di parametri, verra denotato con d(M).

Dimostrazione. Sia I C R un ideale di parametri e sia r € N tale che m” C
I Cm. Per ognin >1si ham™ C [" Cm". Quindi

Smm (1) > S1r(n) > S (n).
Siano i rispettivi gradi dei polinomi dy, ds e d3, allora
O(n™) > O(n™) > O(n®).

Poiché d; = d3, ne consegue d; = dy = d3. O
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Teorema 2.3.19. Siano (R,m) un anello locale Noetheriano e I C R un
ideale di parametri. Sia 0 — M’ — M — M" — 0 una successione esatta di
R-moduli finitamente generati. Allora

sy (n) + spur(n) = spu(n) +r(n),

dove r(n) € una funzione polynomial-like di grado minore di d(M) con coef-
ficiente direttore non negativo.

Dimostrazione. Poniamo M/ = M' N I"M, quindi la seguente successione ¢
esatta
0— M'/M, — M/I"M — M"/I'nM" — 0.

Per addivita di lenp si ottiene
S[,M(n) — S[J\/p/(ﬂ) = lenR M//M;l

dunque leng M'/M/ & polynomial-like. Per il lemma di Artin-Rees (2.1.12)
la filtrazione { M), } ¢ I-stabile. Quindi esiste N € N tale che M, = M]_,
per n > N. Dunque per ogni n € N si ha M)y =M NI"™NM D "V
Segue

"M C My =1"My CI"M.

Cio comporta

spar(n+N) =leng M' /TN M’ > leng M' /M), > leng M'/T"M' = s pp(n).

Procedendo come nella proposizione precedente, si dimostra che leng M'/M]
e sy (n) abbiano lo stesso grado e lo stesso coefficiente direttore. Di con-
seguenza r(n) = syyv(n) — leng M'/M], ¢ polynomial-like di grado stret-
tamente minore di degleng M'/M] < s;(n) e positiva per n abbastanza
grande. Ora

sia(n) — spar(n) =leng M' /M) = spap(n) —r(n),
da cui segue sy (n) + sy (n) = spa(n) +r(n). O

Corollario 2.3.20. Siano (R,m) un anello locale Noetheriano, M un R-
modulo finitamente generato e M' C M un suo sottomodulo. Allora d(M') <
d(M).

Dimostrazione. Sia I C R un ideale di parametri. Posta la successione esatta
corta 0 = M’ — M — M /M’ — 0, per il teorema precedente

SI,M/(TZ) + S[VM/M/(TL) = SI,M(n) + T(n)

Poiché degr(n) < d(M), deve essere d(M') < d(M). O
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2.4 Teorema di Dimensione

In questa sezione dimostreremo 'uguaglianza tra il grado del polinomio
di Hilbert-Samuel e la dimensione di un modulo secondo la definizione di
Krull e di Chevalley.

Definizione 2.4.1. Sia M # 0 un R-modulo. Si definisce la dimensione
di M come segue:
dim M := dim R/Ann M.

Se M = 0, si definisce dim M := —1.

Osservazione 2.4.2. Se M = R, allora Ann R = 0. Pertanto dim M coincide
con la dimensione di Krull di R.

Osservazione 2.4.3. Siano R un anello Noetheriano e M un R-modulo non
nullo finitamente generato. Per (1.4.4) esiste p € Ass M. Per (1.4.9) p D
Ann M se e solo se p € Supp M e per (1.4.10) gli elementi minimali in Ass M
e Supp M sono gli stessi. Pertanto

dim M = sup{cohtp |p € Supp M } =sup{cohtp |p € AssM }.

Proposizione 2.4.4. Siano R un anello Noetheriano e M un R-modulo
finitamente generato. Sono equivalenti

1. dim M = 0.
2. leng M ¢ finito.
3. Ogni p € Ass M e massimale.
4. Ogni p € Supp M é massimale.
Osservazione 2.4.5. Sia (R, m) un anello locale Noetheriano. Per (1.4.9)
Supp M/mM =V (Ann M/mM) ={m},

quindi per la proposizione precedente leng M/mM ¢ finito. Per ipotesi m ¢
finitamente generato su R, quindi esistono n € N e ay,...,a, € m tali che
lengp M /mM sia finito.

Definizione 2.4.6. Siano (R, m) un anello locale Noetheriano e M un R-
modulo. Si definisce la dimensione di Chevalley di M come

(M) :=min{n e N|3ay,...,a, €m leng M/(ay,...,a,) <oo}.

Se M = 0, si definisce 6(M) := —1.
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Prima di enunciare il prossimo lemma ricordiamo che il radicale di Ja-
cobson J(R) di un anello, ¢, per definizione, I'intersezione di tutti gli ideali
massimali di R.

Lemma 2.4.7. Siano M un R-modulo finitamente generato e I C R un
ideale contenuto nel radicale di Jacobson J(R). Se IM = M, allora M = 0.

Lemma 2.4.8. Siano py,pa,...,ps, per s > 2, ideali di un anello R, con
p; primo per i > 2. Sia I un ideale di R tale che I C |J;_, pi, allora esiste
1 <1< s tale che I C p;.

Teorema 2.4.9 (Teorema della Dimensione). Siano (R, m) un anello
locale Noetheriano e M un R-modulo finitamente generato, allora

dim M = d(M) = §(M).

Dimostrazione. La dimostrazione consta di tre parti. Osserviamo prima di
tutto che, poiché d(M) & invariante per la scelta dell’ideale di parametri, &
possibile considerare m come ideale di parametri senza perdere in generalita.

(1.) Dimostriamo che dim M < d(M). Osserviamo che cio implica dim M
finito, poiché lo ¢ d(M). Se d(M) = —1, allora esiste N € N tale che
Smar(n) = leng M/m"M = 0 per ogni n > N. Per (2.4.7) M = 0, cosi
dim M = —1.

Supponiamo ora d(M) > 0. Per (1.4.5) Ass M ¢ finito. Per (2.4.3) e
(1.5.5) esiste p € Ass M tale che

dim M = cohtp = dim R/p.

Per (1.4.3) esiste un morfismo iniettivo R/p < M, cosi per (2.3.20) vale
d(R/p) < d(M). Dimostriamo che dim R/p < d(R/p), che comporta

dim M = dim R/p < d(R/p) < d(M).

E sufficiente osservare che per ogni catena di ideali primi p = pg C --- C p,
in R la lunghezza ¢ r < d(R/p). Dimostriamolo per induzione su .

Se r = 0, allora da R/p # 0 segue d(R/p) # —1 e si ha 'asserto. Sup-
poniamo ora sia vero per r — 1 e dimostriamolo per r > 0. Sia a € p; \ p
e consideriamo gli ideali primi q tali che Ra +p C q C p;. Per (1.2.8) sap-
piamo che Ra +p C q se e solo se (R/(Ra + p)), # 0, quindi scegliamo
q € Supp R/(Ra + p) minimale, e per (1.4.10) q € AssR/(Ra + p). Per
(1.4.3) esiste un morfismo inettivo R/q < R/(Ra + p), quindi per (2.3.20)
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d(R/q) < d(R/(Ra + p). A questo punto la catena q C po C --- C p, ha
lunghezza r — 1 e per ipotesi induttiva

r—1<d(R/q) <d(R/(Ra+p)).

Posto su R/p I'endomorfismo di R-moduli a: x — az, la seguente & una
successione esatta

0—=R/p=R/p— R/(Ra+p)—0.
e per (2.3.19) esiste r(n) polynomial-like di grado minore di d(R/p) tale che

Sm,r/p(N) + Sm,R/(Ratp) (M) = Smprsp(n) +1(n).

Pertanto d(R/(Ra + p)) < d(R/p), da cui segue r — 1 < d(R/p) e di con-
seguenza r < d(R/p), ottenendo la disuguaglianza cercata.

(2.) Dimostriamo che d(M) < 6(M). Se 6(M) = —1, allora M = 0
e dM) = —1. Sia ora M # 0 e poniamo r = §(M) < 0, quindi ab-
biamo ay,...,a, € m tali che leng M/(ay,...,a,)M sia finito. Poniamo
I=(ay,...,a,)eQ = I+Ann M. Osserviamo che per (2.4.7) se M/IM = 0,
allora M = 0, giungendo a una contraddizione.

Ora mostriamo che Supp R/Q = {m }. Poiché M/IM = M ®g R/I, per
(1.4.11)

Supp M /IM = Supp M &g R/I = Supp M N Supp R/I.

Per (1.4.9) abbiamo Supp M = V(Ann M) e Supp R/I = V(I e per definizione
di @ vale V(Ann M) NV (1) = V(Q), cosi

Supp M/IM =V (Q) = Supp R/Q.

Per (2.4.4) da leng M/IM segue Supp M/IM = {m} ed ¢ dimostrata I'u-
gaglianza. Di nuovo per (2.4.4) AssR/QQ = {m} e per (1.4.6) @ ¢ ideale di
parametri per R.

Siano R = R/Ann M e Q = Q/Ann M e consideriamo M come R-modulo.
In particolare R & locale e Noetheriano, mentre @ ¢ un ideale di parametri
per R generato dalle classi @i, ..., a,, dove @; = a; + Ann M.

Per (2.3.17) deg 5 ps(n) < r e per il teorema di corrispondenza degli ideali
con l'anello quoziente leng M/Q"M = leng M/Q"M, pertanto sg p(n) =
sg.m(n). Infine si ha

d(M) = degsgn(n) = degsg(n) <r=0(M).
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(3.) Dimostriamo che §(M) < dim M. Se dimM = —1, allora M =0 ¢
d(M) = —1. Dunque, sia M # 0 e procediamo per induzione su r = dim M.

Se dim M = 0, per (2.4.4) leng M ¢ finito, quindi il numero minimo di
a; € m tali che leng M/(ay,...,a,)M < oo & 6(M) = 0.

Sia ora dim M > 0, che per (1.) & finito. Supponiamo la disuguaglianza
sia vera per dimensioni < dim M. Siano py,...,p; € Ass M tutti e soli i
primi associati tali che cohtp; = dim M. Poiché dim M > 0 devono essere
p; C m per ogni ¢ = 1,...,¢, cosl per (2.4.8) m &€ U!_;p,. Possiamo ora
scegliere a € m che non appartenga a U'_,p;, quindi poniamo N = M/aM e
mostriamo che

Supp N C Supp M \ {p1,...,p: }.

Se N, # 0 deve essere M, # 0, quindi Supp N C Supp M. Poiché a ¢ p; e
aM = 0in N, la localizzazione ¢ N,, = 0, cosi p; ¢ Supp N. Per ipotesi p;
sono gli ideali di massima coaltezza in Supp M, pertanto dim N < dim M.
Siar = 0(N), poniamo ay, . .., a, € mtali cheleng N/(aq,...,a,)N sia finito.
Per il primo teorema di isormofismo

M/(a,aq,...,a,)M = N/(aq,...,a,)N,

dunque anche leng M/(a, ay, ..., a,)M ¢ finito e di conseguenza 6(M) < r+1.
Per ipotesi induttiva §(N) < dim N, cosi

SMY<r+1=6(N)+1<dimN +1 < dim M.






Capitolo 3

Dimensione di Anelli Affini

In questo capitolo tratteremo due definizioni di dimensione equivalen-
ti per gli anelli affini, introducendo il concetto di varieta algebrica affine e
mostrando che ad ogni anello affine ne e associata una. Quindi mostrermo
I’equivalenza tra la dimensione geometricamente intuitiva definita su una va-
rieta algebrica affine e il grado del polinomio di Hilbert-Samuel dell’anello
affine associato localizzato in punto.

D’ora in poi con k verra indicato un campo algebricamente chiuso.

3.1 Lemma di Normalizzazione di Noether

Definizione 3.1.1. Un dominio di integrita A si dice k-algebra affine se ¢
un’algebra finitamente generata su un campo k. In simboli

dry,...,x, € A A=Fk[xy, ... z,).

Se non ¢ richiesto specificare il campo k, ci riferiremo ad A come anello
affine.

Osservazione 3.1.2. Sia A = k[xq,...,x,] un anello affine, allora esiste p C
k[Y1,...,Y,] ideale primo nell’anello dei polinomi in n indeterminate tale che
A= kY1, ..., Y,]/p. Definito il morfismo di valutazione

e kY, Y] — kl[zy, .o 2
p(Y1,....Yn) — plxy,...,z,)

si ha A = k[Yy,...,Y,]/ ker ¢, in particolare ker ¢ ¢ un ideale primo poiché
A ¢ un dominio di integrita.

27
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Notazione 3.1.3. Siano Y7, ...,Y,, indeterminate e a = (ay, ..., a,), con q;
intero. Definiamo Y* := Y™ ... Y9,

Lemma 3.1.4. Sia % = { Y },_, una famiglia finita di monomiinYy,...,Y,
indeterminate. FEsistono interi positivi r1,...,7n_1,7n = 1 tali che la fun-
zione

p: Y — N
Yo — > rra

sia iniettiva. Quvero, sia tale che

n n
(o % 7é Qa; - E Tk 7§ E TrQjk-
k=1 k=1

Dimostrazione. Dimostriamo 1’asserto per induzione su n. Per n = 1 ogni
monomio in % ¢ della forma Y* = Y/" | quindi per r, = 1 & verificato.
Supponiamo vero ’enunciato per n — 1 e dimostriamolo per n > 0. E

. . . . . /
possibile scrivere ogni monomio come Y* = Y'Y dove o = (0,aq,...,a,).
. N . . . / . .
Otteniamo cosi una famiglia finita &’ = {Y*% }._; di monomi nelle n — 1
indeterminate Y5, ...,Y,. Per ipotesi induttiva esistono ro,..., 7, 1,7, = 1

tali che p': %’ — N sia iniettiva. Scegliamo un intero

ry > max p'(Y).
ye'ey!

Siano o, # a; in %, per fissare le idee sia a;; > a;;. Si ha
- - / o / .
Zrkaikzzrka]’k — Tl(Gil—Gj1)+P(Y )= p(Y%)=0.
k=1 k=1

Se a; = a1, allora p(Y*) — p(Y%) = p/(Y) — p/(Y9) # 0. Altrimenti, se
;1 # aj1, si ha ;1 — aj1 Z 1. Per definizione di 1
ri(an —an) > p'(Y9)(an — ajn) > p/(Y).
Applicando la disuguaglianza nella prima equazione si ottiene
ri(an — az) + 0/ (Y™) = p/(Y®) > p/(Y9) + 0/ (Y) = p'(Y™)
= p/(Y) > 0.
O

Teorema 3.1.5 (Lemma di Normalizzazione di Noether). Siano A un
anello affine e Iy C --- C I, una catena di ideali propri di A non nulli.
Esistono n € N ed elementi x1,...,z, € A algebricamente indipendenti su k
tali che siano soddisfatte le sequenti condizioni:
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1. A éintero su B = klxy, ..., z,].
2. Perognii=1,...,r esiste h; intero positivo tale che I; B sia generato
da 1, ...,z come ideale di B.

Dimostrazione. La dimostrazione procede in quattro punti.

(i) E sufficiente studiare il caso in cui A = k[Y1,...,Y,,] sia un anello di
polinomi. Sia A" = k[xy,..., 2, un anello affine, per 'osservazione (3.1.2)
A = AL, dove A" = Kk[Y1,...,Y,] e 1) ¢ un ideale primo. Nella stessa
notazione, posto I/ = ¢~ !(I;), otteniamo in A’ la catena di ideali propri

ILcnc---ClI.

Supponiamo che valga il teorema per A’, allora esistono zy,...,z, € A’
algebricamente indipendenti su k tali che A’ sia intero su B’ = k[xy, ..., z),]
e per ogni i = 0,...,r esiste h; intero positivo tale, che come ideale di B’,

LNB = (z,...,2},).
Poiché gli ideali formano una catena per I'inclusione, per 0 < ¢ < j si ha
ho < h; < h;. Posto B = p(B') = klp(z)),...,¢(z),)], poiché ¢(I)) = 0
deve essere p(2}) = -+ = ¢(z},,) = 0, quindi
B =k[zpgi1, - Tm), x; = p(z}).
Poiché A’ ¢ intero su B’, dalla suriettivita di ¢ si ha A intero su B. Inoltre

LNB=o(I;NB)=p((z,...,7,)) = @ngt1,-- - Tn,)-

Ora dimostriamo il teorema per A anello di polinomi. Procediamo per in-
duzione su r.

(ii) Sia r = 1. Consideriamo ora il caso in cui Iy = (x;) = z,4 sia
un ideale principale, con z; ¢ k poiché ideale proprio. Per assunzione di
A = k[Y1,...,Y,] come anello di polinomi, x; = g(Y3,...,Y,,) & polinomio
non costante a coefficienti in k. Dimostriamo che esistono interi positivi r;,
per i =2, ..., m, tali che A sia intero su B = k[xy, ..., z,,], dove

Q?i:}/;—}qTi, 222,,771

Poiché gli x; sono interi su B, se mostriamo che Y] ¢ intero su B, allora ogni
Y; e intero su B, cosi A ¢ intero su B.
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Si osservi che da x; = ¢g(Y3,...,Y,,) si ottiene la relazione
g Y, o+ Y% e+ Y™) — 2 =0,

Scrivendo il polinomio g (nella notazione di (3.1.4)) come somma finita di

monomi Y ¢,Y% con o = (ay,...,a,), ca € k, ¢o # 0, la relazione diventa
D7 o,V (w2 £ Vi) (o 4 Y{T) 0 — 0 =0, |J] < oo,
jeJ

Definiamo f(a) = a3 + agra + - - - + @y, € scegliamo gli r; tali che gli f(ay)
siano a due a due distinti. Tali r; esistono per il lemma (3.1.4). Esiste ed ¢
unico 3 € { a; },; che massimizzi f rispetto agli a;. Scrivendo la relazione
come polinomio in Y7, diventa

cingf(B) + Z pi(T1, .. 2,)Y] =0,
J<f(B)

quindi, dividendo per cg, segue che Y] sia intero su B. Come abbiamo osserva-
to sopra, A = k[Y;,...,Y,,] & intero su B = k[xy, ..., z,,]. Cosi & dimostrato
il punto (1) dell’enunciato per I; ideale principale.

Poiché B C A e una estensione intera di domini di integrita, si ha
Frac B C Frac A estensione algebrica di campi. Poiché zy,...,2,, & k e
k e algebricamente chiuso, sono trascendenti su k. Per trdeg; Frac A =m e
(1.6.16) ne consegue che z1,...,x,, sono algebricamente indipendenti su k.
Inoltre B ¢ isomorfo a un anello di polinomi in n indeterminate.

Mostriamo che [1NB = (z1) = 1 B. Da I} = x1A segue x1B C 1A = I,
quindi 1B C 1N B. Siaorat € Iy N B, allora t = xyu con u € A, per-
tanto dividendo per z; si ottiene u € A N Frac B. Poiché B e isomorfo a un
anello di polinomi, allora &€ un dominio a fattorizzazione unica e per (1.3.8)
e integralmente chiuso. Poiché A e intero su B, si ha dunque u € B. Cosi
x1AN B = 1B ed ¢ dimostrato il punto (2) per I; ideale principale.

(111) Sia r = 1, mostriamo il caso per I; ideale proprio qualsiasi. Procedi-
amo per induzione su m. Se m = 0 non c’e niente da dimostrare. Per m =1
si ha che A = k[x] & un dominio a ideali principali e ci si riconduce al punto
(7). Sia vero I'enunciato per m — 1 e dimostriamolo per m > 0.

Sia z7 € I; non nullo, allora z; ¢ k in quanto I; ideale proprio. Per il
punto (i) esistono to, ..., t,, € A tali che xq,ts,...,t, siano algebricamente
indipendenti su k, A sia intero su C' = k[zy,ts,...,t,] e 11 ANC = 2,C.

Consideriamo 'anello affine k[to, . . ., t,,] e il suo ideale proprio I1Nklta, . . ., tm],

per ipotesi induttiva esistono s, ..., x, € k[t ..., t,] algebricamente in-
dipendenti su k tali che k[to, ..., t,] sia intero su k[zq, ..., x,] ed esiste un
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intero 2 < h < m tale che

(]1ﬂk[tQ,...,tm])ﬂkﬁ[l‘g,...,l’m] :]1ﬂk}[1'2,...,l’m] = (1]2,...,1’}1).

Poniamo B = k[x1, za, ..., &y]. Poiché k[ty, ..., t,] € intero su klxg, . .., Ty,
allora C' ¢ intero su B. Da A intero su C' ne consegue che A sia intero su
B. Cosi & dimostrato (1). Per I'indipendenza algebrica di x1, ..., z,, su k si

procede come in (7). Ora, poiché I O x1A D x1B,
LNB=x1B+ L Nklxy,...,zn =x1B+ (x9,...,24) = (T1,...,23).
In questo modo e dimostrato anche (2).

(iv) Ora supponiamo l’enunciato sia vero per r — 1 e dimostriamolo per
r > 0. Ricordiamo che A = k[Y},...,Y,,] ela catena e I, C --- C I,.

Consideriamo la sottocatena Iy C --- C I,_1, per ipotesi induttiva esistono
t1,...,t, € A algebricamente indipendenti su k tali che A sia intero su
Elti,... t,] e per ognii = 1,...,r — 1 esiste un intero positivo h; tale che,
come ideale di k[ty,. .., ],

LNE[ty,. . tw] = (t,. .. th,).

Sia s = h,_;. Consideriamo l'anello affine k[tsy1,...,t,] e il suo ideale
proprio I,Nk[tsi1, ..., tm]. Per (i) esistono xgi1, ...,y € kltsi1, ..., tn] al-
gebricamente indipendenti su & tali che k[tsy1, . .., t,] siaintero su k[zsiq, . .., Ty
ed esiste un intero positivo s + 1 < h, < m tale che, come ideale di

Elxsit, .. Tm),

L NE[xsir, . o T = (Tsg1,y oo, Thy ).
Si ottiene che k[ty, ..., t,] sia intero su B = k[tq, ..., ts, Tsi1, ..., Tm], quindi
A ¢ intero su B. Cosi ¢ dimostrato (1). Poniamo z; = ¢; per i = 1,...,s.
Procedendo come in (i) si dimostra che xi,...,z,, siano algebricamente

indipendenti su k.
Ora mostriamo che vale (2). Sia 1 <i <r — 1, allora

]iﬁO:@l,...,thi)C:(171,...,1‘}”)0 — $17...,Ihi€Ii,

pertanto I; N B D (xy,...,xp,)B. Sia ora x € (I; N B), ¢ possibile scriverlo
in modo unico come

_ ( )zl ... Gh
r = Cal...ahi pal...ahi Thi41y---5Tm) Ty xhi .
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Sia p = po._.o, poiché I; N B D (x1,...,x,,)B ed & un gruppo abeliano, deve
essere p € I;. Cosip € I; Nk[zp,11,--.,Tm] =0, infatti

Ii N k:[xh#l,. .. ,l’m] Q Il N k[thi—&-lw .. ,tm]
:]chmk[thl_trl,,tm]
= (tl, ‘e ,thz)Cﬂ k[thﬂrla ‘e ,tm] - 0

Deve quindi essere I; N B = (x1,...,x,,)B. Sia ora ¢ = r. Per ipotesi
iy sxpy,_ €Ly Cloexy 41,...,2p, € I, quindi [,NB 2 (xy,...,x,)B.
Per ipotesi I, N k[zp,.+1,...,Tm] = 0, quindi procedendo come per i < r si
ottiene I, N B = (x1,...,2,)B e si ha I'asserto. O

Corollario 3.1.6. Sia A un anello affine. Se A é un campo, allora k C A ¢
un’estensione di campi finita.

Dimostrazione. Per ipotesi A = k[zy,...,x,] e per il lemma di normaliz-
zazione di Noether esistono tq,...,t, € A algebricamente indipendenti su k
tali che A sia intero su B = k[t;,...,t,]. Sia b € B, allora b~' € A e per
ipotesi esistono ag,...,a,_1 € B tali che

b "+ )" oy -+ b +ag =0,
moltiplicando per b"~! otteniamo
b = —(p1 4 ban_o+ -+ 0" 2 + 0" ) € B.
Quindi B ¢ un campo e t; ' = p(ty,...,t,) per ogni i = 1,...,7, cosi

tip(ty, ..., t,) —1=tt;' —1=0,

(2

contraddicendo l'indipendenza algebrica di ti,...,t, su k. Pertanto r =
0. Cosi k C A ¢ estensione algebrica e, per l'ipotesi di A anello affine, ¢
finita. O

Teorema 3.1.7. Siano A un anello affine e p C A un ideale primo, allora
dim A = ht p + coht p.

Dimostrazione. Per il teorema di normalizzazione di Noether (3.1.5) esistono
Z1,...,x, € A algebricamente indipendenti su k tali che A sia intero su
B = k[z1,...,x,] ed esiste 1 < h < n tale che pN B = (y1,...,yn) come
ideale di B. Osserviamo che B/(p N B) = klxpi1,...,2,] e per (1.5.7) si
ottiene cohtpN B = dim B/(p N B) = n — h. Per (1.5.9) cohtp = coht p N B,
quindi htp + cohtp = h + (n — h) = n = dim A. O
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Teorema 3.1.8. Sia A un anello affine, allora
dim A = trdeg,, Frac A.

Dimostrazione. Per il lemma di normalizzazione di Noether (3.1.5) esistono
Z1,...,x, € A algebricamente indipendenti su k tali che A sia intero su

klxy,...,z,). Per (1.5.8) dim A = dim k[xy, ..., z,] e per (1.5.7)
dimk[zq,...,2,) =n+dimk =n,

quindi dim A = n. Sia F' = Frack[zy,...,x,], da k[z1,...,2,] C A esten-
sione intera di anelli, segue F' C Frac A estensione algebrica di campi. Per
(1.6.16) trdeg, Frac A = trdeg, FF = n. Se ne deduce che dimA = n =
tr deg;, Frac A. O

3.2 Varieta Algebriche Affini

In questa sezione presenteremo la definizione di varieta algebrica affine
su un campo k algebricamente chiuso. Quindi mostreremo che ad ogni anello
affine e associata una varieta algebrica affine.

Definizione 3.2.1. Sia S C k[Xy,...,X,] un sottoinsieme dell’anello dei
polinomi in n indeterminate su k. Si definisce insieme algebrico affine di
k™ un sottoinsieme della forma

Z(S)=A(a,...,a,) € " | f(as,...,a,) =0 VfeS}.

Osservazione 3.2.2. Sia I 'ideale generato da S, allora Z(I) = Z(S). Quindi
gli insiemi algebrici affini di £ sono tutti della forma Z(I), con I ideale di
E[ X1, ..., X

Osservazione 3.2.3. Per il teorema della base di Hilbert, ogni ideale I C
k[X1,...,X,] & finitamente generato.

Proposizione 3.2.4. Siano I,J C k[X,, ..., X,] ideali e { 1, } ., una famiglia

di ideali di k[X1,...,X,).
1. 8e 1 C J, allora Z(I) 2 Z(J).
2. Z(0) = k" e Z(k[xy, ..., x,]) = 0.
3. Z(1J)=2Z(INJ)=Z(I)UZ(J).
4 Z(aenta) = Naea Z(La).
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Dimostrazione. (1.) Ogni p € Z(J) annulla ogni f € J D I. Dunque
pe Z(I).

(2.) Per ogni p € k™ si ha O(p) = 0 e 1(p) = 1 # 0. Quindi esiste
f € klz1, ..., x,] tale che f(p) # 0 per ogni p € k™.

(3.) Per (1), da IJ C INJ C I, J segue Z(1.J) D Z(INJ) D Z(I)UZ(.J).
Siap ¢ Z(I)U Z(J), dunque esistono f € I e g € J tali che f(p), g(p) # 0.
Cosi (fg)(p) #0e fg e IJ. Quindi p ¢ Z(1J).

(4.) 1o € > pepla per ognia € A, quindi Z(Y .5 Ia) € (yen Z(1a) per
(1). Sia p € Nyen Z(1a), per definizione ogni f € >, 5 I, € somma finita di
elementi in I,, quindi f(p) = 0 e si ha 'altra inclusione.

[

Osservazione 3.2.5. Dai punti (2.), (3.) e (4.) segue che gli insiemi algebrici
affini di £™ verificano gli assiomi per la famiglia dei chiusi di una topologia
su k™.

Definizione 3.2.6. Definiamo la topologia di Zariski su k" come la topolo-
gia i cui chiusi sono gli insiemi algebrici affini di &".

La topologia di Zariski e indotta da k™ su ogni suo insieme algebrico affine
X C k"

Definizione 3.2.7. Sia X C k™ un insieme algebrico affine, definiamo in
k[X1,...,X,] lideale

I(X)={feklXy,....X,] | flar,...;an) =0 V(ai,...,a,) € X }.
Si definisce anello delle coordinate di X 'anello quoziente
AX) = k[Xq,..., X,]/1(X).
Se I(X) ¢ un ideale primo, X si dice varieta algebrica affine.

Osservazione 3.2.8. L’anello delle coordinate di una varieta algebrica affine
e un anello affine.

Definizione 3.2.9. Siano R un anello e I C R un ideale, si dice radicale
di / l'ideale
VIi={zeR|3IneN z"ecl}.

Un ideale I di R si dice ideale radicale se [ = /1.
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Osservazione 3.2.10. Per ogni insieme algebrico affine X C k" 'ideale I(X)
¢ radicale. Sia f" € I(X) per qualche n € N. Per ogni p € X si ha

(f")(p) = f(p)" =0, cosi f(p) =0e f € I(X).

Proposizione 3.2.11. Siano R un anello e I C R un ideale, allora /T ¢
l'intersezione di tutti gli idealt primi di R contenenti I.

Teorema 3.2.12 (Nullstellensatz). Sia [ C A = k[X1,...,X,] un ideale,
allora 1(Z(I)) = V1. In particolare esiste una corrispondenza biunivoca

{I C A ideale radicale} <+— {X C k" insieme algebrico affine }
I — Z(I)
I(X) — X

Dimostrazione. Sia f € /I, allora f* € I per qualche n € N. Per ogni
p € Z(I) siha (f*)(p) = f"(p) =0, pertanto f(p) =0. Segue f € I(Z(I)) e
I'inclusione /I C I(Z(I)).

Ora sia f ¢ /I, allora esiste p C A ideale primo contenente I tale che
f¢yp. Dunque A/p = k[X,---,X,], dove X; = X; +p. Posto f = f +p €
A/p, consideriamo la localizzazione di A/p in {1/f"}

B = (A/p)[1/f] = k[(X1/1), ..., (Xa/1), (1/f))-

Sia m un ideale massimale di B, allora k& C B/m & un’estensione di campi
e B/m ¢ un anello affine. Per (3.1.6) questa estensione ¢ algebrica, e dalla
chiusura algebrica di k segue k = B/m. La composizione dei morfismi A —
A/p — B — B/m = k mappa ogni X; — a; € k, quindi ogni p € A —
plai,...,a,). Alloral — 0e f — «a # 0, ottenendo infine (a4, ..., a,) € Z(I)
e f¢1(Z(I). Cosi VI=1(Z(I)).

Mostriamo che le mappe I — Z(I) e X +— I(X) sono una linversa
dell’'altra. Per quanto appena visto I(Z(I)) = /I = I. Sia ora X = Z(J),
con J ideale di A, dunque J C I(X). Allora X C Z(I(X)) C Z(J)=X. O

Osservazione 3.2.13. 11 Nullstellensatz stabilisce una relazione biunivoca tra
gli ideali primi di k[X3,...,X,] e le varieta algebriche affini. Quindi se A
¢ un anello affine, per (3.1.2) ¢ della forma A = k[Xy,...,X,]/p, con p
ideale primo di k[Xi,...,X,]. Per il Nullstellensatz p corrisponde a una
varieta algebrica affine Z(p) in £”. Quindi ¢ possibile associare ad ogni anello
affine una varieta algebrica affine. Segue dalla teoria della decomposizione
primaria che ogni ideale radicale I ¢ intersezione dei suoi primi minimali
associati. Le varieta algebriche affini corrispondenti a questi primi minimali
sono contenuti in Z(I) e si dicono le sue componenti irriducibili. Quindi ogni
insieme algebrico affine ¢ I'unione delle sue componenti irriducibili.



36

3. Dimensione di Anelli Affini

Ora ci accingiamo a definire le mappe che ci interessa considerare come
morfismi tra varieta algebriche affini, con un approccio locale e non mera-
mente globale.

Definizione 3.2.14. Sia X C k™ una varieta algebrica affine e U C X un
aperto. Una funzione f: U — k si dice regolare se per ogni p € U esistono
V C U intorno di p e g,h € A(X), con h # 0 su tutto V, tali che

=9
flv=731,

Denotiamo con Ox(U) 'insieme delle funzioni regolari su U.

Definizione 3.2.15. Siano X C k" e Y C k™ varieta algebriche affini. Una
funzione f: X — Y si dice morfismo di varieta algebriche affini se e
continua per la topologia di Zariski e per ogni U C Y aperto ¢ € Oy (U) =
po feOx(fH(U)).
Osservazione 3.2.16. Siano X C k™ e Y C k™ varieta algebriche affini e
fi, o fm € k[Xq, ..., X,] tali che la mappa ¢: p— (f1(p),..., fm(p)) veri-
fichi (X) C Y. Allora ¢: X — Y & un morfismo di varieta algebriche affini.
Poniamo il morfismo di anelli

du: kY1,....Yn] — k[Xi,..., X))

p(}/laaym) L p(fla?fm)

Ogni chiuso in Y per la topologia di Zariski € un insieme algebrico affine
Z C Y. Per il Nullstellensatz (3.2.12), ¢ € Z se e solo se per ogni g € 1(Z) si
ha ¢g(q) = 0 e per il teorema della base di Hilbert I(Z) = (g1, ..., ¢g,), quindi

p(Z)={peX|g(ep)=0 Vi=1..r}
—{peX |oulg)p) =0 ¥i=1,...r}
= Z((¢#(91); - s 04 (9r)))-
Pertanto ¢~ '(Z) ¢ un chiuso di X e ¢ ¢ continua. Siano U C Y un aperto

e € Oy(U). Sia p € ¢~ (U), per ipotesi esistono V C U intorno aperto di
o(p) e g,h € A(Y), con h # 0 su tutto V, tali che

9
ol =3,
Quindi su ¢~(V), intorno aperto di p, si ha
goo ¢4(9)
@ o ¢|¢>—1 V) = = )
Y sy P,

dove ¢4(g),du(h) € A(X) e ¢pyu(h) # 0 su tutto ¢~ (V) per costruzione,
pertanto p o ¢ € Ox (¢~ H(U)).
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Ora definiremo la dimensione di una varieta algebrica affine da un punto
di vista geometricamente intuitivo, che verra giustificato con una conseguenza
del lemma di normalizzazione di Noether. A seguire verra dimostrata, grazie
al Nullstellensatz, 1’equivalenza tra la dimensione globale e locale per una
varieta algebrica affine. Infine verra applicato il teorema della dimensione
per ottenere una definizione di dimensione equivalente a quelle illustrate, ma
puramente algebrica e legata al polinomio di Hilbert.

Definizione 3.3.1. Sia X C k™ una varieta algebrica affine, si definisce la
dimensione di X come

dim X := trdeg, Frac A(X).

Il Nullstellensatz stabilisce una corrispondenza naturale tra i punti di una
varieta algebrica affine e gli ideali massimali del suo anello delle coordinate.

Proposizione 3.3.2. Dati un insieme algebrico affine X C k™ e un punto
p=(ay,...,a,) € X, poniamo

my, = (X7 —ay,..., X, —ay).

Per ogni ideale massimale m C k[X;, ..., X,,] esiste p € X tale che m = m,,.
In particolare, esiste una corrispondenza biunivoca (con un lieve abuso di
linguaggio, indichiamo con Z(m) = Z(m,) il singolo punto p)

X <+ {m/I(X) C A(X) ideale massimale }

p m,,/1(X)
Z(m) <+— m/I(X)
Dimostrazione. Per la corrispondenza tra gli ideali massimali di k[ X7, ..., X,)]

contenenti /(X)) e gli ideali massimali di A(X) = k[Xy,..., X,]/I(X), ¢
sufficiente studiare il caso per I(X) = 0, quindi X = k".

Ogni ideale massimale m ¢ radicale, quindi per il Nullstellensatz (3.2.12)
I(Z(m)) =m. Se p € Z(m), allora m C m, e per massimalita m = m,,. Cosi
e dimostrata anche la suriettivita.

Poiché k[X,...,X,]/m, = k, deve essere m, ideale massimale. Siano
p,p € k™ distinti, allora a; # a} per qualche 1 <1i < n. Pertanto X;—a; ¢ m,
e X; —a; ¢ m,, cost m, # m,. Per quanto detto la mappa ¢ iniettiva. ]

Mostriamo che, per il lemma di normalizzazione di Noether (3.1.5), la
definizione di dimensione data per le varieta algebriche affini non presenta
patologie.
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Definizione 3.3.3. Siano X C k"™ e Y C k™ varieta algebriche affini, un
morfismo f: X — Y si dice a fibre finite se per ogni p € Y la fibra f~*(p)
e finita.

Proposizione 3.3.4. Sia X C k™ una varieta algebrica affine di dimensione
dim X = r, allora esiste un morfismo suriettivo a fibre finite f: X — k.

Dimostrazione. Consideriamo 'anello delle coordinate di X

e poniamo x; = X; + I(X), quindi A(X) = k[z1,...,2,). Per il lemma
di Normalizzazione di Noether (3.1.5) esistono y,...,y, € A(X) algebrica-
mente indipendenti su k tali che A(X) sia intero su B = k[yy, ..., ys]. Poiché
trdeg, Frac A(X) = r e lestensione di campi Frac B C Frac A(X) & alge-
brica, per (1.6.16) trdeg, Frac B = r; pertanto s = r. In particolare y; =
yi(z1, ..., x,), quindi possiamo definire la mappa ¢: p — (y1(p), ..., y-(p)).
Consideriamone la restrizione a X, sia

fi X — k"
p (yl(p)a"‘vyT(p>)

Per l'osservazione (3.2.16) ¢ un morfismo. Mostriamo la suriettivita. Sia
q=(b1,...,b,) € k", per (3.3.2) ¢ associato a un ideale massimale m, C B.
Poiché B C A(X) & un’estensione intera, per il going-up theorem (1.3.9)
esiste un ideale primo p C A(X) che giace su m,, ovvero m; = p N B. Per
massimalita di m, deve essere p massimale, quindi di nuovo per (3.3.2) esiste
p=(ai,...,a,) € X tale che p = m,. Osserviamo che per ogni j =1,...,r

yi — by = W (xy, .. w) (@) —ay) + -+ B (21, ) (2, — ay).
Valutando in p si ha
yi(p) = b = W) (@1(p) — ar) + - + hu(p) (2n(p) — an) = 0,

pertanto y;(p) = b; e di conseguenza f(p) = ¢. Ora mostriamo che per ogni
q € k" la fibra f~!(q) sia finita. Poiché A(X) & intero su B, per ogni z; vale
la relazione

[Ef +gz—1(y17 cee 7y7’)xlz§_l + e +gi(y17 s 7y7‘)xi +gg)<y17 s 7y7‘) = 07

ovvero

X;_ng—l(yl? s 7yT)Xf_1+' : +gi<y1a s 7yr)Xl+g(Z)<y17 s 7?/1”) = Gi(Xla s 7XTL)7
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con Gi(Xy,...,X,) € I(X). Siano q € k" e p € f~!(q), allora y;(p) = b; e
X;(p) = a;, quindi per ognii=1,...n

Gi(p) = ai + g, ()™ + - + gi(q)a; + gi(q) = 0.

Posto . . .
g(T) =T+ gi_ ()T " + -+ g ()T + gi(q) € k[T,

per il teorema fondamentale dell’algebra ha un numero finito di radici, sia
Z; 'insieme costituito da esse. Quindi p € Z; X --- X Z,, che & un insieme
finito. Ne consegue f~!(q) finito. O

Ora e possibile dimostrare il legame tra la definizione di dimensione data
in (3.3.1) e il grado del polinomio di Hilbert-Samuel, quindi del polinomio di
Hilbert, rispetto alla localizzazione dell’anello delle coordinate in un qualsiasi
punto della varieta algebrica affine.

Proposizione 3.3.5. Sia X C k™ una varieta algebrica affine, per ogni
pe X
dim A(X) = dim A(X)mp/I(X) = d(A(X)mp/[(X)).

Dove d(A(X )m,/1(x)) € il grado del polinomio di Hilbert-Samuel.

Dimostrazione. Poniamo m = m,/I(X). Per ipotesi A(X) ¢ un anello affine,
quindi per (3.1.7) si ha dim A(X') = ht m+coht m. Per massimalita coht m =
0 e per (1.5.5) vale dim A, = htm. Infine dim A(X) = dim A(X)y,. Per
(1.2.7) A(X)n € un anello locale, cosi per il teorema della Dimensione (2.4.9)
e (2.4.2) si ha dim A(X)y = d(A(X)n), da cui segue 'asserto. O
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