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Introduzione

Il presente lavoro si colloca in un ampio percorso che ha visto diversi studi
interessati nella problematica del traffico urbano, e quindi delle congestioni stra-
dali (Takashi Nagatani, The physics of traffic jams), il cui impatto nella qualitá
della vita nelle grandi cittá é diventato sempre piú rilevante con il processo di
urbanizzazione. Dalle prime ricerche compiute, risalenti alla prima metá del 900,
e aventi come oggetto di studio la singola strada, il ricorso alla modellizzazione
matematica di recente si é sviluppato in particolar modo per quel che concerne
la rete urbana.
Le problematiche che si incontrano affrontando il contesto delle reti urbane si
possono riassumere sinteticamente innanzitutto nella mutevolezza del flusso del
traffico nell’arco della giornata. In secondo luogo nell’esistenza di punti critici
variabili nel corso del tempo. Incidenatmente puó accadere che si verifichino
eventi eccezionali dovuti tanto all’ambiente naturale, quanto sociale.
Ogni modello nella sua natura riduzionista consente di prendere in esame alcune
problematiche specifiche e la scelta di operare in modo selettivo risponde alla
complessità del fenomeno.
Con queste indicazioni di metodo si é pensato di concentrarsi sullo studio degli
effetti delle fluttuazioni endogene dei flussi di traffico in una stradale di tipo
Manhattan.
Per modellizzare il traffico utilizzeremo un sistema dinamico, nel quale la velo-
citá ottimale si basa sulla relazione del Diagramma Fondamentale postulato da
Greenshields (1935), Fig.(1.1).
Fondamentali per le nostre scelte sono stati gli studi sulla rete di Carlos F. Da-
ganzo e Nikolas Geroliminis e i risultati di Nils Berglund per quanto concerne la
parte analitica della tesi.
C. F. Daganzo e N.Geroliminis si sono occupati dell’approssimazione analitica
per il Diagramma Fondamentale nel traffico urbano, mostrando che esistono cit-
tá con bassa dispersione ed é servito al nostro studio per giustificare la scelta
della velocitá ottimale utilizzata nel modello.
N. Berglund si é interessato alla teoria delle perturbazioni stocastiche nei siste-
mi dinamici, in particolar modo ci siamo serviti dei risultati ottenuti sul tempo

1



INDICE

medio di transizione di una particella tra i minimi locali in uno scenario di po-
tenziale.
Nel capitolo 1 introduciamo il nostro modello partendo dalla descrizione della re-
te urbana analizzata, per poi passare alla descrizione della dinamica e alla scelta
del modello per la velocitá ottimale. Abbiamo inoltre fatto un preliminare studio
sugli equilibri del sistema, quando esso non é soggetto ad alcuna perturbazione.
Nel capitolo 2 consideriamo la dinamica di una singola strada della rete e ne ab-
biamo studiato gli effetti di diverse tipologie tipi di perturbazioni: perturbazioni
sul numero di particelle e perturbazioni sul flusso, variabili sia per intensitá che
per durata, per poi studiarne la stabilitá.
Nell’ultimo capitolo studiamo l’intera rete. Utilizzando i risultati ottenuti nei
capitoli precedenti, ci siamo inizialmente chiesti come una perturbazione sulla
singola strada potesse influenzare l’intera rete. Abbiamo studiato la correlazione
tra le strade e poi perturbato l’intera rete e osservato che il tipo di distribuzione
del rumore ottenuto ha le caratteristiche del rumore bianco. Abbiamo quindi
descritto la dinamica della rete tramite equazioni differenziali stocastiche e, gra-
zie ai risultati di N. Berglund sui tempi di transizione, siamo giunti a prevedere,
in campo probabilistico, i tempi di congestionamento della rete.
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Abstract

In questa prima sezione introdurremo il modello scelto per lo studio
della dinamica del traffico su una rete stradale.
Alla base del modello vi é la dinamica sulle strade definita utiliz-
zando l’Optimal Velocity Model secondo cui la velocitá di un veicolo
dipende dalla distanza del veicolo stesso e il veicolo che lo precede
conformemente ad una relazione non lineare che tende a zero quan-
do i veicoli sono attaccati e tende ad una velocitá limite quando la
distanza tra i veicoli diventa infinita.
Di conseguenza possiamo definire una relazione tra il flusso e la den-
sitá media su una strada, detto Diagramma Fondamentale: questo
diagramma é utilizzato per caratterizzare i regimi di flusso di traffico
(libero o congestionato) di una strada.
É stato fatto un grosso lavoro sperimentale per misurare il diagram-
ma fondamentale nella dinamica autostradale (Greenshields (1935))
ma le misure mostrano una grande dispersione nella parte instabile
del diagramma (dopo il massimo locale). Tuttavia si è trovato empi-
ricamente per la città di Yokohama che una tale relazione con bassa
dispersione esiste (Geroliminis & Daganzo 2008).
Per modellizzare la rete stradale ci serviremo della teoria dei grafi
(Frank Kelly, The Mathematics of Traffic in Networks), e in parti-
colar modo considereremo il grafo duale della rete, ossia il grafo che
ha per nodi le strade, e i cui link orientati esprimono la possibilitá di
transitare da una strada ad un’altra.
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Capitolo 1. Descrizione del modello

Figura 1.1: Velocitá corrispondente ad una data densitá media. Curva ottenuta
sperimentalmente da Greenshields in A Study Of Traffic Capacity, 1935

1.1 Introduzione della dinamica
Modellizziamo la rete stradale come sistema dinamico su un network.

Consideriamo un impianto stradale ortogonale composto da r strade: r
2
orizzon-

tali e r
2
verticali.

In questo impianto individuiamo s punti di intersezione che definiamo nodi, cioé
gli incroci.
Dunque il numero di strade e il numero di nodi saranno legati dalla relazione

r = s(s− 1).

Nel network ad esso associato le strade prendono origine da un nodo ed hanno
come termine il nodo successivo.
Prevedendo la percorribilità delle strade in entrambi i sensi di marcia, il numero
dei collegamenti possibili tra i nodi diviene doppio rispetto al numero delle strade.
Denotiamo con K il numero di collegamenti totali, ossia K = 2r.
Il network di cui ci serviremo sará il network duale, nel quale i nodi rappresentano
le strade, e i link orientati collegano le strade separate da un unico incrocio
e tali per cui il senso di marcia delle strade permetta il proseguimento: non
considereremo inversioni di marcia.

Procediamo ora con il descrivere la dinamica del sistema:
ognuna delle strade verrà denotata con k e caratterizzata da una popolazione
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Figura 1.2: Modello di Greenshield lineare

media di nk particelle che varia con il tempo, una capienza massima dk, una
velocità vk := v(nk) e una lunghezza lk.
La popolazione totale si considera costante, perció∑

k

nk = N, N ∈ N.

Poiché lk sono le lunghezze delle strade k e dk le rispettive capacità massi-
me, abbiamo che, data dmin la distanza minima tra un veicolo e il successivo,
possiamo scrivere

dk =
lk
dmin

.

Definiamo inoltre il tempo di percorrenza tk della k-esima strada

tk =
lk
vk
.

In funzione delle scelte fatte per le lunghezze, le capacità delle strade e i tempi
di percorrenza, introduciamo l’OVM definendo la velocitá di percorrenza nella
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Figura 1.3: Flusso dei veicoli in funzione della densitá. In questo grafico sono
rappresentati i dati sperimentali raccolti in un mese di osservazioni in un punto
su una superstrada. La densitá critica é quasi 25 (veicoli km−1). I dati sono
stati rilevati dal Japan Highway Public Cooperation. Le misurazioni del flusso
di traffico sono divise in due parti dal valore critico della densitá di veicoli,
la prima parte parte prende il nome di flusso libero e la seconda di flusso di
traffico congestionato. Nella parte del flusso congestionato, é facile supporre
che un ingorgo appare appena oltre la densitá critica. Diagrammi fondamentali
mostrano forme simili.
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Figura 1.4: Rete stradale
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Capitolo 1. Descrizione del modello

k-esima strada

vk = v(nk) := v0

(
1− βnk

dk

)α
β ∈ [0, 1]

se nk ≤ dk, dove β determina la velocitá di deflussi in caso di congestione con
vk = v0 (1− β)α.
Nella definizione di velocitá imponiamo α = 1.
Se definiamo il flusso

φk = φ(nk) := vknk

osserviamo in Fig.(1.3) che i dati empirici del flusso in funzione della densitá di
veicoli su una strada sembrano disegnare una parabola.

Introduciamo ora una dinamica:
Scriviamo l’equazione della densitá della k-esima strada all’istante (t+ ∆t)

ρk(t+ ∆t) = ρk(t)−
vk(t)

lk
ρk(t)∆t+

φin(t)

lk
∆t (1.1)

dove ρk(t) é la densitá dei veicoli sulla k-esima strada, e φin é il flusso in entrata.

Se dmin é la distanza tra ogni veicolo, che consideriamo puntiforme, quindi
dmin é lo spazio medio occupato dalla singola vettura, allora possiamo riscrivere
la velocitá vk come segue

vk(t) = v0

(
1− nk(t)dmin

lk

)
dove v0 é la velocitá dei veicoli sulla strada a flusso libero, cioé la velocitá massima
che possono raggiungere se non hanno limitazioni di flusso, e quindi l’equazione
(1.1) diventa

ρk(t+ ∆t) = ρk(t)−
v0

lk

(
1− nk(t)dmin

lk

)
ρk(t)∆t+

φin(t)

lk
∆t. (1.2)

Poiché ρk(t) =
nk(t)

lk
possiamo definire ρ̄ = ρdmin e riscrivere l’equazione

ρ̄k(t+ ∆t) = ρ̄k(t)−
v0

lk

(
1− ρ̄k(t)

)
ρ̄k(t)∆t+ dmin

φin(t)

lk
∆t (1.3)

Ora osserviamo che
v0

lk
é il tempo impiegato dalle vetture a percorrere la strada
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Capitolo 1. Descrizione del modello

di lunghezza lk se non vi sono rallentamenti dovuti al flusso.
Poiché é un tempo, possiamo inglobare

v0

lk
in ∆t.

E quindi l’equazione della densitá diventa

ρ̄k(t+ ∆̄t) = ρ̄k(t)−
(

1− ρ̄k(t)
)
ρ̄k(t)∆̄t+

dmin
v0

φin(t)∆̄t (1.4)

dove ∆̄t =
v0

lk
∆t.

Equivalentemente l’equazione del numero di veicoli risulta essere

nk(t+ ∆t) = nk(t)−
v0

lk

(
1− nk(t)dmin

lk

)
nk(t)∆t+ φin(t)∆t. (1.5)

nk(t+ ∆̄t) = nk(t)−
(

1− nk(t)dmin
lk

)
nk(t)∆̄t+

lk
v0

φin(t)∆̄t (1.6)

con ∆̄t =
v0

lk
∆t.

Quindi tutti i parametri come la lunghezza delle strade e la velocitá dei veicoli,
che non compaiono nell’equazione, sono invece implicitamente inglobati in ∆̄t.
Normalizziamo ad 1 le lunghezze lk delle strade e le capacitá massime dk, dunque
anche dmin = 1, e le velocitá v0

nk(t+ ∆t) = nk(t)−
(

1− nk(t)
)
nk(t)∆t+ φin(t)∆t (1.7)

Una volta introdotta la dinamica sulla singola strada cerchiamo di dare un si-
gnificato a φin(t).
A tale scopo definiamo il network costruendo una matrice C, la matrice di con-
nessione, le cui componenti ckj ∈ {0, 1} sono tali che ckj = 1 se e solo se é
possibile transitare dalla strada k alla strada j.

nk(t+ ∆t) = nk(t) + δnk<dk
∑
j

pjkφj(t)∆t−
∑
j

pkjφk(t)∆t

dove P é la matrice delle probabilitá, ossia la sua componente pkj é la probabilitá
che un veicolo proveniente dalla strada k vada nella strada j.
La matrice P é stocastica per righe, cioé

∑
j pkj = 1.

Prendendo le componenti della matrice equiprobabili, nel nostro caso pij =
1/2 se la strada i-esima ha due sbocchi e pi′j′ = 1/3 se la strada i′-esima ha
tre sbocchi, allora la matrice delle probabilitá risulta essere stocastica anche per
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Capitolo 1. Descrizione del modello

colonne.

Il fattore δnk<dk sta ad indicare che il flusso della strada k aumenta solo se
non é congestionata.
Questa aggiunta va a modificare il numero di veicoli delle strade in entrata, e
quindi la loro velocitá, in quanto se nk = dk allora imponiamo che pjkφj = 0,
dunque 1

pjk
del flusso della strada j resterá nella strada j.

Ció comporta che la curva della velocitá in funzione della densitá, che inizial-
mente abbiamo preso lineare, in realtá risulta essere lineare per N < Nmax

2
, dove

Nmax =
∑

k dk, tale condizione verrá spiegata meglio nella sezione successiva.
Con queste premesse anche il flusso di k non avrá la forma parabolica mostrata
in Fig.(1.2), tale forma si manterrá solo per un numero di particelle della rete
N < Nmax

2
, mentre se N > Nmax

2
avremo una curva che assomiglia alla curva

ottenuta sperimentalmente in Fig.(1.3).

Scriviamo la dinamica del network in forma differenziale facendo il limite per
∆t→ 0

nk(t+ ∆t)− nk(t)
∆t

= δnk<dk
∑
j

pjkφj(t)−
∑
j

pkjφk(t)

e quindi, se la rete non é congestionata,

ṅk(t) =
∑
j

pjkφj(t)−
∑
j

pkjφk(t). (1.8)

Sostituiamo al flusso la sua definizione, secondo le opportune normalizzazioni, e
abbiamo

ṅk =
∑
j

pjk
(
1− nj

)
nj −

(
1− nk

)
nk.

1.2 Equilibri del sistema non perturbato

Riscriviamo l’equazione differenziale in forma matriciale

ṅ = (P T − I)φ(n)

Poiché P é una matrice stocastica per righe e nulla sulla diagonale, allora abbia-
mo che (P T −I) é una matrice Laplaciana per colonne, ossia della forma (D−A)

16



Capitolo 1. Descrizione del modello

con dj −
∑

i aij = 0 ∀j.

Osserviamo che la matrice P T − I, in quanto laplaciana, ha autovalori con
parte reale negativa, ad eccezione di λ0 = 0.
Quindi il sistema lineare ṅ = (P T − I)n é stabile.
Il sistema che dobbiamo studiare noi é peró del tipo

ṅ = (P T − I)n− (P T − I)n2.

Poiché l’analisi della stabilitá per sistemi lineari si puó ottenere semplicemen-
te studiando la parte reale e la molteplicitá degli autovalori, se fosse possibile
ricondurre l’analisi di stabilitá di uno stato di equilibrio di un sistema non li-
neare all’analisi della stabilitá di un sistema lineare, il lavoro da fare sarebbe
notevolmente semplificato.

Sotto opportune ipotesi é possibile, nell’intorno di un punto di equilibrio,
considerare equivalenti il comportamento di un sistema non lineare e quello di
un particolare sistema lineare.
Il procedimento di linearizzazione ci consente di determinare l’equivalente lineare
di un sistema non lineare nell’intorno di un punto di equilibrio.

Un punto di equilibrio per il sistema non lineare si ricava imponendo la con-
dizione

(P T − I)φ(n) = 0,

perció gli equilibri del sistema saranno tutti e soli gli ñ t.c.

(ñ− ñ2) ∈ Ker(P T − I).

Determinare tali equilibri equivale a risolvere il sistema di R equazioni∑
j

pji(1− nj)nj − (1− ni)ni = 0

dove ∑
i

ni = N
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Capitolo 1. Descrizione del modello

ni ≥ 0 ∀i

Supponiamo che ñ sia un equilibrio e che soddisfi le condizioni sopra citate.
Allora sviluppando in serie attorno ad ñ il campo vettoriale si ottiene

ṅ = A(n− ñ) + ...

dove A é la matrice Jacobiana di X(n) := (P T − I)φ(n) valutata in ñ, cioé la
matrice di componenti

Aij =
∂Xi

∂nj
(ñ),

ed i puntini denotano termini di grado superiore al primo in n− ñ.
Vicino all’equilibrio questi termini sono piccoli rispetto a quelli lineari. Si puó
dunque pensare che sia possibile ottenere delle informazioni sul comportamento
delle soluzioni dell’equazione ṅ = X(n), almeno vicino al punto di equilibrio,
studiando l’equazione linearizzata

ṅ = A(n− ñ).

La matrice A ha la forma
(P T − I)(1− 2n).

Quando tale matrice ha tutti e soli autovalori con parte reale negativa l’equilibrio
del sistema risulta essere asintoticamente stabile.
Facendo variare N , con N < Nmax =

∑
k dk = K, all’interno del programma in

matlab si nota che aumentando il numero di veicoli all’interno del sistema, gli
equilibri che si ottengono non sono piú stabili, bensí instabili.
Per determinare il flusso massimo, e successivamente studiarne la stabilitá, con-
sideriamo il sistema linearizzato

ṅ = A(n)

dove la matrice A ha la forma

(P T − I)(1− 2n)

e con il prodotto (P T − I)n si intende che ogni k-esima colonna della matrice
(P T − I) viene moltiplicata per lo scalare nk.
Poniamo il sistema identicamente nullo e otteniamo che gli n che soddisfano
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Capitolo 1. Descrizione del modello

questa condizione sono quelli della forma

n∗ =
1

2
.

Sostituendo la soluzione n∗ all’interno del flusso abbiamo

φ∗ := φ(n∗) = v∗n∗ = (1− n∗)n∗ =
(

1− 1

2

)1

2
=

1

4
.

Il vertice della parabola φ(n) = (1− n)n é

V
(1

2
,
1

4

)
.

Per studiarne la stabilitá consideriamo φ(n) funzione di n, tale funzione é una
parabola, dunque é monotona crescente fino al suo vertice V , per poi diventare
monotona decrescente.
Dunque il comportamento del sistema non lineare

ṅ = (P T − I)φ(n)

é lo stesso del sistema lineare

ṅ = (P T − I)n

fino al vertice. Perció dalla stabilitá del sistema lineare segue la stabilitá del
sistema non lineare per n minori dell’n corrispondente al vertice.

Quindi tutti gli equilibri che il sistema puó assumere per n < n∗ sono stabili.
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Dinamica sulla singola strada
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Abstract

In questo capitolo ci occuperemo di analizzare il comportamento del-
la dinamica del modello di traffico su una singola strada quando ad
essa vengono impartite delle perturbazioni.
Inizialmente assegneremo perturbazioni sul numero di veicoli fino al
raggiungimento della congestione stradale. A tale risultato di criti-
citá possiamo associare una perturbazione sul flusso.
Successivamente ci occuperemo di perturbazioni sul flusso che si man-
tengano al di sotto della soglia critica e tali che discretizzato l’inter-
vallo temporale, restino costanti per ogni sottintervallo della parti-
zione.
In questo modo, raffinando la partizione, potremo passare ad uno
studio della dinamica nel continuo.
Se da un lato possiamo approssimare la dinamica nel continuo, dal-
l’altro osserviamo che tale dinamica, seppur continua, resterá corre-
lata all’ampiezza del sottintervallo temporale.
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Capitolo 2. Dinamica sulla singola strada

2.1 Perturbazioni sul dato iniziale
Un punto di equilibrio del sistema é detto stabile (secondo Lyapunov), se per

ogni intorno U del punto esiste un intorno V dello stesso punto contenuto in U
tale che le orbite che partono da punti interni a V rimangono dentro U per tutti
i tempi t > 0.
Vogliamo dunque determinare l’intorno V entro il quale le orbite che partono da
punti interni a V rimangono dentro U per tutti i tempi t > 0, ossia vogliamo
mostrare che se neqi ≤ n∗i , allora n

eq
i é un equilibrio stabile.

Consideriamo dunque il caso neqi ≤ n∗i ∀i, e perturbiamo istantaneamente una
singola strada.
Supponiamo che a un dato istante m veicoli entrino nella k−esima strada∑

i 6=k

neqi + (neqk +m) = N +m ≤ N∗ dove N∗ =
∑
i

n∗i .

Il problema di Cauchy da risolvere, relativo alla k-esima strada, risulta quindi
essere {

ṅk(t) =
∑

i pikφi(t)−
∑

i pkiφk(t)
nk(0) = neqk +m

Supponiamo fissato il flusso di entrata nella strada k, il quale corrisponde ad una
popolazione di equilibrio neq ∀j si ha allora che il termine del flusso in entrata
risulta essere ∑

i

pikφi(t) = neq
(

1− neq
)

= φ
(
neq
)

in quanto la matrice pik é stocastica sia per righe che per colonne.
Dunque riscrivendo il sistema in termini di popolazione si ha{

ṅk(t) = −nk(t)
(

1− nk(t)
)

+ φ
(
neq
)

nk(0) = neq +m

L’equazione da risolvere é un’equazione di Riccati avente soluzione

nk(t) = neq +

(( 1

m
+

−1

1− 2neq

)
− −1

1− 2neq
e−
(

1−2neq
)
t

)−1

e−
(

1−2neq
)
t

Osserviamo che per t→∞ si ha nk(t)→ neq a patto che

1

m
+

−1

1− 2neq
> 0.
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Figura 2.1: Perturbazione massima sul numero di veicoli, affinché non si sviluppi
una congestione

Tale condizione si verifica se m < 1− 2neq, dunque l’equilibrio si ristabilizza se
m < m̃ = 2(n∗k − neq).
Perció l’intorno entro cui é possibile prendere la perturbazione m é [−neq, m̃],
ossia l’intorno V esiste ed ha la forma V = [0, neq + m̃].
Gli equilibri neq < n∗ del nostro sistema sono stabili.

2.2 Perturbazioni costanti sul flusso
Consideriamo la dinamica della k−esima strada

ṅk(t) =
K∑
i=1

pikφi(t)−
K∑
i=1

pkiφk(t)

=
K∑
i=1

pik

(
1− ni(t)

)
ni(t)−

(
1− nk(t)

)
nk(t).

(2.1)
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Figura 2.2: Numero di veicoli sulla strada perturbata per diversi valori della
perturbazione m

Supponiamo che il flusso di entrata sia perturbato dalla situazione di equilibrio

ṅk(t) = φ
(
neq
)
− φk(t) + c

associamo a tale dinamica una condizione iniziale

nk(0) = neq

e risolviamo il problema di Cauchy.
Rendiamo omogenea l’equazione differenziale attraverso la trasformazione

nk(t) = − u̇(t)

u(t)

cosí facendo abbiamo il problema di Cauchy del secondo ordine

26
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ü(t) = −u̇(t)−

(
φ
(
neq
)

+ c

)
u(t)

u(0) = 1

u̇(0) = −neq

(2.2)

L’equazione caratteristica associata all’equazione differenziale del problema di
Cauchy (2.2) é

λ2 + λ+

(
φ
(
neq
)

+ c

)
= 0

le cui soluzioni sono

λ =

−1±

√√√√1− 4

(
φ
(
neq
)

+ c

)
2

.

Per valori di c tali che c <
1

4
− φ

(
neq
)
abbiamo λ reali e distinti e quindi

soluzioni del tipo

nk(t) =− C1λ1e
λ1t + C2λ2e

λ2t

C1eλ1t + C2eλ2t
=

=−

[
C1λ1e

λ1t

C1eλ1t + C2eλ2t
+

C2λ2e
λ2t

C1eλ1t + C2eλ2t

]
=

=−
[ λ1

1 + C2

C1
e(λ2−λ1)t

+
λ2

C1

C2
e(λ1−λ2)t + 1

] (2.3)

Osserviamo che la condizione c <
1

4
− φ

(
neq
)
equivale a chiedere che la pertur-

bazione, in termini di flusso, sia inferiore alla distanza tra il flusso massimo e il
flusso all’equilibrio.
Denotiamo questa quantitá con

c∗ :=
1

4
− φ
(
neq
)
.
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Capitolo 2. Dinamica sulla singola strada

Sostituendo i valori di C1, C2, tramite l’imposizione dei dati iniziali, abbiamo che

C1 =
u̇(0)− λ2

λ1 − λ2

C2 = 1− u̇(0)− λ2

λ1 − λ2

(2.4)

perció

C1

C2

=
C1

1− C1

=
−neq − λ2

λ1 + neq
. (2.5)

dunque

nk(t) = −
[ λ1

1− λ1+neq

neq+λ2
e(λ2−λ1)t

+
λ2

1− neq+λ2
λ1+neq

e(λ1−λ2)t

]
Per t → ∞ la soluzione nk(t) → −λ1, andando a sostituire il valore di

λ1 =
−1+

√
1−4

(
φ
(
neq
)

+c

)
2

otteniamo

nk(t)→ −

(−1 +

√√√√1− 4

(
φ
(
neq
)

+ c

)
2

)
.

Osserviamo che se c = 0 abbiamo nk(t)→ neq quando t→∞.

Se 0 < c < c∗ =
1

4
− φ

(
neq
)
il valore di nk(t) per t → ∞ supera il valore

neq di un fattore che é costante rispetto al tempo, perció introducendo una per-
turbazione di questo tipo abbiamo che il sistema riesce a riequilibrarsi da solo,
indipendentemente dal tempo di osservazione.

Se c > c∗ =
1

4
−φ
(
neq
)
abbiamo λ complessi e quindi, posto λ1,2 = a± ib con

a = −1

2
b =

1

2

√√√√∣∣∣∣∣1− 4

(
φ
(
neq
)

+ c

)∣∣∣∣∣
abbiamo soluzioni del tipo

nk(t) = −

[
(aC1 + bC2) cos(bt) + (aC2 − bC1) sin(bt)

C1 cos(bt) + C2 sin(bt)

]
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Figura 2.3: Numero di veicoli sulla strada perturbata per diversi valori della
perturbazione c, c < c∗

ricavando C1 e C2 attraverso l’imposizione delle condizioni iniziali otteniamo

= −

[
−neq cos(bt) + (− 1

4b
+ 1

2b
neq − b) sin(bt)

cos(bt) + 1−2neq

2b
sin(bt)

]

Per t→∞ questo tipo di perturbazione porta ad una congestione, come vediamo
in Fig.(2.3) e Fig.(2.4).

2.2.1 Tempi di rilassamento

Abbiamo visto che i tempi di rilassamento per l’equazione perturbata costan-
temente sul flusso sono dati dalla

nk(t) = −
[ λ1

1− λ1+neq

neq+λ2
e(λ2−λ1)t

+
λ2

1− neq+λ2
λ1+neq

e(λ1−λ2)t

]
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Figura 2.4: Numero di veicoli sulla strada perturbata per diversi valori della
perturbazione c

30



Capitolo 2. Dinamica sulla singola strada

e se c < c∗

nk(t)→ −λ1.

Confrontiamo tali risultati con i tempi di rilassamento ottenuti dall’equazione
linearizzata

ṅk = −(1− 2neq)nk + (1− 2neq)neq + c.

Tale equazione ha soluzione

nk(t) = neq +
c

1− 2neq

(
1− e−(1−2neq)t

)
dunque

nk(t)→ neq +
c

1− 2neq
.

In Fig.(2.5) rappresentiamo i tempi di rilassamento al variare di c < c∗ in en-
trambi i casi.
Nel caso dell’equazione linearizzata calcoliamo i tempi di rilassamento anche

per c > c∗ e rappresentiamo in Fig.(2.7)

2.3 Perturbazioni sul flusso dipendenti dal tempo

Per comprendere la dinamica della rete é necessario studiare la dinamica del-
la strada in presenza di perturbazioni dipendenti dal tempo.

Ovviamente siamo interessati a perturbazioni c > c∗, almeno per alcuni in-
tervalli di tempo, in quanto le perturbazioni minori di c∗ vengono riassorbite dal
sistema.
Siamo quindi interessati a studiare il sistema la cui dinamica sulla k−esima stra-
da é

ṅk(t) =
K∑
i=1

pikφi(t)− φk(t) + c(t)

dove supponiamo costante il numero di veicoli ni = neq in entrata.
Consideriamo una perturbazione periodica costante a tratti per poter effettuare
esplicitamente i calcoli

c(t) = c0 +

{
c se t ∈ [2kT, 2kT + T [
−c se t ∈ [2kT + T, 2kT + 2T [ k ∈ N
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Figura 2.5: Tempi di rilassamento al variare della perturbazione c < c∗, per
φeq = .2475 (99% di φ∗), con tolleranza 10−4 in norma infinito
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Figura 2.6: Tempi di rilassamento al variare della perturbazione c < c∗, per
φeq = .2275 (91% di φ∗), con tolleranza 10−4 in norma infinito
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Figura 2.7: Tempi di rilassamento al variare della perturbazione 0 < c < φeq,
per φeq = .2475 (99% di φ∗), con tolleranza 10−4 in norma infinito

Grazie ai risulati ottenuti nella sezione precedente sappiamo che al termine del
primo intervallo di tempo, cioé t ∈ [0, T [ il numero di veicoli nella k − esima
strada sará

nk(T ) = −

[
−neq cos(bT ) + (− 1

4b
+ 1

2bneq
− b) sin(bT )

cos(bT ) + 1−2neq

2b
sin(bT )

]
(2.6)

ora per determinare il numero di veicoli all’istante 2T occorre imporre la (2.6)
come condizione iniziale per l’equazione differenziale che si vuole studiare.
Il problema di Cauchy risulta quindi essere

ṅk(t) = n2
k(t)− nk(t) + φ(neq) + c0 − c t ∈ [T, 2T [

nk(T ) = −

[−neq cos(bT ) + (− 1

4b
+

1

2b
neq − b) sin(bT )

cos(bT ) +
1− 2neq

2b
sin(bT )

]
(2.7)
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Supponiamo che c0 − c < c∗ .
Scriviamo il problema di Cauchy del secondo ordine associato alla (2.7)

ü(t) = −u̇(t)−
(
φ(neq) + c0 − c

)
u(t)

u(0) = 1

u̇(0) =
−neq cos(bT ) + (− 1

4b
+

1

2b
neq − b) sin(bT )

cos(bT ) +
1− 2neq

2b
sin(bT )

(2.8)

Poiché i dati iniziali li utilizziamo solo per ricavare C1 e C2 dalla (2.3), allora
possiamo utilizzare gli stessi risultati ottenuti nella sezione precedente.
E quindi

nk(t) = −

[
λ1

1 + C2

C1
e(λ2−λ1)t

+
λ2

C1

C2
e(λ1−λ2)t + 1

]

con

C1 =
u̇(0)− λ2

λ1 − λ2

C2 = 1− u̇(0)− λ2

λ1 − λ2

(2.9)

perció

C1

C2

=
C1

1− C1

=
u̇(0)− λ2

λ1 − u̇(0)
. (2.10)

Poiché
C1

C2

dipende da u̇(0), il quale dipende dalla scelta di T , come dipendono

dalla scelta di T anche λ1 e λ2, concludiamo che l’andamento di nk(t) dipende
non solo da come abbiamo preso la perturbazione c(t) ma anche dall’ampiezza
dell’intervallo [0, T [.
All’istante t = 2T avremo nk(2T ) veicoli, ossia

nk(2T ) = −d
β

[
λ1

1 + λ1−u̇(0)
u̇(0)−λ2 e

(λ2−λ1)2T
+

λ2

u̇(0)−λ2
λ1−u̇(0)

e(λ1−λ2)2T + 1

]

2.3.1 Stabilitá

Consideriamo la dinamica della k-esima strada perturbata da una funzione
dipendente dal tempo c(t)
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ṅk(t) = −nk(t)
(
1− nk(t)

)
+ φeq + c(t) (2.11)

dove abbiamo preso φeq =
∑

i 6=k pikn
eq
i

(
1− neqi

)
.

Attraverso due cambiamenti di variabile

nk = − u̇k
uk

uk = e−
t
2vk

abbiamo che l’equazione differenziale (2.11) diventa

v̈k(t) = −
(
c(t) + φeq − 1

4

)
vk(t) (2.12)

Se

c(t) + φeq − 1

4
< 0 (2.13)

la soluzione dell’equzione (2.12) risulta essere

vk(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t (2.14)

con

λ1 =

√
|c(t) + φeq − 1

4
| =

√
1

4
− c(t)− φeq

λ2 = −
√

1

4
− c(t)− φeq

e quindi

uk(t) = e−
t
2 (C1e

λ1t + C2e
λ2t)

e
nk(t) =

1

2
− v̇k(t)

vk(t)
.
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Imponendo le condizioni iniziali e rinominando λ = λ1, −λ = λ2 abbiamo

nk(t) =
1

2
− λe

λt − Ce−λt

eλt + Ce−λt

dove C determina nk(0) nel seguente modo

C =
−2nk(0)− 2λ+ 1

2nk(0)− 2λ− 1
.

Facendo il limite t→∞ otteniamo

nk(t) =
1

2
− λ =

1

2
−
√

1

4
− c(t)− φeq

che é una soluzione regolare ed accettabile.
La matrice associata alla dinamica di vk é la matrice

M =
( cosh(λ∆t) 1

λ
sinh(λ∆t)

λ sinh(λ∆t) cosh(λ∆t)

)
.

Analogamente, se facciamo lo stesso ragionamento nel caso

c(t) + φeq − 1

4
> 0 (2.15)

abbiamo che la matrice associata risulta essere

N =
( cos(λ∆t) 1

λ
sin(λ∆t)

−λ sin(λ∆t) cos(λ∆t)

)
.

Posto

c∗ =
1

4
− φeq ∈

[
0,

1

4

]
.

abbiamo che

C2 > c∗ e C1 < c∗.

Dunque
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c2 ∈
[
c∗, 1

]
c1 ∈

[
− 1, c∗

]
e

φeq + c2 ∈
[1

4
, 1
]

φeq + c1 ∈
[
− 1,

1

4

]
.

Alterniamo ora due perturbazioni, c1 del primo tipo e c2 del secondo tipo, per
intevalli di tempo rispettivamente ∆t1 e ∆t2.
Vogliamo che il valor medio delle perturbazioni c1 e c2 si mantenga attorno al
flusso φeq, quindi

(φeq + c1)∆t1 + (φeq + c2)∆t2
∆t1 + ∆t2

= φeq (2.16)

dunque

c1 = −c2
∆t2
∆t1

. (2.17)

Se prendiamo c1 ∈ [−1
4

+ φeq, 1
4
− φeq], allora c2 = −c1

∆t1
∆t2

<
1

4
− φeq e quindi

entrambe le perturbazioni sono stabili, in quanto appartengono al primo caso.
Le perturbazioni che risultano interessanti da studiare sono perció quelle tali che

c2 >
1

4
− φeq

e quindi

c1 <
(
φeq − 1

4

)∆t2
∆t1

.

Per studiare la stabilitá di una composizione di perturbazioni di questo tipo
possiamo calcolare la traccia del prodotto delle matrici e verificare che essa sia
minore di 2.
Tale richiesta non sará sufficiente a garantire la stabilitá effettiva della dinami-
ca, in quanto ampie perturbazioni c2 per valori di tempo ∆t2 altrettanto ampi
possono causare l’instabilitá seppure la traccia resta < 2.

Prendiamo un vettore di perturbazioni v = (c1, c2, ..., cn) ognuna delle quali
di durata rispettivamente ∆t1, ...,∆tn e supponiamo che h perturbazioni siano
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del primo tipo e n−h del secondo tipo, allora la stabilitá della dinamica dipende
da

tr(M1...MhN1...Nn−h). (2.18)

Nel caso semplice in cui alterniamo n volte due perturbazioni c1 e c2, una del
primo tipo e una del secondo tipo, per intervalli di tempo ∆t1 e ∆t2 rispettiva-
mente, abbiamo che la (2.18) diventa tr(MnNn).
Per qualsiasi valore di n ho che

tr(MnNn) < 2⇔ tr(MN) < 2. (2.19)

Dunque, nel caso in cui abbiamo n matrici del primo tipo e n del secondo tipo
che si alternano, é sufficiente verificare che

tr(MN) = 2 cosh(∆t1λ1) cos(∆t2λ2) +
(λ1

λ2

− λ2

λ1

)
sinh(∆t1λ1) sin(∆t2λ2) < 2.

(2.20)

dove λ1 é l’autovalore positivo relativo alla perturbazione c1, e λ2 l’autovalore
positivo relativo alla perturbazione c2.
Poiché

cos(∆t2λ2) = cosh(∆t2λ2i)

sin(∆t2λ2) = −i sinh(∆t2λ2i)
(2.21)

allora la (2.20) diventa

tr(MN) =2 cosh(∆t1λ1) cosh(∆t2λ2i)− i
(λ1

λ2

− λ2

λ1

)
sinh(∆t1λ1) sinh(∆t2λ2i)

(2.22)

Poiché siamo interessati a perturbazioni che soddisfino la condizione

c1 = −c2
∆t2
∆t1

, (2.23)

allora λ1 =

√
c∗ + c2

∆t2
∆t1

e λ2 =
√
c2 − c∗i.

Ponendo ∆t1 = ∆t2 si ha λ1 = −λ2, dunque

−
(λ1

λ2

− λ2

λ1

)
= 2 (2.24)
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Figura 2.8: traccia in funzione di c2,∆t1 = ∆t2, per diversi n

allora, per la formula di addizione del coseno iperbolico, si ha che

tr(MN) = 2 cosh(∆t1λ1 + ∆t2λ2i)

e quindi l’argomento del coseno iperbolico é nullo, perció

tr(MN) = 2.

Dunque, posto c1 = −c2
∆t2
∆t1

, se ∆t2 > ∆t1 la dinamica di vk é stabile, mentre

nk risulta stabile per ∆t2 < ∆t1.

In figura (2.8) vediamo che per diversi valori di n, la curva della traccia al
variare di c2 interseca la retta costante tr(MnNn) = 2 sempre nello stesso punto,
ossia per lo stesso valore di c2, indipendentemete da n.

2.4 Perturbazioni random

Consideriamo una successione (c)i=1,...,n di perturbazioni, h del primo tipo
(ci < c∗) e n − h del secondo tipo (ci > c∗), ognuna delle quali ha durata
costante ∆ti.
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Sia (c)i=1,...,n generata a random secondo distribuzione uniforme con valori ci ∈
[−a, a], e rispettive durate delle perturbazioni ∆ti, che inizialmente prendermo
tutte uguali all’unitá, per concentrarci sulle ci.
Realizziamo diverse prove e rappresentiamo i tempi di decadimento, ossia dopo
quanto tempo, se ció accade, la strada si congestiona.
In Fig (2.9) abbiamo preso un valore medio del flusso φeq = .2475 (99% del flusso
φ∗ = .25), quindi piuttosto alto, e ci ∈ [−a1, a1] con a1 = .1 (c∗ = .0025).
Si osserva che la probabilitá di sviluppare congestioni va via via decrescendo,
secondo un andamento che sembrerebbe esponenziale.
In Fig.(2.11) rappresentiamo i risultati in scala logaritmica.

Lasciando fisso il flusso medio φeq = .2475 e le durate ∆t = 4 10−2 delle
perturbazioni, ripetiamo lo studio con un’intensitá della perturbazione minore
rispetto alla precedente, ci ∈ [−a2, a2] con a2 = .075 < a1 Fig (2.10).

All’aumentare di a il tempo minimo affinché si evolva la congestione é piú
basso rispetto al tempo che occorre se a é minore.
In tutti e due i casi tutte le strade prima o poi si congestionano, ma per a minori
impiegheranno mediamente piú tempo.
L’andamento del decadimento sembrerebbe in tutti e due i casi un andamento
esponenziale, rappresentiamo dunque i risultati in scala logaritmica in Fig.(2.11)
e Fig.(2.12).

Diminuiamo ulteriormente l’ampiezza a, Fig (2.13): prendiamo a3 = .015. In
questo caso i tempi di decadimento aumentano di molto rispetto ai casi analiz-
zati precedentemente. Osserviamo che la curva di decadimento si é abbassata
notevolmente, ma l’andamento ricorda sempre un’esponenziale.

A questo punto possiamo concludere che, nonostante il valor medio delle per-
turbazioni sia sotto soglia critica c∗, in quanto φeq < 1

4
e in tutti i casi analizzati

sia il medesimo, le strade prima o poi si congestionano tutte. La rapiditá di tale
congestionamento dipende dalla perturbazione, maggiore é la perturbazione in
modulo prima si svilupperá la congestione e maggiore sará la probabilitá che si
congestioni in breve tempo, minore é la perturbazione e minore sará la probabi-
litá che si congestioni nei primi tempi.

Ora prendiamo gli stessi valori dell’ultimo esempio e aumentiamo le unitá
temporali: come unitá temporale consideriamo ∆t doppie rispetto alle prece-
denti, quindi ∆t = 8 10−2.
In Fig. (2.15) rappresentiamo i risultati nel caso ci ∈ [−.1, .1].
Ció che si osserva rispetto alla Fig. (2.9) é che l’andamento del decadimento
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Figura 2.9: Probabilitá di sviluppare congestioni su una strada quando φeq =
.2475, ci ∈ [−.1, .1], ∆t = 4 10−2
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Figura 2.10: Probabilitá di sviluppare congestioni su una strada quando φeq =
.2475, ci ∈ [−.075, .075], ∆t = 4 10−2
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Figura 2.11: Probabilitá di sviluppare congestioni su una strada quando φeq =
.2475, ci ∈ [−.1, .1], ∆t = 4 10−2. Risultati in scala logaritmica.
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Figura 2.12: Probabilitá di sviluppare congestioni su una strada quando φeq =
.2475, ci ∈ [−.075, .075], ∆t = 4 10−2. Risultati in scala logaritmica.
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Figura 2.13: Probabilitá di sviluppare congestioni su una strada quando φeq =
.2475, ci ∈ [−.015, .015],∆t = 4 10−2
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Figura 2.14: Probabilitá di sviluppare congestioni su una strada quando φeq =
.2475, ci ∈ [−.015, .015],∆t = 4 10−2. Risultati in scala logaritmica.
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risulta essere piú ripido: la probabilitá di congestione aumenta nei primi tempi,
per cui si sviluppa piú velocemente quando ∆t é maggiore.

Diminuiamo ulteriormente l’ampiezza a, Fig (2.13): prendiamo a3 = .015.
Possiamo concludere che la velocitá di evoluzione delle congestioni dipende non
solo dal valor medio delle perturbazioni, ma anche dall’ampiezza delle perturba-
zioni e dalla durata.

2.5 Interpretazione dei risultati
Scriviamo la dinamica della rete non normalizzata

nk(t+ ∆̄t) = nk(t)−
(

1− nk(t)d

lk

)
nk(t)∆̄t+

lk
v0

φin(t)∆̄t (2.25)

con ∆̄t =
v0

lk
∆t.

quindi tutti i parametri come la lunghezza delle strade e la velocitá dei veicoli,
che non compaiono nell’equazione, sono inglobati in ∆̄t.

Dunque, l’effetto di una perturbazione c(t) di durata ∆̄t, non dipende solo
dal tempo e dalla perturbazione, ma anche da v0 e lk.

In una strada cittadina, la velocitá massima dei veicoli, quando la strada é
sufficientemente sgombra, é di 50km

h
che equivale a v0 = 14m

s
.

La distanza minima, in sistuazione di congestione, tra un veicolo e il suo succes-
sivo é di 5m.
Prendiamo una strada di lunghezza lk = 400m, e supponiamo che su k ci siano
nk = 15 macchine e perturbiamo k con m = 1, aggiungiamo quindi una vettura
per istante temporale ∆̄t unitario.
L’istante temporale ∆̄t equivale peró a

v0

lk
∆t, quindi la perturbazione che andia-

mo ad aggiungere ogni ∆̄t viene aggiunta in realtá ogni ∆t = lk
v0

∆̄t = 28s.
Quindi sulla nostra strada stiamo aggiungendo un veicolo ogni 28s. E’ una
piccola perturbazione.

Un flusso in entrata di 0.24, che come abbiamo visto é un flusso piuttosto
sostenuto, a cosa corrisponde nella realtá?

Se
d

v0

φin = 0.24 abbiamo che sulla strada si immettono
lk
v0

φin =
lk
d

0.24 = 8

veicoli ogni ∆̄t, cioé ogni 28s. Dunque i risultati che abbiamo visto per flussi
in entrata pari a 0.24 si verificano, nella realtá, quando un veicolo passa ogni 4s
circa.
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Figura 2.15: Probabilitá di sviluppare congestioni su una strada quando φeq =
.2475, ci ∈ [−.1, .1],∆t = 8 10−2
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Figura 2.16: Probabilitá di sviluppare congestioni su una strada quando φeq =
.2475, ci ∈ [−.1, .1],∆t = 8 10−2. Risultati in scala logaritmica.
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Abstract

A partire dai risultati ottenuti nel capitolo precedente, in quest’ulti-
ma parte dell’elaborato ci occuperemo di analizzare il comportamento
del traffico sull’intera rete soggetta a perturbazioni e l’influenza che
le perturbazioni hanno sulle strade vicine.
Le perturbazioni che andremo ad impartire alle singole strade sa-
ranno distribuite uniformemente all’interno di una data ampiezza e,
come nel capitolo precedente, resteranno costanti per ogni sottinter-
vallo temporale del lasso di tempo che vogliamo studiare.
Mostreremo che, raffinando la partizione dell’intervallo temporale,
tali perturbazioni genereranno sulla rete un rumore con le caratteri-
stiche del rumore bianco. Descriveremo quindi la dinamica della rete
tramite equazioni differenziali stocasiche, dove la parte stocastica re-
sterá correlata all’intervallo della durata della perturbazione.
Infine, enunceremo due teoremi che garantiranno, sotto opportune
ipotesi e per tempi significativamente minori al tempo di Kramer, la
vicinanza dei risultai stocastici ai risultati deterministici.
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3.1 Analisi qualitativa della correlazione tra le
strade

Al fine di sviluppare un approccio di fisica statistica per la rete stradale é
necessario studiare l’andamento delle correlazioni tra gli stati delle strade con-
nesse.
Vediamo pertanto come influisce su tutta la rete la perturbazione costante ge-
nerata dalla singola strada, che chiameremo k.
Definiamo primi vicini in avanti l’insieme delle strade su cui si immette k, se-
condi vicini in avanti l’insieme delle strade su cui si immettono le strade della
primi vicini in avanti e via cosí.
Analogamente, definiamo primi vicini all’indietro l’insieme delle strade che si
immettono in k, secondi all’indietro l’insieme delle strade che si immettono nelle
strade dei primi vicini all’indietro.
Osservamo che k fará parte dei quarti vicini in avanti e dei quarti vicini all’in-
dietro, e ovvaimente di tutte le fasce multipli di 4.
In Fig.(3.1) abbiamo rappresentato in rosso il numero di veicoli sulla strada per-
turbata al variare del tempo, in blu il numero di veicoli sulle strade su cui k
confluisce, cioé dei primi vicini in avanti, in azzurro il numero di secondi vicini
in avanti, in verde il numero di terzi vicini in avanti.
In Fig.(3.1) la perturbazione non é sufficientemente grande da innescare una
congestione, tuttavia l’aumento del numero di particelle in k influenza le strade
su cui essa si immette.
Vediamo, infatti, che il numero di vetture sulle strade dei primi vicini in avan-
ti (curve in blu) é maggiore rispetto al numero di vetture dei secondi vicini in
avanti.
Quindi se la perturbazione non é sufficiente ad innescare una congestione le
strade che risentono maggiormente della perturbazione sono quelle su cui k si
immette.

In Fig. (3.3) abbiamo rappresentato il rispettivo diagramma di dispersione
tra il numero dei veicoli sulle strade e il numero di veicoli sulla strada k.

Le Fig.(3.3) e (3.2) rappresentano entrambe i diagrammi di dispersione: nel
primo caso abbiamo scelto di colorarli secondo i vicini in avanti, nel secondo
caso secondo i vicini all’indietro.

Aumentiamo ora la perturbazione, in modo tale da poter analizzare la corre-
lazione all’innescarsi di una congestione.
In Fig.(3.4) abbiamo il numero di veicoli raggruppati secondo i vicini all’indie-
tro: le prime strade a congestionarsi, dopo la strada k, sono le strade dei primi
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Figura 3.1: Numero i veicoli sulle strade al variare del tempo
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Figura 3.2: Numero di veicoli sulle strade non perturbate in funzione del numero
di veicoli sulla strada perturbata, colorate secondo i vicini all’indietro
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Figura 3.3: Numero di veicoli sulle strade non perturbate in funzione del numero
di veicoli sulla strada perturbata, colorate secondo i vicini all’indietro

vicini all’indietro (curve blu) e in seguito le strade dei secondi vicini all’indietro
(curve azzurre).
Per quanto riguarda le curve dei terzi vicini all’indietro, alcune di esse sono mol-
to influenzate dai primi vicini in avanti, in quanto fanno parte anche dei primi
vicini in avanti.
La strada k, infatti, prima di congestionarsi ha influenzato le strade dei suoi
primi vicini in avanti.

Concentriamoci proprio su queste strade, ossia quelle che appartengono ai
terzi vicini all’indietro e ai primi vicini in avanti. É evidente che siano i migliori
candidati per innescare un congestionamento, in quanto ricevono la perturba-
zione che proviene dal congestionamento della strada k, e la perturbazione a cui
sono soggetti prima che k si congestioni, in quanto appartengono ai primi vicini
in avanti. Tuttavia questi vicini, non appena la strada k si congestiona, smettono
di ricevere veicoli. Perció le strade prese in esame non solo si congestioneranno
dopo la strada k, ma potrebbe anche succedere che invece di congestionarsi si
svuotino, in quanto non ricevono.
Ed ecco spiegato il perché in Fig.(3.4) alcune delle curve in verde prima hanno
una crescita, come se volessero congestionarsi, e poi una decrescita.
Ció che risulta interessante osservare é la gerarchia con cui le strade si conge-
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Figura 3.4: Numero di veicoli sulle strade quando viene perturbata una singola
strada

stionano: per perturbazioni che non portano al congestionamento l’aumento dei
veicoli sulle strade segue i vicini in avanti, se invece le perturbazioni portano al
congestionamento, allora tali congestionamenti si propagheranno seguendo i vi-
cini all’indietro. Questi ragionamenti posso essere fatti via via per tutti i vicini,
e quindi possiamo concludere che la gerarchia dei vicini viene rispettata.
Tale fenomeno prende il nome di effetto a cascata.

3.2 Ripercussioni delle perturbazioni sulla singo-
la strada

Per modellizzare la dinamica del traffico su tutta la rete stradale soggetta a
perturbazioni random introduciamo ∀k, ξkj(t) un processo random, indipenden-
te dalla strada nk, tale che ∑

j

ξkj = 1 (3.1)

con valor medio < ξkj >= pkj.
La varianza di ξkj dipende dal grado del nodo k, cioé dal numero di connessioni
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in uscita che ha la strada k. Se il grado é 3 abbiamo che due su tre degli ξkj
avranno varianza ε2, mentre il terzo avrá varianza 4ε2, calcolando la varianza
complessiva abbiamo che

σ2
ξ =

1

3
ε2 +

1

3
ε2 +

1

3
4ε2 = 2ε2.

Se invece il grado del nodo k é 2 la varianza sará σ2
ξ = 1

2
ε2 + 1

2
ε2 = ε2 come anche

nel caso di grado 1.

Poiché vale la (3.1), ossia la matrice delle ξkj é stocastica per righe, abbiamo
che la dinamica sulla singola strada risulta essere

ṅk(t) = −φk(t) +
∑
j

ξjkφj(t) (3.2)

la matrice ξkj non é piú stocastica per colonne e quindi introduce delle pertur-
bazioni (in entrata) sulla k-esima strada, che chiameremo

ηk =
∑
j

ηjk =
∑
j

(
pjk − ξjk

)
, (3.3)

e quindi possiamo riscrivere la dinamica della strada nella forma

ṅk(t) = −φk(t) + φeq −
∑
j

ηjkφ
eq. (3.4)

Queste perturbazioni che provengono dalle strade che si immettono sulla k-esima
strada, hanno valore atteso nullo

µη =<
∑
j

ηjkφ
eq >= φeq

∑
j

< ηjk >= 0

e varianza

σ2
η =

∑
j

< η2
jk > φeq2

in quanto le ηjk sono indipendenti e quindi < ηjkηik >=< ηjk >< ηik >= 0, ∀j 6=
i.
Calcoliamo quindi

< η2
jk >=<

(
ξjk − pjk

)2
>=

(
< ξ2

jk > −2 < pjkξjk > + < p2
jk >

)
.
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Se deg j é il grado del nodo j, ossia il numero di strade su cui la strada j si
immette, allora

< p2
jk >=

1

deg j2

e poiché abbiamo preso il processo ξjk con valore atteso < ξjk >= pjk e varianza

σ2
ξ abbiamo che < ξjk >=

1

deg j
e < ξ2

jk >= σ2
ξ +

1

deg j2
,

quindi
σ2
η =

∑
j

σ2
ξφ

eq2.

Definiamo K il numero di strade che si immettono in k, la perturbazione
ck =

(
−
∑

j ηjkφ
eq
)
ha perció media nulla e scarto quadratico medio Kσ2

ξφ
eq2.

Supponendo che le strade che si immettono in k abbiano tutte lo stesso gra-
do, ad esempio negli incroci se tutte le strade hanno il doppio senso avremo
deg j = 3 ∀j, allora lo scarto quadratico medio della perturbazione ck risulta

essere
√

3
2

3
εφeq =

√
2εφeq.

Se invece il grado in entrata K fosse 2 avrei che lo scarto quadratico medio della
perturbazione ck risulta essere sempre

√
2εφeq.

Quindi che il grado del nodo sia 2 o 3 avremo che lo scarto quadratico medio
sulla k-esima strada resta invariato.

Se consideriamo, ad esempio, la fig (2.9), abbiamo che una situazione di que-
sto tipo si puó verificare se sulla strada k si immettono K strade, su ognuna

delle quali i veicoli scelgono di curvare in k con probabilitá < ξjk >=
1

K
e scarto

quadratico medio σξ =
0.1√
Kφeq

.

Se K = 3 abbiamo
√

2

3
ε = 0.23. Uno scarto di questo tipo é piuttosto alto alto:

si nota infatti nel grafico che la strada si congestiona in brevi tempi.

Al contrario, perturbazioni del tipo fig (2.13) impiegano molto tempo prima
di sviluppare congestioni sulla k-esima strada, nonostante il flusso sia piuttosto
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alto; perturbazioni di questo tipo si verificano ad esempio se sulla strada si im-
mettono K = 3 strade, su ognuna delle quali lo scarto della probabilitá é appena
0.03.

Dunque le perturbazioni provenienti dalle strade che si immettono sulla k-
esima strada, le quali sono indipendenti tra loro, producono una perturbazione
ck sulla k-esima strada di media nulla e varianza 2(εφeq)2.

3.3 Studio del rumore
In Fig.(3.5) abbiamo rappresentato il numero di particelle su ogni strada, al

variare del tempo, quando queste sono soggete a perturbazioni che variano nel
tempo.
Il tipo di rumore considerato é disordinato, non si ripete mai allo stesso modo,
é indipendente dall’intensitá dei rumori precedenti, eppure possiede delle carat-
teristiche che permettono di classificarlo.
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Figura 3.5: Effetti del rumore sulla rete stradale

Osservando l’istogramma(3.5) del numero di particelle sulle strade si nota
che le intensitá del rumore si distribuiscono simmetricamente attorno ad un cer-
to valor medio, seguendo una distribuzione che approssima una Gaussiana.
Calcolando il coefficiente di asimmetria di Fisher e il coefficiente di curtosi di
Pearson osserviamo che, per qualsiasi scelta del numero di particelle che inseria-
mo nel sistema, a patto che questo abbia equilibrio minore di n∗, il primo risulta
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Figura 3.6: Distribuzione del rumore sulle strade in scala logaritmica

essere positivo, mentre il secondo é positivo per perturbazioni sufficientemente
piccole e per valori dell’equilibrio non prossimi al valore critico.
Il coefficiente di asimmetria positivo indica che la funzione di probabilitá della
nostra distribuzione é spostata verso destra, ossia la Gaussiana ha delle code per
valori piú alti rispetto alla media.

Se rappresentiamo il logaritmo dell’istogramma notiamo che la distribuzione
é effettivamente una gaussiana, in quanto il grafico del logaritmo é una parabola
con concavitá rivolta verso il basso, come si nota in Fig.(3.6).
Infatti la funzione gaussiana é una funzione della forma

f(x) = e−(x−b)2/c2

se la rappresentiamo in scala logaritmica abbiamo il grafico di

log(f(x)) = −(x− b)2/c2

dunque di una parabola rivolta verso il basso.

Possiamo quindi pensare di approssimare il nostro rumore con un rumore
bianco.

57



Capitolo 3. Dinamica sull’intera rete

Descriviamo la dinamica della rete attraverso l’equazione alle differenze finite

nk(t+ ∆t)− nk(t) = −φk(t)∆t+
∑
j

ξjk(t)φj(t)∆t (3.5)

dove ξjk(t) dipende dal tempo nel senso che ogni ∆t le probabilitá di svolta cam-
biano.
Riscriviamo

∆t =
√

∆t
√

∆t

e fissiamo uno dei due fattori,
√

∆t =: c, dunque la (3.5) diventa

nk(t+ ∆t)− nk(t) = −φk(t)∆t+
∑
j

ξjk(t)φj(t)tc
√

∆t. (3.6)

Se ∆t é sufficientemente piccolo possiamo considerare il limite ∆t→ 0.
Osserviamo che la variazione dell’ultimo termine dell’equazione, con c costante,
é proporzionale a

√
∆t, dunque quando ∆t é piccolo,

√
∆t é molto piú grande

di ∆t.
Detto ció, per le osservazioni fatte nella sezione 14 possiamo approssimare il
rumore con un rumore bianco, e quindi la dinamica della rete é perció descritta
dall’equazione differenziale

dnk(t) = −φk(t)dt+
∑
j

pjkφj(t)dt+
∑
j

ηjk(t)φ
eq
j c dWt. (3.7)

Posto neqk un equilibrio della k-esima strada, linearizzando la dinamica abbiamo

dnk = −∂φk
∂nk

∣∣∣∣∣
nk=neqk

nkdt+
∑
j

pjk
∂φj
∂nj

∣∣∣∣∣
nj=n

eq
j

neqj dt+

+
∑
j

ηjkφ
eq
j c dWt +

∑
j

pjk
∂φj
∂nj

∣∣∣∣∣
nj=n

eq
j

(nj − neqj )dt

(3.8)

Poiché le strade sono omogenee la (3.8) diventa

dnk = −(1−2neq)nkdt+(1−2neq)neqdt+
∑
j

ηjkφ
eqc dWt+

∑
j

pjk(1−2neq)(nj−neq)dt.

(3.9)
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in forma matriciale

dn = (1− 2neq)Lndt− (1− 2neq)Lneqdt+ ηφeqc dWt (3.10)

dove L := (−I+P T ) é una matrice laplaciana e n il vettore del numero di veicoli
sulle strade.
L’equazione differenziale (3.9) ha soluzione

nk(t) =neqe−(1−2neq)t + e−(1−2neq)t

∫ t

0

∑
j

pjk(1− 2neq)(nj − nk)e(1−2neq)sds+

+ e−(1−2neq)t

∫ t

0

∑
j

ηjkφ
eq
√

∆te(1−2neq)sdWs

=neqe−(1−2neq)t + e−(1−2neq)t
∑
j

pjk(nj − nk)
[
e(1−2neq)s

]s=t
s=0

+

+ e−(1−2neq)t

∫ t

0

∑
j

ηjkφ
eq
√

∆te(1−2neq)sdWs

=neq + e−(1−2neq)t

∫ t

0

∑
j

ηjkφ
eq
√

∆te(1−2neq)sdWs

(3.11)

nella quale abbiamo considerato

∑
j

pjknj = nk

e quindi della parte deterministica resta solo neq.
Perció media e varianza sono rispettivamente

E[nk(t)] = neq
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var(nk(t)) =
1

2

∫ t

0

∑
j

η2
jkφ

eq2∆te−2(1−2neq)(t−s)ds

=

∑
j η

2
jkφ

eq2∆te−2(1−2neq)t

4(1− 2neq)

=
σ2
k∆te

−2(1−2neq)t

2(1− 2neq)

(3.12)

Calcoliamo ora la varianza di nk(t) senza assumere la condizione

E[nk(t)]− neq = 0.

Per calcolare la varianza consideriamo

d

dt
var(nk(t)) =

d

dt
E[n2

k(t)]−
d

dt
E[nk(t)]

2

dove

E[nk(t)] = neq ⇒ d

dt
E[nk(t)]

2 = 0

e quindi

dvar(nk(t)) =(1− 2neq)

(∑
j

(L)kjE[nj(t), nk(t)] + E[nk
∑
i

(L)kini(t)]

)
dt+

+
1

2
E
[∑

ij

ηikηjk

]
(φeq)2c2dt =

=(1− 2neq)

(∑
j

(L)kjcov(nj(t), nk(t)) +
∑
i

cov(nk(t), ni(t))(L)ki

)
dt+

+
1

2
E
[∑

ij

ηikηjk

]
(φeq)2c2dt

(3.13)

denotiamo (C)jk := cov(nj(t), nk(t))
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=(1− 2neq)

(∑
j

(L)kj(C)jk +
∑
i

(C)ki(L)ki

)
dt+

+
1

2
E
[
(ηTη)kk

]
(φeq)2c2dt

=(1− 2neq)
(

(LC)kk + (CLT )kk

)
dt+

1

2
E
[
(ηTη)kk

]
(φeq)2c2dt

(3.14)

sostituiamo L = (−I + P T )

=(1− 2neq)
(

((−I + P T )C)kk + (C(−I + P ))kk

)
dt+

+
1

2
E
[
(ηTη)kk

]
(φeq)2c2dt

=2(1− 2neq)
(
− Ckk + (P TC)kk

)
dt+

1

2
E
[
(ηTη)kk

]
(φeq)2c2dt

=2(1− 2neq)

(
− cov(nk(t), nk(t)) +

∑
j

pjkcov(nj(t), nk(t))

)
dt+

+
1

2
(φeq)2σ2c2dt

(3.15)

dove E[
∑

j η
2
jk] = σ2.
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Piú in generale

dcov(nk(t), nk′(t)) =(1− 2neq)

(∑
j

(L)kjE[nj(t), nk′(t)] + E[nk
∑
i

(L)k′ini]

)
dt+

+
1

2
E
[∑

ij

ηikηjk′
]
(φeq)2c2dt =

=(1− 2neq)

(∑
j

(L)kjcov(nj(t), nk′(t))+

+
∑
i

cov(nk(t), ni(t))(L)k′i

)
dt+

1

2
E
[∑

ij

ηikηjk′
]
(φeq)2c2dt =

=(1− 2neq)

(∑
j

(L)kj(C)jk′ +
∑
i

(C)ki(L)k′i

)
dt+

+
1

2
E
[∑

ij

ηikηjk′
]
(φeq)2c2dt =

=(1− 2neq)
(

(LC)kk′ + (CLT )kk′
)
dt+

1

2
E
[
(ηTη)kk′

]
(φeq)2c2dt =

=(1− 2neq)
(

((−I + P T )C)kk′ + (C(−I + P ))kk′
)
dt+

+
1

2
E
[
(ηTη)kk′

]
(φeq)2c2dt =

=(1− 2neq)

(
− 2cov(nk(t), nk′(t)) +

∑
j

pjkcov(nj(t), nk′(t))+

+
∑
i

pik′cov(ni(t), nk(t))

)
dt+

1

2
E[
∑
j

ηjk
∑
i

ηik′ ](φ
eq)2c2dt

(3.16)

Dunque possiamo scrivere in forma matriciale

dC = (1− 2neq)
(
LC + CLT

)
dt+

1

2
(φeq)2σ2Hc2dt (3.17)

dove C é la matrice delle covarianze e H = 1
σ2E[ηTη].

L’equazione differenziale (3.17) é un’equazione differenziale lineare.
Nel caso della varianza la soluzione della (3.17) é la seguente
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Ckk = e−2(1−2neq)t2(1− 2neq)

∫ t

0

∑
j

pjkCjke
2(1−2neq)sds+

+ e−2(1−2neq)t

∫ t

0

1

2
(φeq)2σ2c2He2(1−2neq)sds

(3.18)

Poiché la matrice H, sulla diagonale ha elementi del tipo

(H)kk =
1

σ2
E[
∑
i

ηik
∑
j

ηjk] =
1

σ2
E[
∑
i

η2
ik] = 1

l’equazione (3.18) risulta essere

Ckk =

(
2(1− 2neq)

∑
j

pjkCjk +
1

2
(φeq)2σ2c2

)
e−2(1−2neq)(t−s)

2(1− 2neq)

∣∣∣∣∣
s=t

s=0

=

(
2(1− 2neq)

∑
j

pjkCjk +
1

2
(φeq)2σ2c2

)
1− e−2(1−2neq)t

2(1− 2neq)

(3.19)

Vogliamo soluzioni stazionarie, quindi calcoliamo il limite per t→∞

Cs
kk = lim

t→∞

(
2(1− 2neq)

∑
j

pjkCjk +
1

2
(φeq)2σ2c2

)
1− e−2(1−2neq)t

2(1− 2neq)

=
1

2(1− 2neq)

(
2(1− 2neq)

∑
j

pjkC
s
jk +

1

2
(φeq)2σ2c2

)

=
(φeq)2σ2c2

4(1− 2neq)
+
∑
j

pjkC
s
jk

(3.20)

Osserviamo dunque che la soluzione dipende dalle Cs
jk
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dCjk =(1− 2neq)

(
− 2Cjk +

∑
i

pijCik +
∑
i

pikCij

)
dt+

+
1

2
E[
∑
i

ηij
∑
i

ηik](φ
eq)2c2dt =

=(1− 2neq)

(
− 2Cjk +

∑
i

pijCik + pjkCjj

)
dt+

+
1

2
E[
∑
i

ηij
∑
i

ηik](φ
eq)2c2dt

(3.21)

Le uniche perturbazioni η non indipendenti tra loro sono le ηij rispetto ad ηjk,
dunque dell’ultimo termine resta solo

E[
∑
i

ηij
∑
i

ηik] = E[ηjk
∑
i

ηij],

perció

dCjk =(1− 2neq)

(
− 2Cjk +

∑
i

pijCik + pjkCjj

)
dt+

1

2
E[ηjk

∑
i

ηij](φ
eq)2c2dt

(3.22)

Cs
jk = lim

t→∞

(
(1− 2neq)

(∑
i

pijCik + pjkCjj

)
+

1

2
(φeq)2E[ηjk

∑
i

ηij]c
2

)
e−2(1−2neq)(t−s)

2(1− 2neq)

∣∣∣∣∣
s=t

s=0

=
1

2

(∑
i

pijC
s
ik +

1

3

(
(φeq)2σ2c2

4(1− 2neq)
+
∑
i

pijC
s
ij

)
+

1

2(1− 2neq)
(φeq)2E[ηjk

∑
i

ηij]c
2

)

=

∑
i pijC

s
ik

2
+

(φeq)2σ2c2

12(1− 2neq)
+

∑
i pijC

s
ij

6
+

(φeq)2E[ηjk
∑

i ηij]c
2

4(1− 2neq)

=

∑
i pijC

s
ik

2
+

(φeq)2σ2c2

12(1− 2neq)
+

∑
i pijC

s
ij

6
+

(φeq)2σ2c2

12(1− 2neq)
(3.23)

con E[ηjk
∑

i ηij] = 1
3
σ2.

Poiché Cs
jk = Cij se pjk 6= 0 e pij 6= 0 possiamo portare

∑
i pijC

s
ij al primo
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membro (
1− 1

6

)
Cs
jk =

∑
i pijC

s
ik

2
+

(φeq)2σ2c2

6(1− 2neq)

Cs
jk = 3

∑
i pijC

s
ik

5
+

(φeq)2σ2c2

5(1− 2neq)

(3.24)

Analogamente ripetiamo il ragionamento per le Cs
ik

dCik =(1− 2neq)

(
− 2Cik +

∑
j

pjkCji +
∑
j

pjiCjk

)
dt+

1

2
E[
∑
j

ηji
∑
r

ηrk]

Cs
ik =

∑
j

pjkCji +
∑
j

pjiCjk +
1

2(1− 2neq)
E[
∑
j

ηji
∑
r

ηrk] =

= 3

∑
r priC

s
rj

15
+

(φeq)2σ2c2

5(1− 2neq)
+

1

2(1− 2neq)
E[
∑
j

ηji
∑
r

ηrk](
1−1

5

)
Cs
ik =

(φeq)2σ2c2

5(1− 2neq)
+

1

18(1− 2neq)
E[
∑
j

ηji
∑
r

ηrk]

Cs
ik =

(φeq)2σ2c2

4(1− 2neq)
+

5(φeq)2σ2c2

72(1− 2neq)

=
23(φeq)2σ2c2

72(1− 2neq)
(3.25)

e troncando la gerarchia abbiamo

Cs
kk =

(φeq)2σ2c2

4(1− 2neq)
+
∑
j

pjkC
s
jk

Cs
jk =

(φeq)2σ2c2

5(1− 2neq)
+ 3

∑
i pijC

s
ik

5

Cs
ij =

23(φeq)2σ2c2

72(1− 2neq)

(3.26)

Dunque

Cs
kk =

13

20

(φeq)2σ2c2

(1− 2neq)
(3.27)
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Figura 3.7: Risultati numerici di varianze e covarianze
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Figura 3.8: Risultati numerici e analitici delle varianze
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Figura 3.9: Risultati numerici e analitici di covarianze tra strade vicine
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In Fig.(3.8) abbiamo rappresentato i risultati numerici (asterischi) della va-
rianza e i risulatati analitici.
Con i rombi abbiamo evidenziato i risultati ottenuti senza considerare i contri-
buti delle covarianze, con i quadrati i risultati ottenuti troncando la gerarchia
alle strade vicine e con i cerchi alle strade che distano una strada.

3.4 Correlazione temporale tra le strade

In questa sezione ci occuperemo di mostrare la legge che lega la correlazione
temporale tra una strada e se stessa e tra le varie strade.
Per correlazione si intende il rapporto

corr(nk(t), nk(t+ τ)) =
cov(nk(t), nk(t+ τ))

var(nk)

Calcoliamo ora l’autocovarianza imponendo la condizione∑
j

pjknj = nk

cov(nk(t), nk(t+ τ)) = E
[(
nk(t)− E[nk(t)]

)(
nk(t+ τ)− E[nk(t+ τ)]

)]
=

= E
[( ∫ t

0

e−(1−2neq)(t−s)φeqσc dWs

)(∫ t+τ

0

e−(1−2neq)(t+τ−s)φeqσc dWs

)]
= e−(1−2neq)τ

(∫ t

0

e−2(t−s)(1−2neq)φeq2σ2c2ds
)

= e−(1−2neq)τφeq2σ2c2
[ 1

2(1− 2neq)
e−2(t−s)(1−2neq)

]s=t
s=0

= e−(1−2neq)τφeq2σ2c2 1

2(1− 2neq)
(1− e−2(1−2neq)t)

(3.28)

dunque la funzione di autocovarianza é esponenziale in τ .
La varianza della strada k, che abbiamo calcolato nella sezione precedente, é
data da

var(nk) = φeq2σ2c2 1

2(1− 2neq)
(1− e−2(1−2neq)t),
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perció l’autocorrelazione sará

corr(nk(t), nk(t+ τ)) = e−(1−2neq)τ . (3.29)

Nelle Fig.(3.10) abbiamo rappresenato l’autocorrelazione quando il numero me-
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Figura 3.10: Autocorrelazione per numero medio di particelle sulla strada
rispettivamente n = .44 e n = .20

dio di particelle sulla strada é n = .44 e n = .20.
Dunque nel primo caso il numero di particelle é piuttosto vicino al valor critico
n∗ = .50, al contrario del secondo caso.
In entrambi i casi il tipo di perturbazione é lo stesso.
I punti in blu rappresentano i risultati numerici, mentre la curva in rosso é la
curva ottenuta dalla Eq. (3.29).
Quando il valor medio del numero di particelle sulle strade si avvicina al valo-
re critico osserviamo che i risultati numerici si discostano dalla curva ottenuta
analiticamente, e questo allontanamento é imputabile al fatto che in prossimitá
del valore critico su alcune strade la perturbazione é tale da far si che il numero
di particelle raggiunga il valore critico.
Infatti, se manteniamo costante il numero medio di particelle sulle strade, e im-
partiamo due perturbazioni di ampiezza diversa noteremo un effetto analogo,
come si nota in Fig.(3.11).
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Figura 3.11: Autocorrelazione per numero medio di particelle sulla strada n =
.30, e perturbazioni rispettivamente pert1 > pert2

Calcoliamo ora la correlazione tra il numero di particelle su due diverse stra-
de generiche:

corr(nk(t), nj(t+ τ)) =
cov(nk(t), nj(t+ τ))√

var(nk)
√

var(nj)
,

come nel caso precedente

cov(nk(t), nj(t+ τ)) = E
[(
nk(t)− E[nk(t)]

)(
nj(t+ τ)− E[nj(t+ τ)]

)]
=

= E
[( ∫ t

0

e−(1−2neq)(t−s)ηkφ
eqc dWs

)(∫ t+τ

0

e−(1−2neq)(t+τ−s)ηjφ
eqc dWs

)]
= e−(1−2neq)τ

(∫ t

0

e−2(1−2neq)(t−s)E[ηkηj]φ
eq2c2 ds

)
= e−(1−2neq)τE[ηkηj]φ

eq2c2
[ 1

2(1− 2neq)
e−2(t−s)(1−2neq)

]s=t
s=0

= e−(1−2neq)τE[ηkηj]φ
eq2c2 1

2(1− 2neq)
(1− e−2(1−2neq)t)

(3.30)
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dunque anche la correlazione spaziale é una funzione esponenziale se le mk e mj

non sono indipendeti, in caso contrario le due strade non saranno correlate.
In generale non é detto che siano dipendenti, al contrario, se le strade sono lon-
tane la loro dipendenza sará molto piccola e quindi anche la correlazione sará
piuttosto bassa.
Supponiamo che j = k+ 1, cioé che j riceva direttamente dalla strada k, quindi
j parte della fascia 1 all’avanti di k.
Abbiamo allora che ηk+1 = pkk+1ηk + plk+1ηl + pik+1ηi = 1

3
ηk + 1

3
ηl + 1

3
ηi, con

l 6= k, i 6= k.
Per semplicitá supponiamo che ηl e ηi siano indipendenti da ηk, dunque

corr(nk(t), nk+1(t+ τ)) =
cov(nk(t), nk+1(t+ τ))√
var(nk)

√
var(nk + 1)

,

come nel caso precedente

cov(nk(t), nj(t+ τ)) = E
[(
nk(t)− E[nk(t)]

)(
nj(t+ τ)− E[nj(t+ τ)]

)]
=

= E
[( ∫ t

0

e−(1−2neq)(t−s)ηkφ
eqc dWs

)(∫ t+τ

0

e−(1−2neq)(t+τ−s)ηjφ
eqc dWs

)]
= e−(1−2neq)τ

(∫ t

0

e−2(1−2neq)(t−s) 1

3
σ2φeq2c2 ds

)
= e−(1−2neq)τ 1

3
σ2φeq2c2

[
1

2(1− 2neq)
e−2(t−s)(1−2neq)

]s=t
s=0

= e−(1−2neq)τ 1

3
σ2φeq2c2 1

2(1− 2neq)
(1− e−2(1−2neq)t)

(3.31)

dunque la correlazione tra due strade, l’una conseguente all’altra, é

corr(nk(t), nk+1(t+ τ)) =
1

3
e−(1−2neq)τ . (3.32)

Rappresentiamo in Fig(3.12) la correlazione tra queste due strade: in rosso ab-
biamo il grafico ottenuto dai risultati numerici, in blu la curva ottenuta analiti-
camente, cioé dall’Eq (3.32).

A differenza dei grafici che abbiamo ottenuto per l’autocorrelazione Fig.(3.11),
in questo caso le due curve non coincidono.
Prima di tutto osserviamo che la massima correlazione si verifica per intervalli
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Figura 3.12: correlazione tra due strade l’una conseguente all’altra

temporali sufficientemente ampi, cioé non é istantanea: ha bisogno di tempo per
svilupparsi.
In secondo luogo osserviamo che l’andamento é esponenziale come previsto, ma
per intervalli di tempo sufficientemente ampi é leggermente maggiore rispetto a
quanto ci aspetteremmo.

3.5 Tempi di congestionamento della rete

Nelle sezioni precedenti abbiamo stimato la varianza per l’equazione lineariz-
zata (3.9)

dnk = −(1−2neq)nkdt+(1−2neq)neqdt+
∑
j

ηjkφ
eqc dWt+

∑
j

pjk(1−2neq)(nj−neq)dt

trovando

Cs
kk =

13

20

(φeq)2σ2c2

(1− 2neq)
(3.33)
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ora possiamo utilizzare questo risultato per studiare l’equazione non linearizzata

dnk(t) = −φk(t)dt+ φeqdt+
∑
j

pjkφj(t)dt+
∑
j

ηjkφ
eq
j ∆tdWt. (3.34)

Consideriamo il potenziale

V (n) =
1

2
n2 − 1

3
n3 − φeqn (3.35)

il cui gradiente é

∇V (n) = (1− n)n− φeq (3.36)
cioé l’opposto della nostra dinamica non perturbata.

In Fig.(3.13) abbiamo rappresentato V per diversi valori di φeq ∈
[
0,

1

4

]
, eviden-

ziando in rosso il potenziale per φ∗ = 1
4
.

I rombi sulle curve sono i punti in cui ∇V si annulla, ossia i punti di massimo e
minimo locale delle V , i quali hanno ascisse rispettivamente

nins =
1 +
√

1− 4φeq

2

neq =
1−
√

1− 4φeq

2
,

dunque, per φeq fissato, neq é il punto di equilibrio stabile, nins é il punto di
equilibrio instabile.

Per φ∗ =
1

4
abbiamo che i due zeri coincidono.

Introduciamo ora dei rumori sul sistema, ossia le nostre perturbazioni ran-
dom. Come visto nelle sezioni precedenti, questi rumori producono sulla dina-
mica delle perturbazioni di media nulla e varianza data dalla (3.33).

Possiamo quindi riscrivere l’equazione (2.11) nella seguente forma

ṅk(t) = −∇V (nk(t))dt+ σm(t)dWt (3.37)

e osserviamo che si tratta dell’equazione di Langevin con

∇V (nk(t)) = nk(t)
(
1− nk(t)

)
− φeq

V (nk(t)) = nk(t)
(nk(t)

2
− n2

k(t)

3
− φeq

) (3.38)
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Figura 3.13: Massimi e minimi del potenziale V al variare di φeq

Wt denota un processo di Wiener, σ misura l’intensitá dei rumori sulle per-
turbazioni c.

Se D é un sottinsieme dello spazio delle fasi, possiamo definire il tempo di
uscita

τD := inf{t > 0 : nk(t) 6∈ D}.

Poiché D contiene un unico punto di equilibrio stabile, allora la distribuzione
di τD é asintoticamente esponenziale, per piccoli rumori il comportamento di τD
sará comparabile al tempo di Kramers

TK = e2 H
σ2 . (3.39)

Infatti la legge di Kramers descrive il tempo medio di transizione di una particella
tra due minimi del potenziale.
Nel nostro caso, per φeq fissato, il potenziale ha un unico minimo, possiamo
dunque considerare come secondo minimo un punto qualsiasi z∗ > nins, dove
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Figura 3.14: Massimo e minimo del potenziale V per φeq fissato

nins é il massimo del potenziale, come si vede in Fig.(3.14).

Abbiamo dunque che

E[τn
eq

z∗ ] ' Ce2[V (nins)−V (neq)]/σ2

dove τneqz∗ é il tempo di transizione dall’equilibrio neq al punto di minimo fit-
tizio z∗ e C é una costante di normalizzazione.
La legge Eyring-Kramers é un perfezionamento della legge di Arrhenius, in
quanto dá un valore approssimativo della costante C:

E[τn
eq

z∗ ] ' 2π√
|V ′′(nins)|V ′′(neq)

e2[V (nins)−V (neq)]/σ2

=
2π√

|(1− 2nins)|(1− 2neq)
e2[V (nins)−V (neq)]/σ2

=
2π√

1− 4φeq
e2
√

(1−4φeq)3/6σ2

(3.40)

cioé, la costante dipende dalle curvature nel punto di minimo neq e nel punto del
massimo nins del potenziale. Curvature piú piccole portano a tempi di transizio-
ne piú lunghi, come si osserva in Fig.(3.15), dove abbiamo rappresentato E[τn

eq

z∗ ]
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Figura 3.15: Tempo medio di transizione dal punto di equilibrio neq al punto z∗,
al variare di σ

al crescere di φeq facendo variare σ.

Inoltre vale il seguente risultato

Teorema 1.
lim
σ2→0

P
(
τ > sE[τ ]

)
= e−s

Dunque la probabilitá che una strada fissata si congestioni al tempo s sará

P
(
τ < sE[τ ]

)
=

∫ s

0

e−s1ds1 = 1− e−s.

Se richiediamo che nella rete una strada k fissata si congestioni e tutte le altre
K − 1 non si congestionino avremo

P
(
k ∈ {1, ..., K}|τ < sE[τ ]

)
=

∫ ∞
0

∫ s

0

e−s1ds1e
−(K−1)s2ds2 = (1− e−s)e−(K−1)s

perció
P
(
∃k ∈ {1, ..., K}|τ < sE[τ ]

)
= K(1− e−s)e−(K−1)s (3.41)

sará la probabilitá che una qualsiasi delle strade si congestioni e tutte le altre no.
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In probabilitá, il primo congestionamento si verificherá prima se il numero di
strade é maggiore, infatti notiamo, sia dai risultati numerici Fig.(3.17) che da
quelli analitici Fig.(3.16), che la curva si sviluppa prima per K maggiori.
Dunque se la rete é composta da piú strade il primo congestionamento avverrá
prima rispetto al primo congestionamento in una rete composta da un minor
numero di strade.
Il massimo viene raggiunto per

s = log
( K

K − 1

)
e il valore che assume la probabilitá in prossimitá del massimo é

P
(
∃k ∈ {1, ..., K}|τ < K

K − 1
E[τ ]

)
= K

((K − 1

K

)K−1

−
(K − 1

K

)K)
Avendo precedentemente stimato E[τn

eq

z∗ ] possiamo calcolare la probabilitá

P
(
∃k ∈ {1, ..., K}|τneqz∗ < s

)
=

1

cnorm
K(1− e−s/E[τn

eq

z∗ ])e−(K−1)s/E[τn
eq

z∗ ] =

=
1

cnorm
K(1− e−s

√
1−4φeq

2π
e−2
√

(1−4φeq)3/6σ2

)e−(K−1)s

√
1−4φeq

2π
e−2
√

(1−4φeq)3/6σ2

con cnorm costante di normalizzazione

cnorm =
E[τn

eq

z∗ ]

K − 1
.

Una volta stimata la probabilitá P
(
∃k ∈ {1, ..., K}|τneqz∗ < s

)
osserviamo

che tale funzione risulta attendibile solo per regimi non eccessivamente elevati di
flusso, a causa della forma di E[τn

eq

z∗ ], dunque considereremo solo regimi di flusso
inferiori al valore φeq = .2 (80% di φ∗).

Rappresentiamo in Fig.(3.18) la curva ottenuta analiticamente per un flusso
φeq = .2 (80% di φ∗) in una rete stradale composta daK = 24 strade, in Fig(3.19)
i rispettivi risultati numerici per σ = 1 e σ = .8.

Per confrontare i risultati numerici con i risultati analitici abbiamo conside-
rato la correlazione temporale, nel nostro caso ∆t = 10−2, e la correlazione della
durata della varianza σ, dunque σ

cost
√

∆t
, dove cost indica per quante iterazioni

abbiamo mantenuto costante la perturbazione.

Il primo tempo di congestionamento di una rete stradale dipende dunque
dalla varianza, dal flusso di equilibrio e dal numero di strade della rete.
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Figura 3.16: Risultati analitici: Probabilitá che ∃k ∈ 1, .., K t.c. τ < s, al
variare di K
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Figura 3.17: Risultati numerici: Probabilitá che ∃k ∈ 1, .., K t.c. τ < s, al
variare di K
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Figura 3.18: Risultati analitici: Tempi del primo congestionamento per un flusso
φeq = .2 (80% di φ∗), K = 24
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Figura 3.19: Risultati numerici: Tempi del primo congestionamento per un flusso
φeq = .2 (80% di φ∗), K = 24, σ = 1 (in giallo) e σ = .8(in blu)
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