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Alla mia prozia Maria,
che pur avendo fatto solo la terza elementare
ha sempre avuto un grande amore per la Matematica.

Se guardo il tuo cielo, opera delle tue dita, la luna e le stelle che tu hai fissate,
che cosa e l'vomo perché te ne ricordi e il figlio dell’'vomo perché te ne curi?
Eppure Uhai fatto poco meno degli angeli, di gloria e di onore lo hai coronato:
gli hai dato potere sulle opere delle tue mani, tutto hai posto sotto i suoi piedi;
tutti © greggi e gli armenti, tutte le bestie della campagna;

Gli uccelli del cielo e i pesci del mare, che percorrono le vie del mare.

O Signore, nostro Dio, quanto é grande il tuo nome su tutta la terra.

(dal Salmo 8)
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Introduzione

0.1 Problema di Cauchy per equazioni differenziali ordinarie
del primo ordine
Un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine ¢ un’equazione in cui I'incognita ¢ un

funzione y(z) in una variabile indipendente = che compare all’interno dell’equazione con la sua derivata
prima y'(z). La forma pil generale di un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine &

F(z,y(z),y'(v)) =0
dove F: A — R con A aperto di R? non vuoto.

Sotto opportune ipotesi si puo esplicitare y’(z) applicando il teorema delle funzioni implicite e cosi
I’equazione si riduce alla cosiddetta forma normale

y'(z) = f(a,y(x)) (1)

dove f: Q2 — R con Q aperto di R? non vuoto.

Preso un punto (zg, yo) € €2 si puo definire la soluzione locale dell’equazione (1) V& € [xg — §, xo +
0] = I con I intorno di z( data la condizione iniziale y(zg) = yo.
Quindi Jy : I — J =[yo—h,yo+h] con I x J C Qey € C*(I) tale che y/(z) = f(z,y(z)) Yz € I data
la condizione iniziale y(zg) = yo. La struttura definita dall’equazione differenziale unita alla condizione
iniziale si chiama problema di Cauchy.

Uno degli elementi fondamentali nello studio dei problemi di Cauchy & trovare sotto quali condizioni
si ha la garanzia dell’esistenza e dell’unicita della soluzione.
Consideriamo il problema di Cauchy:

{M@)ﬂ%ywﬁ @

y(w0) = vo

con x € I CR e f funzione continua. f(z,y(z)) & continua per composizione di funzioni continue.
Quindi risulta, integrando entrambi i membri da zg a = e svolgendo tutti i calcoli

xr
vo)=wn+ [ (e 3)
o
E l’equazione differenziale & cosi diventata un’equazione integrale.

Viceversa dall’equazione (3) si ottiene ’equazione (1) per il teorema fondamentale del calcolo integra-
le. 11 problema differenziale si ¢ dunque trasformato in un problema integrale definito dall’equazione (3).
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0.2. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DI ORDINE N A COEFFICIENTI COSTANTI

Definizione 1. f(x,y) si dice funzione localmente lipschitziana in (zo,yo) € Q se esistono un intorno
U di (xo,y0) con U C Q e una costante L > 0 tali che ¥(x,y1), (x,y2) € U risulti |f(x,y1) — f(x,y2)] <
L|ys — yo|. L si dice costante di Lipschitz.

In particolare se f € C(£2) di classe C? rispetto a y, allora f é automaticamente localmente lipschi-
tziana in (x0,y0) € 2 generico con costante di Lipschitz L = (m)axK |fy(x,y)] con K C 2 compatto
x,y)E

contenente U intorno di (zo,y0). Con fy(z,y) si intende g—g(x,y). Inoltre se f, é limitata in § allora f
é globalmente lipschitziana in €).

Torniamo al problema integrale (3) con la condizione iniziale y(zg) = yo. Prendiamo (xg,yo) € I X J
(IxJ cCQ)conl = [xg—0d,z9+d],J = [yo— h,yo+ h] per § > 0,h > 0 opportuni. Definiamo
M = ISI}[E)Q |f(z,y)]. M éin realtd un massimo in quanto I x J é compatto. Prendiamo §; = min {(5, ﬁ

X

cosi risulta Md; < h e rinominiamo § = §;.

Teorema 1. Se f € C(Q) € localmente lipschitziana in (zg, yo) € €2, scelto § > 0 come sopra si ha che il
problema di Cauchy (2) ha una e una sola soluzione y(x) locale definita nell’intervallo I = [xo—0,zo+0].
Tale soluzione si esprime mediante la formula integrale (3).

Prendiamo ora € =Ja, b xR con ]a, b] intervallo aperto di R.

Teorema 2. Sia (zo,y0) € Q e sia [ : @ — R continua e globalmente lipschitziana, ovvero 3L > 0
tale che |f(x,y1 — f(z,y2| < L|y1 — yo| YV €]a, b[Vy1,y2 € C([a,b]). Allora la soluzione del problema di
Cauchy (2) € definita su tutto l’intervallo [a,b] ed é dunque globale.

Dalla singola equazione differenziale ordinaria del primo ordine si puo poi passare al sistema di n
equazioni differenziali ordinarie del primo ordine esprimibile in maniera compatta utilizzando la
notazione vettoriale:

{y’(m) = f(z,y(x)) @

y(70) =¥o

dove y(x) = (y1(2), ..., yn(x)) € R™, yo = (Yo,,---¥0,) € R e £: Q* — R™ con Q* aperto di R"*!
non vuoto.

0.2 Equazioni differenziali ordinarie di ordine n a coefficienti
costanti

In generale un’equazione differenziale ordinaria di ordine n é un’equazione in cui 'incognita & un
funzione y(z) in una variabile indipendente x che compare all’interno dell’equazione con le sue derivate
fino all’ordine n incluso. La sua espressione pil generale (detta equazione in forma implicita) sara
dunque:

F(z,y(z),y (2), ...,y (2)) = 0
dove F: A — R con A aperto di R”*2 non vuoto.
In particolare consideriamo il caso delle equazioni differenziali ordinarie di ordine n lineari a
coefficienti costanti ovvero le equazioni scritte nella forma:
Y™ (@) + an—1y" V(@) + o+ ary/ (@) + aoy(x) = f(x) (5)
cona; € RVi=0,....,n—1.

Se f(z) = 0 Pequazione si dice omogenea, altrimenti si dice non omogenea.
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0.2. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DI ORDINE N A COEFFICIENTI COSTANTI

Teorema 3. L’insieme delle soluzioni dell’equazione (5) costituisce uno spazio vettoriale su R di
dimensione n.

Definizione 2. Se {y1,...,yn} sono n soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione (5), allora
Uinsieme {y1,...,yn} si dice un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione (5).

Definizione 3. Se {yi,...,yn} sono soluzioni dell’equazione (5) si definisce Wronskiano di queste
soluzioni e st indica con W il seqguente oggetto:

Y1 Y2 Yn
/ / /
T S TR

Si verifica che i1 Wronskiano o é sempre identicamente nullo o non lo é mai. Cosi basta accertarsi
che sia diverso da 0 in un punto affinché sia diverso da 0 su tutto il dominio.

Teorema 4. {y1,...,yn} costituiscono un sistema fondamentale di soluzioni per l'equazione (5) se e solo
se il loro Wronskiano € sempre diverso da zero (W #0).

Assegnare un problema di Cauchy per ’equazione (5) significa assegnare le seguenti condizioni iniziali:

y(x0) = vo
Y (v0) =1

y(n) (T0) = Yn

All’interno di questa tesi interesseranno solamente i casi delle equazioni omogenee, dunque prosegui-
remo lo studio solo per le equazioni del tipo

Yy (@) + an_1y™ V(@) + ... + a19/ (x) + aoy(z) =0 (7)

Esiste un metodo molto rapido per scrivere la soluzione generale dell’equazione (7) che opera nel
seguente modo:

Consideriamo 1’equazione (7) e cerchiamo per questa la soluzione generale y(z) sotto la forma y(x) =
e . Sostituendo questa nell’equazione (7) si ottiene

e’\"’”()\"—i—an,l)\”*l +..+aA+ay) =0 (8)
Poiché e*® # 0 VA € R I'equazione (8) si riduce a

A"+ an NP+ L+ aAtag=0 (9)

Ponendo P()\) = A" +a,, 1 A"~ +...+ a1 A+ ag risolvere 'equazione (9) si riduce a ricercare le radici
del polinomio P(\), che per il teorema fondamentale dell’Algebra sono esattamente n in C. Il polinomio
P(\) viene detto polinomio caratteristico associato all’equazione (7) mentre le radici di P(\) sono
detti autovalori dell’equazione (7).

Siano A, ..., A le radici del polinomio caratteristico P(\) nel campo complesso di molteplicita algebrica
rispettivamente ny, ..., ns. Allora un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione (7) & dato da

{e’\lm, zeMT gt leMT phet poter ame—lodam AT geAsT ...,m"-"‘_leAsm} (10)

Poiché i coefficienti a; sono reali, se esistesse A\* € C—R radice di P()\) allora anche A\* sarebbe radice
di P(M\). In tal caso nel sistema fondamentale di soluzioni (10) si possono sostituire {e’\*ﬂ”7 e)‘*’”} con

{eRe)Z cos(Im(A*)x), eR*A )2 sin(Im(A*)z) } cosi (10) diventa un sistema fondamentale di soluzioni
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0.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL SECONDO ORDINE A COEFFICIENTI
VARIABILI

reali.

La soluzione generale dell’equazione (7) sara dunque una combinazione lineare di queste soluzioni, e
le costanti arbitrarie che vi appariranno all’interno saranno univocamente determinate dalle condizioni
iniziali date dal problema di Cauchy.

0.3 Equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine a coef-
ficienti variabili

Una generica equazione differenziale di ordine n a coefficienti variabili si presenta sotto la forma

oney n—1 T T
an@ T o @ T D 4 a@) P o w)y(a) = £

dove ag(z), ..., an(x), f(x) sono funzioni assegnate in x.

Noi considereremo solo il caso delle equazioni del secondo ordine, ovvero le equazioni del tipo:

2 X X
@ D 0 @)D 4oy @yy(a) = ra) ()

In ogni intervallo in cui si verifica az(z) # 0 si possono dividere entrambi i membri dell’equazione
(11) per ag(x) e cosi si ottiene 'equazione scritta nella forma che verra da noi studiata:

y"(x) + P(2)y'(x) + Qz)y(z) = R(x) (12)

Noi ci limiteremo ulteriormente al caso R(x) = 0, ovvero al caso dell’equazione omogenea:

y" () + Px)y () + Qa)y(z) =0 (13)

Un metodo molto efficace per la ricerca della soluzione di un’equazione di questo tipo é il metodo
delle serie di potenze. Esso consiste nel ricercare la soluzione attorno ad un opportuno punto z = a
come somma di una serie di potenze, in potenze di (z — a), ovvero sotto la forma

“+o0
y(z) = Zan(z —a)" =ag+ ay(x — a) + as(x —a)® + ...
n=0

dove i coefficienti ag, a1, as, ... sono da determinare.

Definizione 4. Sia a € R (oppure C) e sia U, un intorno aperto di a in R (o C). Una funzione f(z)
st dice analitica in x = a se si puo scrivere come somma di una serie di potenze, in potenze di (x —a),
che converge a f(x) in U,, ovvero se in U, vale

+oo
flz) = Z an(z —a)”
n=0

Condizione necessaria affinché una funzione f(z) sia analitica in x = a é che la funzione e le sue
derivate esistano in x = a, pertanto la funzione sara C*° su U,. Pertanto lo sviluppo in serie di potenze
di f(x) coincidera col suo sviluppo di Taylor, e i coefficienti a,, dello sviluppo saranno univocamente
£ (a)

.

determinati dalla formula a,, = ~—

Definizione 5. Se una funzione f(x) non € analitica in x = a si dice che € singolare (o che ha una
singolarita) in © = a.
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0.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL SECONDO ORDINE A COEFFICIENTI
VARIABILI

Definizione 6. Il punto x = a si dice punto ordinario dell’equazione differenziale (13) se sia P(x)
che Q(x) sono analitiche in x = a. Se almeno una tra P(z) e Q(x) non é analitica in x = a, allora il
punto x = a si dice punto singolare (o singolaritd) dell’equazione differenziale (13).

Teorema 5. Se il punto x = a € un punto ordinario dell’equazione differenziale (13) allora l'equazione
ammette due soluzioni linearmente indipendenti scritte come somma di serie di potenze della forma

“+o0
y@) =) an(z —a)"

n=0

Queste soluzioni saranno wvalide in un opportuno intorno aperto U, di a e le corrispondenti serie di
potenze convergeranno per almento tutti i valori di x tali per cui valga |x — a| < R dove R ¢& la distanza
tra il punto x = a e il pit vicino punto singolare dell’equazione (13) all’interno del piano complesso.

Esaminiamo ora il comportamento generale delle soluzioni dell’equazione differenziale (13) vicino ai
punti singolari. Per un particolare tipo di singolarita si puo estendere il metodo di risoluzione per serie
di potenze, utilizzando una tecnica nota come metodo di Frobenius.

Definizione 7. Un punto x = a si dice punto singolare regolare (o singolarita regolare) per
Uequazione differenziale (13) se:

1. © = a € un punto singolare
2. (x —a)P(x) e (x — a)®Q(x) sono analitiche in x = a secondo la definizione vista prima

Cerchiamo la soluzione attorno a questo punto singolare sotto la forma

“+oo
y(@) =z —a)* Y ap(z —a)* (14)
k=0

Oltre ai coefficienti aj bisognera cercare di determinare anche l'indice o che potrebbe non essere
intero.
Per semplicita, spostiamo la singolarita dal punto x = a al punto x = 0 mediante una traslazione
t = x — a e poi rinominiamo z = t. Cosl la soluzione da ricercare si riduce a

+oo +oo
y(x) = 2 Zakxk = Zakxwrk = apz® + a1z + ... (15)
k=0 k=0

Derivando questa soluzione rispettivamente una e due volte rispetto a x, sfruttando il fatto che per
definizione si ha che le funzioni zP(z) e 22Q(z) sono analitiche in x = 0, sostituendo quanto ottenuto
all’interno dell’equazione (13), e apportando le modifiche necessarie otteniamo

aolo(er — 1) + poax + qo] + {a1[( + 1)a + po(@ + 1) + o] + ao(pra+ql)tz + ... =0 (16)

I coefficienti di una serie di potenze sono univocamente determinati, e dunque affinche l'identita (16)
sia verificata dovranno necessariamente annullarsi tutti i coefficienti.
In particolare varra agla(a — 1) + poar + o] = 0 e poiche per ipotesi ag # 0 questo implica a(a —
1) + poax + qo = 0 ovvero
o+ (po—1a+gy =0 (17)

L’equazione (17) viene detta equazione indiciale in quanto viene utilizzata per determinare U'indice
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0.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL SECONDO ORDINE A COEFFICIENTI
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Teorema 6. Se [’equazione differenziale (13) ha una singolarita regolare in x = 0 e se le radici ay,a9
dell’equazione indiciale (17) sono distinte e non differiscono per un intero allora esistono due soluzioni
linearmente indipendenti dell’equazione (13) della forma

+oo
yi(e) =2 Y aga®
k=0

+oo
ya(a) = 2% ) byt
k=0

. Queste soluzioni sono valide almeno in un qualche intervallo (0, R),R > 0.
Se invece le radici oy, dell’equazione indiciale (17) sono coincidenti o differiscono per un intero allora
esistono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione (13) della forma

+oo
yi(x) =2 ) axa®
k=0

+oo

yo(z) = 22 Z bez® + Cy1(z) In(z)
k=0

dove la costante C' é non nulla se ay = ag e potrebbe essere nulla o non nulla se oy e as differiscono
per un intero.

Un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine a coefficienti variabili molto importante che
ricorrera spesso durante la tesi ¢ '’equazione di Bessel

2y (z) + xy' (x) + (2* — p*)y(z) =0

la cui risoluzione ¢ approfondita nell’appendice A.
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Capitolo 1

Problemi al contorno per equazioni
differenziali ordinarie

Iniziamo ora D’analisi approfondita dei problemi al contorno (o problemi al bordo). Mentre i problemi
di Cauchy possono essere visti come problemi di tipo temporale, in quanto vengono imposte condizioni
iniziali e si studia I’evolvere dell’equazione nel tempo, i problemi al contorno possono essere visti come
problemi di tipo spaziale, con condizioni sul bordo del dominio su cui & definita I’equazione differenziale
coinvolta nel problema. Le condizioni al contorno sono anche dette condizioni al bordo o condi-
zioni di Dirichlet.

A differenza dei problemi di Cauchy, i problemi al contorno potrebbero non avere nessuna soluzione,
oppure infinite soluzioni o un’unica soluzione. Crolla dunque il risultato di unicita visto per i problemi
di Cauchy.

1.1 Problemi al contorno omogenei

Consideriamo 'operatore lineare del secondo ordine

Lly(z)] = ao(x)y" (x) + ar(2)y () + az(2)y(z) (1.1)

e l'intervallo [a,b] C R. Siano ag # 0 e ag(x), a1(x), az(z) continue su [a, b].
Consideriamo il problema al contorno omogeneo

Ly(x)] =0 z € [a,b]
ary(a) + f1y'(a) =0 (1.2)
azy(b) + B2y’ (b) = 0

con a, f1, g, B2 costanti. Assumiamo (aq,81) # (0,0) e (o, B2) # (0,0). Le condizioni al contorno
del problema sono dette lineari e omogenee poiche se u(z) e v(z) soddisfano queste condizioni al
contorno allora cid avviene anche per qualsiasi combinazione lineare di u(x) e v(x). Si nota facilmente
che questo problema al contorno omogeneo ammette sempre la soluzione banale y(z) = 0. Ci chiediamo
sotto quali condizioni esistono soluzioni non banali.
Siano y1 () e y2(x) due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale L{y(x)] = 0. La
soluzione generale sara pertanto della forma y(z) = c1y1(z) + coy2(x). Per soddisfare le condizioni al
contorno si deve verificare
aly(a) + Bly/(a’) =0 (1 3)
azy(b) + B2y’ (b) =0 '

1



1.1. PROBLEMI AL CONTORNO OMOGENEI

ovvero
orlern(a) + e (@)] + Ailervh(a) + (@) = 0 »
azferyr (b) + cay2(b)] + Ba[c1yi (b) + c2y5(b)] = 0 .
che diventa
cilonyi(a) + Aiyi(a)] + ezlaryz(a) + Frys(a)] = 0 (1.5)
ciaayi (b) + B2y (b)] + calozy2(b) + B2y5(b)] = 0 .
Poniamo B,(u) = aju(a) + f1u'(a), By(u) = agu(b) + Bau’(b) e cosi le condizioni al contorno
diventano
ClBa(yl) + CZBa(y2> =0 (1 6)
c1By(y1) + c2By(y2) = 0 .

che in forma matriciale si scrivono come

(el o) ()= (6) w

Questo sistema possiede soluzioni non banali se e solo se si verifica

Bo(y1) Ba(y2)\ _
det (Bb(yl) Bb(y2)) =0 (18)

e questo fornisce una condizione di esistenza di soluzioni non banali del problema (1.2).

Esempio 1. Consideriamo il problema al contorno

y"(x) +4y(z) =0
y(0) =y(m) =0

Per quanto detto nell’introduzione la soluzione generale dell’equazione di questo problema & y(z) =
¢1 cos(2z) + cosin(2x). Imponendo le condizioni al contorno alla soluzione otteniamo y(0) = y(7) =
¢y = 0 e dunque il problema ¢ soddisfatto dalle funzioni del tipo y(x) = cosin(2z) con ¢y costante
arbitraria. Queste soluzioni saranno pertanto infinite.

(1.9)

Il risultato dell’esempio 1 e generalizzato dal seguente teorema.

Teorema 7. Se u(z) & una soluzione particolare non banale del problema al contorno (1.2) allora tutte
le altre soluzioni sono della forma y(x) = cu(x) con ¢ costante arbitraria.

Dimostrazione. Sia v(x) una soluzione qualunque del problema (1.2) e sia u(x) come nell’enunciato. Per
le condizioni al contorno si ha

{QW(G) o o (1.10)

ayv(a) + B1v'(a) =0

poiche u(x) e v(z) sono entrambe soluzioni di (1.2). Questo € un sistema nelle incognite (a, 51) che
ammette una soluzione non banale. Pertanto deve per forza verificarsi

u(a) w'(a)\ _
det <U(a) i) =0 (1.11)
Questo determinante ¢ il Wronskiano di u(x) e v(x) valutato in = a. Sié visto nell’introduzione che

se il Wronskiano ¢ nullo in un punto allora ¢ identicamente nullo ovunque. Cio implica che u(z) e v(z)
sono linearmente dipendenti e pertanto esiste una costante ¢ tale per cui si verifica v(x) = cu(z). O

2 Problemi al contorno per equazioni differenziali ordinarie



1.2. PROBLEMI AGLI AUTOVALORI

1.2 Problemi agli autovalori

Molti problemi al contorno omogenei che compaiono nei modelli fisici contengono un parametro. Vedia-
mo un particolare tipo di questi problemi.

Definiamo l'operatore lineare del secondo ordine L[y(x)] e I'intervallo [a,b] C R come nella sezione pre-
cedente.

Consideriamo il problema al contorno

Lly(z)] + My(z) =0 =z € [a,b]
ary(a) + B1y'(a) =0 (1.12)
azy(b) + B2y’ (b) =0

dove A & un parametro indipendente da . Come nella sezione precedente assumiamo (aq, 81) # (0,0)
€ (062,,82) 7& (070)
La soluzione banale y(x) = 0 esiste per tutti i valori del parametro A. Tuttavia potrebbe verificarsi che
le soluzioni non banali esistano per determinati valori del parametro A ma non per altri valori.

Definizione 8. Se per un determinato valore A = \; esiste una soluzione non banale del problema
(1.12) allora X; si dice autovalore dell’operatore L (relativo alle condizioni al contorno del problema
(1.12) ) e la corrispondente soluzione non banale y;(x) si dice autofunzione.

Le autofunzioni sono determinate a meno di una costante moltiplicativa, ovvero se y;(z) & un’auto-
funzione corrispondente all’autovalore A; lo & anche cy;(z), con ¢ costante arbitraria.
Quando 'operatore L viene applicato ad una funzione questa potrebbe modificarsi drasticamente. Se in-
vece lo si applica ad un’autofunzione, questa viene semplicemente moltiplicata per una costante, ovvero
Popposto dell’autovalore corrispondente. Questo poiche I'autofunzione risolve ’equazione differenzia-
le del problema (1.12) e dunque risulta Lly;(x)] + \iyi(z) = 0 da cui L[y (x)] = —Ayi(x). Vedremo
I'importanza degli autovalori e delle autofunzioni nella risoluzione di determinati problemi fisici retti da
equazioni alle derivate parziali.

Esempio 2. Vediamo l’esempio di un problema al contorno agli autovalori che regola lo studio fisico
del piegamento di una colonna di lunghezza L > 0.
Sia L > 0 e consideriamo il problema

(0) = 9(1) = 0 1

Si distinguono i casi A > 0, A < 0e A =0. I casi A < 0 e A = 0 non sono accettabili in quanto
entrambi portano solo alla soluzione banale y(x) = 0 mentre noi cerchiamo soluzioni non banali. Con-
sideriamo dunque solo il caso A > 0. La soluzione generale di y”(z) + Ay(x) = 0 sara, per quanto detto
nell'introduzione, y(z) = Acos(v/Az) + Bsin(v/Az). Applicando la condizione al contorno y(0) = 0 si
trova A = 0 da cui y(x) = Bsin(v/Az). La condizione y(L) = 0 fornisce invece y(L) = Bsin(v/AL) = 0.
Cio apre la strada a due possibilita: B = 0 oppure sin(ﬁL) = 0. B = 0 non puo essere accettabile in
quanto fornirebbe la soluzione banale. Se invece consideriamo i valori A per cui sin(\AL) = 0 possiamo
assumere B # 0 ed esistono soluzioni non banali. sin(\f)\L) = 0 implica VAL =nwconn=1,23,..

{y"(w) +y(x) =0 z€[0,L]

ovvero A = ”i’;z. Poiche questi autovalori A dipendono dal valore di n li possiamo denotare con A,,.
2,2
n-m
Ap = 72 (1.14)
Questi sono dunque gli autovalori del problema e le corrispondenti autofunzioni sono
Yn(x) = Bp(z)sin (%) n=123,.. (1.15)

3 Problemi al contorno per equazioni differenziali ordinarie



1.3. FUNZIONI ORTOGONALI E SERIE DI FOURIER GENERALIZZATE

con B,, costanti reali arbitrarie.
Fisicamente questa soluzione del problema (1.13) implica che la colonna non si piega finché non rag-
giunge un certo valore critico, noto come il carico di Eulero. La corrispondente forma della colonna in
questo primo stato di piegamento ¢ Ponda y1 (z) = By (z) sin (%%) che sembra sia I'unico stato ottenibile
sperimentalmente per la maggior parte delle colonne.

1.3 Funzioni ortogonali e serie di Fourier generalizzate

Prima di procedere con lo studio dei problemi al contorno & necessario introdurre le funzioni ortogonali,
che studieremo come estensione dei vettori ortogonali, e le serie di Fourier generalizzate.

1.3.1 Funzioni ortogonali

Ricordiamo che un vettore v dello spazio a tre dimensioni (che identifichiamo con R?) & una tripla ordi-
nata di numeri reali v = (v, vg, v3) dove vy, v, v3 sono dette le componenti di v. Il vettore v pud essere
pero visto anche come una funzione v(x) : {1,2,3} — R con le proprieta v(1) = v1, v(2) = va,v(3) = vs.
Questa rappresentazione si estende facilmente ai vettori n-dimensionali.

In tal modo le operazioni di addizione tra vettori e di moltiplicazione di un vettore per uno scalare si
leggono come le usuali operazioni tra funzioni. Ad esempio se v(x) e w(x) sono due funzioni definite sul-
I'insieme {1, 2,3} come sopra, allora la funzione somma di v(x) e w(z) & la funzione u(z) = v(z) + w(x) i
cui valori (1) = v(1)+w(1), u(2) = v(2)+w(2), u(3) = v(3)+w(3) altro non sono che le tre componenti
della somma dei vettori v e w definiti dalle funzioni v(z) e w(x). Analogamente si definisce l'operazione
di moltiplicazione per uno scalare.

Queste considerazioni suggeriscono che le funzioni definite su un intervallo [a,b] C R possono essere
considerate come vettori e i suoi valori f(x) possono essere visti come le componenti del vettore funzione
f. Una differenza fondamentale tra i vettori funzione e i vettori ordinari e che il numero di componenti
di un vettore funzione & infinito e piu che numerabile. Cio rende necessario modificare la definizione
di prodotto interno (o prodotto scalare) per adattarlo ai vettori funzione. Ricordiamo che il prodotto
interno tra due vettori v e w di R? ¢ definito come

+oo

+oo
(v,w) = kawk = Zv(k)w(k)
k=1

k=1

L’ultima scrittura e valida se si vedono i vettori come funzioni.
Prendiamo due funzioni continue f e g definite su un intervallo [a, b] C R e definiamo il prodotto interno
tra f e g come

b
(r9) = [ 1@gla)da (1.16)
a
Questo prodotto interno soddisfa le stesse proprieta del prodotto interno tra i vettori ordinari, ovvero:

b. (af + Bg,h) = a(f,hy + B{g,h) Vo, 3 €R
) =0e(f,f)=0&f=0

Definiamo poi la norma di una funzione continua f, indicata con ||f||, come

b
1l = VTFF = / 1f (@)|2de (117)

4 Problemi al contorno per equazioni differenziali ordinarie
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Definizione 9. Due funzioni f e g continue a valori reali sull’intervallo [a,b] si dicono ortogonali
sull’intervallo [a,b] se (f,g) =0 su [a,b].

Notiamo che la funzione nulla & ortogonale a tutte le funzioni.

Definizione 10. Un insieme infinito di funzioni {¢i(z)},_, , @ due a due ortogonali su un intervallo
[a,b] C R, owvvero tali per cui si verifica (p;, ;) =0 peri # j, si dice insieme ortogonale di funzioni
sull’intervallo [a,b]. Se le funzioni sono poi tali per cui si verifica (p;, ;) = 1 Vi = 1,2,... allora
Uinsieme si dice insieme ortonormale su [a,b).

Introducendo il simbolo della delta di Kronecker

dij = {0 se 17 (1.18)

1 se i=3

si puo affermare che un insieme {¢;},_, , € un insieme ortonormale se vale (@;, ;) = 0i; Vi,j =

1,2, ...
Dato un insieme ortogonale di funzioni non nulle {¢;},_, , si costruisce facilmente un insieme orto-
normale {¢;},_; ,  ponendo

¥ .

pp=— Vi=12 ..

i
Definizione 11. Se un insieme ortonormale ha la proprieta che l'unica funzione continua ortogonale a
tutte le funzioni dell’insieme & la funzione nulla allora linsieme si dice insieme ortonormale com-
pleto.
Un insieme ortogonale si dice insieme ortogonale completo se il corrispondente insieme ortonormale
e un insieme ortonormale completo.

nmTT

Esempio 3. L’insieme di funzioni {sin (T

[0, L].
Infatti per m # n si ha

i (72 i (52)) = [ (25 () = I
() e (22

=g [ (") ()| L= 0

sin[(m +n)7] =0 (1.22)

)}n:1 , con L >0 ¢&un insieme ortogonale sull'intervallo

= ———sin[(m — n)7] —

2w (m —n) 2m(m +n)

Per svolgere questi calcoli si & sfruttata I'identita goniometrica sin(z) sin(y) = %[cos(z — y) — cos(z +y)].

Per costruire un insieme ortonormale calcoliamo

i (25 = [ (25 0= [

e dunque un insieme ortonormale ¢ dato da

{Za()}

3Lyene
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1.3.2 Funzioni peso

Definiamo ora un nuovo tipo di ortogonalita tra funzioni, piu generico di quello enunciato nella sezione
1.3.1.

Definizione 12. Due funzioni f e g continue sull’intervallo [a,b] C R si dicono ortogonali sull’intervallo
[a,b] rispetto ad una funzione peso continua w(x) se si verifica

b
/1M@f@mwwx:0

. Assumiamo w(x) > 0 e w(x) # 0.

Cio equivale a definire un nuovo prodotto interno

b
(190, = [ wl@) @)z (1.23)

Si verifica che questo prodotto interno ha le stesse proprieta del prodotto interno definito nella se-
zione precedente.

Anche in questo caso si puo definire la norma di una funzione continua f come

11l = /s

Definizione 13. Un insieme di funzioni continue a valori reali {pi(x)},_, 5  si dice insieme ortogo-
nale su [a,b] rispetto alla funzione peso w(x) se si verifica (g, ), =0 perk #£7j e (Pk, i)y, # 0.
L'insieme di funzioni {py(x)}y—, 5 . si dice insieme ortonormale su |a,b] rispetto alla funzione peso
w(x) se si verifica Yk, ¢;), = Ok;j Yk,j = 1,2,... Un insieme ortonormale rispetto alla funzione peso
w(x) si dice completo se 'unica funzione ortogonale a tutte le funzioni dell’insieme ¢ la funzione nulla
e un insieme ortogonale rispetto alla funzione peso w(x) di funzioni non nulle si dice completo se il
corrispondente insieme ortonormale (ottenibile come nella sezione 1.3.1) & completo.

L’enunciato di insieme ortogonale lo si puo dare anche per insiemi di funzioni a valori complessi in
base alla seguente definizione.

Definizione 14. Un insieme di funzioni continue a valori complessi {¢p(x)},_, o  si dice insieme orto-
=1,2,...

gonale in senso Hermitiano su [a, b] rispetto alla funzione peso w(x) se si verifica f; w(x)pk(z)p,(x)dr =

Operk+#je fabw(x) low(2)? da # 0. Il nuovo prodotto scalare definito da (f, D = fabw(x)f(x)g(x)dx
ha le stesse proprieta di quello definito nel caso reale tranne (f,g),, = (9, f),- Vale invece (f,g), =

(9, Fw

1.3.3 Serie di Fourier generalizzate

In R3 un insieme ortonormale completo & necessariamente composto da tre elementi. E’ noto che un
qualunque vettore v € R? pud sempre essere espresso come combinazione lineare degli elementi di un
insieme ortonormale completo {ul7 u2,u3}, ovvero esistono tre coefficienti reali a1, as, a3 tali per cui
v = aju! + asu® + agud. Si verifica facilmente che i coefficienti a; si calcolano come «o; = <v, ui>
Vi = 1,2,3 ovvero v = <v,u1> ul + <v, u2> u? + <V7u3> u?. Questa scrittura si dice anche serie di
Fourier finita.

6 Problemi al contorno per equazioni differenziali ordinarie
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Cerchiamo ora di estendere questa notazione alle funzioni continue definite su un intervallo [a, b] C R.
Sia {¢i(7)},—, o un insieme ortonormale completo rispetto alla funzione peso w(z) con ¢;(x) funzione
continua sull’intervallo [a,b] Vi = 1,2,... e sia f una funzione continua su [a,b]. Vogliamo cercare dei
coefficienti ¢; per cui si verifichi

+oo
fl@) =Y cipi(x)
i=1
Consideriamo la somma parziale
N
Sn(z) = Zcigoi(x)
i=1
A noi interessa determinare quei coefficienti ¢; tali per cui ||Sy(z) — f(x)| € minima.

Per definizione di norma si ha

2
= (1.24)

Z cipi(z) — f(x)

N N
= <ZCi%—f7ZCi%‘—f> = (1.25)
=1 =1

w

N N
z;\fl i=1 N

=D les = (i Hul® = D (pis P + IFI (1.27)
i=1

i=1

Questa espressione ¢ minima quando Zfil lci — (@i, ) w\Q = 0 ovvero quando si verifica

¢i = (@i [l (1.28)

I coefficienti ¢; forniti dall’espressione (1.28) si chiamano coefficienti generalizzati di Fourier
mentre lo sviluppo

+oo

F@) = i, ), ei(x) (1.29)

i=1

si chiama serie di Fourier generalizzata.
Se invece di avere a che fare con un insieme ortonormale completo abbiamo a che fare con un insieme
ortogonale completo {1/)1-}2:1,27___ di funzioni non nulle i coefficienti generalizzati di Fourier sono definiti
dalla formula

<wi7 f>
c; = w 1.30
(i, Vi), (1.30)
In tal caso la serie generalizzata di Fourier sara ovviamente della forma
“+o0
flz) = i (x 1.31
)= 3 (1.31)
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1.4 1l problema di Sturm-Liouville
Consideriamo ’equazione differenziale

ao(z)y" (x) + a1 (2)y'(z) + az(x)y(x) =0 (1.32)

Si definisce aggiunta dell’equazione (1.32) I’equazione

[ao(z)y(2)]" — [a1(2)y (@) + az(2)y(z) =0 (1.33)
Definizione 15. L’equazione (1.32) si dice autoaggiunta se ¢ uguale alla sua aggiunta (1.33).

Si dimostra che una condizione necessaria affinche I’equazione (1.32) sia autoaggiunta &

ag(x) = a1(z)

Si nota in particolare che ogni equazione del secondo ordine del tipo

[p(x)y' (x)]" + q(z)y(x) = 0

e autoaggiunta. Di conseguenza l'operatore

Lly(x)] = [p(x)y'(2)] + q(x)y(z) (1.34)

si dice autoaggiunto.

Si dimostra che se Poperatore M[y(z)] = ao(x)y” (z) + a1 (x)y'(x) + a2(z)y(x) non & autoaggiunto lo
si puo rendere autoaggiunto moltiplicandolo per il fattore

1 % ay(t)
a0 (@) eXp/o ao(t) ™

p(w) =

supposto ag(z) # 0.
Infatti si ha

+ a1 (2)p(@)y (2) + az(z)p(z)y(z) =

Posto p(z) = ao(2)u(x) e q(x) = az(@)u(x) si ha Maly(x)] = [p(x)y (@)’ + q()y(x) che per quanto
detto e autoaggiunto.

D’ora in poi nel corso di questa sezione lavoreremo con 'operatore Lly(x)] definito da (1.34) suppo-
nendo p(z), p'(z), ¢(x) continue e p(r) # 0 su un intervallo [a,b] C R.
Consideriamo il problema agli autovalori:

Lly(z)] + Aw(z)y(z) =0 = € [a,b]
aqy(a) + B1y'(a) =0 (a1,81) # (0,0) (1.35)
azy(b) + B2y’ (b) =0 (a2, B2) # (0,0)

dove w(x) & una funzione continua su [a, b] e vale w(z) > 0 su (a,b). Un problema di questo tipo si
chiama problema di Sturm-Liouville.
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Teorema 8. Le autofunzioni del problema (1.35) corrispondenti a diversi autovalori sono ortogonali
tra loro rispetto alla funzione peso w(x).

Dimostrazione. Siano A, € Ay (An, # As) due autovalori distinti e siano y, (), ym () le corrispondenti
autofunzioni. Si ha
L[yn(x)] = _)‘nw(x)yn(x)

L[ym (SU)] = *)‘mw(x)ym (ZE)

Moltiplichiamo la prima equazione per —y,,(z) e la seconda equazione per y,(x) e poi sommiamo
membro a membro. Cosi otteniamo

Y (2) L[Ym ()] = Y (2) Lyn (2)] = (An = An)w (@) yn (2)ym (2)

Integriamo entrambi i membri da a a b

b b
/ (@) L ()] — n (2) L[y (@)]} d = (A — Am) / () (@) (2)

Valutiamo

b
{yn (@) L[ym ()] = ym(x) Llyn ()]} dz =

a

= | Ayn(@)[p@)yn ()] = ym () [p(2)y, (2)]'} do =

z=b

= [p(@) [yn ()95 (2) = ym @)y (2)]];=,

L’identita

r=b

b
/ {yn (@) L{ym ()] — ym (2) Llyn (@)1} dz = [p(@) [y ()Y (@) = ym (@)Y (@)]],—,
¢ nota come identita di Lagrange.
Applicando le condizioni al contorno si ha che

z=b

[P(@) [y ()9 (@) = ym (@), (2)]]5 = = 0

Di conseguenza si ottiene

b
(An — /\m)/ W(2)Yn (T)ym (z)dr =0

ma poiche per ipotesi A\, # \,, rimane solo
b
/ W ()Y ()Y (x)dx = 0
a
ovvero

<yna ym>w =0
L]
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Se le condizioni al contorno fossero periodiche del tipo

{(@ y(b)
y'(a) =y (b)

con l'ipotesi aggiuntiva p(a) = p(b) il teorema 8 continuerebbe a valere.
Se nel problema di Sturm-Liouville (1.35) valesse p(a) = 0 la dimostrazione del teorema 8 varrebbe
senza assumere la prima delle due condizioni al contorno. Tuttavia in questo caso & possibile che una
soluzione y(x) dell’equazione differenziale del problema (1.35) tenda a +oco per x — a e che l'integrale
che coinvolge questa soluzione y(x) non esista. Allora nel caso p(a) = 0 bisogna rimpiazzare la prima
condizione al contorno del problema (1.35) con la condizione che y(x) sia limitata in z = a. Con
questa condizione si ha nuovamente che le autofunzioni corrispondenti a diversi autovalori sono tra loro
ortogonali.
1l ragionamento & analogo nel caso in cui si verifichi p(b) = 0 e in questo caso bisogna rimpiazzare la
seconda condizione al contorno del problema (1.35) con la condizione che y(z) sia limitata in z = b.
Nel caso in cui si verifichi p(a) = 0 e p(b) = 0 contemporaneamente si uniscono i due casi appena
esposti.

(1.36)

1.5 Teoremi su autovalori e autofunzioni

Consideriamo il problema di Sturm-Liouville (1.35) con le medesime ipotesi della sezione precedente e
supponiamo ulteriormente p(z) > 0 su (a,b). Valgono i seguenti quattro teoremi, di cui vedremo solo
in parte o non vedremo affatto le dimostrazioni.

Teorema 9. Il problema di Sturm-Liouville (1.35) possiede un numero infinito di autovalori A, reali
distinti. L’insieme degli autovalori {)\n}nzl 5 puo essere ordinato in ordine crescente A1 < Ay <
i Ap < ... tn modo tale che si verifichi A, — 400 per n — +00.

Dimostrazione. Noi dimostreremo solo che gli autovalori sono reali.

Prendiamo un autovalore A\, = a + if3 visto come autovalore complesso («, 8 € R) e la corrispondente
autofunzione y, (z) = u(zx) + iv(z) (& lecito supporre che y,(z) non sia la funzione nulla).

Sostituiamo 1'autofunzione y, (z) all’interno dell’equazione differenziale del problema (1.35). Svolgendo
i calcoli e separando la parte reale e la parte immaginaria otteniamo un sistema di due equazioni

{[P(w)U’(x)]’ +q(@)u(z) + w(z)au(z) — Pu(z)]

0
[p(x)v'(2)] + g(x)v(2) + w(z)[av(z) + fu(z)] = 0

Analogamente alla dimostrazione del teorema 8 moltiplichiamo la prima equazione per v(z) e la
seconda equazione per —u(z) poi sommiamo membro a membro ed integriamo da a a b entrambi i
membri dell’equazione risultante.

Ricordando che in senso complesso |y, ()|> = u?(x) + v2(x) otteniamo

b (2)v(z) — pla)u(a)v'( —ﬂ/ 2) lya(@)|? da

Applicando le condizioni al contorno del problema (1.35) si trova che

[p(z)u (z)v(z) — p(a:)u(x)v’(a:)]iiz =0

ﬁ/ x) lyn(x |dx—0

10 Problemi al contorno per equazioni differenziali ordinarie
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11 valore di f; w(z) [yn ()] dz non pud essere 0 in quanto w(x) > 0 per ipotesi e se assumiamo che

Yn () sia un’autofunzione non banale risulta |y, ()| # 0 e a maggior ragione |y, (z)|* # 0.
Dunque necessariamente S =0dacui A\, =a€RVn=1,2,...

O
Teorema 10. Ad ogni autovalore é associata una sola autofunzione a meno di una costante moltiplica-
tiva.
Dimostrazione. F’ analoga a quella del teorema 7. O

Teorema 11. L’insieme di autofunzioni {¢n(z)},_ o . associate agli autovalori {\,},_; ,  formano
un insieme ortogonale completo sull’intervallo [a,b] rispetto alla funzione peso w(zx).

Di rilevante importanza e pero il teorema seguente.

Teorema 12. Se f(x) ¢ una funzione regolare a tratti (ovvero f(x) € continua a tratti e f'(x) &
continua a tratti) su [a,b] allora f(x) é sviluppabile in serie generalizzata di Fourier. Questa serie ¢é
uniformemente convergente e converge a f(x) Vx € (a,b) tale per cui f(x) é continua e converge al valor
medio del limite destro e del limite sinistro di f(x) Yz € (a,b) tale per cui f(x) é discontinua.

Owvero, mettendo tutto insieme

+oo
3 Jim e+ )+ 7t ) =X menle) € @) (1.37)
dove
— <f7(Pn>u)
" <90m§0n>w

Se le condizioni al contorno del problema (1.35) vengono sostituite con le condizioni periodiche (1.36)
e aggiungiamo la condizione p(a) = p(b) i teoremi 9, 11 e 12 continuano a valere mentre il teorema 10 non
vale pil, potrebbero esistere due autofunzioni linearmente indipendenti che corrispondono allo stesso
autovalore.

1.6 Serie di Fourier ordinarie

Le serie di Fourier ordinarie sono le serie di Fourier generalizzate della forma (1.31) dove l'insieme orto-
gonale {¢,}, _,, & formato da funzioni di tipo sinusoidale.

Un tipico esempio di questi insiemi, dato L > 0,

{1,cos (?) ,sin (?) }7l=1727~~- (1.38)

Sia f(z) una funzione regolare a tratti su [0,2L]. Per il teorema 12 f(x) € sviluppabile in serie di
Fourier e il suo sviluppo sara

+oo
nwT . /nTx
f(x) =ao +nz::1an cos (T) + by, sin (T) (1.39)
In base alla formula (1.30) i coefficienti ag, ay, b, saranno dati da
1 2L
a0 =57 | f(x)dx

11 Problemi al contorno per equazioni differenziali ordinarie



SERIE DI FOURIER ORDINARIE

1.6.

1 2 nwx
an =7 ; f(z) cos (—L ) dx
1 [ . /nTx
b, = I ; (z) sin <—L ) dx

I coefficienti ag, G, b, sono detti coefficienti di Fourier della funzione f(x). Notiamo che il termine

ag ¢ il valor medio di f(x) nell’intervallo [0, 2L].
Il membro destro della formula (1.39) € una funzione periodica di periodo 2L, e pertanto la serie (1.39)

convergera Vo ad una funzione F(z) definita da

F(z)= f(z) x€(0,2L)
F(z+2L) = f(x)

adottando per i punti di discontinuita la convenzione data dal teorema 12. La funzione F(x) viene

detta estensione periodica di f(z).

Se l'insieme ortogonale (1.38) fosse solo della forma

fon (7))
sin | —
L n=1,2,...

allora la serie di Fourier (1.39) si ridurrebbe a
= nmT
n=1

Il membro di destra di questa espansione ¢ una funzione dispari e I'estensione periodica F'(x) viene
in questo caso detta estensione periodica dispari ed ¢ definita da

0,L)

F(z)=f(z) z¢€
€ (—=L,0)

(
Fla)=—f(-2) =
F(z+2L) = f(x)

Analogamente se I'insieme ortogonale (1.38) fosse della forma

{1’ cos (%) }n:1,2,...

la serie di Fourier (1.39) si ridurrebbe a
“+oo

fl@)=ao+ Z ay, Cos (?)

n=1
In questo caso il membro di destra di questa espansione ¢ una funzione pari e ’estensione periodica
F(zx) viene detta estensione periodica pari ed ¢ definita da
(0,L)

Fz) = f(x) =< (0,
F(z)= f(—z) =z € (-L,0)
F(x +2L) = f(z)

Problemi al contorno per equazioni differenziali ordinarie
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1.7. SERIE DI FOURIER-BESSEL

1.7 Serie di Fourier-Bessel

Un importante problema al contorno che coinvolge 1’equazione di Bessel (il cui studio ¢ approfondito
nell’appendice A) &

22y (x) + 2y (2) + (V22?2 —n?)y(x) =0 x €0,
y(c) =0 (1.40)
y(0) finito

con n intero, n > 0. L’equazione differenziale del problema (1.40) si pud anche scrivere nella forma
autoaggiunta

2.2 2
oy @) + 22"y (@) = 0 (1.41)

e cosi notiamo che il problema (1.40) & un caso speciale del problema di Sturm-Liouville (1.35) con
p(z) = z e funzione peso w(z) = .
Poiche p(0) = 0 non occorrono condizioni in = 0 e per quanto detto assumiamo y(0) finito in modo
tale che tutta la teoria vista resti valida.
La soluzione generale dell’equazione del problema (1.40) pud essere espressa come combinazione lineare
delle funzioni di Bessel di ordine n del primo e del secondo tipo ovvero

y(z) = Adp(Ax) + BN, (A\z)

Si dimostra che N, (z) non ¢ limitato in z = 0 e dunque dobbiamo assumere B = 0 per soddisfare la
seconda condizione al contorno. Dunque la soluzione si riduce a

y(z) = AJn(Az)

Per soddisfare la prima condizione al contorno deve risultare y(c) = AJ,(A¢) = 0. Non possiamo
assumere A = 0 altrimenti otterremmo solo la soluzione banale. Dovra dunque essere J,(Azx) = 0.
Sia {ozi]fl-:L2 I'insieme delle radici positive dell’equazione J,,(«) = 0. Allora gli autovalori dell’equa-

yeen

zione differenziale del problema (1.40) sono dati da

e le corrispondenti autofunzioni sono

{Jn(Niz)}izi o
La soluzione y(z) dipendera dunque dall’indice ¢ e pertanto puo essere scritta come

L’insieme delle funzioni {J,(\;z)},_;, con n fissato & un insieme ortogonale sull’intervallo [0, c]
rispetto alla funzione peso x.
L’espansione in serie di Fourier rispetto a questo insieme ortogonale &

+oo
y(x) =Y AiJn(Niz) (1.42)
i=1
dove i coefficienti A; sono dati dal solito procedimento

_ foc rJn(Niz) f(x)dx
Jo @l Jn(Niz)|2da

A; (1.43)
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1.7. SERIE DI FOURIER-BESSEL

La serie (1.42) viene detta serie di Fourier-Bessel.

Calcoliamo [ z[J, (X)) *d.
Notiamo che y(x) = J,(\;x) soddisfa equazione

2

/@) + (3 = ) yle) =0

Moltiplichiamo entrambi i membri di questa equazione per 2zy’(x) e una volta svolti i calcoli

arriviamo alla formula

Loy @ + (37— n?) L@ =0

Integriamo da 0 a ¢

Sfruttando le proprietd y(c) = J,(Aic) = 0 Vi = 1,2, ...
Aid] (Aiz) si ottiene

Vale la proprieta

che nel nostro caso diventa

)\lCJ;l(AZC) = an()\ZC) — )\iCJn+1(>\iC) =
= J;L(/\ZC) = — ,L+1()\ic)

poiche J,(A;c) = 0. Dunque vale
2

/0 L) de = & [ (o)

In conclusione i coefficienti A; si possono scrivere come

2 (&
A= CQ[JnJrl()\zC)]Q/O zJy(Niz) f(z)dz (1.44)
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Capitolo 2

L’equazione delle onde in una
dimensione

2.1 Equazioni differenziali alle derivate parziali

Passiamo ora allo studio delle equazioni differenziali alle derivate parziali, ovvero equazioni differenziali
le cui soluzioni sono funzioni in piu di una variabile indipendente e pertanto conterranno al loro interno
le derivate parziali di queste soluzioni.

Sia  un sottoinsieme aperto di R™. Ricordiamo che una funzione u(x) = u(x1, ..., ) si dice di classe
C™ su Q (n pud anche essere c0) e si indica con u € C™(Q) se u & continua su  ed ¢ differenziabile su
fino alla derivata n-esima e tutte le derivate parziali di ordine 1,...,n sono continue. Si dice anche che
u ha regolarita uguale a n.

Si dice che u € C™(; X) se u € C™(2) e u & a valori nell’insieme X.

Consideriamo una funzione u(x) € C*°(£). Introduciamo una notazione che permetta di abbreviare la
scrittura delle derivate parziali della funzione w(x) rispetto alle variabili @, ..., Z,.

 u(x)

Ug; (X) - ax .

_ 9%u(x)

UTﬂg (X) -

0%u(x
Ug;z; (X) = 8$(2 )

8.1‘i$j

e cosl via.

Definizione 16. Un’equazione differenziale alle derivate parziali (o equazione alle derivate
parziali) di ordine n € N in m variabili indipendenti é una scrittura del tipo (posto x = (x1, ..., Ty,) € R™)

ou(x)  Ou(x) Pu(x)  "u(z)\
<p <m7 u(m)’ axl R 8xm ) 8‘@% PR ax% - 0
dove u(x) € una funzione incognita a valori in R (o C) definita su un aperto Q C R™.

L’ordine di un’equazione alle derivate parziali é l’ordine massimo di derivazione con cui € presente la
funzione incognita, che dovra avere la regolarita almeno uguale all’ordine.

(2.1)

Noi ci limiteremo al caso delle equazioni alle derivate parziali del secondo ordine in due o tre variabili
indipendenti.

2.2 Equazioni alle derivate parziali del secondo ordine

In base a quanto detto un’equazione alle derivate parziali del secondo ordine in due variabili indipendenti
T e y sara una scrittura del tipo
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2.2. EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI DEL SECONDO ORDINE

@(xvyﬂ(%y%%(%y)auy(%y), uzx(xay)vuzy(xvy)7uyy(x7y)) =0 (22)

con u € C*(Q;R), Q sottoinsieme aperto di R?. Notiamo che non & presente uy,(z,y) in quanto
essendo u € C?(Q) si ha per il teorema di Schwarz gy (z,y) = uy(z,y) su Q.
Per semplicita nel corso dei calcoli ometteremo la dipendenza della funzione incognita dalle variabili
indipendenti, ovvero indicheremo u = u(x,y), u, = u,(x,y) e via dicendo.

Noi considereremo solamente le equazioni alle derivate parziali del secondo ordine lineari a coefficienti
costanti, ovvero le equazioni alle derivate parziali del secondo ordine del tipo
AUgy + bUgy + CUyy + dug, +euy + f =0 (2.3)

con a,b,c,d, e, f € R. Se f =0 ’'equazione si dice omogenea, altrimenti si dice non omogenea.
Questa scrittura ricorda ’equazione di secondo grado che regola la rappresentazione delle coniche nel
piano

az? +bry + ey’ +dr+ey+ f=0 (2.4)

La conica rappresentata & un’ellisse se b — 4ac < 0, una parabola se b> — 4ac = 0, un’iperbole se
b? — 4ac > 0.
Esiste una classificazione analoga per le equazioni alle derivate parziali del secondo ordine del tipo (2.3).
L’equazione viene detta ellittica se b —4ac < 0, parabolica se b?> —4ac = 0, iperbolica se b*> —4ac > 0.
All’'interno della Fisica Matematica sono presenti tre modelli molto importanti regolati da equazioni alle
derivate parziali del secondo ordine lineari a coefficienti costanti omogenee in due variabili indipendenti
di cui una ellittica, una parabolica e una iperbolica.
Le due variabili indipendenti si indicano tipicamente con (z,t¢) per indicare il caso di una variabile
spaziale e una variabile temporale o con (z,y) per indicare il caso di due variabili spaziali.
I tre modelli sono:

1. Modello delle onde regolato dall’equazione iperbolica

1
Yz = ajytt a®>>0

2. Modello del calore regolato dall’equazione parabolica

1
uM:%ut k>0

3. Modello di Laplace regolato dall’equazione ellittica
Ugg + Uyy =0
Notiamo che questo modello a differenza degli altri due & stazionario, ovvero non presenta dipen-
denza dal tempo t.

Noi studieremo nel dettaglio solo il modello iperbolico delle onde.
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2.3. ’EQUAZIONE DELLE ONDE 1-DIMENSIONALE

2.3 L’equazione delle onde 1-dimensionale

2.3.1 La corda vibrante

Consideriamo una corda flessibile di lunghezza L > 0 e massa m > 0 estesa al massimo in orizzontale e
fissata agli estremi. Possiamo visualizzare la corda all’interno del piano cartesiano (z, y) fissando lestre-
mo sinistro della corda nell’origine (0,0) e lestremo destro nel punto (L, 0). Se esercitiamo sulla corda
un piccolo spostamento verticale e in seguito rilasciamo la corda, essa iniziera a vibrare in verticale. In
particolare un preciso punto P a distanza x dall’estremo sinistro della corda vibrera verticalmente, e
lo spostamento verticale y variera col tempo t. Cosi y dipendera sia dalla posizione z che dal tempo ¢,
y = y(z,1).

Assumiamo y di classe C? sull’aperto Q di R?, Q = (0,L) x (0,+00). Assumiamo che 1'unica forza
esercitata sulla corda sia la tensione 7', senza considerare gli effetti della gravita, dell’attrito ecc. Assu-
miamo che la densita di lunghezza ¢ (massa per unita di lunghezza) sia costante lungo la corda 6 = 7.
Assumiamo infine che lo spostamento y(z,t) sia sia abbastanza piccolo in modo tale che ’angolo d’in-
clinazione « della curva di spostamento sia sempre piccolo.

Consideriamo un elemento della corda di lunghezza As compreso tra due punti P, e P,. Siano z e
x + Az le ascisse rispettivamente di P; e P, e siano T} la tensione della corda in P; e T la tensione
della corda in P». Siano o e as gli angoli formati da 77 e T3 con 'orizzontale. La figura 2.1 riassume
tutto cio.

Figura 2.1: Modello della corda vibrante

Le componenti orizzontali di 77 e T> devono essere uguali altrimenti si violerebbe il fatto che le
vibrazioni dei punti della corda sono verticali. Cio vuol dire

T cos(ay) = T cos(as) = Ty

con T costante. La componente verticale F' della forza esercitata sull’elemento As sara
F =T;sin(ay) — T sin(as)

OVVero

F=Tp 22;((23 Ty EE;EZZ)) = Toltan(ay) — tan(as)]

Dalla definizione di derivata si ottiene

F=Tolys(z + Az, t) — yu(z,1)]

La massa dell’elemento considerato € per quanto detto m = §As. Le nostre ipotesi ci permettono di
approssimare As con Az. Pertando applicando la legge di Newton abbiamo

Tolyz(x + Ax,t) — yu(z,t)] = dAzyu(z,t)
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2.3. IEQUAZIONE DELLE ONDE 1-DIMENSIONALE

dove assumiamo che lo spostamento verticale sia abbastanza piccolo in modo tale che ’accelerazione
di tutti i punti dell’elemento sia approssimativamente y;(z,t). Dividendo ’equazione per § Az otteniamo

Ty [ya(z + Az,t) — yu(2, t)

= z,t
6 A.’L' ytt( )
Se facciamo tendere Az a 0 rimane
T
Fyul(xv t) = yu(w, 1)
Pocihe % > 0 poniamo a? = % e cosl otteniamo ’equazione alle derivate parziali per lo spostamento

di una corda vibrante, nota anche come equazione delle onde 1-dimensionale, ed ¢ il tipico esempio
di equazione iperbolica.

Yoz (T, 1) = %ytt(x,t) (2.5)

La costante a viene detta velocita di propagazione.
Dobbiamo aggiungere ulteriori condizioni affincheé questa equazione risolva il nostro problema. Le estre-
mita della corda devono sicuramente rimanere fisse, ovvero y deve annullarsiin x =0einxz = L Vt > 0.
Abbiamo cosi le condizioni al contorno y(0,t) =0Vt >0 e y(L,t) =0Vt > 0.
Lo spostamento dipenderd anche da come la corda viene messa in movimento. Se assumiamo che la
corda abbia una curva di spostamento iniziale y = f(x) e che sia rilasciata dalla condizione di riposo
abbiamo le condizioni iniziali y(x,0) = f(z) Vz € [0, L] e y(z,0) = 0 Vz € [0, L]
Da questo si deduce che la funzione f(z) non puo essere completamente arbitraria. Ad esempio dovra
essere f(0) = f(L) = 0. Altre restrizioni su f(z) verranno imposte durante la ricerca della soluzione.
Queste restrizioni su f(z) assicureranno 'esistenza e l'unicita della soluzione al problema

Yoz (T, 1) = a%ytt(a:,t) (z,t) € (0,L) x (0,+00)
y(0,t) =y(L,t) =0 Vt>0

y(z,0) = f(x) Vze|0,L]

y(2,0) =0 Vax €0, L]

(2.6)

Un problema come questo si dice anche problema di Cauchy-Dirichlet in quanto presenta sia
condizioni al contorno che condizioni iniziali. Il problema di Cauchy Dirichlet (2.6) con tutte le condizioni
sia iniziali che al contorno ¢ rappresentato graficamente nella figura 2.2.

y=0 y=0
yx:=-.L2- ytl
y = f(2)
x
0 y,=0 L

Figura 2.2: Problema di Cauchy-Dirichlet per ’equazione delle onde
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2.3. ’EQUAZIONE DELLE ONDE 1-DIMENSIONALE

2.3.2 Soluzione per separazione delle variabili

Il moto piu semplice possibile per la corda sara una vibrazione periodica in cui ogni punto sulla corda
si muove di semplice moto armonico e in cui tutti i punti sulla corda si muovono con lo stesso periodo
e la stessa frequenza e sono tra loro in fase durante il moto. Questi moti vengono chiamati modi
normali. Se lo spostamento iniziale & dato da una funzione X (z) allora il punto x eseguira vibrazioni
armoniche con ampiezza X (z). Cosi lo spostamento sard rappresentato da una funzione della forma
y(x,t) = X (x) cos(wt).

In generale possiamo aspettarci che i moti pit semplici della corda siano rappresentati da funzioni
periodiche T'(t) dipendenti dal tempo ¢ con ampiezza X (z) dipendente dalla posizione x. Ovvero ci
aspettiamo soluzioni della forma

y(z,t) = X (x)T(t) (2.7)

Se riusciamo a trovare soluzioni di questa forma allora, poiche 'equazione differenziale (2.5) ¢ lineare
e omogenea, possiamo combinare queste soluzioni per produrre moti pit complicati. Questo metodo di
ricerca della soluzione si chiama metodo di separazione delle variabili.

Sostituiamo la formula (2.7) nell’equazione (2.5) e otteniamo cosi

X" (2)T(t) = a—12X(x)T”(t) (2.8)

Poiché cerchiamo soluzioni non banali possiamo supporre y(z,t) = X(2)T(t) # 0. In tal modo
possiamo dividere entrambi i membri dell’equazione (2.8) per X (z)T'(t). Cosi rimane
X"(x) 1Tt
X(x) a? T(t)

(2.9)

Il membro di sinistra dell’equazione (2.9) dipende solo da x e non da ¢, mentre viceversa il membro
di destra dipende solo da t e non da x. Ma 'unico modo per far si che due funzioni cosi fatte siano
uguali, poiche x e ¢ sono tra loro indipendenti, ¢ che entambe le funzioni siano uguali ad una costante
k. Si ottengono cosi le due equazioni

X”(:C) . iTH(t) .
X(z) 7 a2 T@l)
che equivalgono alle equazioni
X"(z) — kX(z)=0 (2.10)
T"(t) — a®*kT(t) = 0 (2.11)

In tal modo il problema della ricerca di una soluzione di un’equazione alle derivate parziali si e ridotta

al problema della ricerca della soluzione di due equazioni differenziali ordinarie. Abbiamo cosi separato
le variabili z e t. Se riusciamo a trovare le soluzioni X (x) e T'(t) delle equazioni (2.10) e (2.11) allora
la funzione (2.7) sara soluzione dell’equazione (2.5) (non vale pero il viceversa, non tutte le soluzioni
dell’equazione (2.5) sono della forma (2.7)).
Se y(z,t) = X(x)T(t) & effettivamente una soluzione, deve soddisfare le condizioni al contorno del
problema (2.6), ovvero deve annullarsi in © = 0 e in « = L. Cosl dovra per forza verificarsi X (0) = 0
e X (L) = 0 altrimenti l'altra alternativa sarebbe T'(t) = 0 V¢ > 0 ma cio porterebbe alla sola soluzione
banale che abbiamo escluso. Per X () otteniamo cosi il problema al contorno

{X//(x) —kX(z)=0 =z€(0,L) (2.12)

X(0) = X(L) =0

19 L’equazione delle onde in una dimensione



2.3. IEQUAZIONE DELLE ONDE 1-DIMENSIONALE

L’equazione (2.10) ¢ un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine lineare, omogenea, a
coefficienti costanti e la soluzione si trova mediante il metodo visto nell’introduzione. Tuttavia bisogna
distinguere i casi k >0, k=0e k <O0.

Per k > 0 e k = 0 si dimostra che I'unica soluzione al problema al contorno (2.12) ¢ la soluzione banale
X (z) =0, e dunque questi casi non sono accettabili.
Invece se k < 0, ovvero k = —\% con A € R — {0}, 'equazione (2.10) diventa

X"(x) + N2X(x) =0

la cui soluzione generale &

X (x) = ¢1 cos(Az) + co sin(Ax) (2.13)

con c1, cy costanti.

Applicando la condizione al contorno X (0) = 0 alla soluzione (2.13) otteniamo X (0) = ¢; = 0 da cui
X(z) = ey sin(Ax)

Per soddisfare la condizione al contorno X (L) = 0 deve verificarsi ¢ sin(AL) = 0. Il caso ¢a = 0 non
¢ accettabile in quanto porterebbe nuovamente alla soluzione banale. Dunque 'unico modo per ottenere
soluzioni non banali ¢ avere sin(AL) = 0 ovvero AL = nw con n € Z che possiamo anche scrivere come

/\,,LG—Lﬂ- n ez

Pertanto il problema (2.12) ha una soluzione non banale solo per determinati valori del parametro A.
Questi valori di A sono gli autovalori del problema (2.12) e le corrispondenti autofunzioni sono

nm) (2.14)

Xn(z) = ¢, sin (T

con ¢, costanti dipendenti da n.
Notiamo che se n = 0 otteniamo la soluzione banale X (z) = 0 mentre i valori n = —1, —2, ... forniscono
le soluzioni opposte a quelle generate da n = 1,2, ... Pertanto possiamo ulteriormente restringerci a

nm
)\n:T n:l,?,...

L’equazione (2.11) per T'(t) diventa in base a quanto dimostrato finora

T"(t) 4+ a® 2T(t) =0

che ha come soluzione

T(t) = c3 cos(ar,t) + cqsin(ad,t) (2.15)

con cg, ¢q costanti. Per quanto visto si puo scrivere la soluzione (2.15) come

t t
T(t) = ¢5 cos <‘mL7T> + ¢y sin (CmL7T> (2.16)

da cui

anTt . [ anmt antm
T'(t) = - |:—Cg sin (L) + ¢4 cos (L)] (2.17)

Applicando la seconda condizione iniziale del problema (2.6) a (2.7) otteniamo X (z)T”(0) = 0
Va € [0, L] e cid implica T7(0) = 0 ovvero ¢4 = 0. Per cui si ottiene
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T(t) = Tp(t) = c3 cos (mj_jt) (2.18)

Poniamo ¢,, = ¢3¢,. Coi calcoli svolti abbiamo mostrato che una soluzione candidata al problema di
Cauchy-Dirichlet (2.5) &

¢
Yn(@,t) = cpsin (%) cos (‘”ZT ) n=1,2,.. (2.19)

con ¢, costanti dipendenti da n.
Dobbiamo ancora applicare l'altra condizione iniziale del problema (2.6), y(z,0) = f(z). Supponiamo
per ora che lo spostamento iniziale della corda sia dato da

T

y(z,0) = f(z) = Asin (T>

Questa condizione puo essere soddisfatta da una soluzione del tipo (2.19) prendendon =1 e ¢; = A.
Si ottiene cosi la soluzione

y(z,t) = Asin (W—Lx) cos (T) (2.20)

che soddisfa ’equazione e tutte le condizioni del problema di Cauchy-Dirichlet (2.6).
Il moto descritto da questa soluzione si chiama primo modo normale di vibrazione ed & rappresen-
tato dalla figura 2.3.

Figura 2.3: Primo modo normale di vibrazione

In realta le soluzioni date dalla formula (2.19) sono tutti modi normali per ogni valore di n e sono
soluzioni del problema (2.6) nel caso in cui la condizione iniziale sia della forma

y(x,0) = f(x) = ¢, sin (%) Yn=1,2,..

I moti descritti dalle soluzioni (2.19) sono moti periodici nel tempo ¢ con frequenza circolare

anm
Wp = ——

L

. Queste frequenze w, sono chiamate le frequenze naturali del sistema. Notiamo che il caso n = 0
implica la soluzione banale y(x,t) = 0 che si verifica nel caso in cui alla corda non sia dato alcuno
spostamento iniziale.
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2.3.3 Soluzione per serie di Fourier

Se lo spostamento iniziale y(x,0) = f(x) della corda non ¢ esattamente della forma di una delle auto-
funzioni sin (”z” ) allora il problema (2.6) non lo si puo risolvere con una singola funzione come nel caso
appena visto.

Tuttavia se f(x) si puo rappresentare come combinazione lineare di autofunzioni del tipo (2.14), ovvero

y(z,0) = f(z) = ZNj A, sin (?)

allora, poiche 'equazione delle onde (2.5) ¢ lineare e omogenea, la soluzione si pud scrivere come

N
yla,t) = Z A, sin (?) cos (cwzrt) (2.21)
n=1

e questa soluzione soddisfa ’equazione e tutte le condizioni del problema di Cauchy-Dirichlet (2.6).
In generale pero la funzione f(z) non si puod esprimere come somma finita di funzioni del tipo (2.14).
Pero come conseguenza del teorema 12 abbiamo che se f(x) ¢ continua e regolare a tratti nell’intervallo
[0,L] e se f(0) = f(L) =0 allora f(z) & sviluppabile in serie di Fourier rispetto all’insieme ortogonale

{sn (57)}
L n=1,2,...

come
=2 nmx
=S4, s —) 2.22
@) =3 Avsin (= (2.22)
dove A,, sono i coefficienti di Fourier di f(x) definiti dalla formula

A, = 12;/0]; f(z)sin (?) dx (2.23)

La prima condizione iniziale del problema (2.6) richiede y(z,0) = f(z) e cosi se f(x) ¢ della forma
(2.22) & naturale estendere la somma finita (2.21) in una serie infinita del tipo

+oo
. (NnTX anmt
y(z,t) = ;An sin (T) cos ( 7 > (2.24)

Se sostituiamo ¢t = 0 nella formula (2.24) otteniamo

y(x,0) = f A, sin (?)
n=1

e dunque la condizione iniziale del problema (2.6) sara soddisfatta se scegliamo i coefficienti A,, come
i coefficienti di Fourier di f(z) dati dalla formula (2.23).

Vale y;(x,0) = 0 e dunque anche la seconda condizione iniziale del problema (2.6) & soddisfatta.
La soluzione (2.24) coi coefficienti A,, dati dalla formula (2.23) ¢ dunque una soluzione formale del
problema di Cauchy-Dirichlet (2.6).
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2.3.4 Soluzione di D’Alembert

Le funzioni F(x + at) ¢ G(z — at) soddisfano I'equazione delle onde (2.5) se F' e G sono due funzioni di
classe almeno C?.
Infatti se si ha y(z,t) = F(x + at) vale (posto r = x + at)

ym:Fr yxm:Frr yt:aFr ytt:a2Fr'r

e sostituendo queste identita all’interno dell’equazione delle onde (2.5) si trova F., = Fp...
Se invece si ha y(x,t) = G(xz — at) si pone s = x — at e con un procedimento analogo si trova G5 = Gis.
Cio permette di semplificare ’equazione delle onde (2.5) introducendo le nuove variabili indipendenti
r=x+ates=x—at.

Se poniamo y(z,t) = Y (r, s) otteniamo le identita
Yo = Y, +Y; Yxz = Yo +2Y,.5 + Y, Yt = CL(Y; - }/5) Yt = az(}/rr —-2Y,s + Y.ss)
Se sotituiamo queste identita all’interno dell’equazione delle onde (2.5) troviamo
Yo +2Y, s+ Y =Y, —2Y,, + Y,
da cui
Y, =0 (2.25)

L’equazione (2.25) si puo risolvere direttamente in quanto equivale all’equazione (Y;.), = 0 ovvero
Y, = f(r) dove f & una funzione arbitraria nella sola variabile indipendente r continua e differenziabile.
Y, = f(r) implica

Y(r,s) = /07‘ f(r)dr + G(s)

for f(7)dr & un’arbitraria funzione di classe almeno C? nella sola variabile indipendente 7. Chiamiamo
questa funzione F'(r).
Possiamo dunque scrivere la soluzione generale dell’equazione (2.25) come

Y(r,s) = F(r) + G(s)
Ritornando alle variabili originarie (z,¢) notiamo che la soluzione generale dell’equazione delle onde
(2.5) si puo scrivere come
y(x,t) = F(z + at) + G(z — at) (2.26)

dove F e G sono due funzioni arbitrarie di classe almeno C?.
Cercheremo ora di determinare le funzioni F' e GG in modo tale che soddisfino sia le condizioni al contorno
che le condizioni iniziali del problema di Cauchy-Dirichlet (2.6).
Le condizioni iniziali richiedono y(x,0) = f(z) e y;(x,0) = 0 con x € [0, L]. Sostituendo queste condizioni
nella formula (2.26) otteniamo le condizioni

F(z)+ G(x) = f(z) (2.27)

alF'(z) = G'(z)] =0 (2.28)

Integrando la condizione (2.28) otteniamo F(z) — G(x) = C con C costante. Applicando questo
risultato alla condizione (2.27) otteniamo
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F(z) = 31f@) + €] G(w) = 5[7(@) ~ ] (229)

Sostituendo le condizioni (2.29) nella formula (2.26) otteniamo

Y@, t) = %[ F@+at) + f(z — at)] (2.30)

La formula (2.30) fornisce la soluzione generale del problema ai valori iniziali

You (2, t) = a%ytt(x’t)
y(@,0) = f(z) (2.31)
yi(z,0) =0

Una soluzione di questo tipo viene detta soluzione di D’Alembert.
Prima di imporre anche le condizioni al contorno del problema (2.6) analizziamo il significato fisico di
quanto trovato finora.
La formula (2.30) significa che lo spostamento y(x,t) della corda ¢ una combinazione degli spostamenti
1f(z +at) e 2 f(x — at) dove f(z) ¢ lo spostamento iniziale della corda. La funzione f(z + at) pud
essere interpretata fisicamente come un’onda di forma f(z) che si muove verso sinistra lungo ’asse  con
velocita a, mentre la funzione f(x — at) rappresenta un’onda di forma f(z) che si muove verso destra
lungo l'asse z con velocita a. In tal modo lo spostamento risultante y(z,t) dato dalla formula (2.30)
consiste nella somma di due onde che viaggiano in direzioni opposte e le cui velocita sono uguali in
modulo.
Per completare la soluzione del problema (2.6) imponiamo anche le condizioni al contorno e notiamo
che la soluzione data dalla formula (2.30) include tutte le soluzioni del problema (2.6). In particolare
include anche la soluzione per serie di Fourier vista prima.
Consideriamo infatti la formula (2.24) e ricordiamo l'identitad goniometrica

sin(z) cos(y) = % [sin(z + y) + sin(z — y)]

In tal modo risulta

ZA {sm [ (z + at)} + sin [%(m - at)”

ovvero

Z A, sin [ (x + at) } Z A, sin [ (x — at)} (2.32)

Cosi la soluzione y(z,t) data dalla formula (2.24) & rappresentata come la somma di una funzione di
(x 4 at) e di una funzione di (x — at) che & proprio cio che volevamo.

L’espressione

Z A, sin [ (x+ at)} (2.33)

con 1 coefficienti A,, dati dalla formula

A, = i/OL £(r)sin (”Z’") dr (2.34)
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¢ precisamente 'espansione in serie di Fourier di f(z + at) per (z + at) € [0,L] (notiamo che la
convergenza della serie di Fourier di f(x) implica la convergenza della serie (2.33) e la validita della
formula (2.34)). Per i valori al di fuori dell’intervallo [0, L] la formula (2.33) rappresenta ’estensione
periodica dispari di f(z + at). Per f(x — at) si ragiona in maniera analoga.
Cosi se introduciamo una funzione f; come ’estensione periodica dispari di f allora la soluzione completa
del problema (2.6) puo essere scritta come

y(e,t) = 31+ at) + fi(e — at) (235)

2.3.5 Unicita della soluzione e conservazione dell’energia

Completiamo lo studio sull’equazione delle onde 1-dimensionale mostrando I'unicita della soluzione del
problema (2.6). Per fare cid basta mostrare che il problema di Cauchy-Dirichlet omogeneo

Yoo (2, 1) = Syu(z,t)  (z,t) € (0,L) x (0, +00)
y(0,t) =y(L,t) =0 Vt>0 (2.36)
y(x,0) = y(z,0) =0 Vz € [0, L]

ammette solo la soluzione nulla y(z,t) = 0. Per fare cio utilizzeremo una tecnica nota come tecnica
dell’energia.
Come nel caso generale assumiamo y € C%(Q) con Q = (0,L) x (0, +0o0).
Scriviamo equazione delle onde (2.5) come

Yir = a2yazx (237)

e moltiplichiamo entrambi i membri dell’equazione (2.37) per y;

Yther = @ YeYan (2.38)

Notiamo che

-ou — ) = o = () —
YtYit = a9t 2 YtYzz = YzlYt)z — YxtYt = YalYt)x at 2

Sostituiamo queste identita nell’equazione (2.38) e una volta svolti i calcoli otteniamo

0 yt2 2y2 2
+ z ) — 2.
ot ( 7 T4 " (Yate)o (2.39)

Integriamo entrambi i membri dell’equazione (2.39) da 0 a L rispetto a = e otteniamo

L 2 2
0 Yt 2Yz 2 z=L
/0 ot (2 +at ) de = [ty g (2.40)
ovvero
d (" (v} | .92 a=L
Ye 2% gz = [y, 2.41
dt 0 < 2 ta 2 x [a Y yt] =0 ( )

Definiamo ’energia E(t) come

E(t) = /OL (yj + a2y§> da (2.42)

L’equazione (2.41) implica
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E'(t) = [®ho0:] " = a®lya(Lu £)ye(Lyt) — 2 (0, )2 (0, 1)) (2.43)

Dalle condizioni al contorno del problema (2.36) e dalla definizione di derivata abbiamo

. y(L,t—l—h) —y(L,t) . y(O,t—f—h) —y(O,t)
L, t) = lim =0 0,t) = lim
(L, 1) ot h w0, 1) h ot h

=0

Cio implica E'(t) = 0 ¥t > 0 da cui E(f) = ¢ con ¢ costante. Il valore di questa costante ¢ ¢ in
particolare il valore che l'energia assume in ¢ = 0. Dunque abbiamo E(t) = E(0) V¢ > 0. Questa
proprieta si chiama conservazione dell’energia.

Ma dalla definizione dell’energia (2.42) otteniamo

E(0) = /OL <yt2(§’0) + a2y92”(326’0)> dx (2.44)

Dalle condizioni iniziali del problema (2.36) e dalla definizione di derivata abbiamo

=0

ve(,00=0  ya(z,0)= lim Y

e poiche abbiamo assunto y di classe C? possiamo concludere E(0) = 0.

Da tutto cid segue che E(t) = 0 V¢t > 0. Dalla definizione di energia (2.42) notiamo che E(t) &
I'integrale di funzioni positive. Cid implica necessariamente y;(x,t) = 0 € y,(z,t) = 0 ovvero y(z,t) = ¢
con ¢ costante. Ma dalle condizioni inziali del problema (2.36) abbiamo che y(x,0) = 0 che implica
¢ = 0 ovvero y(z,t) = 0. Dunque I'unica soluzione del problema di Cauchy-Dirichlet omogeneo (2.36) &
la soluzione nulla y(x,t) = 0 e da questo segue I'unicita della soluzione nel caso generale (2.6).
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Capitolo 3

L’equazione delle onde in due
dimensioni

3.1 La membrana circolare vibrante

Passiamo ora dal caso 1-dimensionale della corda vibrante al caso 2-dimensionale della membrana vi-
brante (es. un tamburo). Ci soffermeremo solo sul caso della membrana circolare.

Assumiamo che la membrana sia sottile, flessibile ed ancorata ad un bordo nel piano (z,y). Poiche
consideriamo solo il caso della membrana circolare possiamo identificare la nostra membrana con una
circonferenza nel piano (z,y) di centro (0,0) e raggio ¢ > 0. Assumiamo che su ogni punto della mem-
brana agisca tangenzialmente una tensione T' costante per unita di lunghezza lungo qualsiasi direzione.
Assumiamo che la densita § (intesa come massa per unita di superficie) sia costante e che lo spostamento
della membrana in ogni punto sia abbastanza piccolo da poter permettere approssimazioni simili a quelle
fatte nel caso della corda vibrante.

Se sulla membrana non agiscono forze esterne lo spostamento trasversale z = z(x, y, t) della membrana
soddisfera in ogni punto ’equazione delle onde 2-dimensionale

con a? = % > 0.
L’equazione (3.1) si puo anche scrivere come

1
Az = ?Ztt (32)
dove Az indica il Laplaciano di z rispetto alle coordinate spaziali (z,y). Ricordiamo che in generale
in R™ il Laplaciano di una funzione u di classe almeno C? su un aperto Q di R" & definito come

Au = Z 25 U(T1, s Tn)
— Ou;

Dunque in particolare se z ¢ una funzione definita su un aperto di R? vale Az = z,, + Zyy- In realta
lo spostamento z della membrana € una funzione di tre variabili indipendenti, & presente anche il tempo
t, ma considerando il Laplaciano solo rispetto alle variabili spaziali (z,y) si puo scrivere ’equazione delle
onde 2-dimensionale nella forma (3.2).

Poiche la membrana & ancorata al bordo circolare si avra come condizione al contorno

2(x,y,t) =0 con 2z +y?=¢? (3.3)
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Introduciamo le coordinate cilindriche (p,d,t) definite da

x = pcos (V)
y = psin (V) (3.4)
t=t

Se vediamo lo spostamento z della membrana come funzione delle nuove variabili (p,d,t), ovvero
z = z(p,¥,t), la condizione al contorno (3.3) diventa

z2(e,,t) =0 VY€ (—m,mw| VE>0 (3.5)

Se cambiamo le variabili all’interno dell’equazione (3.1) da (z,y,t) a (p,?,t) e svolgiamo i calcoli,
otteniamo una nuova espressione per ’equazione delle onde 2-dimensionale

1 1 1
Zpp + ;zp + EZM = ﬁztt (p,9,t) € [0,¢) x (—m,m) x (0, +00) (3.6)

Oltre alla condizione al contorno (3.5) servono anche condizioni iniziali. Se assumiamo che la mem-
brana abbia uno spostamento iniziale f(p,d) e sia rilasciata dalla condizione di riposo abbiamo come
condizioni iniziali

z(p,9,0) = f(p,9) z(p,9,0)=0 Vpe[0,c VIe (—mmn] (3.7

Mettendo tutto insieme dobbiamo dunque risolvere il problema di Cauchy-Dirichlet

Zpp(p U, 1) + %zp(p,ﬁ,t) + p%zw(p,ﬁ,t) = ;—QZtt(p,ﬁ,t) (p,9,t) € [0,¢) x (—m,m) x (0, +00)
z2(c,9,t) =0 Y9 e (—mm Vt>0
z2(p,3,0) = f(p,¥) Vpe€[0,c VY€ (—m, ]
zi(p,9,0) =0 VYpel0,¢ Y€ (—m,mn]
(3.8)
Cerchiamo la soluzione del problema (3.8) applicando il metodo della separazione delle variabili
all’equazione (3.6), ovvero cerchiamo una soluzione del tipo

z(p,9,t) = R(p)S(I)T(t) (3.9)

Poiche cerchiamo soluzioni non banali possiamo sostituire la formula (3.9) nell’equazione (3.6) e
dividere per R(p)S(9)T'(t). In tal modo otteniamo

R"(p)  R'(p)  S"(0) _ T"(@t)

R(p) ~ pR(p) ~ p*>S(¥)  a?T(t)

Poiche il membro di sinistra dell’equazione (3.10) ¢ indipendente da ¢ mentre il membro di destra

¢ indipendente da p e da 1 entrambi i membri devono essere uguali ad una costante. Analogamente al

caso della corda vibrante questa costante risulta essere negativa e dunque la indichiamo con —A2. Si ha
dunque

(3.10)

R'(p) , R'(p) S"(9)  T"(t)
R(p) ~ pR(p) p*S(9) a*T(t)

Dalla formula (3.11) vediamo che I’equazione per T'(t) diventa

=-\? (3.11)

T// (t)

_ 2
a?T(t) A

ovvero
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T"(t) + a®> T (t) = 0

la cui soluzione, per quanto detto nell’introduzione, &

T(t) = aq cos(aAt) + oz sin(at) (3.12)

La condizione iniziale
z2(p,9,0) =0 VYpel0,¢ VIe€ (—m, ]

implica
R(p)S(W)T'(0) =0 Vpe[0,c] YIe€E (—m, 7]
e dunque necessariamente 7"(0) = 0 ovvero, sostituendo questo risultato nella formula (3.12), as = 0.
Quindi vale
T(t) = ay cos(aAt) (3.13)

Dalla formula (3.11) notiamo invece che I’equazione per R(p) e S() diventa

R'(p)  R(p)  5"(9)

+ = -\
R(p) ~ pR(p)  p*S(V)
ovvero, una volta svolti tutti i calcoli,
P 7 ’ 2 2 S"(9)
—— [pR"(p) + R'(p)] + A\°p~ = — 3.14
7 PR (0)+ (o) S (314)

Anche in questo caso entrambi i membri dell’equazione (3.14) devono essere uguali ad una costante.
Sia questa costante pu? > 0, ovvero

p 7 / 2 2 S"(9) 2
pR"(p) + R (p)] + \p" = — =u 3.15
s R (5) + R ()] e (3.15)
Dalla formula (3.15) notiamo che per S(¥) otteniamo 'equazione
") o
“Sw)

che equivale all’equazione

S”(9) + p2S(W) =0

la cui soluzione &

S(9) = ¢ cos(pudd) + éa sin(ud?) (3.16)

Ma poiche lo spostamento z deve essere una funzione single-valued (ovvero ad ogni punto del dominio
deve essere associato uno ed un solo elemento nel codominio) necessariamente la funzione (3.16) deve
essere periodica in ¥ di periodo 27. Da questo segue che deve verificarsi p =n n =0,1,2,... e quindi

S(¥) = é1 cos(nd) + ésin(nd) n=0,1,2,... (3.17)
Dalla formula (3.15) e da quanto appena detto notiamo che 1’equazione per R(p) &

14 1 / 22 92
W[R (p) + R (p)] +Xp”=n

ovvero
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p*R"(p) + pR'(p) + (\*p* =n*)R(p) = 0 (3.18)

L’equazione (3.18) & una forma dell’equazione di Bessel di ordine n la cui soluzione (si veda appen-
dice A) &

R(p) = c3Jn(Ap) + ca¥n(Ap) (3.19)

dove J,, indica le funzioni di Bessel del primo tipo di ordine n.
Tuttavia vale che la seconda soluzione Y,, dell’equazione di Bessel tende a —oo al tendere di p a 0, mentre
lo spostamento z (e dunque la funzione R) deve essere finito in p = 0.
Dunque dovra necessariamente valere ¢4 = 0 e cosi si ha

R(p) = c3Jn(Ap) (3.20)

La condizione al bordo (3.5) & soddisfatta se Jp,(Ac) = 0, ovvero se A € della forma A, k= 1,2, .. in
modo tale che A,c sia il k-esimo zero della funzione J,. Cio significa

Jn(Anke) =0 n=0,1,2,... k=12, ..
Combinando tra loro le formule (3.13), (3.17) e (3.20) e ponendo
C1 = 61030(1 Cy = 52630&1

otteniamo una soluzione z(p, J,t) che soddisfa ’equazione e tutte le condizioni del problema di Cauchy-
Dirichlet (3.8) fatta eccezione per la condizione iniziale z(p,d,0) = f(p,?) che dobbiamo ancora consi-
derare.

Questa soluzione trovata e

2(p,0,t) = Jn(Ankp)[c1 cos(nd) + ca sin(nd)] cos(arnrt) n=0,1,2,... k=1,2,.. (3.21)
La funzione (3.21) & soluzione per ogni coppia (n,k) con n = 0,1,2,... e k = 1,2,... e dunque

scegliendo le costanti ¢; e cp separatamente per ogni coppia (n, k) possiamo costruire una doppia infinita
di soluzioni (o autofunzioni) z,i per il problema (3.8) della forma

Znk (0,9, 1) = Jn(Ankp)[ank cos(nd) + byg sin(nd)] cos(arpit) n=0,1,2,... k=1,2, ... (3.22)
con ang, bpr costanti.

Per soddisfare la condizione iniziale z(p,d,0) = f(p, ") supponiamo che f(p,d) sia sviluppabile in
serie di Fourier rispetto all'insieme ortogonale {1, cos(n1),sin(n?)},_, , come

+oo
F(p.9) = Ao(p) + 3 [An(p) cos(n) + B (p) sin(n)] (3.23)

n=1

In base alla formula (1.28) abbiamo che i coefficienti di Fourier Ag(p), An(p), Bn(p) sono dati dalle
formule

Ao(p) = 5= |" fp,9)dv
An(p) =1 [T f(p,9)cos(nd)dy n=1,2,.. (3.24)
Bu(p) =< [T f(p,9)sin(nd)dy n=1,2,..
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Per t = 0 la funzione (3.22) diventa

Znk (P, 9,0) = f(p,9) = Jn(Ankp)[ank cos(nd) + by sin(nd)] n=0,1,2,... k=1,2,.. (3.25)

L’espressione (3.25) ¢ uguale all’espressione (3.23) solo se i coefficienti di Fourier Ag(p), A, (p), Bn(p)
possono essere rappresentati come somma delle funzioni di Bessel del primo tipo J,(Ankp) ovvero

“+o0
Aﬂ(p) = ZankJW(Ankp) n:071,2,...
k=1

+oo
Bu(p) = burJu(Akp) n=1,2,...
k=1

In tal modo i coefficienti a,j, e b, risultano essere i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier-Bessel
(si veda la sezione 1.9). Cosi in base alla formula (1.44) abbiamo
Qnk = m foc pJn()\nkp)An(p)dp n=20,1,2,... k= 1,2,...

(3.26)
b = mfo pdnOnkp)Br(p)dp n=1,2,... k=12, ..

dove Ag(p), An(p), Bn(p) sono dati dalle formule (3.24).

Cosi assumendo la convergenza delle serie coinvolte otteniamo la seguente soluzione al problema di
Cauchy-Dirichlet (3.8)

+o00 +oo
2(p,0,8) =D Y Tn(Ankp)ank cos(nd) + bpx sin(nd)] cos(adnst) n=0,1,2,... k=12.. (3.27)
n=0 k=1

dove i coefficienti a,k, byx sono dati dalle formule (3.26).

Notiamo che le autofunzioni z,, date dalla formula (3.22) coinvolgono termini della forma g(p, 1) cos(aAnt),

ovvero le vibrazioni della membrana hanno frequenze pari a al,;. Ma queste frequenze sono multipli

degli autovalori A\, che sono in generale numeri irrazionali. Cio implica che le frequenze piu alte non
saranno multipli interi di una qualche frequenza fondamentale. Cosi le vibrazioni della membrana non

si combineranno tra di loro come le vibrazioni armoniche della corda e lo spostamento totale (3.27) non

sara in generale una funzione periodica nel tempo t.

Questo spiega matematicamente perche percuotendo un tamburo non si produce una nota musicale
come quando si pizzica la corda di una chitarra, proprio perche le vibrazioni della membrana non sono
periodiche nel tempo mentre quelle della corda si.
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Appendice A

L’equazione di Bessel

In questa appendice analizziamo un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine a coefficienti
variabili molto importante che e ricorsa spesso durante la tesi, ovvero ’equazione di Bessel.
Questa equazione si presenta scritta nella forma:

2?y"(2) + 2y (2) + (2 = p*)y(z) = 0 (A1)

con p costante. Noi ci restringiamo al caso p € R, p > 0. Le soluzioni di questa equazione si chiamano
funzioni di Bessel.
L’equazione di Bessel (A.1) ha una singolarita regolare in z = 0 e cosi possiamo assumere che abbia una
soluzione del tipo (15) (si veda l'introduzione).

Sostituendo 'espressione (15) e le espressione delle derivate prima e seconda di (15) all’interno
dell’equazione di Bessel (A.1) e svolgendo tutti i calcoli si arriva all’identita

+oo
(0 — p?agz® + [(a +1)% — pYagz®™t + Z {[(a+n)* = pan +ap_2} 2zt =0

n=2
Questa identita e vera se e solo se i coefficienti sono tutti nulli, e dunque si ottiene il seguente sistema:
(a* =p*)ag =0
[(a+1)? = p?lar =0 (A.2)
(o + n)2 - p2]an +a,—2=0 n=23,..

Assumiamo ag # 0 cosi 'equazione indiciale & data da

o —p?*=0 (A.3)

da cui si deduce @ = £p. Consideriamo il caso @ = p, p > 0. Sostituendo questo nelle altre equazioni
del sistema si ottiene (2p + 1)a; = 0 e la formula ricorsiva

2pn +n)an +ap_2=0 VYn>2 (A.4)

Poiché p > 0 si ha necessariamente a; = 0 e dalla formula ricorsiva (A.4) si ottiene che tutti i
coefficienti di posto dispari sono nulli (asx_1 = 0 Vk > 2). Poi essendo p > 0 risulta 2pn +n? #0e i
coeflicienti di posto pari sono dati dalla formula ricorsiva

asy = (~1) =l
k12?k(p+ k)(p+k—1)..(p+2)(p+ 1)

k>1

Cosi una soluzione dell’equazione di Bessel risulta essere
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400 P2k
y(z) = a ;) (—1)kk!22k(p+ Do+ k-—1-0+2)p+1)

(A.5)

m con I'(p + 1) la funzione gamma definita come I'(s) = f0+oo 5" te~%dx con
la proprieta I'(s + 1) = sI'(s) con s > 1. Cosi la soluzione dell’equazione di Bessel, che indichiamo ora

con J,(z), diventa

Poniamo ag =

PRE T e s (A6)
T) = —_— (= .
b = ED(p+k+1)2

Questa viene anche detta funzione di Bessel del primo tipo di ordine p. Utilizzando il criterio
del rapporto si nota che questa serie converge. Cosi Jp(z) € soluzione dell’equazione di Bessel almeno
per x > 0 e p > 0. Nel caso fosse a = —p con p > 0 si pone

~  (=DF

0= L w2 (A7)

e si ha che Jy(z) e J_,(x) sono due soluzioni linearmente indipendenti, cosi la soluzione generale
dell’equazione di Bessel per z > 0 & data da

y(x) = crdp(z) + cod_p(x) (A.8)

Si puo calcolare che le funzioni di Bessel godono delle proprieta

2 T}(@) = pJy() — 2Ty (@) (A.9)

Tpa(w) = L) ~ Ty () (A.10)

Se p =0 o p & un intero positivo la seconda soluzione dell’equazione di Bessel é da ricercare diver-
samente in quanto in tal caso J,(x) e J_,(x) sono tra loro proporzionali. Questa nuova soluzione da
ricercare viene detta funzione di Bessel del secondo tipo. Analizziamo il caso p = n con n € NU{0}.
In questo caso si ha I'(n + k + 1) = (n + k)! e dunque la soluzione dell’equazione di Bessel si scrivera
come

too -1 k x\ nt2k
Jn(z) = ;} ]M (§> (A.11)
Nel caso n =0 si ha N
X (—1)F oy
To@) =2 gz (5)
k=0

mentre nel caso n =1 si ha
) 142k

“+o0
_ (-D* (=
Ni@) = k; Kk + 1)! (5

Poiche Jy(x) converge Vx si pud derivare e si verifica facilmente che valgono J)(z) = —Ji(z) e
%[a&h (2)] = zJo(z).
Cerchiamo di determinare la seconda soluzione nel caso n = 0. In questa situazione ’equazione di Bessel
si riduce a

a?y" () + 2y (z) + 2%y(x) = 0 (A.12)
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Applicando il metodo di Frobenius cerchiamo una soluzione della forma (15) e otteniamo l’equazione
indiciale

=0 (A.13)
e la formula ricorsiva
1
O = —man—z (A.14)
L’equazione indiciale (A.13) fornisce @« = 0 ma ignoriamo momentaneamente questo risultato e

concentriamoci solo sulla formula ricorsiva (A.14). Nel caso n = 2k la formula ricorsiva diventa

_ (—1)* )
92k = a2k (a+ 2k —2)2. (a+ 22" '

Definiamo 1'operatore lineare

Lly(x)] = 2%y (z) + zy/ (@) + 2’y () (A.16)

Cid permette di scrivere 'equazione di Bessel come L[y(x)] = 0. Poiché i coefficienti asj dipendono
da « si possono indicare come agy () e si pud vedere y(x) come una funzione di due variabili

+oo
y(z,0) =Y ag()z*t* (A.17)
k=0

Le derivate di y(z) che compaiono all’interno dell’equazione di Bessel si possono vedere ora come
derivate parziali rispetto a x della funzione y(z,a). Sostituendo quanto appena trovato in Lly(x, a)]
troviamo, una volta svolti i calcoli

Lly(z,a)] = apa’z® (A.18)

Gli altri termini svaniscono poiche e soddisfatta la formula ricorsiva. Ponendo a = 0 come dato
dall’equazione indiciale si ha Lly(x,0)] = 0 e risulta

“+o0
y(2,0) = ag(0)2”* = (A.19)
k=0

X (=1)k pay2k

-y ((k'))z (E) - (A.20)
k=0

= aoJ()({,C) (A21)

Ma poiche il membro destro dell’equazione (A.18) contiene il termine o allora I'equazione ha una
radice di molteplicita 2 in & = 0 e cio implica che anche -Z {L[y(z, )]} si annulla in o = 0. Si ha

0
% {Lly(x,a)]} = apz®[2a + o In(z)]
Si puo dimostrare che gli operatori L e % commutano e cosi risulta

L[a

oY@, )] = apr® 20+ o” In(a)]

ein o = 0 si ha

LIy, 0)]amo = 0
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Cosi [— (2, a)]a=0 € soluzione dell’equazione di Bessel e si pud dimostrare che ¢ linearmente indipen-
dente da Jy(z) ed & dunque la seconda soluzione cercata.

Da (A.17) otteniamo

Oy(z, o) = Oagy ()
Oa - — Oa +ln Za%

e ponendo o = 0 rimane

[%(;;)] T f {&12;0@} e )acd(o)

k=0

Notiamo che

[W]_0%<1+;++;>

con k> 1.

Cosi abbiamo trovato una seconda soluzione per I’equazione di Bessel di ordine zero. Nel caso ag = 1
questa soluzione si chiama soluzione di Neumann e si indica con Ny(x). Cosi risulta

k+1 T
No(z) = Jo(z) In(z +Z (22k1)k') <1+;+...+]1€) (5)% (A.22)

e la soluzione generale dell’equazione di Bessel Lly(z)] = 0 per & > 0 sara

y(z) = c1do(x) + c2No(2) (A.23)
con cq,co costanti.
Questo metodo si estende alla ricerca di una seconda soluzione per I’equazione di Bessel nel caso in cui
le radici dell’equazione indiciale differiscono per un intero, ad esempio nell’equazione di Bessel di ordine
n con n intero positivo. In questi casi la soluzione generale dell’equazione di Bessel puo essere scritta
come combinazione lineare delle funzioni di Bessel di ordine n del primo e del secondo tipo. Queste
ultime si indicano con N, (x).

y(x) = crdn(z) + 2Ny (2) (A.24)

Riguardo la ricerca della seconda soluzione dell’equazione di Bessel, specifichiamo che, se p non & un
intero, si puo definire la funzione

Jy(@) cos(pm) — J_p ()
sin(pm)
Si dimostra che J,(z) e Y,(x) sono una coppia di soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione
di Bessel di ordine p.
Se n € un intero si puo definire la funzione

Y, (z) = (A.25)

Yo(z) = lim Yp(x) (A.26)

p—n

Si dimostra che J,(z) e Y, (x) sono una coppia di soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione
di Bessel di ordine n e che vale

pern=0,1,2,...
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