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Capitolo 1

Introduzione

La presente attivita di tesi pone la propria attenzione sullo studio del fault,
il quale, limitandoci al campo aeronautico, pud essere visto come una varia-
zione non controllata dei parametri di volo, generata da guasti meccanici o
legata all’interferenza di fenomeni atmosferici. Lo studio del fault assume
grande rilevanza nell’ottica della prevenzione degli incidenti.

Nel corso della trattazione studieremo la dinamica di un velivolo ad alte
prestazioni basandoci su un sistema di equazioni differenziali lineari, frutto
di procedure di linearizzazione, del tipo

2'(t) = Ax(t) + Bu(t).

In questo sistema, le variabili di stato rappresentano le variazioni da una
particolare condizione di equilibrio: in riferimento alla u(t), in termini della
spinta, del fattore di carico e dell’angolo di rollio, in riferimento alla x(t),
della velocita, dell’angolo di salita e della direzione rispetto al suolo. Inter-
preteremo la funzione u(t) come variazioni generate dell’azione diretta di un
fault mentre interpreteremo x(t) come variazioni conseguenti a quelle su u(t).

Dimostreremo matematicamente che, sotto determinate ipotesi, se la fun-
zione u(t) presenta uno sviluppo asintotico del tipo

u(t) = gi(H)ur + ga(t)uz + .. + gn(t)un + 0(ga) () (t — o0),

con g; funzioni opportune e wu; vettori opportuni, anche x(t) presenta uno
sviluppo asintotico con struttura analoga:

z(t) = gi(t)1 + g2() w2 + .. + gn(t)2n + 0(ga) () (t — 00),

Inoltre, forniremo delle strategie di calcolo atte a:
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e calcolare i coefficienti x; dello sviluppo asintotico di x(t) sulla base della
conoscenza di un numero finito di valori z(7;), con un errore dipendente
dai particolari 7; utilizzati.

e ricondursi allo sviluppo asintotico della u(t) da quello della x(t).

Infine costruiremo una simulazione del modello in MatLab nella quale consi-
dereremo una condizione di equilibrio iniziale corrispondente al volo livellato,
la quale, a partire da un certo istante tq, verra sconvolta dalla presenza di un
fault, in termini di variazione della spinta, del fattore di carico e dell’angolo
di rollio, con conseguente variazione della velocita, dell’angolo di planata e
della direzione rispetto al suolo. Sulla base dei valori che assumera lo sta-
to x(t), campionati nella simulazione, ricaveremo analiticamente lo sviluppo
asintotico dello stesso e ricostruiremo in seguito quello dell’anomalia u(t),
applicata in ingresso al sistema ma teoricamente non nota.



Capitolo 2

Analisi del sistema

In questo capitolo, tramite procedure di linearizzazione, ricondurremo lo stu-
dio della dinamica del velivolo da quello di un sistema di equazioni differen-
ziali non lineari a quello di un sistema di equazioni differenziali lineari, in
cui le nuove variabili di stato risulteranno degli scostamenti rispetto ad una
fissata condizione di equilibrio

2.1 Presentazione del modello

Identificando il velivolo con un punto materiale, ci riduciamo a studiare un
sistema di equazioni differenziali non lineari in cui consideriamo costanti la
massa m , 'accelerazione di gravita a, la densita ¢ e i parametri Dy e Dy, il
coefficiente di resistenza indotta Cyy e la superficie S. Inoltre, in questo si-
stema, consideriamo solo funzioni del tempo t la velocita V, ’angolo di rollio
¢, la direzione a terra Y, il fattore di carico n , la spinta T e ’angolo di salita 7.

Il sistema ¢é del tipo:

con

e, in particolare,
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Tale sistema ¢ il seguente:

(V/(t) = T(t) — DoV2(t) — 20 — gsin(y(1))

~(t) = gn(t)‘iczi)w(t)) _ gc?j((z)(t)) (2.1)

_ () sin(6(8)
X (8) = Vi contr ()

con
Dy = 30SCap
Dl — kaQ.

(9)

2.2 Linearizzazione

La natura non lineare del sistema (2.1) impedisce 'applicazione diretta della
teoria puramente lineare che enunceremo e dimostreremo nei prossimi capito-
li e, per ricondurci al caso lineare, ricorriamo a metodologie di linearizzazione
che si basano sull’approssimazione intorno a determinati punti di equilibro. Il
nuovo sistema, prodotto dalla linearizzazione, studia gli scostamenti rispetto
alla suddetta condizione di equilibrio.

In generale, se si prende in considerazione un sistema non lineare, dinamico,
tempo continuo, stazionario, del tipo

si puo considerare una condizione di equilibrio x(, conseguenza dell’applica-
zione al sistema di un ingresso g, ed un movimento perturbato x(t) generato
da un ingresso perturbato u(t). Le seguenti differenze rappresentano le per-
turbazioni del sistema.

dx(t) = z(t) — xo : perturbazione dello stato.

du(t) = u(t) — up : perturbazione dell’ingresso.
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L’evoluzione temporale della perturbazione dello stato dx(t) & soluzione del-
I’equazione differenziale

02’ (t) = fxo + dx(t), uo + du(t)) = f(x(t), u(t)).

La funzione f(z(t), u(t)) puo essere sviluppata in serie di Taylor in un intorno
di zg e ug come

fla(t),u(t)) = f(xo + 6x(t), uo + ou(t))

e, se tronchiamo lo sviluppo al termine lineare, chiamando A lo Jacobiano
di f rispetto ad x calcolato in (xg,ug) e B lo Jacobiano di f rispetto ad u
calcolato in (zo,ug) otteniamo

dz'(t) = Adx(t) + Boul(t).

Quindi, I’evoluzione temporale del sistema (2.1) puo essere espressa, in forma
approssimata, nell’intorno della condizione di equilibrio (z¢,ug), in funzio-
ne delle perturbazioni dz(t) e du(t). L’approssimazione sara tanto migliore
quanto piccole sono le perturbazioni rispetto ad (xg, ug)

In particolare, riferendoci al punto di equilibrio (o = (Vo, 70, X0), %0 =
(To, no, Po)), le matrici A e B che si ottengono dal sistema (2.1) sono:

n2
“Hatn g (25‘1/03[; —gcos(y) O
A= | (—=ncos(¢o)+ —COS‘(/}O)Q .S—m%(’)‘f’ 0
—gnosin(y) (Vg cos(0))  #50 dertor Ezzg(s;rggm) 0

—2D1ng
(mVg 0

1
B=10 gcos(do) —no sin(¢o)g
0

\% Vo
gsin?zi)o) gno cos(¢o)
(Vo cos(vo) (Vocos(vo))

e, ponendo x; = dz(t) e uy, = du(t) , possiamo scrivere
27 (t) = Axp(t) + Bur(t). (2.2)

Equazione linearizzata che approssima il sistema (2.1) nel punto di equilibrio
(xfb Uo)
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2.3 Introduzione del termine di controllo

Il sistema (2.2) ¢ lineare ma non necessariamente stabile in quanto la matri-
ce A potrebbe presentare autovalori a parte reale positiva in dipendenza del
particolare punto di equilibrio considerato. Per assicurare la stabilita € ne-
cessario introdurre uno stabilizzatore del tipo u(t) = —Kz(t) con K matrice
opportuna.

Inoltre, I'ingresso ur(t) risulta a rigore composizione di due contributi, en-
trambi dipendenti dal tempo, I'uno, @ (t) rappresentante la parte su cui si
ha controllo e che puo essere soggetta al regolatore, ’altro, u(t) ., azione del
fault vero e proprio, disaccoppiato.

Risulta un sistema del tipo

xh (t) = Axp(t) + Bug(t)(t) + Bug(t)

e, con 'aggiunta del regolatore, otteniamo
27 (t) = (A — BK)zp(t) + Bug(t). (2.3)
Ponendo A = A — BK, risulta
2 (t) = Azp(t) + By (t). (2.4)

Il sistema cosi elaborato soddisfa tutte le ipotesi necessarie ed ¢ a questo che
applicheremo la teoria che ci apprestiamo ad enunciare.



Capitolo 3

Nozioni di1 base

Introduciamo, in via preliminare, alcune nozioni di base necessarie alla com-
3 ?
prensione dei teoremi che enunceremo e dimostreremo successivamente.

3.1 Funzione matrice esponenziale

3.1.1 Norma di matrici e disuguaglianza del prodotto

Definita la matrice A € M,,x,(C) come una matrice m x n ad elementi
complessi,
arir .- ain

A=|... .. ], (3.1)

m,1 -+ Omn

richiamiamo la nozione di norma euleriana di matrice. Esprimendola con il
segno grafico HH poniamo

n 1/2

= () a2
ij=1

Inoltre se A € My, (C) e B € M,,4,(C) vale la nota disuguaglianza

14B]| < [l Bl (33)

3.1.2 Derivata e Integrale di matrici

Richiamiamo anche come si comportano gli operatori derivata e integrale se
applicati alla matrice A € M,,«,(C).
Sia I un intervallo in R, se A : I — M, ,(C) & una funzione, diremo che

9
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¢ continua se ciascuna delle funzioni A;; : I — C con (1 <7 < m) e (
1 <1< n) é continua.
In tal caso, se a,b € I, con la scrittura ff A(t)dt indicheremo la matrice mxn

la cui componente (i,j) ¢ f: a;;(t)dt.
b b
b Jo aun(t) - [ ain(t)
/ A(t)dt = : :
’ Pant) oo [ awm(t)
Analogamente, se ciascuna delle funzioni A;; : I — C con (1 <i<m) e (

1 <i < n) é anche derivabile, indicheremo con D;A(t) la matrice mxn la cui
componente (i,j) € Dy(a;;(t))

Diai1(t) ... Dyiay,(t)
DyA(t) = : :
Diani(t) ... Dian,(t)

3.1.3 Definizione
E noto che la funzione esponenziale complessa e* ¢ rappresentabile come:

o) n n

:_N"E e
e .Zon!1+z+ e (3.4)
Analogamente possiamo definire la matrice e/ come:
A il R T
e ._;n!_I+A+ ot (3.5)

ove ’elemento di posto i,j si scrive come :

00 CL?'
> Ff (3.6)
n=0 ’

con a;; elemento di posto i,j della matrice A",

Notiamo che la serie (3.6) & sempre convergente, intendendo per convergenza
di matrici che data una serie
o
> B (3.7)
n=0
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con B € M,«,(C), essa converge se per ogni coppia (i,j) converge la sua
serie numerica

> By (3.8)
n=0

Infatti, tenendo conto della definizione di norma euleriana e che V(4, j) |a;;| <
HAH e possiamo scrivere

jail < [l < [lA]"

Per cui é chiaro che
JA]"

oo n

S _ Al
n!

n=0

A questo punto, utilizzando (3.5) possiamo considerare la funzione

e R — My, (O). (3.9)

funzione matrice esponenziale.

Ann Ann

At — p— DY

e .—E " =]+ At + + o + ... (3.10)
n=0

3.1.4 Proprieta

La funzione matrice esponenziale gode di alcune importanti proprieta che
andremo ad elencare:

e La funzione €' & continua da R a M,,., (C)
e VA BE M,u,(C) con AB = BA abbiamo:

e*AeB = B s t € R (3.11)

e et = 94 s t € R (3.12)

e La funzione (3.9) ¢ derivabile e la sua derivata prima ¢ data da

AN A2 AN
Di(e) =Dy} —) = A+ A+ S o = Ay ] = A
n=0 ’ ’ n=0 ’

(3.13)
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e Se A ¢ diagonale, con A; = d; (1 <i < n) si pud dimostrare che eth 8

diagonale con el = e,
e 0 0
=10 . o
0 0 elon
Inoltre, tenendo presente che
le*] = ™) vz e, (3.14)

possiamo scrivere

n
el = (X le
=1

I=

2) i (i eztma) g (3.15)

=1

3.1.5 Maggiorazione

Cerchiamo ora una maggiorazione adeguata per la norma della funzione
e R — Myyn(0). (3.16)
Possiamo distinguere due casi:

e A ¢ diagonalizzabile, 4B € M,,,, invertibile tale che:

A 0 0
A=B"'lo . olB. (3.17)
0 0 X\,
Se
A 0 0
A=10 . 0 (3.18)
0 0 X\,
potremo allora scrivere :
A" = B'ABB'ABB'AB... = BT'A"B, (3.19)
per cui
AT Nt"BTIA"B
tA _
e =>" = ZT (3.20)

n=0 n=0
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Posso portare fuori dalla sommatoria B~! e B e (3.20) diventa
€tA _ BfletAB

con

e 0 0
er=1o . 0. (3.21)
0 0 e
Valendo la (3.3),
e T < 1[I B[l (3:22)

A

Esplicitando la norma, il termine e si puo riscrivere come

(M2 4 o [e2)3.

che, ricordando la 3.15, diventa
((ezm(kl)t)Z 4o+ (629‘6(>\n)t)2)%

Quest’ultima forma ci mostra che se la matrice A é diagonalizzabile
possiamo scrivere:

e < Ce* (3.23)
Vt > 0, C costante e w = maz(R(N;)),
che ¢ la maggiorazione cercata

e A non é diagonalizzabile, si puo dimostrare che vale una maggiorazione
leggermente peggiore, del tipo:

||etAH < C(€>€(w+e)t

Vvt > 0, C costante dipendente da € ,Ve > 0 e stessa w.

3.2 Equazioni differenziali

3.2.1 Sistemi del primo ordine

Nella seguente trattazione analizzeremo un sistema di equazioni differenziali
del primo ordine della forma

' (t) = Az(t) + u(t) (3.24)
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con
x: I — R" (3.25)

u:l — R" (3.26)

con [ intervallo in R con interno non vuoto e non superiormente limitato.

Il sistema é equivalente a
l'/l (t) ayr ... Qip l'l(t) Ul(t)
Cl= S I R (3.27)

2Ol lam o am| |m®| )

Consideriamo ora il problema di Cauchy associato a (3.24), imponendo a una
soluzione x di dominio I I'ulteriore condizione z(ty) = xy arbitrario elemento

di R™ / y
-

Ora moltiplicando membro a membro la (3.24) per la funzione matrice espo-
~t4 possiamo riscriverla come

nenziale e
e/ (1) — Aem M (t) = e Mul(t) (3.29)

notando che il primo membro puo essere riscritto in quanto:

d

e M (t) — Ae Ma(t) = a(e_mx(t)). (3.30)
Quindi
d
E(e’At:c(t)) = e () (3.31)
ed integrando otteniamo:
t
e Mz(t)=C +/ e A5u(s)ds. (3.32)
to
Da t = t; segue C' = e g, da cui
t
e My(t) = e~ Mg, +/ e 4y(s)ds (3.33)
to
¢ t
z(t) = et gy +/ eAt=)y(s)ds, (3.34)
to
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soluzione del problema (3.28)

La (3.34) prende il nome di formula delle variazioni delle costanti o formula
di Lagrange.
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Capitolo 4

Teoria di base

In questo capitolo viene enunciata la teoria fulcro della trattazione, teoria che
isola una correlazione , sotto determinate ipotesi , tra lo sviluppo asintotico
dell’ingresso del sistema con quello dell’uscita, composta da teoremi, con re-
lative dimostrazioni, e integrata con metodologie create ad hoc, fondamentali
per la costruzione della simulazione in ambiente MatLab.

4.1 Teoremi e dimostrazioni

Teorema 1. Sia
o' (t) = Ax(t) + u(t)

con
z: ] — R"

u:l — R",

continue, con I intervallo in R non vuoto e non superiormente limitato.

Se
Y]] < Me " (w > 0)
e
u(t) — u(oo)(t — o0)
allora

z(t) — —A u(oo)

Dimostrazione. Dall’equazione di Lagrange, per t >ty € I:

¢
z(t) = ez (1) +/ e =y (s)ds,

to

17
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inoltre
||e(t_t°)A$(t0)H < Mewtto) 0(t — o),

[ ettutsias = [ etitutoopis + [ duts) - uloo)lis

to to to
con

t
/ e~y (00)ds = [—ATLe 9= y(o0) = A7 e )u(o0) — — A u(o0).

s=to
to

Siano €,n > 0. Allora 3t tale che |lu(s) — u(co)|| < nset >1.

Set>t

[ e~ elds = [ ue)=u(oolds [ e uls) (ool

to t

t ws

t
f / eI u(s) — u(oo)lds|| < Cn / e ds = Cpe ]2t
t t w

che é anche uguale a:

. C
—n(l -y < —n<e
w
se
o
Infine

I e ute) —utoelas] < € [ e u(o)] + utoo) s

che risulta minore od uguale di

euf — ewto
2C sup HuHe""t— —0
t>to w

per t — oo

Teorema 2. Sotto le ipotesi del teorema 1,

510
u(t) = up +t'up + ot 1)(t — 00).
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Allora
w(t) = zo+t oy +o(t™)

con xog=—A"1uy e r1 = —A "y

Dimostrazione. Poniamo

diventa:
x(t) = 2o+t o(1),

da cui, derivando,
(1) = —t72(t) + ¢/ (1).

E anche vero
z(t) = Az(t) +u(t) = Azg + At~ o(t) + u(t),
la quale puo essere uguagliata alla precedente, ottedendo
¢ (t) = Ad(t) + tlu(t) + Amo] + ' (t).

Si ha:
tlu(t) + Axo] = tlu(t) — ug) = uy + o(1)(t — 00),
to(t) = 2(t) — 19 — 0
che ci dice che

lim z(t) = xo.
T—>r00

Quindi, per il teorema 1,

¢(t> —r T = —Ailul.

Abbiamo:
8(t) = 21+ o(1)
e
tlx(t) — xo) = 21 + o(1)
quindi

w(t) =z +t 1wy +o(t™)

19
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Vediamo ora un’altra estensione del teorema 1 nel caso in cui sia presente
una funzione B : I — R™.

Teorema 3. Alle ipotesi del teorema 1, aggiungiamo:
|B()|| — 0(t — 0), B € C([to, +00]).

Analizziamo 1l sistema

{x’(t) = Az(t) + B(t)z(t) + u(t)
z(to) = xo.

Allora, se
u(t) — u(oco)

abbiamo
x(t) — 2(00) = — A u(00).

Dimostrazione. Supponiamo di aver dimostrato che x sia limitata. In tal
caso B(t)x(t) + f(t) — f(o0) e possiamo applicare il risultato precedente.
Basta quindi che x sia limitata.

Siae>0e sia”B(t)H <eset>T.

Allora, pert > 7,

z(t) = e a(r) + /t DA f(5)ds + /t DA B(s)x(s)ds

dove,
zo(t) = e Da(r) + / t et DA f(s)ds.

Segue t '

le(®)]] < ||zl + Me / e ()| ds, t > . (4.1)
Sia , '

ot) = [ e fats)ds, (12)
da cui, '
¢'(t) = || (®)]]-

Quindi

¢ (t) < e'[xo(t)]| + Meg(t),
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¢'(t) — Meo(t) < e!||xo(t)]],
e MY (t) — Mee ™ ™Mp(t) < e“”ME)ton(t)H

con d
MU (1) — Mee V(1) = (V1)

Quindi, integrando da T a t, poiché ¢(7) =0

t
S_Mthb(t)S/ e(w_ME)SHxO(s)Hds

olt) < / 5 VA=) | ()| s, (4.3)

A questo punto, tenendo conto di (3.1) ,(3.2) e (3.3), otteniamo
t
)] < lfroto)] + Me | #4090y 1) s

Scegliamo ¢ in modo che - w + Me < 0. Diciamo ||zo(t)|| < K.
Dal teorema 1, xy risulta limitata.

Quindi
t
Hx(t)” < K—I—Me/ eMe)t=9) [¢ g5 =

e—(Me—w)s

M =) =
(w—Me)t _ e—(ME—UJ)T

— K(1 M (Ms—w)te _
(14 Mee w— Me

1— e(u.)fMe)('rft)
w— Me
Quindi x & limitata. [

= K(1 4+ MeeMe)|

K(1+ Me ) < cost.

A questo punto possiamo dare la seguente generalizzazione del teorema 2

Teorema 4.
{x’(t) = Ax(t) + u(t)

J}(to) = Xy-

Siano, in aggiunta alle ipotesi del teorema 1,:

CeR",
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u(t) = g(t)C + o(g(t)(t — o0),
g(t) € C*([to, o0]),
g(t) # 0Vt > to,

g'(t) = o(g)(t — o0).
Allora
z(t) = —g(t)A7TC + o(g)(t — o)

Dimostrazione. Poniamo
o) = g(t)'x(t) = x(t) = g(t)o(t).
L’equazione differenziale si riscrive come:
g 0)6(t) + g(t)d (t) = g(t) Ap(t) + u(t),

da cui

Notiamo che

g'(t)
o) — 0(t — o0),
mentre )
o) — C(t — 0).
Allora, ponendo "
g'(t
(t) = Ok

possiamo ricondurci al teorema precedente, da cui,
p(t) — —AT'C = g(t) 'x(t) = —AT'C + o(1).
segue la conclusione. O

Il risultato ¢ applicabile Vg(t) della forma t*(a € R), da cui, ¢'(t) =

at®™ = o(t*) o per g(t) = In(t), da cui, ¢'(t) = 1.

Questo si puod estendere anche nel caso di un numero maggiore di funzioni.

Teorema 5. sia m € N con g, ..., gm € C'([to, o0[) € g;(t) # 0Vt >t

Supponiamo che :
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i) per ciascun i =1,..m —1 g;1(t) = o(g;)(t — 0);
i) Vi€ {1,...m—1} gi(t) = 32001 cijgi(t) + o(gm(t))(t — o0)
con ¢;j € R e g, (t) = o(gm(t))(t — o0)
iii) consideriamo
w: [T, 00[— R"

continua e tale che

m

u(t) = gi(t)u; + o(gm(t))(t — o0)

i=1

con u; € R™.

Sia x© soluzione di

o' (t) = Ax(t) + u(t)

con
t>T
e con
||| < Me ™"t > 0)(w > 0).
Allora
dxq, ..., € R"
ed
Jzy, ...,z € R"
tali che .
x(t> = Zgi<t)xi + O(Qm)(t — OO),
i=1
m—1
2(t) =) gi(t)w; + o(gm)(t — o)
i=1
€ m
2(t) = gi(t)a} + o(gm) (t — o0).
=2

Dimostrazione. Proviamo il risultato per induzione su m:

se m = 1, abbiamo g, € C'([to, 00]) con g1(t) # 0 e con t >ty ¢1(t) = o(g1)-



24 CAPITOLO 4. TEORIA DI BASE

In questo caso
u(t) = g1(t)us + o(g:1(2)).
Abbiamo gia visto che:

z(t) = g1(t)x1 + 0(g1)

con
A.I'l +u; =0. —z21 = —Ailul

in quanto A ¢ invertibile.
Proviamo che:
2'(t) = o(gi(t)(t — o0).
Infatti:
2'(t) = Azx(t) +u(t) = A(gi(t) 71 + 0(g1(1)) + g1 (t)ur + 0(g1(t) =

= g1(t)(Az1 + ur) + 0(g1(t)) = 0(g1(1))-

Supponiamo che il risultato valga per m funzioni (go, ..., gm, gm+1) €, in ac-
cordo con il ragionamento induttivo, proviamo che vale per m + 1 funzioni

(917 g2, -+ m, gm+1)~

Si ha, dal caso m =1,

Az +u = 0.
Ponendo
¢(t) := x(t) — g1(t),
gi(t)zr + ¢'(t) = 2'(t) = Algr (D)1 + 6(t)) + u(t)
da cui
¢'(t) = Ad(t) + g1(t) Azy + u(t) — gi (t)21.
Si ha:

g1(t) Az Hu(t)—g) (t)x1 = g1 (t) A1 +g (t)uﬁ—Z gi(t)ui+0(gm+l(t)>_z c159;(t)T1+0(gm+1)

i=2 j=2
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uguale a
m—+1

> 9i()(ui = criwr) + 0(gm i (1))
=2
Allora, per l'ipotesi induttiva,

m+1

= Z gi(t)¢i + 0<gm+1<t))

m+1

_ Z Gi() B, + 0(gms1 (1))

Segue
() = gi(t)zr + u(t) = gtz + > gi(t)ui + 0(gm1)
i=2
e
m+1
{L'/(t) g xl"'z gz u +0 gm—i—l Z Cl]g] x1+z gz u +0 gm+1( ))
=3
Il risultato é provato. O

4.2 Calcolo dei coefficienti dello sviluppo asin-
totico

A questo punto illustriamo delle formule per calcolare gli x;.

Notiamo che, per m = 1, vale

(1) = olg)
e, per m > 2,
V(1) = 3 ity + olon)
Da .



26 CAPITOLO 4. TEORIA DI BASE

segue
2 9;(t)z; + 0(gm) = A(Z gi(t)z;) + Z g:(t) fi + 0(gm)
S it =30 D et + ofgn) = 32 as((Y ey + olg)

Deve dunque essere :
{0 = Az +ug
Jj—1 — . .
Yo cijrs = Az + uy
con j =2, .. m.

Quindi gli ; si possono trovare ricorsivamente.
Noti L1y ey Tj—1
J—1
rj=A( E CijT; — uj).
i=1

In generale si vede che:

J
Tj= E Tjiu;
i=1
per j =1,..,m con Tj; lineare.

g1, -, §m POSSONO essere ad esempio:

tUn(t), 1t n(t), 1271t Fin(t),t* *(a € R)

4.3 Determinazione numerica dello sviluppo asin-
totico

Tramite il seguente procedimento, in un caso particolare, ¢ possibile rico-
struire lo sviluppo asintotico della funzione x(t) sulla base della conoscenza
di un numero finito di valori assunti da tale funzione e delle funzioni g;(t)
che costruiscono tale sviluppo. Questo a meno di un errore dipendente dalle
particolari soluzioni utilizzate.

Sia
2(t) = g;(t)x; + 0(gm)(t — 00)

j=1
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Supponiamo che:
e g, = g sia continua,
e gi(t) #0VL >0
o g;(t) =t"Ig(t),perj =1..,n.
Allora
a(t) = g1 + g0t g + oo+ g " T + g()E e (t)

con €(t) — 0(t — 00).
Voglio determinare xq, ..., Z,.
Sia 7 > 0.

Consideriamo il sistema

g(T)x + ... + g(n)TH"T,, = 2(7)
g(2T)T1 + ... + g(27)(27) "7, = x(27)

g(m7)xy + ... + g(m7)(m7)

=my . = x(mT)

Nelle incognite 71, ...., T,,. Questo sistema é univocamente risolubile. Infatti:
g(t) ... ... g(r)rt-m
det g2T) ... ... gl@n)@2r)tm _
gm7) ... ... g(lmT)(m7)I™™
1 7_—1 7_l—m
-1 1-m
=g(7)...g9(m7) * det L @) (27) =
1 (mr)™! (mT)t—m
1 1 1
W) (3
=g(7)...glmr)r T T s det | T2 ? 70
1 () ()™

L’ultimo determinante ¢ diverso da zero in quanto determinante di Vander-
monde, quindi il sistema ha un’unica soluzione (Z, ..., Z,,) dipendente da 7
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Ora c’é da verificare che (71, ...,Z,,) tende a (21, ..., 2,,) per 7 — (00).

Infatti, per t = 7,27,..,m7, si ha

2(7) = g(T)zy + g(T)7 twg + ...+ g(7)T ™2, + g(T) T ™e(T)

z(mt) = g(m7)zy + g(m7)(m7)tag + ... + g(m7)(m7) "2, + g(mT)(mT)

I=me(mr)

da cui , per differenza ,
1fm(

9(r) (1 = T1) + ... g(T)T ™M@ — Tpn) = —g(T) 7 "e(7)
Tm) = —g(27)(27)™e(27)

g(27)(xy — 1) + ... g(2T)27) " (X — Tin)

gm7)(z1 —21) + ... g(m7)(m7) (2 — Tpn) = —g(mT)(m7)"me(mT)

Moltiplicando la prima equazione per g(7)~'7™~! | la seconda per g(27)~*(27)™!
e cosl via fino a l'ultima otteniamo:

TN @y = T) + T (g — o)+ Ty — T = (1)
(2" a1~ ) + (2)"H s — ) 4+ — T = —e(27)
‘(7‘7;L7—)m_1(371 —T1) + (m7)" (22 = ) + -+ Ty — Ty = —€(mt)

Poniamo 1, = 7™ Yz — 1), e = 7" %(25 — T) e cosi via fino a v, =
Ty — Tm. Allora:

Y1+ Yo+ A Py = —€(T)
27 My 4+ 212 hy 4 -+ 4y, = —€(27)

Segue
dove

L;:(R")" — R"
lineare , indipendente da 7 , da cui:

T — 2y =7 % Li(—€(7),...,—€e(m7))

lw; = Til| < costx 7w (|| = e(T)|| + -+ + || = e(mT)]])

per T — o0.
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Simulazione in MatLab

In questa ultima parte del progetto di tesi simuleremo in Matlab il volo
di un OAV ad alte prestazioni che, posto in una condizione di equilibrio
iniziale, corrispondente al volo livellato, a partire da un certo istante tg,
risulta soggetto ad una anomalia dei parametri di volo espressa in termini
di variazione della spinta, del fattore di carico e dell’angolo di rollio con
conseguente variazione della velocita, dell’angolo di salita e della direzione
rispetto al suolo. Il modello matematico € quello del sistema linearizzato nel
capitolo 2:
27 (t) = Axp(t) + Bug(t).

Imporremo in ingresso una funzione uy (t) che simuli Pandamento delle pri-
me 3 variazioni ottenendo in uscita i valori delle variazioni x(t), conseguenti
all’applicazione di uy(t).

Imporremo una funzione del tipo:

T(t) = —500t° — 200t~ 4 460t =2 — 380t =3 [N]

ur(t)) =< n(t) = -1+ 3t + 2072+ 1473 [ ],

o(t) = +2t0 + 2t + 3t 2+ 1473 [o]
che, ricollegandoci a teoria e notazione espressa nel capitolo precedente, ri-
sulta composta da 4 funzioni g; = t°, g = t7 !, g5 = t72, g4 = t 3 e dai
coefficienti uq,us,us3,uy raggruppati nella matrice

—500 —200 460 —380

U= -1 3 2 1
2 2 3 1

29
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Interpreteremo T'(t), n(t), ¢(t) come variazioni che, dopo un certo transitorio,
si stabilizzeranno ad un valore costante, corrispondente al primo coefficiente
dello sviluppo asintotico. In questo caso, faremo implicitamente 'ipotesi che
la funzione u(t) coincida con il suo sviluppo asintotico.

Una volta effettuata la simulazione disporremo dei valori che assume lo stato
x(t) in un intervallo di tempo corrispondente alla durata della simulazio-
ne. Disponendo di questi valori, applicheremo la teoria esposta nel capitolo
4 e calcoleremo i coefficienti dello sviluppo asintotico di x(t), infine, tra-
mite questi, quelli dell'ingresso uy,(t) riconducendoci di conseguenza al suo
sviluppo asintotico.

5.1 Scrittura del programma

5.1.1 Struttura della simulazione

Dichiarate le variabili preliminari in un M-File, costruiamo in Simulink lo
schema a blocchi del sistema e, tramite questo, effettueremo la simulazione
vera e propria, poi, grazie ad i valori dello stato, campionati dalla simulazione,
scriveremo un altro M-File, conclusivo, che elabori tali dati.

5.1.2 M-File preliminare

Dichiariamo in un M-File preliminare i valori dei parametri propri del veli-
volo e le costanti fisiche: densita, massa, superficie in pianta, coefficiente di
resistenza, accelerazione di gravita, parametri Dy eD;

ro=1.2251;
m=12515;

5=37.16;

Cdo=0.02;

k=0.1;

g=9.81;
DO=1/2*ro*5*Cd0;
D1=2*k*m™2/ (ro*5) ;

1 valori corrispondenti alla condizione di equilibrio di volo livellato, con velo-
cita di 200 m/s
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V0=200;
gamma =0 ;
kKhiQ=0;
phi0=0;
nd=1;

le matrici A e B,

L=[-(2*D0*V0) /m+ ( (2*D1*n0~2)/ (m*V0~3)) -g*cos (gammal) O0;...

(g/VD~2)* [-n0*cos (phil) +cos (gammal) ) (gfV0) *=2in(gammad) 0:...

(—g*nd*=in(phid) )/ (VO*2%cos (gammad) ) ...
(g/V0D)*n0* (sin (gammal) *2in (phild) fcos (gammad) ~2) 0]:

B=[1/m (-2*D1*n0)/ (m*V0~2) 0: 0 (g/V0)*cos(phil)...
(—g/V0)*nd*=in(phild); 0 (g/V0)#* (sin(phid)//cos= (gammad)) ...

(g/V0D) *n0* (cos (phil) fcos (gammad) ) ]

lo stabilizzatore K, calcolato tramite il comando place, imponendo autovalori
fortemente stabili, in -10,-20,-30.

¥K=place (&,B, [-10,-20,-301) ;

matrici ausiliarie,

D=zero=(3):
C=eye (3);

una matrice U le cui righe incorporino i coefficienti dello sviluppo asintotito
del fault ipotizzato.

U=[-500 -200 460 -380;-1 3 2 1:2 2 3 1]:

Paragoneremo in seguito questi vettori con quelli che ricaveremo analitica-
mente tramite la teoria.

alipo=F{:,1}:
u2ipo=F(:,2):
udipo=F(:,3):
wdipo=F{:,4);
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5.1.3 Simulink

Costruiamo in Simulink il sistema vero e proprio, inseriamo al blocchetto
principale le funzioni che compongono l'ingresso, ovvero il fault, ottenendo
in uscita ’andamento nel tempo delle variazioni dello stato.

[odet

v
gialle=kni

F—
ey
0%

State Space

on Format Tools Help

DISHE $BE e ¢ o c)> o [un fom o S@be: REES

[ File
W
Rea

dy
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5.1.4 M-File conclusivo

Nell’M-File conclusivo ricaviamo i coefficienti dello sviluppo asintotico di z(t)
tramite la conoscenza degli stati del sistema campionati in Simulink, questo
utilizzando le due metodologie di calcolo illustrate nella parte finale del ca-
pitolo 4.

Scriviamo e risolviamo il sistema,

Coeff=[1 txl1(2000)"(-1) txl{2000)"~({-2) txl(2000)"(-3)...
;1 t=x1(4000) "~ (-1} tx1{4000)"~(-2) t=xl(4000)~(-3):...
1 tx1(6000)"~(-1) txl(6000)~(-2) txl(6000)"(-2):...
1 tx1(2050)~(-1) txl(2050)"~(-2) txl(2050)"(-3)]:

Hotil=[solnum{2000); solnum(4000); solnum{6000);...
solnum (2050} ] »
H=Coeff\Hotil;

HotiZ=[=solnum(2000,2); =solnum(4000,2); solnum({&000,2):...
solnum(2050,2)]1:
Y=Coeff\HNotiz;

Hoti3=[=solnum (2000, 3); =solnum(4000,3); solnum(&000,3):...
solnum(2050,3)]:
Z=Coeff\Noti3;

inseriamo le soluzioni in una matrice,

L=zeros (3, 3):

L(1,:)=X';
L(2,:)=Y';
L(3,:)=2";

rappresentano i coefficienti dello sviluppo asintotico dello stato.

x1t=L{:,1);
®2t=L(:,2):
x3t=Li:,3]4
x4t=L{:,4):

Infine, una volta calcolati analiticamente 1 coefficienti dello sviluppo asintoti-
co del fault tramite i valori dei coefficienti dello sviluppo asintotico dello stato
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fl=— (A-B*E) *x1t;
f2=2#*x1t- (R-B*K) *X2t;
f3=2#xlt+x2t— (A-B*K) *x3t;
fa=2*xlt+x2t+x3t— (A-B*E) =x4r:

Ft=zeros (3, 4):
Ft(:,1)=Ff1:
Fo(:,2)=f2;
Ft(:,3)=£3;
Ft(:,4)=f4;

Uipotesi=0O
Uteoria=EB\Ft

li confrontiamo con quelli ipotizzati, confermandone D'effettiva uguaglianza a
meno di un fattore di errore trascurabile in rapporto al peso di quel determi-
nato coefficiente. Infatti si nota che il fattore di errore aumenta al diminuire
dell’esponente di t" ma allo stesso modo diminuisce il peso di questo fattore
di errore nell’analisi dei coefficienti.

Tipote=si =

-500 -200 460 -380
-1 3 2 1
2

P

Uteoria =

—-500.0187 -2594.3825 273.7478 -T75.3770
-0.59399 8937 2.3572 0.1232
2.0001 L1272 3.42189 0.2a880

Ripetendo la prova per diversi valori dei tempi nella ricerca dei coefficienti
dello sviluppo asintotico di x(t) scopriamo che, in questo caso particolare,
I'errore del primo coefficiente dello sviluppo asintotico di uy(t) si attesta ad
un valore inferiore all’l % per tempi successivi a ¢ = 10 secondi. Questo si
traduce nella possibilita di determinare il valore a cui tende ’anomalia con
un campionamento di 10 secondi.
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Conclusioni

In conclusione, nel presente lavoro, viene fornita una metodologia che puo
essere applicata a qualsiasi velivolo ad alte prestazioni. Una volta scelta
la famiglia di funzioni che meglio schematizzano la tipologia di fault di cui
si vuole individuare la presenza, si possono effettuare delle simulazioni per
stabilire quanti secondi di campionamento sono necessari per determinare lo
sviluppo asintotico di tale famiglia di funzioni con un errore che possa essere
ritenuto accettabile. I dati raccolti potranno poi essere utilizzati per degli
studi piu raffinati nell’ambito della fault detection.
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