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Introduzione

Lo scopo di questa tesi € quello di presentare una introduzione alla rappre-

sentazione spettrale per un operatore autoaggiunto.

Nel primo capitolo vengono ricordati alcuni concetti fondamentali dell’A-
nalisi funzionale, utili per poter affrontare i capitoli successivi: in primo luogo
viene definito il prodotto interno su di uno spazio vettoriale, che permette
di introdurre la nozione di spazio di Hilbert, uno spazio completo rispet-
to alla norma indotta dal prodotto scalare. Sempre grazie a quest’ultimo
introduciamo la definizione di ortogonalita tra due elementi dello spazio e
conseguentemente anche quella di complemento ortogonale di un sottospazio
ortogonale chiuso dello spazio di partenza. A queste ultime nozioni si collega
il teorema delle proiezioni, dove vengono appunto trattati gli operatori di
proiezione, per poi passare invece ad un’altra nozione, quella di operatore
aggiunto, la cui esistenza ¢ garantita dal teorema di Riesz.

In particolare I'attenzione ¢ focalizzata sugli operatori autoaggiunti, cioe
operatori che coincidono con il proprio aggiunto. Verra dimostrato che le

proiezioni godono di questa proprieta.

Il secondo capitolo inizia con la definizione di risoluzione dell’identita cioe
una famiglia di proiezioni parametrizzata dall’insieme dei reali, che gode di
tre proprieta principali: il prodotto di due proiezioni e la proiezione con I'in-
dice minore, la proiezione il cui indice € meno infinito, e la proiezione nulla,
mentre quella con indice piu infinito coincide con l'identita. Inoltre deve esi-
stere il limite destro.

Poiche la funzione che a due elementi dello spazio associa il prodotto scala-
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re del primo proiettato con indice A con il secondo ¢ a variazione limitata
nelle A, allora ¢ ben definito 'integrale di una funzione continua a valori nel
campo complesso rispetto alla risoluzione dell’identita scelta, come il limite
delle somme di Riemann quando il massimo tra due indici consecutivi della
famiglia di proiezioni tende a zero.

Quando esiste il limite destro, si potra anche definire I'integrale generalizzato
su R.

Ora un importante teorema mostrera I’equivalenza tra tre condizioni che per-
mettono di definire un operatore autoaggiunto H, dipendente dalla famiglia
di proiezioni e dalla funzione considerate, e in particolare fornira informazio-
ni sul dominio di esistenza dell’integrale.

Nel caso in cui la funzione scelta sia l'identita, I'integrale verra chiamato
risoluzione spettrale dell’operatore autoaggiunto H.

Dopo aver fornito due esempi, si passa al terzo ed ultimo capitolo, dove
vengono definite le funzioni f(H) di un operatore autoaggiunto H, dove le
funzioni f sono boreliane.

Per concludere un teorema mostra le proprieta che riguardano tali funzioni

come la somma, il prodotto per uno scalare e la composizione.
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Capitolo 1
Nozioni sugli spazi di Hilbert

Definizione 1.1. Sia X uno spazio vettoriale sul campo complesso (o reale).
Si chiama prodotto interno su X una funzione <,>: X x X — C con le

seguenti proprieta:

1. per ogni y € X fissato la funzione x —< z,y > ¢ lineare, cioe vale:
<ar+pBry>=a<zy>+p<2,y> VrreX, Vo peC
2. <x,y >= <y,xr > dove z indica il complesso coniugato di z

3. <z,x>>0 Ve X ein particolare < x,z >=0< 2 =0

Osserviamo che dalle proprieta 2. e 3. segue che il prodotto scalare e

antilineare nella seconda variabile:

<z,ay+ By >=a<zy>+p<zy >.

Osserviamo anche, che se il campo scalare é R, il prodotto scalare € una

forma bilineare.



1. Nozioni sugli spazi di Hilbert

Proposizione 1.0.1 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwartz).
Per ogni x,y € X wale

|<xy> P <<z,0><y,y>.

Dimostrazione. Se y = 0 la dimostrazione e banale.

Supponiamo quindi y # 0, ne verra < y,y >> 0.
<x,y >

<Y,y=>

Poniamo o = . Allora risulta:

0<<z—ay,r—ay>=<z,0>—-a<yz>—a<zy>-+la?<yy>
2
<zx,y>
=<uz,x> I<zy>F
<Y,y>
ciod | < x,y > |* << x,x >< y,y > che & esattamente il risultato cercato.

]

Teorema 1.0.2. La funzione | | : X — R che ad x associa /< x,x >

definisce una norma su X. Questa verrd chiamata morma indotta dal

prodotto scalare su X.

Dimostrazione. E immediato che |z|| > 0 dalla definizione di prodotto sca-
lare. In particolare ||z|| =0 &< z,2 >=0< 2 =0.

Verifichiamo ora che ||az| = |af||z]] Vz € X,Va € C.

Infatti

|lax|| = V< az,ax > = Vaa < z,x > =+/|a|? < z,x > = |af||z].

L’ultima proprieta da dimostrare ¢ la disuguaglianza triangolare:

2+ yll < =]l + llyll-

Osserviamo preliminarmente che, introducendo la norma indotta dal prodot-

to scalare, la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz diventa

| <a,y>]<|zllyl
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Ora:
lz +yll* = ll=[* + 2Re < 2,y > +|lyl®
< lzl* + 2] <y > [+ Iyl
< el + Nzl + lyli* = (=l + llylD*.
Ora, estraendo la radice quadrata, otteniamo la disuguaglianza. [

Definizione 1.2. Sia X uno spazio vettoriale sul quale ¢ definito un prodotto
scalare. Se X e completo rispetto alla norma indotta dal prodotto scalare si

dira che X ¢ uno spazio di Hilbert.

1.0.1 Operatori lineari

Definizione 1.3. Siano X,Y due spazi normati.

Un’applicazione T : X — X' ¢ lineare se Vx,y € X e Va € C vale:
o T(x+y)=T(x)+T(y)
o T(ax) =aT(x)

Osservazione 1. Sia L(X,Y)={T: X — Y, T lineare continua}.
Definiamo ||T|| = inf =1 || T%|| dove con Tz indichiamo T'(x).
Allora con tale norma L(X,Y") risulta essere uno spazio normato.

Inoltre si avra L(X,Y) completo < Y completo.

1.1 Operatori di proiezione

Definizione 1.4. Sia X uno spazio di Hilbert. x,y € X si dicono ortogonali
se < x,y >=0.

Sia M un sottoinsieme di X. Indicheremo con M~ la totalitd dei vettori in
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X ortogonali ad ogni vettore m € M cioe

Mt={reX: <zm>=0 VYme M}.

Proposizione 1.1.1. Sia D un sottoinsieme chiuso e convesso di X con X

spazio di Hilbert allora esiste xg € D tale che ||zo|| = infuep ||z|| = d(0, D)

Dimostrazione. Unicita
Supponiamo esistano xg, yo € D per cui ||zo|| = |lyo|| = d(0, D) := d.

Sia A € (0,1) allora per la convessita di D avremo che
Axo + (1 — /\)yo eD.

Possiamo quindi scrivere:

@ < [Azo + (1= Nyoll* = M[laoll* + (1 = AP [lyoll* + 2M(1 = A) < o, yo ><
A2[lzoll* + (1= Aol + 2A(1 = Mlzollllyoll = (Allzoll + (1 = Mllyoll)* = o2
Conseguentemente al risultato ottenuto, le disuguaglianze sopra saranno tut-

te uguaglianze e quindi, in particolare, sara

< xo, Yo >= ||zo||||yol|-

Ora:

0 = (lzoll — llyol)* = llzolI* — 2lolllloll + llzoll*

I

= ||@oll* + 2 < 20, y0 > +|yolI* = |lzo — ol

A questo punto basta osservare che per una proprieta della norma risultera

lzo = wolI* = 0 < @0 = wo.

FEsistenza

Poiche D & chiuso esistera una successione (x,),en in D tale che

lim z,=d
n—-4o0o
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dove d’ora in poi quando scriviamo lim ci riferiamo al limite forte cioe in
norma.

Consideriamo n,m € N allora:

x x 2 x 2 x 2 T, +x 2
OO | ) }] R | ER) }| i | B | et
2 2 2 2 2
2
_ 2 _ 2 2 4|Tn | Tm 2 2 412
ln = @mll” = 2llzall” +2lem|” =4 5+ 7|1 < lanll®+2llzm]” —4d” — 0

per n,m — 400

Questo dimostra che (z,,) ¢ una successione di Cauchy in uno spazio completo
quindi converge ad xy. Questo zo € D perche D chiuso per ipotesi, quindi
avremo contemporaneamente:

|znll — ||zol| € ||zn]| — d. Per I'unicita del limite sara ||| = d. O

Teorema 1.1.2 (delle proiezioni). Sia M un sottospazio vettoriale chiuso di

uno spazio di Hilbert X. Allora vale:

1. M* ¢ ancora un sottospazio vettoriale chiuso di X ed ¢ detto comple-

mento ortogonale di M

2. X =Mao M+

3. esistono due applicazioni lineari continue

P:X—M Q:X—M"

con |P|| = ||Q|| =1 e tali che P+ Q = idx.

P ¢ chiamata proiezione su M, Q proiezione su M+

4o wl? = | Pxl* + [|Qx]*  Va € X.
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Dimostrazione. Per prima cosa dimostriamo che M+ & uno spazio vettoriale:

siano z,2’ € M+, alloraVy € M < z,y >=<2',y >= 0:

<z+2y>=<z,y>+<1,y>=0

cosi x + ' € M*. Analogamente vale per ax con o € C, infatti

<ar,y>=a<zy>=0.

Per dimostrare la chiusura di M si considera una successione (Tn)nen con-
vergente ad x € X. Bisogna mostrare che il limite appartiene in particolare
a M+*.

Siay e M

| <any>—<zy>[=[<z—zy>[<|lz. -2yl

Per ipotesi ||z, — z|| — 0 percido per n — +o0 < zp,x >—< z,y >

e poiche < x,,y >= 0 anche < z,y >= 0, cio¢ x € M+,

Per quanto riguarda il punto 2. dimostriamo preliminarmente che x + M ¢
chiuso e convesso:

siareX, z+M={z+y, yeM}

Siano y,y’ € M. Per provare la convessita bisogna vedere che

VAe (0,1) AMz+y)+(1—=Nx+y)ex+ M.

Ora:

Ma+y)+(1=N)(z+Y) = Az+(1-N)z+Ay+(1-N)y' = 2+ y+(1-N)y' € 2+ M

poiche Ay + (1 — A\)y’ € M in quanto M convesso.
Risulta quindi x + M convesso.
Per dimostrare la chiusura il procedimento ¢ analogo a quello usato per di-

mostrare il punto 1. Consideriamo quindi una successione (Y, )nen in M.
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Supponiamo che la successione x + y,, sia convergente in X ad un elemento
z, vogliamo vedere che z € x + M.

Ora la successione y, = * +y, —x — z —x € M in quanto abbiamo gia
dimostrato M chiuso. Per concludere basta osservare che possiamo scrivere
z come z — x + x che quindi appartiene a x + M.

Possiamo quindi applicare ad x + M la Proposizione 1.1.1: esistera Qx €
x + M che soddisfa

Q]| = inf{l|zll, 2 € x + M}.

Ponendo Pzx : x — Qx avremo
r=Pr+ Qx

con Pz € M. Ci resta da vedere che Qz € M~ ovvero < Qz,y >=0 Yy €
M:

0< Qx| <llz— (Pz+ay)* YaeR

dalla propreta di Qz di essere punto di minimo. Ma

lz = (Pz + ay)|* = Q — ayl® = |Q[* + o*[lyl* — 2a < Qz,y > .

Derivando dunque ||z — (Px+ay)||? come funzione di o per @ = 0 si conclude
quindi < Qz,y >= 0.

Ora per mostare che X ¢ somma diretta di M e M+ dobbiamo vedere che
l'intersezione tra M e M+ consiste del solo elemento nullo.

Per assurdo supponiamo che esista x # 0,2 € M N M*.

Sara quindi < z,z >=0ma < z,z >= ||z[|* =0& z = 0.

Che P e () siano lineari si dimostra facilmente. Occupiamoci quindi di vedere
che [|P]| = Q] = 1.

Sia x € M, la decomposizione ortogonale di x si riduce soltanto a © = Px

percio ||z|| = || Pz||.
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Da qui abbiamo

|P|l = sup [|Pzf| <1.

llzl=1
Per assurdo supponiamo ||P|| < 1. Allora esistera § € (0, 1)tale che

)] = [IP]| < ol

e questo ¢ assurdo. Dunque || P| > 1.

Dalle due disuguaglianze risulta infine ||P|| = 1. Un discordo analogo vale

per [|Q]].
Il punto 4. si vede banalmente in quanto
|z||? = |Pr+Qz|? = ||Qz|*+||Pz|*+2 < Pz,Qx > ma < Pz,Qx >=0.

]

1.2 Operatori aggiunti

1.2.1 1l duale di uno spazio di Hilbert

Definizione 1.5. L(X,R) ¢ uno spazio completo e prende il nome di spazio

duale di X. D’ora in poi lo indicheremo con X*.

Teorema 1.2.1 (di rappresentazione di Riesz). Sia X uno spazio di Hilbert

e sta T € X* allora esiste univocamente determinato xr € X tale che

T(x) =<z,zp0 > VrelX.
Inoltre vale ||T||x+ = ||z7| x-
Dimostrazione. Consideriamo KerT ={x € X : T(z)=0}.

KerT ¢ un sottospazio chiuso di X.

Se KerT # X poniamo M = KerT. Per il Teorema delle proiezioni
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KerT+ # {0}.

Non & restrittivo considerare u € M+ con |lu|| = 1. Consideriamo:

T(T(u)x — T(z)u) = T(u)T(x) — T(x)T(u) = 0, cio significa che T'(u)x —
T(x)u e M.

Ora < T(uw)z — T(z)u,u >= 0 ma < T(uw)z — T(z)u >=< T(u)z,u >
~T(z) <u,u>e<uu>=|ul*=1.

=T(z)=T(u) <z,u >=<z,T(u)u >

Per concludere poniamo x7 = T'(u)u.

L unicita si prova facilmente: supponiamo per assurdo che esistano zp, 2/, €
X tali che valga:

T(x) =<z,zr >

T(x) =< x,a% >.

Allora ne verrebbe 0 =< z, 20 — 27, > Vo € X cioe 2y — a2l Ve e X

e questo e impossibile. O

1.2.2 Operatori autoaggiunti

Teorema 1.2.2. Sia X uno spazio di Hilbert e sia A : X — X un operatore
lineare e limitato. L’aggiunto di A e ['unico operatore A* : X — X lineare
e limitato tale che:

< Ax,y >=<ux, A%y > Vr,ye X.

Vale inoltre: || Al = ||A*|

Dimostrazione. Vo € X si definisce il funzionale lineare L, : X — R

L.(y) =< Ay,x > Vye X

Per applicare il teorema di Riesz deve essere L, limitata e lineare.
Vy,y € X, Va,B € Rsiha

Ly (ay+p8y') =< Alay+BY'), x >= a < Ay, > +5 < Ay, x >= aL,(y)+LL(Y).
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ILe (W)l = II < Ay, z > || < [[Ayl[llz[] < Il lyl[]]]

quindi avremo ||L,| < ||All||z]| e poiche A limitato anche L, limitato.
Applicando il teorema esistera x’ € X tale per cui si puo scrivere

L.(y) =< y,2’ > e dunque otteniamo:
<Ay, >=<y,z’ >.
Sia A* la trasformazione tale che ' = A*x cioe < Ay, x >=<y, A*r > .

Osserviamo:

|A*z|| = sup | <y, A"x > | = sup | < Ay,x > | < sup |[[Ay|[|=]| = [[All||z]]-
llyll=1 llyll=1 llyl|=1

Abbiamo cosi trovato A* limitato. Inoltre vale ||A*|| < ||A||. Analogamente

risulta

[Az]| = sup | < Ax,y >|= sup | <z, A% > | < sup [lzf|[[A7y]| = [|A*][||=]-
llyll=1 llyll=1 lyll=1
Percio vale ||A]| < ||A*|| quindi abbiamo trovato infine che ||A|| = [|A*||. O

Definizione 1.6. Sia X uno spazio di Hilbert. Un operatore A : X — X

lineare a limitato e detto autoaggiunto se A* = A.

Teorema 1.2.3. Un operatore lineare e limitato P su X spazio di Hilbert e

una proiezione <

e P* =P (P autoaggiunto)
e P2 =P (P idempotente)

Dimostrazione. Supponiamo che P sia la proiezione su M e @ quella su M+,

Siano z,y € X:

e P?(x) = P(Px) = Pz poicht Pz € M
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e Osserviamo preliminarmente che

< Pz, Qy >=< Qz, Py >= 0.

Ora usando il teorema delle proiezioni possiamo dire che:

< Px,y >=< Pz, Py+Qy >=< Px, Py >=< Px+Qx, Py >=< z, Py > .

Viceversa supponiamo valga P = P? = P*. Sia M = {x € X : Px = x}. Si
vede immediatamente che M e un sottospazio vettoriale di X.

Ogni vettore y € X puo essere scritto come

y=Py+(y—Py)
dove Py € M poiche P(Py) = P?*y = Py.
Per provare che P & una proiezione su M dobbiamo verificare che y — Py €
M. Infatti sia z € M:

<y— Py, z>=<y— Py, Pz >=< Py — P*y, 2z >=< Py — Py,z>=0

dove abbiamo usato le proprieta di P di essere autoaggiunto e idempotente.
O
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Capitolo 2

La Risoluzione dell’Identita

Definizione 2.1. Sia X uno spazio di Hilbert e sia T" un operatore lineare
definito su D(T) € X a valori in X, che sia densamente definito, ovvero
D(T) = X. Anche nel caso di operatori non limitati indicheremo con T*
I’operatore aggiunto, che sara definito come segue:

siay € X, y € D(T™) se e solo se esiste y* € X tale che valga

<Tz,y >=<z,y*> Vae D)
e definiamo T™y = y*.

Definizione 2.2. Sia X uno spazio di Hilbert. Un operatore lineare con
dominio D(T') C X a valori in X & detto simmetrico se T* O T o in altre

parole T™ & un’estensione di 7.

Definizione 2.3. Un operatore lineare T' ¢ detto autoaggiunto se T* =T
Definizione 2.4. Una famiglia di proiezioni F(\), con —oo < A < +00, in
uno spazio di Hilbert X e detta risoluzione dell’identita se soddisfa le
condizioni:
BOE(u) = B(min(\, 1)) (2.1)
E(—00) =0,E(+00) = Id (2.2)

13
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im F(\)z.

dove E(—o0)z := lim E(A)x e E(+oo)x == 1
Al—o0 AT+o0

E(\+0) = E(\) (2.3)

dove E(A+0)x := hg\l E(p)x. Proveremo pit sotto che tale limite da destra
I

esiste sempre.

Proposizione 2.0.4. Vz,y € X, la funzione A\ —< E(Nz,y > ¢é una

funzione a variazione limitata.

Prima di procedere con la dimostrazione forniamo alcune osservazioni

preliminari:

Osservazione 2. Sia E(\) con —oo < A < oo una famiglia di proiezioni. Sia-

no «, § due di tali indici con o« < . Possiamo definire una nuova proiezione:

E(a, ] = E(B) — E()

Dimostrazione. Per il Teorema 1.2.3 bastera dimostrare che E(a, ] ¢ un

operatore autoaggiunto e idempotente.

< Ela, Blx,y >= < E(B)xr — E(a)z,y >=< E(f)z,y > — < E(a)z,y >
=<z, Epf)y>— <z Ela)y>=<uz, EB)— E(a)y >
=<z, FEa,fBly >

cosi abbiamo provato che E(q, 5] ¢ autoaggiunto.

Ora sfruttando la proprieta (2.1) otteniamo:

E(a, B] = (E(B) — E(@))* = E(B)* = 2E(B)E(a) + E(a)”
= E(f) = 2E(a) + E(a) = E(8) - E(a)

e troviamo anche il secondo risultato che ci permette di affermare che si tratta

ancora di un operatore di proiezione. O
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Osservazione 3. Siano (A;);=1.., una famiglia di numeri reali con A\; < A1,
per i € N. Allora risulta che due proiezioni distinte sono tra loro ortogonali
cioe

E(\j-1, )\j] CEAio, A =00 (@ # ). (2.4)

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre ¢ < j. Sviluppando otteniamo:

E(Aj—1,A5] - E(hiy, A = (B(Ay) = E(y-1)(E(A) — E(Xi))
DEN) — E\ji—1) E(N) — E(A)E(Ni-1) + E(Aj—1) E(Ai-1)
i) — E()\Z) — E(/\i—l) — E(M\—1) =0.

dove 'unica proprieta usata ¢ la (2.1). O

Ora possiamo dimostrare la Proposizione 2.0.4:

Dimostrazione. Siano \; < Ay < --+ < \,. Possiamo quindi scrivere grazie

alla proprieta (2.1) e alla disuguaglianza di Cauchy-Schwartz:

Z| < BN, Nz, y > | = Z| < B, NP,y > | (2.5)
] = Z| < E(\j_1, Mz, E(]Ajl, Ay > | (2.6)
< XJ: IE X1, Azl - 1B (A1, Ay (2.7)

< (Sieontel) (TiEoaawr) e

= (IIEJ(% Al (1B (A, Ai]yIIQ)”2 < llzlliyl (2.9)

dove tra il passaggi (2.8) e (2.9) abbiamo usato I'ortogonalita.

Infatti siano m,n € N, m > n > 1. Otteniamo:
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12l* > 1B, An]zl® = IEQm)z — E(\)2|?
= IIE(A )z — EQAni1)r + E(An+1)w — E()2)|”

ZHE i+1)7 — E(A)z

z+1 l'—

= Z 1B, Aigaz)?

Corollario 2.0.5. Per ogni A con —o0 < A\ < +00, gli operator:
T / . — . / .
EA+0):= }\1/13 E\N)eEA-0): %\IIITI)I\ E(X') esistono.

Dimostrazione. Sia (\,) una successione tale che A, T A.

Vogliamo dimostrare che F()\,)z ¢ una successione di Cauchy cio¢ che

lim [[E(\)z — E(\)z|> — 0 per j, k — +o0.

J,k—+o0
Dal sistema di disuaglianze scritto sopra otteniamo esattamente
tim_ (|20, Mdal? = 0
J,k—00
per il criterio di convergenza di Cauchy per le serie.

Quindi avremo che esiste

}ir% E(\)x:=E\—-0)

Un discorso analogo puo essere ripetuto nel caso A, | A. O

Definizione 2.5. Sia f : (—o00,+00) — C una funzione continua e sia

x € X con X spazio di Hilbert. Per —oco < a < 8 < 400, possiamo definire

B
/ FOVE(O)z
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come il limite delle somme di Riemann:

D FODED, Ayl
J
dovea=X A <A< < )\n:ﬁ, /\; S ()‘j7>\j+1>
quando il max; [A;+1 — A;| tende a zero.

Dobbiamo pero provare che la definizione sia ben posta cioe che non di-

penda dalla scomposizione considerata:

Dimostrazione. Abbiamo che f & uniformemente continua sull’intervallo com-
patto [«, 5] cioe
Vee R,e > 0,40 € R, 6 > 0 tale che

se |A=N|<§ allora [f(A)—f(N)|<e

Consideriamo due scomposizioni dell’intervallo [a, §]:

a=XAN<---< A, =0, max|A\j — N <9
J

a=pun < <fim =P, m?X|Mj+1_Nj|§5

e sia

a=v <<= p<m+n,

la sovrapposizione di queste due scomposizioni. Allora, se p), € (fk, fk+1)s

abbiamo

Z FODEN, Aale = F) B, pesale =Y e E(vs, ven]w,

k s

con |e5| < 2¢, e quindi avremo:

2
< 4¢?

2
= 4’| E(a, Blz* < 4€*|z]*.

H Z GsE(V& Vs+1]x

Z E(Vsy Vs+1]x
]
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Definizione 2.6. Possiamo definire

joo FONAE(\)z

come

B
lim / FOVEOV)z

al—o0,81+00
quando esiste il limite destro.

Teorema 2.0.6. Sia X spazio di Hilbert e sia x € X, allora le tre condizioni

sequenti sono equivalenti:

” FNAE(N)z  esiste,
400
| ol < o

F) = [l (Pr a0 < B>

[e.9]

definisce un funzionale lineare limitato.

Dimostrazione. Dobbiamo provare le implicazioni seguenti:
(2.10) — (2.12) — (2.11) — (2.10).
(2.10) — (2.12).

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Consideriamo il prodotto scalare di y con le somme di Riemann che appros-

simano [ 2% f(\)dE(\)a.

Il funzionale

y —<y, Z SO BN, Aja]e >
j

¢ lineare. Ora:

<y > FODEGG Az > =Y FN) <y EOy, Ayl >

J

=57 1) < By Aaly. @ >,

J
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Se dimostriamo che 3, f(\}) < E(A;, Aj1]y, > ¢ limitata, allora anche I'in-

tegrale sara limitato. Ora

) < By Al > < S IT06) < By Ayl > |

<Z\f DNE 1, Ayl

Per concludere basta applicare ad F' il Teorema di Banach-Steinhaus e avre-
mo che F' & un funzionale lineare limitato.

(2.12) — (2.11).

Applichiamo l'operatore E(a, (] alle somme di Riemann che approssimano

y= ff F(N)dE(N)z, ottenendo:

Bla,8)y =Bl 5) (X FOEQ )\j+1]l‘)

_ZE )\k7)\k 1 <Zf )\, J+1] )
_ZZf E(Ae, At E(Ag, Aja]w

ma quest’ultima e diversa da 0 solo quando 7 = k. Quindi sara:

ZWEO‘JV )‘j+1]2x = ZWE()% Ajpilr =y

cioe risulta

Cosi,
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P +OO_
Fj= [ TV < ENey>= , tm [ " TV < By >

B/
li Nd < E(\)z, E(o, Ay >
o ] fA) (Az, E(e, Bly
,8/
= 1 Nd < E(a, BlE(N)z,y >
T fN) (a, BJE(N)z,y

B____
:/ FNd < EAN)z,y > = [ly|*.

Dunque ||y||*> < ||F|| - |lyll, ciog, |ly|]| < ||F]||. D’altra parte approssimando

Y= ff f(A)dE(X)z con le somme di Riemann, otteniamo, sempre per (2.1),

lyll* = FNVAE(A

cosi che fﬁ|f QdHE (Nz[* < 17>

Pertanto, per a | —o0, 8 1 400, vediamo che (2.11) & vera.
(2.11) = (2.10).

Consideriamo o < a < 8 < [,

/ PO P Bz

ey 2

B
FOVENz = [ VBN

CV/

/

= [ 0PdlEN]? + /ﬁ TPl EN) ]

Per o/ | —00, ' T 400,10, | 0 otteniamo (2.10). ]

2.1 Risoluzione spettrale dell’operatore au-

toaggiunto H

Teorema 2.1.1. Sia X uno spazio di Hilbert. Sia f(\) una funzione conti-
nua a valor: in R. Allora possiamo definire un operatore autoaggiunto H

+oo
< Hz,y >= fNd < EN)z,y > Vye X (2.13)
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vee D)= ~{o: [ IO PdE)? < ool

—00

e abbiamo HE(X) D E(N)H, cioé, HE(X) é un’estensione di E(\)H.

Dimostrazione. Per ogni y € X e per ogni ¢ > 0, esistono o e § con

—00 < a0 < 8 < 400 tali che

ly — E(e, Bly|| < e.

Inoltre abbiamo che

+o0 B
/ FO P BN E(o, By = / PO PAIENy]

oo
Dunque E(a, By € D e cosi D = X. Vogliamo ora dimostrare che H & sim-
metrico cioe < Hzx,y >=< x, Hy > e questo si vede immediatamente poiche

vale:

fN) =f\), <ENz,y>=<EN\y,z >.

In questo modo abbiamo quindi che D(H) C D(H*). Dimostriamo ora 1’al-
tra inclusione.
Siay € D(H*) e H*y := y*, allora poiche E(«, 8]z € D Vz e X,

B
< z,E(a, Bly* >=< E(a, flz, H'y >=< HE(a, flz,y >= / fN)d < E(N)z,y >
Pertanto, per il teorema di Banach-Steinhaus,

+oo
i711%1@r <z, Ela,fly* >= fNd < E(N)z,y > = F(z)

e un funzionale lineare limitato. Dunque, per il teorema precedente,

+o0
| U QPAIEI? < 400, ciot, ye D,

[e.9]

Pertanto D = D(H) 2 D(H*) quindi H deve essere autoaggiunto cioe risulta
H=H".
In fine, sia x € D(H). Allora applicando E(u) alle somme di Riemann che
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approssimano
+oo
Hx = FNAEN)z,
otteniamo per (2.1),
+oo
E(p)Hz = F)A(E(p)E(N)x)
+oo
= FA(ENE(p)z) = HE(u).
O
Corollario 2.1.2. Nel caso particolare in cui f(\) = A abbiamo
+o0
< Hzx,y >:/ M < EMNz,y>, x€DH), yelX. (2.14)

Scriveremo

“+o0o
H= / AE(N),

e la chiameremo risoluzione spettrale o rappresentazione spettrale

dell’operatore autoaggiunto H.

Corollario 2.1.3. Abbiamo, per H = [2° f(\)dE()),

| H * Z/_ I AIEa]? v € D(H), (2.15)

[e.9]

In particolare, se H é un operatore autoaggiunto limitato, allora

“+o0o
< H"z,y >= fN)"d< EN)x,y> per z,ye X (n=0,1,2,...).

) (2.16)

Dimostrazione. Dal momento che E(A\)Hx = HE(M\)x per x € D(H), abbia-
mo per la proprieta (2.1)
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< Ha,He > — /f()\)d < E(\)z, He > = /f()\)d < HEWz,z >
= [ fovas{ [ s < BB > }
= [t [ s < Bz )
= [ fOpdIE)aP

L’ultima parte del corollario si dimostra in maniera analoga. ]

2.2 Alcuni esempi

Esempio 1. Mostriamo che I'operatore di moltiplicazione

Hx(t) =tx(t) in L*(—o0,+00)

ammette la risoluzione spettrale H = fj;o AE(X), dove

5 _Ja(t) set <A
Nz(t) = . L (2.17)

Infatti

“+00 “+00 A +o00o
/ AdeE(A)xﬂzz/ )\QdA/ |x(t)]2dt:/ 212(8)[2dt = || Hz|?,

/+Oo M < E(Nz,y > = /+Oo A /A o (t)y(t)dt = /+Oot x(t)y(t)dt =< Hzx,y >

—00 [e.o]

Esempio 2 (Risoluzione spettrale dell’operatore impulso Hy).

1d

La trasformata di Fourier U definita da

z(t) =U-y(s) = lim (2r)" /2 /+n e*ty(s)ds

n—-+o0o n
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¢ unitaria e vale Uz (t) = U*z(t) = Uz(—t).

Dunque, indicando con E()) la risoluzione dell’identita data da (2.17), otte-
niamo una risoluzione dell’identita data da {E’(\)}, E'(A\) = UE(\)U L.

Se y(s) e sy(s) appartengono entrambi a L?(—o0, +00)N L (—o00, +00), allora

1d 1d too
- ———1{(2 —-1/2 ist
i dtx(t) 1 dt (( ™) /_ ‘ y(s)ds)

[e.9]

+oo
= (2#)_1/2/ e"tsy(s)ds = U(sy(s)) = UsU  x(t),

0, in maniera simbolica,

—-— =UsU". (2.18)

Dunque, per l'operatore autoaggiunto H = s- = fj;o AdE(X), abbiamo

U THU - y(s) = s - y(s) = Hy(s)

quando y(s) e sy(s) appartengono entrambi a L?(—o0, +00) N L!(—o00, +00).
Per ogni y(s) € D(H) = D(s-), sia

y(s) sels| <n,
Yn(s) =
0 sels| > n.
Allora abbiamo che sia y,(s) che sy,(s) appartengono a L?*(—oc,+00) N
L'(—00, +00) e, inoltre che, lim,, o0 Yn = ¥, limy, 5,00 Hy, = Hy.

Pertanto, poiche gli operatori autoaggiunti U1 H,U e H sono chiusi, abbiamo

(U'H\U)y = Hy Yy € D(H),

in quanto (U~'H,U)y, = Hy,.
Quindi avremo che U~'H,U ¢ un’estensione autoaggiunta dell’operatore au-
toaggiunto H.

Ora, considerando 'aggiunto, si vede che H* = H & un’estensione di (U~ H,U)*
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U~'H,U.

Di conseguenza sara U~ H,U = H e quindi

Hy = UHU = / T MUEO U = / E ).

—0o0 o0
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Capitolo 3

Funzioni di un operatore

autoaggiunto

Definizione 3.1. Sia X uno spazio topologico. La piu piccola oc—algebra
che contiene tutti gli aperti si chiama o — algebra di Borel. Gli insiemi di
Borel sono gli insiemi contenuti nella o—algebra di Borel.

Una misura si dice di Borel se ¢ definita su una o—algebra di Borel.

Una funzione a valori nel campo complesso f e detta funzione di Borel se

f71(S) ¢ un insieme di Borel per ogni S aperto.

Sia H = [ AdE()) la risoluzione spettrale di un operatore autoaggiunto
H in uno spazio di Hilbert X.

Per una funzione di Borel a valori complessi f(\), consideriamo l'insieme

+o0
D<f<H>>={xeX: / |f<A>|2d||E<A>x||2<+oo} (3.1)

dove l'integrale ¢ preso rispetto alla misura di Borel m determinata da
m((A1, A2]) = [|[E(A\)z||* — |[E(M\)z|>. Come nel caso di funzioni conti-

nue f(A) trattate nel capitolo precedente, vediamo che 'integrale

+oof()\)d<E()\)m,y> re D(f(H)),yeX, (3.2)

27
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esiste ed ¢ finito rispetto alla misura di Borel m((A1, Ao]) =< E(\o)x,y >
— < E(\)z,y >.

Ulteriormente vediamo che (3.2) fornisce il complesso coniugato di un funzio-
nale lineare e limitato nelle y. Dunque grazie al Teorema di Rappresentazione
di Riesz possiamo scrivere (3.2) come < f(H)x,y >.

In questo modo possiamo definire funzioni di H:

—+00

f(H) = FNAEX) (3-3)

grazie alla (3.1) e alla (3.2).

Teorema 3.0.1. Per una funzione f(H) di un operatore autoaggiunto H =
[ AE(X) in uno spazio di Hilbert X, abbiamo che f(H) commuta con ogni
operatore lineare limitato che commuti con H.

In particolare, poiché E(X) commuta con H per il teorema 2.1.1, anche f(H)

commuta con E(X).

Teorema 3.0.2. 1. Sia f()\) la funzione coniugata complessa di f(\). Al-

lora D(f(H)) = D(f(H)) eVx,y € D(f(H)) = D(f(H)), abbiamo

< f(H)x,y >=<uz, f(H)y > . (3.4)
2. Sex e D(f(H)),y € D(g(H)), allora

—+00

< f(H)z,g9(H)y >= FNgNd < EQ)z,y >. (3.5)

3. (af)(H)x =af(H)x sex € D(f(H)).
Sex € D(f(H))ND(g(H)), allora
(f +9)(H)z = f(H)z + g(H)z. (3.6)

4. Sex € D(f(H)), allora la condizione f(H)x € D(g(H)) e equivalente
alla condizione x € D(f - g(H)), dove f - g(A) = f(A\)g(N), e abbiamo

g(H)f(H)x = (g- f)(H)z. (3.7)



29

5. Se f(\) ¢ finita dappertutto , allora f(H) é un operatore normale e

fUH)" = f(H). (3.8)

In particolare f(H) é autoaggiunto se f(\) prende valori in R ed é finita
dappertutto.

Dimostrazione. 1. 1l fatto che D(f(H)) = D(f(H)) & chiaro e

< f(H)x,y >= +°° fN)d < EN)z,y > = +<>° fNd <z, E(N)y >

— —00

Ty s =< a, f(H)y > .

2. Sappiamo che F(\) commuta con g(H). Cosi

3. € ovvia

4. Consideriamo una x che soddisfi

/ TP EN P < +oo,

—00
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allora per la proprieta (2.1), la condizione

| lORaIEO) Sl < o

[e.o]

implica, in virtu della commutativita di E(\) con f(H),

+m>[mmmwwmﬂmw2

[e.9]

= [ lapdl s )P

(e 9]

=[fmnw(ﬁjwmwwwwwmﬁ
=/jwmﬁ(/bﬂm%wmm@

= [ lasopal el

[e.9]

Vediamo che, sotto I'ipotesi che z € D(f(H)), le due condizioni f(H )z €
D(g(H)) e x € D(f-g(H)) sono equivalenti e abbiamo

oo
<¢vanw>:/ (N < EQ)f(H)z,y >

o0

:/_m (/ F(u)d < By )xy>)

“+oo

:/_ g N fNd < EQNa,y > =< (g [)(H)z,y > .

o0

. Poniamo h(A\) = [f(N)] + a, k(A) = (A7, g(\) = fF(A)R(N) 7L, dove

a ¢ un qualunque intero positivo. Allora k()\) e g(A) sono entrambe
funzioni limitate. Dunque D(k(H)) = D(g(H)) = X. Cosi, per la 4.,

f(H) = h(H)g(H) = g(H)h(H) (3.9)

Abbiamo, per la 1. e poiche D(k(H)) = X, che k(H)* = k(H), cioe
k(H) & autoaggiunto.
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Per la 4. abbiamo Vo € X x = h(H)k(H)x e x = k(H)h(H) Vz €
D(h(H)). Dunque h(H) = k(H)™! e risulta h(H) ¢ autoaggiunto.
Pertanto D(f(H)) = D(h(H)) ¢ denso in X e cosi possiamo definire
f(H)*. Ora l'ultima cosa che c¢i manca da dimostrare ¢ che f(H)* =
f(H).

Siano y,y* € X tale che < f(H)x,y >=<z,y* > Vz € D(f(H)).
Allora, poiche g(H)* = g(H) (che risulta da 1. e da (3.9)),

< f(H)x,y >=< g(H)h(H)x,y >=< h(H)z,g(H)y > .

Ora, dal momento che x € D(f(H)) = D(h(H)) e h(H) ¢ autoaggiunto

otteniamo:

g(H)y € D(h(H)) e h(H)g(H)y =y".
Pertanto, sempre per (3.9), otteniamo f(H)y = y* cosi che f(H)* =
f(H).
In fine, per 4., vediamo che f(H) & normale cioe vale f(H)*f(H) =
f(H)f(H)".
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