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Introduzione

Nel primo capitolo affronteremo il problema di stabilire il numero dei
punti di curve definite su campi finiti, partendo dal caso di rette e coniche,
per le quali si puo dare un risultato elementare.

Questo problema e stato studiato gia nel 1801 da Carl Friedrich Gauss, che
nell’Articolo 358 delle Disquisitiones Arithmeticae ha determinato il numero
di punti della cubica di Fermat X®+Y?3+ Z% = 0 su un campo finito F,, con
P primo.

Nella sua tesi del 1924 Emil Artin, lavorando nel contesto delle curve iperel-
littiche definite su campi finiti, ossia delle curve definite da un’equazione
della forma Y? = d(X), con d € F,[X], ¢ = p%, p primo, ha introdotto un
analogo della funzione zeta di Dedekind. Artin ha inoltre provato che questa
puo essere trasformata in una funzione razionale tramite un cambio di va-
riabile ed ha congetturato che gli zeri di questa funzione razionale soddisfino
un analogo dell’ipotesi di Riemann.

Helmut Hasse nel 1932 ha provato che la congettura di Artin implica che il
numero n dei punti di una curva iperellittica definita su un campo finito F,

soddisfa la disequazione

In—q—1]<29\/q

con g genere della curva. Hasse ha inoltre provato questo risultato nel caso
delle curve ellittiche (cioe per g = 1).

Nel 1940 André Weil ha provato la congettura di Artin nel caso pit generale
delle curve non singolari definite su campi finiti, facendo uso di metodi avan-

zati di geometria algebrica.
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Dimostrazioni pit elementari sono poi state trovate da Sergei Stepanov, fra
il 1969 e il 1974, per casi particolari e, con metodi diversi, da Wolfgang
Schmidt e da Enrico Bombieri negli anni "70 per il caso generale. Seguiremo

la dimostrazione data da Bombieri.

Per affrontare quest’ultimo tema dovremo usare strumenti di geometria
algebrica.
La geometria algebrica ¢ una branca della matematica che studia le varieta
algebriche, ossia i luoghi geometrici delle soluzioni di sistemi di equazioni
polinomiali. La geometria algebrica, pur basandosi anche su idee precedenti,
e nata solo alla fine del XIX° secolo, con la dimostrazione, da parte di David
Hilbert, dei teoremi degli zeri e della base. E stata sviluppata inizialmente
dalla scuola italiana (Enriques, Chisini, Castelnuovo, Segre) ma il formalismo
attuale e stato introdotto solo a partire dagli anni ’30, principalmente grazie
a Weil.

Nei capitoli successivi passeremo a studiare il numero di classi di ideali
degli anelli delle coordinate associati a curve affini definite su campi finiti,
sviluppando un’analogia con il problema classico di teoria dei numeri della
determinazione del numero di classi di ideali per campi quadratici.

Gia Gauss nelle Disquisitiones Arithmeticae ha affrontato il problema della
determinazione del numero di classi di forme quadratiche di discriminante
fissato, che si e poi rivelato equivalente allo studio del numero di classi dei
campi quadratici. In particolare negli Articoli 303 e 304 Gauss ha espresso
due congetture, distinguendo il caso dei campi quadratici reali e quello dei
campi quadratici immaginari. Mentre la seconda congettura e stata provata
da Heilbronn negli anni 30, la prima e ancora irrisolta.

La prima formula per il numero di classi ¢ stata provata nel 1839 da Dirichlet,

ancora lavorando nel contesto delle forme quadratiche.
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Nel secondo capitolo vedremo risultati generali, validi per una generica
curva piana non singolare definita su un campo finito. Questo argomento
e stato trattato da F.K. Schmidt nel 1931 ed in seguito ripreso da altri.
Nel terzo capitolo vedremo come, specializzando questi risultati al caso delle
curve ellittiche, e possibile ricavare un analogo del teorema di Dirichlet e
che possono essere dimostrati analoghi delle congetture di Gauss per campi

quadratici immaginari e per campi quadratici reali.
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Capitolo 1

Numero dei punti razionali di

curve su campi finiti

1.0 Curve affini e proiettive

Sia K un campo, sia K la sua chiusura algebrica. Siano A™(K), P*(K)

rispettivamente lo spazio affine e lo spazio proiettivo di dimensione n su K.

Si definisce varieta affine un insieme della forma
V={PeA"(K)| f(P)=0Vfely}

con Iy ideale primo di K[X,,...,X,]. Iy ¢ allora detto I'ideale di V.
In particolare se Iy, € generato da polinomi a coefficienti in K si dice che V'
e definita su K.

Se V' e definita su K, si definisce ’anello delle coordinate di V' come
K[V] =K[X,..., X /IV

Il campo dei quozienti di K[V], notato K(V'), & detto il campo di funzioni
di V.
Analogamente, si definiscono K[V] = K[Xl, . ,XN]/IV e si nota K(V) il

suo campo dei quozienti.

—_
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Si definisce la dimensione di V come il grado di trascendenza di K(V) su
K.
In particolare si dice che V' & una curva affine se I'estensione K CK(V) ha

grado di trascendenza 1.

Analogamente, si definisce varieta proiettiva un insieme della forma
V ={PecP"(K)| f(P)=0Vfecl;}

con [ ideale primo di K[Xo, ..., X,] generato da polinomi omogenei; I; e
detto ancora l'ideale di V.

Le definizioni di anello delle coordinate, campo di funzioni e dimensione pos-
sono essere estese al caso proiettivo. Ancora, si definisce una curva proiettiva

come una varieta proiettiva di dimensione 1.

Se V' e una varieta affine definita su K, si definisce I'insieme dei punti
K-razionali di V' come V(K) =V N A™"(K).
Analogamente, se V & una varieta proiettiva definita su K, si definisce !'in-

sieme dei punti K-razionali di V come
V(K) =V nP*(K)

Sia C una curva affine. Se C' puo essere trasformata in C’ tramite
un’affinita A, allora A induce una corrispondenza biunivoca tra C(K) e
C'(K), quindi #C(K) = #C"(K). Analogamente, se una curva proiettiva
C puo essere trasformata in C’ tramite una proiettivita B, allora B induce
una corrispondenza biunivoca tra C(K) e C'(K), quindi #C(K) = #C"(K)

Data una varieta affine V = {P € A"(K)| f(P) = 0 Vf € Iy}, la sua
chiusura proiettiva ¢ la varieta proiettiva V = {PeP*(K)| g(P) = 0Vge Iy},
con TV ideale di K[Xo,...,X,] generato dagli omogeneizzati rispetto a X

dei polinomi di Iy. Viceversa, poiché si puo identificare A"(K) con un sot-

toinsieme di P*(K), data una varieta proiettiva V si puo definire la sua parte
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affine come V = V N A"(K).

Certamente se V & una varietd affine e V & la sua chiusura proiettiva allora

#v(K) = #V(K) + #A, con A insieme dei punti impropri di V.

Osservazione 1.0.1.

Sia C': Y? = f(X) una curva affine piana, con f polinomio a coefficienti in

[F,, campo finito di caratteristica diversa da 2, sia C la sua chiusura proiettiva.
SiazelF,. Se f(z) =0, certamente (x,0) € C(F,) e questo ¢ I'unico punto

razionale di C' di ascissa x. Supponiamo f(x) # 0. Se f(z) € un quadrato in

F,, f(z) = k?, allora C' ha due punti razionali di ascissa z: (z,k), (z, —k); se

f(z) non ¢ un quadrato invece C' non ha nessun punto razionale di ascissa .

Quindi per ogni valore di z €F;, o C' ha un unico punto razionale di ascissa

x, oppure C' ha con il 50% di probabilita 2 punti razionali di ascissa x e con

il 50% di probabilita nessun punto razionale di ascissa z.

Inoltre, se deg f > 2 allora C' ha un unico punto all’infinito: [0, 1,0].

(i si puo quindi aspettare che il numero di punti proiettivi razionali di C sia

#5(Fq) = q+ 1+ ¢, con ¢, termine d’errore, piccolo rispetto a ¢. Ci si puo

cioe aspettare che il numero dei punti razionali di C non differisca troppo

dal numero dei punti razionali di una retta proiettiva.

Vedremo che effettivamente se C' ¢ una conica proiettiva non degenere allora

#C(F,) = q+1 (corollario 1.2.5) e che se C & della forma aX3+bY3+cZ3 = 0

allora |#C(F,) —q — 1] < 2,/q (osservazione 1.3.5).

Vedremo poi che in generale se C ¢ una curva proiettiva non singolare di

genere g definita sul campo finito F,, allora

#C(F,) = g+ 1+¢, con || < 2¢y/g (Teorema di Weil 1.4.17)

1.1 Rette

Osservazione 1.1.1.
Una retta r di A?(FF,) ¢ individuata da un’equazione della forma
aX +bY +c¢=0, con a,b,celF, e (a,b) # (0,0).

Supponiamo, per esempio, che b # 0.
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Allora r(F,) = { (z,(—az — c)b™') | 2 €F,}, quindi r ha esattamente ¢ punti

razionali su IF,.

Osservazione 1.1.2.

Una retta 7 di P?(F,) ¢ individuata da un’equazione della forma

aX +bY +c¢Z =0, cona,b,ceF, e (a,b,c)+#(0,0,0).

Supponiamo, per esempio che b # 0.

Allora 7(Fy) = { [z,(—az — ¢)b™",1]| 2 € F,} U {[1, —ab™",0]}, quindi 7 ha

esattamente q + 1 puntl razionali su IF,.

1.2 Coniche

D’ora in poi supporremo che K sia un campo tale che car(K) # 2 (cioe,
se K & un campo finito, che K = F,, con ¢ = p", p primo e p # 2).
Osservazione 1.2.1.

Una conica C' di A?(K) ¢ un curva definita da un’equazione della forma
aX?+bXY +cY?+dX +eY +f =0,cona,b,c,d, e, feKe (a,b,c)# (0,0,0).
La chiusura proiettiva di C, C , ha quindi equazione della forma a X2 +bXY +
+cY2+dXZ +eYZ+ fZ% =0, con (a,b,c) # (0,0,0).

Allora C' = {[X, Y, Z]eP*(K)| F(X.Y,Z) = 0}, con F polinomio omo-
geneo di secondo grado, quindi forma quadratica. Ora, una forma quadratica
su un campo di caratteristica diversa da 2 puo sempre essere diagonalizzata,
cioe esiste B € GL3(K) tale che, se M & la matrice che rappresenta F rispetto
alla base assegnata, ‘BM B ¢ diagonale. Dunque la proiettivita di matrice B
muta C in una conica proiettiva del tipo € : a X2+ BY2 +~Z2 = 0, quindi
da una biezione tra C(K) e C"(K).

E quindi sufficiente considerare le coniche proiettive della forma
aX?+bY?+cZ? =0, con a,b,ceK e (a,b,c) # (0,0,0).

Proposizione 1.2.2.
Sia C': aX? 4+ bY? + ¢Z? = 0 una conica in P*(F,), con (a,b,c) # (0,0,0).
Allora

C(Fy) #0
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Dimostrazione.
Se C ¢ doppiamente degenere, cio¢ se ¢ del tipo aX? = 0, certamente
[0,y,z]€ C(F,) per ogni y, z€F,, quindi C(F,) # 0.

Supponiamo che C' non sia doppiamente degenere, cioe che almeno due tra
a, b, ¢ siano non nulli. Supponiamo, per esempio, a, b # 0.
Sia C’ la conica affine definita da aX? + bY? + ¢ = 0. Poiché C ¢ allora la

chiusura proiettiva di C”, & sufficiente dimostrare che C'(F,) # 0.

Consideriamo le applicazioni f: F, — F, eg: F, — F,

r — ar’+c r o~ —bx?
Allora f = fiov e g= gy 01, con ¥, f1,91 : F, — F, definite da ¢(z) = 22,
fily) = ay + ¢, g1(y) = —by. Certamente f; e g; sono biunivoche.

1
Si ha invece che #Im (¢)) = 9L Infatti se @ = 0, =y’ ey=x=0e¢
—1 1
sex # 0, 22 =y? & y = £x, quindi #Im (@/})ZQT—Fl:%.
1
Allora #Im (f) = #Im (f; o ¥) = #Im (¢p) = q—;— e, analogamente,

#Im (g) = arl

Poiché Im (f),Im (¢g) CF,, campo finito a ¢ elementi, si deve avere
Im (f) NIm (g9) # 0, quindi 3z,y € F, tali che f(z) = g(y), cioe tali che
az® + ¢ = —by?, ciot tali che (z,y) € C(F,). O

Osservazione 1.2.3.

Sia K un campo di caratteristica diversa da 2, sia K la sua chiusura algebrica.

e Una conica non degenere e una retta di P?(K), se pensate in P?(K),
si intersecano al piu in due punti, non necessariamente K-razionali.
Tuttavia, se esse si intersecano in due punti distinti, uno dei quali e

K-razionale, necessariamente anche 1’altro lo e.

e Se C ¢ una conica non degenere di P?(K) e se O € C(K), allora esiste

una e una sola retta ¢ di P*(K) passante per O e tangente a C, cioe
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tale che C Nt ={0}. Se C: aX*+bY?*+cZ*=0ese O = 7,7, 7],
allora t : ax X + byY +czZ = 0.

Proposizione 1.2.4.
Sia C' una conica non degenere definita su un campo K di caratteristica di-
versa da 2 tale che C(K) # 0. Allora C(K) ¢é in corrispondenza biunivoca

con r(K), con r retta a coefficienti in K.

Dimostrazione.
Sia C' una conica non degenere di P?(K), sia O € C(K), sia r una retta di
P%(K) non passante per O.
Consideriamo le applicazioni:
v: r(K) — C(K)
P N { Q con {Q} = (r(O,P)NC)\ {0} ser(O,P)nC #{0}
O altrimenti
v C(K) — r(K)
{ P con {P}=r(0,Q)Nr se@ #0O
Q —
P con{P}=tNr altrimenti

P/ dove (O, P),r(O, Q) sono rispettivamente

le rette per O, P e per O, Q) e dove t ¢ la retta
per O tangente a C'.

0 Per l'osservazione precedente, ¢, sono ben
definite e sono I'una 'inversa dell’altra, quindi

definiscono una corrispondenza biunivoca tra

r(K) e C(K). 0

Corollario 1.2.5.
Ogni conica non degenere definita su Fy, con car(F,) # 2, ha esattamente

q + 1 punti razionali.

Dimostrazione.
Sia C' una conica non degenere di P?(F,). Per la proposizione 1.2.2 si ha che

C(F,) # 0, quindi per la proposizione precedente C'(F,) € in corrispondenza
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biunivoca con r(F,), con r generica retta di P?(F,). Per 'osservazione 1.1.2

allora #C(F,;) = ¢+ 1. O

Vedremo che il risultato precedente in realta ¢ un caso particolare del

Teorema di Weil.

Osservazione 1.2.6.

1. Sia C': aX? + bY? = 0 una conica semplicemente degenere su P*(F,).

[z,y,2]€C(F,) & ar?+by*=0 & 2% = —ba 'y*

e Se —ba~! ¢ un quadrato in F,, —ba™! = k?, allora (z,y) € C(F,) <
2?2 =k?y? & 1= *ky (con k # 0), quindi
C(F,) ={[k,1,2]| zeF,} U{[-k,1,z]| zeF,} U{[0,0,1]}, quindi
C ha 2q + 1 punti razionali.

e Se —ba~! non & un quadrato in F,, allora 2?2 =—ba 1y <

x =y =0, quindi C ha un unico punto razionale: [0, 0, 1].

2. Sia C': aX? = 0 una conica doppiamente degenere su P?(F,).
Allora C(F,) = {[0,v, 2]| y, z€F,} CP*(F,), quindi C(F,) ha g+1 punti

razionali (C'(F,) coincide con r(F,), con r retta di equazione X = 0).
Osservazione 1.2.7.

1. Sia C una conica affine non degenere su F,, allora C' ¢ affinemente
equivalente a O : a X2+ bY2 4+ ¢ =0, con a,b,c # 0, oppure a
Cy:aX?—bY =0, con a,b#0.

e La chiusura proiettiva di C} : aX?2 +bY?+c=0¢
Ci : aX? +bY? + ¢Z% = 0, conica proiettiva non degenere, con
#C, (F,) =q+1. [x,y,0] & un punto improprio di C, se e solo se
ax® + by? = 0, cioe se e solo se 22 = —ba 192
Se —ba~! & un quadrato in F,, —ba~! = k2, allora C1 ha due punti
impropri, [k,1,0] e [k,1,0], quindi C; ha (¢ +1) —2 =¢—1

punti razionali.
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Se —ba~! non & un quadrato in F,, allora C non ha punti impropri,

quindi C ha ¢ + 1 punti razionali.
e La chiusura proiettiva di Cy : aX2+bY =00 Cy : aX2+bY Z = 0,

conica proiettiva non degenere, con #6’2<Fq) =q+1. [z,y,0] eun
punto improprio di Cs se e solo se ar? = 0, quindi 'unico punto
improprio di Cy & [0,1,0]. Allora Cy ha (¢ + 1) — 1 = ¢ punti

razionali.

2. Sia C una conica affine semplicemente degenere su I, allora C' ¢ affine-
mente equivalente a C3 : aX? + bY? = 0, con a,b # 0, oppure a
Cy:aX?+b=0,cona,b#0.

e La chiusura proiettiva di Cy : aX2+bY2 =08 Cy : aX2+bY?2 = 0.
[z, y,0] & un punto improprio di Cj se e solo se az?+ by? = 0, ciod
se e solo se 22 = —ba"1y>.

Se —ba~! & un quadrato in F,, —ba~' = k2, allora C5 ha 2¢ + 1
punti razionali e 2 punti impropri, [k, 1,0] e [k, 1,0], quindi Cj
ha (2g + 1) — 2 = 2¢ — 1 punti razionali.

Se —ba~! non & un quadrato in F,, allora 6'3 ha un solo punto

razionale e non ha punti impropri, quindi C3 ha 1 punto razionale.

e La chiusura proiettiva di Oy : aX2+b=0¢ Cy:aX?+bZ2 = 0.
[z,y,0] & un punto improprio di C, se e solo se ax? = 0, quindi
I'unico punto improprio di Cjy & [0,1,0].

Se —ba~! & un quadrato in F, allora 54 ha 2¢ + 1 punti razionali,
quindi Cy ha (2¢ + 1) — 1 = 2¢ punti razionali.
Se —ba~! non & un quadrato in F,, allora C, ha un solo punto

razionale, quindi Cy non ha nessun punto razionale.

3. Sia € una conica affine doppiamente degenere su [, allora C' ¢ affine-
mente equivalente a Cs : aX? = 0, con a # 0. La chiusura proiettiva
di Cs, C5 : aX? = 0, ha g + 1 punti razionali. [z,y,0] ¢ un punto
improprio di 55 se e solo se ax? = 0, quindi I'unico punto improprio di
Cs & [0,1,0]. Allora C5 ha (¢ + 1) — 1 = ¢ punti razionali.
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1.3 Cubiche: teorema di Gauss

Sia C' : X® +Y3 + Z% = 0 la cubica di Fermat in P?(F,), con p primo,
p > 3; sia M, = #C(F,).
Osservazione 1.3.1.

Supponiamo che p sia un numero primo tale che p = 1 (mod 3), sia m tale

che p=3m+1.

Certamente F, ¢ un gruppo ciclico di ordine p — 1, multiplo di 3.

[/[3},

Sia @ la mappa di F} in s¢ definita da ¢(z) = *, allora Ker (@) = {z€F}

_ p—1
- 3

Dunque F} si ripartisce in tre classi modulo cubi: ponendo R = Im (¢),
S =sReT = s*R, con s ¢ R, si ha che F, = {0} URU S UT, unione
disgiunta, con #R = #S = #T = m. Gli elementi di R sono detti residui

quindi |Ker (¢)] =3 ¢ |Im (9) =m.

cubici, ognuno di essi ha esattamente 3 radici cubiche in [F,,.

Sia z €F), allora
2"+ 2" + 1 = #{teF,| z =’} (mod p) (1.1)

Infatti se z = 0 siha #{t€F,| 0=t} = #{0} =1 (mod p);sex # 0 ez €R,
allora 2™ = 1 (mod p), quindi z?™ + 2™ + 1 = 3 (mod p), e d’altra parte
#{teF,|z =13} =3;sex #0ex ¢ R, allora 2™ # 1 (mod p) quindi, poiché
2 — 1= (2™ - 1)(z* + 2™ +1) =0 (mod p), 2™ + 2™+ 1 =0 (mod p),
e d’altra parte #{t€F,| z =3} = 0.

La cubica di Fermat C' ha 3 punti impropri.
Infatti [z,y,0]€C(F,) ©2*+y*=0 & 2°=(—y)® &
(2,1, 2] € {[-1,1,0], [u, 1,0], [u? 1,0]}, dove —1,u,u? sono le tre radici cu-
biche di —1 in [F),.

Poiché -1 ¢ un residuo cubico, i punti affini di C' sono in corrispondenza

biunivoca con le soluzioni (z,y) € F2 di Y = X?® + 1.
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Allora per (1.1) si ha che M, =3+ Z (2> +1)" 4+ (2 + 1) +1) =

z€lFp

5y (f;(?j@)xmf%(?)xswl) _
l+zm:( )Zx?’l (mod p).

{ —1 (mod p) se (p—1)|h |

(mod p)  altrimenti

> o

Infatti se (p — 1)|h allora Z = Z 1=p—1 (mod p). Supponiamo che

z€F, z€Fy

(p— 1) 1 h. Sia a € F;, tale che (a) = F;, allora Z " = Zakh D’altra

z€lf,
parte, aP~Vh — 1 = (o — 1)(aP"D" 4 ... +1) =0, con a" — 1 # 0.
Quindi Z 2" =0 (mod p).
z€lF,
2 2
Allora M, = 3 — (nT) - (22) — (Z) (mod p).

2m

Quindi M, =1 — ( ) (mod p).
m

Definizione 1.3.1.
Siano A, B, C CF,, si pone [ABC| = #{(a,b,c)eAx BxC|a+b+c=0}.

Osservazione 1.3.2.
Siano A, B,C, D CT,, allora:

e se CND=0siha[AB(CUD)] =[ABC]+ [ABD]
e [ABC] = [zA xB xC] per ogni x # 0
e [ABC]|=[ACB] = [BCA| = [BAC] = [CAB] = [CBA]

Definizione 1.3.2.
Sia f un polinomio monico di terzo grado, f(z) = x* + ax® + bx + ¢, il
discriminante di f & D = 4a®c + a®b* + 18abc — 4b> — 27¢2.

Se ay, ap, ag sono le radici di f si ha che D = () — ag)?*(a; — a3)*(ag — a3)?.
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Teorema 1.3.3. Teorema di Gauss
Sia C: X3+Y34+ 73 =0 la cubica di Fermat in P*(F,), con p primo, p > 3,
sia M, = #C(F,).

(a) Se p=2 (mod 3) allora M, =p+ 1.
(b) Se p=1 (mod 3) allora esistono e sono unici A, BE€Z tali che
4p = A? +27B* con A=1 (mod 3), B >0

Inoltre si ha che

M,=p+1+A

Dimostrazione.
(a) Sia p primo tale che p = 2 (mod 3), allora la mappa @ : z > 23
di F), in sé ¢ una biezione. Infatti, F} ¢ un gruppo ciclico di ordine p — 1,

3 & un morfismo di gruppi finiti

con 31p—1, quindi ¢ : Fy — Fy, o(r) =2z
iniettivo (p(z) = ¢(y) & > =y> & (ey™ )P =1 & 3||jzy™ | & z=1y),
quindi un isomorfismo. Poiché 2° = 0 < 2 = 0, anche ¢ & una biezione,
cioe ogni elemento di I, ha una e una sola radice cubica.

Allora il numero della soluzioni di X3 +Y?+ Z3 = 0 ¢ uguale al numero delle

soluzioni dell’equazione lineare X +Y +Z = 0, quindi per 'osservazione 1.1.2
M,=p+1

(b) Sia p primo tale che p =1 (mod 3).
Nella notazione dell’osservazione 1.3.1 si ha che se z,y, z€F}, allora
2yt + 23 =0 < 'y, €R tali che o' =23, =13, 2'=23,
¥ +y + 2 = 0. Per definizione il numero di tali terne (2/,y/,2") ¢ [RRR].
Poiché ad ogni 2’ (rispettivamente ¥/, 2’) corrispondono 3 possibili scelte di
x (rispettivamente di y, z), #{(z,y, 2) €F3| 2 + 3> + 2*=0, z,y,2#0} =

= 27[RRR)]. Allora #{[z,y, 2] €P*(F,)| 2° + y* + 2° =0, z,y,2 # 0} =
 27[RRR] 9[RRR)

p—1 m
D’altra parte, #{(z,y,z) €F3\ {(0,0,0)}| 2* +3* + 2*=0, zyz = 0} =
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= 3#{(z,y,0) € ]Fg| 4+ =0, z,y # 0}. Fissato z € [, Tequazione

Y3 = —23 ha sempre 3 soluzioni distinte, quindi
#{(z,y,2) €F3\ {(0,0,0)}| 2° +y* 4+ 2> = 0, xyz = 0} = 9(p — 1). Allora

#{[x,y, 2] €P*(F,)| 2° +4° + 2° = 0, ayz =0} = % =9. Quindi
My =9 (1) (12)
m

Poiché F, = {0} U RU S UT, unione disgiunta, e [RRF,] = m?
(infatti [RRF,] = #{(2,y,2) ERx RxF,| 2 = —x —y} = (#R)2>
si ha che m* = [RR{0}] + [RRR] + [RRS] + [RRT]. In maniera del tutto
analoga si ottiene che m? = [ST{0}] + [STR] + [STS] + [STT].
Ora, siano s€ S, t€T, allora [RRS] = [sR sR sS| = [SST] e [RRT| =
= [tR tR tT] = [TTS]. Inoltre, [RR{0}=#{(z,y,0)|z,ye R,z + y=0} =
= #{(z,—x,0),z€ R} = m (perché —R = R) e
ST{0}=#{(z,y,0), z€S, yeT, x+y=0}=0 (perché —SNT=0).
m? =m+ [RRR] + [SST] + [TTS)]
m? = [RTS] + [SST) + [TTS]
allora [RRR| = [RT'S] — m e sostituendo in (1.2) si ottiene che

Dunque si ha che

M, = 9[}3’5] (1.3)

Sia ¢ € C una radice primitiva p-esima dell’unita, allora ha senso conside-

rare (“ per a€lF,. Siano

T s t
aq = § C , Qg = E C , Q3 = § C
reR ses teT
Proviamo che «q, as, a3 sono le tre radici di un polinomio di terzo grado a
coefficienti interi.

a2a3:ZCs+t:Z ngw’ con Nz:#{(S,t>ES X T| 5—|—t:1‘} —

seS z€F¥
teT p

= [ST{—=x}]. Sere R, N, = N,,, quindi N, dipende solo dalla classe di x
ST U{T‘:L‘}

reR

modulo cubi. Allora mN, = Z N,z = = [ST zR] =

reR
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[STR]se x € R

= [STS]sex € S . Siano a = N,, b= N, c= Ny, conr € R,
[STT)sex €T

se€ S, teT,allora [RTS] = ma, [SST] =mb, [TTS] = mc e per (1.3)

M, =9a (1.4)
Allora ayoz = Z N.(" + Z NP+ Z N.¢t = aoy + boy + cas.
reR seSs teT
Analogamente si ottiene che ayag = Z = Z M,C* con
rER Z‘E]F;;
teT
[RTR]sex € R csex €R
me = [RTS] sex €8S s quindi con Mx = asexre S e dunque si
[RTT)sex €T bsexeT
ha ayaz = cay + aas + bag.
[RSR] se x € R
Similmente, ajay = ZC”“ = Z L.(* con mL, = [RSS]sex e S
wes veky [RST)sex €T
bserx e R
quindi con L, = ¢ csex € S , dunque ayas = bay + cas + aas.
asexr el
Ora, 0=¢7— 1= (¢ = 1)((" '+ +(+1), quindi » (" =0, ciod
x€lFp
a1+a2+a3: —1 (].5)

Allora, ajag + ajaz + asas = (a+ b+ c)(ag + as + a3) = —(a+ b+ c).
D’altra parte, m(a + b+ c¢) = [RTS] + [SST] + [TTS] = m?, quindi

a1 + s + asay = —m (1.6)

Allora o + a3 + a2 = (g + ag + a3)? — 2(a19 + a3 + azag) = 1+ 2m.
Inoltre, ajanas = aj(aqy + bas + caz) = as(cay + aaybaz) = az(bay +
+ cag + aag), quindi 3ajasas = a(at + a2 + a3) + (b + ¢) (g + azasz +

+ ajaz)=(142m)a — m(b+ ¢). Ponendo k=2a —b — ¢c=3a — m si ha

3oy = a + km (1.7)
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Con questa posizione inoltre sostituendo in (1.4) si ha che
M,=3(k+m)=3k+p—1 (1.8)

Certamente a1, ag, ag sono le tre radici complesse del polinomio

F(t) = (t —aq)(t — az)(t — ag) e, per (1.5), (1.6), (1.7) si ha che
k

F(t) = £+ £ — mt — 2200

Sia Dy il discriminante di F', per definizione allora Dy = d?, con

d = (Oél — 042)(041 — 043)(042 — Oég).
D’altra parte, d = ajas(a; — ag) + cqas(as — aq) + asag(ay — ag) =

=(b—c)(a}+ a2+ a3 —ajay — a3 — agaz) = (b—c)(1+3m) = p(b—¢).

Poniamo ora
ﬂi - 1+3a17 1= 17273

utilizzando ancora (1.5), (1.6), (1.7) si ha quindi che:
B+ B2+ s =3+3(a1 +az+az) =0
® (102 + BB + Baffs = 3+ 6(ay + g + az) + Iaran + araz + asaz) =
=-3—-9m=-3p
o $182fs =1+ 3(an + ag + az) + Nawag + araz + azas) + 27Ta azas =
=1-3-9m+9a+km)=1-3p+3k+3m+ 9%m = p(3k — 2)
01, B2, B3 sono dunque le tre radici complesse del polinomio
G(t) = (t—B1)(t — B2)(t — B3) =13 — 3pt — (3k — 2)p.
Sia A = 3k — 2; per (1.8) allora

M,=p+1+A (1.9)

inoltre

A =1 (mod 3)

Sia D il discriminante di G, per definizione allora D¢ = 4-27p% —27A?p?.
D’altra parte, DG = (Bl — 52)2<61 — 63)2(62 — 63)2 = SGDF = 36(b — C)2p2.
Quindi si ha che 4p — A? = 27(b — ¢)?. Ponendo B = b — ¢ si ha allora

dp = A* + 278>
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A meno di scambiare i ruoli di S, T, cioe di cambiare la scelta del non residuo
cubico s che li definisce, si puo supporre che [SST| > [T'TS], cioe che b > ¢,
cioe che B > 0.

Resta da dimostrare I'unicita di A, B.
Siano Ay, By tali che 4p = A? + 27B%, con A; =1 (mod 3) e B; > 0.
Allora 4p(B? — B?) = (A? + 27B*)B? — (A? + 27TB})B? = A?B} — A?B* =
= (AB; — A1B)(AB; + A1 B). Allora p|AB; + A1B o p|AB; — A1 B.
Ora, (4p)* = (A?+27B?%)(A3+27B?) = (AA, F 27BB,)*+27(AB; + A, B)?,
quindi si deve avere che p|AA; F 27BB;.

Se si avesse AB1+A; B # 0 si dovrebbe avere 16 > 16— (
p

AA, F 27331)2 B

=27

AB; + A, B\’
(; > 27, assurdo.

Quindi si deve avere AB; + A1 B = 0, cioe deve esistere \ tale che

A= M)A, B=F\B;.

Allora 4p = A% 4+ 27B?% = \?(A? 4+ 27B%) = N4p, quindi |\| = 1.

Inoltre, 1 = A = AA; = A (mod 3), quindi A = 1, cioe A = Ay, B = FBy;
poiché B, B; > 0 si deve avere B = Bj. O

Osservazione 1.3.4.
Consideriamo le curve ellittiche della forma C : iX3 + jY3 4+ kZ% = 0 con
i,7,k €F,, 1,5,k # 0, per p primo, p > 3.

Se p =2 (mod 3) allora si puo dimostrare, come nel caso della cubica di
Fermat, che C(F,) ¢ in corrispondenza biunivoca con r(F,), con r retta di
P%(F,), cioe che

CFp) =p+1

Supponiamo che p sia tale che p =1 (mod 3).
Nelle notazioni dell’osservazione 1.3.1 e della dimostrazione precedente si ha
che la curva ellittica C' puo essere trasformata tramite una proiettivita in
una delle quattro curve ellittiche seguenti:
-CXPHYP 4+ 22 =0
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-Cy:sX3+Y3+273=0,cons €S
Oy tX34+Y3+2Z3=0,conteT
-0y X34 sY3+tZ3=0,conse S, teT

Ripetendo il procedimento della dimostrazione precedente si ha che:

~ sy, = A g g,

_ 4Cy(F,) = 9[S£R] 3= 0h+3
— #G3(F,) = g[TjR] +3=9c+3
_ poyr,) = AL,

Certamente per quanto visto nella precedente dimostrazione, #C (F,) =
=#Cy(F,) =p+1+ A
. k+m
D’altra parte, si ha che b—c=Beb4+c=m—-—a=m— —— =
m—-A-2 2p—4-A

3
2p—4— A+9B 2p—4—A—9B
ecCc = .

. Quindi b =
9 9 18 18

Allora:
-#C\(Fy) =p+1+ A

A—9B
- #02(Fp) =p+1-— B

A+ 9B
'#CS(FP)ZP+1_ 9
- #C4(Fp) =p+ 1+ A,

Osservazione 1.3.5.

Nelle notazioni dell’osservazione precedente, si ha che

’#Clan) - P 1’ < 2\/57 1= 1727374

Infatti A? = 4p — 27B* = |A| < 2,/p, quindi per ¢ = 1,4 si ha
[#Ci(Fp) —p— 1] = [A] <2/
Per i = 2,3 si ha (#Cy(F,) —p —1)* —dp = (

3
= _ZL(A F 3B)* < 0, quindi ancora |[#C;(F,) —p — 1| < 2,/p.

A+9B

)2 — (A% +27B?) =

Vedremo che questo risultato e in realta un caso particolare del Teorema
di Weil (teorema 1.4.17).
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1.4 Caso generale: teorema di Weil

Per affrontare lo studio del teorema di Weil, che permette di stimare
il numero dei punti di una generica curva proiettiva non singolare, avremo
bisogno di alcuni strumenti di geometria algebrica, in particolare serviranno
il teorema di Riemann-Roch e lo studio della funzione zeta associata al campo

di funzioni di una curva.

1.4.1 Teorema di Riemann-Roch e funzione zeta

Sia C' una curva proiettiva non singolare definita su un campo finito
F =TF,, con ¢ = p*, p primo. Sia I l'ideale di C' e sie K = F(C) il campo
di funzioni di C.
Il gruppo di Galois Gal(F : F) agisce sui punti di C' agendo sulle loro coor-
dinate: se C CPN(F), se P = [po,...,pn] € C(F) e 0 € Gal(F : F) si pone
oP =lopo,...,opN].
Il gruppo di Galois Gal(F : F) agisce sui polinomi di F[Xy,..., Xy] agendo
sui loro coefficienti. Poiché C' ¢ definita su F, Gal(F : F) fissa I¢, quindi ¢

ben definita la sua azione su F[V]. Si puo dimostrare che

T f(X077XN) . . . }

K= , g polinomi omogenei dello stesso grado, 1 ~,
{g(Xo,...,XN) figp g grado, g ¢ Ic ¢ /

dove ;i ~ 22 & figo — fogi € Io. Allora Gal(F : F) agisce su K agendo

g1 92
su numeratore e denominatore dei suoi elementi, visti come funzioni raziona-

li. Si pud provare che F[V], K sono rispettivamente i sottoinsiemi di F[V], K
fissati da Gal(F : ).

Definizione 1.4.1.
Sia P € C(F) un punto di C.

A P puo essere associato I'anello locale F[C]p = {F == GK' g(P) # 0} e

quindi il suo unico ideale massimale

1r)=of
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In effetti, se F'€F[C]p, F(P) ¢ ben definito e (P) = {F €F[C|p| F(P) = 0}.
Si dice che (P) e un divisore primo di K. Notiamo Sk l'insieme dei divisori
primi di K.

Siano P,Q € C(F). P,Q sono coniugati (cioe esiste o € Gal(F : F) tale che
oP = @) se e solo se {f €F[C]| f(P) =0} ={f€eF[C]| f(Q)= 0}, quindi
se e solo se (P) = (Q).

Si definisce allora il grado di (P) come
deg(P) = #{Q€eC(F)| Q, P sono coniugati} = #{Q € C(F)| (P) = (Q)}

Osservazione 1.4.1.

Sia P = [po,...,pn]€C(F), con F =F,.

PeC(Fm)\ U CFu) & po,....,pn €Fgm, T tale che p; = 1,3j tale
dlm d#m
che p; ¢ Fa per d < m.

Sia ¢ : Gal(F : F) — C(F) I'applicazione definita da (o) = o P.
Certamente o(Fgm) CFym, cioe o ., € Gal(Fgm : Fy). D’altra parte, poiché
p; €Fym \ U Foa, 0(p;) # 7(p;) Yo, 7€ Gal(Fgm : Fy) con o # 7.

dlm d#m

Dunque |Im (¢)| = |Gal(Fym : F,)| = m.
Allora deg(P) = m se e solo se PeC(Fym) \ U C(F ).

dm d#m
Sia 1 (C) = #C(Fym), allora v, (C) = Y #(C(qu)\ U caﬁqk)) -
dlm klm k#d

=Y #{PeC(F)| deg(P) = d}.
dlm

Ponendo a4 = #{(P) € Sx| deg(P) = d} quindi si ha che

vm(C) = day (1.10)

dlm

In particolare dunque i punti F-razionali di C' sono in corrispondenza biuni-

voca con i divisori primi di K di grado 1.
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Definizione 1.4.2.
Si definisce il gruppo dei divisori di K, Div(K), come il gruppo abeliano

libero generato dai divisori primi di K, cioe come

Div(K) = { > ap(P)

PES}K

ap€EZ VP e #{Plap # 0} < oo}

Se D =) ,ap(P) ¢ un divisore di K si definisce il grado di D come

deg (D) = Z ap deg(P)

Il nucleo dell’omomorfismo deg : Div(K) — Z & notato Div®(K).

Definizione 1.4.3.

Sia f €K, si definisce il divisore di f come

(f) = Z ordp f(P)

PeSk

(f) & ben definito perché se P, sono coniugati ordpf = ordgf Vf € K;
inoltre, poiché f ha un numero finito di zeri e di poli, effettivamente

(f) € Div(K).

Il gruppo Z(K) = {(f)| f €K} ¢ detto il gruppo dei divisori principali di
K; Z(K) ¢ effettivamente un sottogruppo di Div(K) perché se f,g€K si ha
(f) +(9) = (f9)-

Proposizione 1.4.2. !
Sia feK*, allora deg(f) = 0. Inoltre, (f) =0« feF*~.

Definizione 1.4.4.
Siano Dy, Dy € Div(K), si dice che Dy, Dy sono linearmente equivalenti (e
si nota Dy ~ D) se D1 — Dy = (f), con feK*.

Si definisce il gruppo delle classi di divisori come

Cl(K) = Div(K)/ 2(K)

1Si puo trovare la dimostrazione in Silverman [12]
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Poiché per la proposizione precedente Z2(K) C Div’(K), ha senso parlare di
grado di una classe di divisori, cioe 'omomorfismo deg passa al quoziente

inducendo un omomorfismo da CI(K) in Z; il suo nucleo ¢ notato C1°(K).

Definizione 1.4.5.
Un divisore D =), ap(P) € detto positivo, o effettivo, se ap > 0 VP.

In questo caso si scrive D > 0.

Definizione 1.4.6.
Sia D € Div(K), si definisce

L(D) ={feK"[ (f)+ D =0} u{0}

Si puo dimostrare che allora L(D) ¢ un F-spazio vettoriale di dimensione

finita?; si nota inoltre

¢(D) = dims L(D)

Lemma 1.4.3.

Siano A, Be€Div(K). Se A ~ B allora L(A), L(B) sono isomorfi.

In particolare allora in questo caso ((A) = ¢(B), cioe ((A) dipende solo dalla
classe di A.

Dimostrazione.
Sia he K* tale che A = B + (h), allora applicazione ¢ : L(A) — L(B) data
da ¥(f) = fh & ben definita ed ¢ un isomorfismo di F-spazi vettoriali. O

Lemma 1.4.4.
Sia D € Div(K). Se deg(D) <0 e D 4 0 allora {(D) = 0; se D ~ 0 allora
(D) =1.

Dimostrazione.

Sia D € Div(K) tale che deg(D) < 0. Se esistesse f € L(D), f # 0, si
dovrebbe avere 0 < deg((f) + D) = deg(f) + deg(D) < 0, assurdo. Quindi
L(D) = {0}, cioe £(D) = 0.

2Si puo trovare la dimostrazione in Silverman [12] o in Rosen [9]
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Sia D € Div(K) tale che deg(D) = 0 e L(D) # {0}. Sia fe L(D), f # 0.
Per definizione allora (f) + D > 0. D’altra parte, deg((f) + D) = 0, quindi
si deve avere (f) + D =0, cioe D ~ 0.

Se D ~ 0 per il lemma precedente L(D) ~ L(0) =T, cioe ¢(D) = 1. O

Teorema 1.4.5. Teorema di Riemann-Roch?

Nelle notazioni precedenti si ha che esistono e sono unici geN e € € Cl(K)
tali che VD € Div(K), VK €% wale

(D) —l(K —D)=deg(D)—g+1
Si dice allora che g é il genere di C' e che € ¢ la sua classe canonica.
Corollario 1.4.6.
1. VK€€ si ha che ((K) =g e deg(K) =2g — 2.

2. VD € Div(K) si ha che (D) > deg(D) — g + 1 (disuguaglianza di
Riemann). Inoltre se deg(D) > 2g—2 o sedeg(D) =2g—2e D ¢ €,
allora £(D) = deg(D) — g + 1.

Dimostrazione.

1. Prendendo D = 0 il Teorema di Riemann-Roch diventa
1 —4K)=0—-g+1, quindi {(K) = g.
Prendendo D = K €% il Teorema di Riemann-Roch diventa
U(K)—1=deg(K)—g+1, quindi deg(K) = 2g — 2.

2. Certamente VD si ha {(D) > {(D) — (K — D) = deg(D) — g + 1.
Se deg(D) >2g—2e D ¢ €, alloradeg(K — D) <0e K —D # 0,
quindi per il lemma 1.4.4 ¢(K — D) = 0, quindi ¢(D) = deg(D) — g+ 1.

]

3Si puo trovare la dimostrazione in Rosen [9]
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Osservazione 1.4.7.

Si pud dimostrare che esistono sempre divisori di grado 1*. Si ha allora che la
successione {0} — CI°(K) — CI(K) 87 {0} & una successione esatta.
Vedremo che C1°(K) & un gruppo finito; » = |C1°(K)| ¢ detto il numero di
classi di C'. In particolare Vn € Z si ha che

h=#{DeCIl(K)| degD = n} (1.11)

Definizione 1.4.7.

Come nell’osservazione 1.4.1, poniamo
an = #{(P) € Sk| deg(P) =n}
Poniamo inoltre
b, = #{D eDiv(K)| deg(D) =n, D > 0}

Lemma 1.4.8.
b, < oo VneN.

Dimostrazione.

Sia D =Y ap(P) > 0 tale che deg(D) < n. Se P ¢ tale che ap # 0 si deve
avere deg(P) < n, cioe P € C(Fym) con m < n. Poiché #C(Fm) < oo Vm,
solo un numero finito dei primi P puo avere un coefficiente ap non nullo.
Inoltre, 0 < ap < n VP, quindi i divisori positivi D tali che deg(D) < n sono

in numero finito, quindi in particolare b,, e finito. O

Lemma 1.4.9.

h = |CI°(K)| < by, con g genere di C. In particolare quindi h < oo.

Dimostrazione.

Sia D € Div(K) fissato tale che deg(D) = 1, sia A€ Div’(K). Allora

deg(gD + A) = g, quindi per la disuguaglianza di Riemann (corollario 1.4.6)
(gD + A) > 1, cioe esiste f€ L(gD+ A), f#0. Sia B = (f)+ gD + A,

4Si pud trovare la dimostrazione in Schmidt [10]
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allora A ~ B — gD, con B > 0 e deg(B) = g. Abbiamo quindi costruito
un’applicazione iniettiva tra C1°(K) e {B € Div(K)| B > 0, degB = g},
quindi h = [CI°(K)| < #{B€Div(K)| B> 0, deg B = g} = b,. O

Lemma 1.4.10. o)
_ —1 —
Sia A€ Div(K), allora #{D € A| D > 0} = q—l, con A classe di A in
q J—
Cl(K).

Dimostrazione.

{DeA|D>0}#0 < 3fcK* taleche (f) +A>0 < ((A)>0.

Per /(A) = 0 quindi si ha #{D€A| D >0} =0 = q;__ll.

Supponiamo ¢(A) > 0. La mappa ¢ : L(A)\ {0} — {D € A] D > 0}
definita da ¢(f) = A+ (f) & certamente suriettiva. Inoltre ¢ (f) =¥ (f’) <
(N+A=(+A < (f)=(f) & ffleF.

Allora #{D€A| D >0} = |Im (¢)| = #(L(jl?;*l\ {0}) - qz;A)__l 1'

Lemma 1.4.11.
Sia n€N, per (1.11) si ha che #{D € CI(K)| degD = n} = h.
Sia {D€CI(K)| degD =n} = {D1,....Dy}, allora

i (i (1.12)

Dimostrazione.

h
by = #{DEDiv(K)| D >0, deg(D) =n} = > #{DeD;| D >0} =

i=1

ql(D
— Z per il lemma precedente. [
i=1

Definizione 1.4.8.

Per A€ Div(K) si definisce la norma di A come

N(A) dcg (A)
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Osservazione 1.4.12.

Siano A, Be€Div(K), allora N(A+ B) = N(A)N(B).

Inoltre, N(A) dipende solo dalla classe di A, cio¢ ha senso considerare N (A)
per A€ CI(K).

Definizione 1.4.9.

Si definisce la funzione zeta di K come

() =) N~

A>0

Osservazione 1.4.13.

o0 bn
Poiché N(A)™* = ¢ ™ < deg(A) = n, formalmente ((s) = Z —.

n=0
D’altra parte, per la moltiplicativita della norma si ha formalmente che

(s)=[a=NE)y ) =] —g )™ (1.13)
P n=1
Nelle notazione del lemma 1.4.11, se n > 2g — 2 per 1.4.6 si ha che
n—g+1 __ 1
UD;) =n— g+ 1 Vi, quindi, per (1.12), b, = hq—l = 0O(q"), quin-
q —

di > b,q~™ converge assolutamente per Re(s) > 1 e definisce una funzione
analitica in questa regione.

Si puo dimostrare analogamente che anche [[(1 — ¢ ™) % converge as-
solutamente per Re(s) > 1 e definisce una funzione analitica in questa

regione.

Teorema 1.4.14.

Nelle ipotesi e nelle notazioni precedenti si ha che esiste un polinomio

L(u) € Z]u| con deg L = 2g tale che
C(s) = i(q ’) -

(I—=g)(1—¢")

Questa uguaglianza da quindi un prolungamento di ((s) a tutto C come fun-

su {s€C| Re(s) > 1} (1.14)

zione meromorfa, con poli semplici in s =0 e s = 1.
Si ha inoltre che L(0) =1, L(1) =h, L'(0) =a; — 1 —q.
Sia inoltre £(s) = q9=V3¢(s), allora

€(s) =&(1 —s) VseC (equazione funzionale per () (1.15)
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Dimostrazione.

Consideriamo la variabile u = q’ ; certamente se Re(s) > 1 allora |u| < 1.

Sia Z(u) = ((s), allora Z(u Z b,u", quindi, per quanto visto nell’osser-
n=0
29—2 n g+l
vazione precedente, Z(u Z bpu™ + Z h =
n=2g—1
2g—2
h 9 1
S ( . )
~ qg—1\1—qu 1—-u
= ¢ -1 ¢°—q
Ponendo L(u Zbu 1—qu)(1—u)+h(q_1—q_lu)u%—l

L(u)
(1=qu)(l—u)’

(certamente allora L(u) € Z[u] e deg L < 2g) si ha che Z(u) =

)
L(q™?)

cioe che ((s) = 1)1 —g)

Dall’osservazione 1.4.13 segue che se g = 0 necessariamente h = 1.
In questo caso allora si ha L(u) = 1, quindi in particolare deg L = 2g,
L(0) =1, L(1 )_hea1—1—q_b1—1—q_q—1 1—q=0=L'0).

(1 SC;E; =5’ quindi {(1 —s) = T
i q q

T =Dl —1) <)

(=gt (1)

Inoltre, £(s) =

Supponiamo ora g > 0.
Certamente allora si ha che L(0) = by = 1.
Confrontando i coefficienti di u inoltre si ottiene che by = Z'(u) |u:0 = L'(0)+

+ L(0) + L(0)g, quindi L/(0) =by —qg—1=a; —qg— 1.

2g9—2

h q’ 29—1 ) _
Ora, lln%(u 1)z —}gﬂ(Zbu (u—1) q_l(l_qu(u—1)+1>u =

h L L(1
“ 1 D’altra parte, lltl_)rr%(u— 1)Z(u) = 11L1_>H% qu<ﬁ>1 =3 (_ )1

avere L(1) = h.

, quindi si deve

Per (1.12), Z q VnEN Allora (¢ — 1)u'"9Z(u) =

deg(D)=n
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— g 1
_ qe(D) 1wt ( 4q

i 1—u) uw! = R(u) + S(u),

ulfg qgug

con R(u) = Z ¢ Pydes@H1=9 - G(y) = —p
deg(D)<2g—2
S(u) & invariante rispetto alla trasformazione u +— ¢~ 'u~!. Infatti S(¢ 'u ') =

1—u 1—qu

—1+g,, —1+g —9g
q u
+h = S(u).
1—qtut 1 —wut ()
Proviamo che anche R(u) ¢ invariante rispetto a questa trasformazione. Per

come ¢ stato definito R, R(¢ 'u"") = Z ¢!(P)~dea(D)+g—1,,~ deg(D)+g—1

=—h

deg(D)<2g-2
Per il teorema di Riemann-Roch, ¢(¢ — D) = g — 1 — deg(D) + ¢(D), con
% classe canonica di C, quindi R(q 'u™') = Z "¢~ D)y des(@=D)=g+1,
B B deg(D)<2g—2

Poiché I'applicazione D — % — D e una permutazione di

{DeCI(K)| deg(D) < 2g — 2}, si ha che R(g~'u™!) = R(u).

Allora (g — 1)u'™9Z(u) & invariante rispetto alla trasformazione u — ¢ 'u™",
quindi lo & anche u'=9Z(u), cioe ¢¥=13¢(s) = £(s) & invariante rispetto alla

1+

trasformazione ¢~° + ¢~ 7%, cioe rispetto alla trasformazione s+ 1 — s.

Inoltre, u' 9 Z(u) = (¢ 'u™ )" Z(¢g'w!) = Lg'u™!) =
= w0 L(u) ¢TI —u (1 — ¢ ) = ¢ um M ().
(1 —qu)(1 —u)
Quindi 1 = L(0) = lim L(g 'u™) = lim ¢ % *L(u), quindi L(u) deve
uU—00 U—00

essere un polinomio di grado esattamente 2g e di coefficiente direttore ¢ 9.
Abbiamo gia visto che L(1) = h # 0, inoltre L(qg~') = ¢ 9L(1) # 0.
Allora ((s) ha effettivamente due poli (semplici), per s =0 e per s =1. [

Osservazione 1.4.15.

Siano wy, ..., wqy € C interi algebrici tali che

29

L(u) = [J(1 - wu) (1.16)

=1
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Poiché L(q~'u™") = ¢ 9%u~*L(u), applicazione w; — -L & una permutazione

dellinsieme {wy, . .., ws,}. Ordinando opportunamente gli w; quindi si ha che
wiwag—; = q Vi (equazione funzionale) (1.17)

Osservazione 1.4.16. ) .
Hl-il(l - Wiu)

Abbiamo visto che Z(u) = e che Z(u) = | [(1 — u?)™.
(1 —u)(l—qu) g
Passando alla derivata logaritmica e moltiplicando per u le due espressioni

29 00

o —w; U qu dagu® Lo
precedenti si ha che E + + = E —, quindi che
izll—wiu 1—u 1—qu d=11_u

00 2g oo
Z (Z —w; + 1+ q”) u" = Z daqu™. Confrontando i coefficienti di u™
=1

n=1 i n,d=1

29
quindi si ha che — Zw;“ +14+¢" = Z dag, cioe, per (1.10) che
=1 dlm

29
vm(C) ==Y w"+1+q" (1.18)
=1

con v, (C') numero dei punti di C' definiti su Fym.

1.4.2 Teorema di Weil

Sia C' una curva proiettiva non singolare definita su un campo finito
F =F,, con ¢ = p*, p primo. Per m > 1, sia 1,,,(C') il numero dei punti
F m-razionali di C, cioe sia v, (C) = #C'(Fym).
29
Abbiamo visto che v, (C') = ¢ — Z w;"+1, dove gli w; sono interi algebrici
i=1

indipendenti da m tali che w;ws,—; = ¢ (osservazioni 1.4.16,1.4.15).

Teorema 1.4.17. Teorema di Weil
v (C) — g™ — 1| < 2gq2 (1.19)

Questo risultato e stato congetturato da Artin nel caso iperellittico nel

1924, poi provato nel caso ellittico (cioe per g = 1) da Hasse nel 1936. Weil nel
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1940 ne ha dato per la prima volta una dimostrazione generale, facendo pero
uso di metodi avanzati di geometria algebrica. Dimostrazioni piu elementari
sono poi state date da Stepanov, per casi particolari, e da Schmidt e Bombieri

nel caso generale. Seguiremo l'impostazione data da Bombieri in [2].

Osservazione 1.4.18.

Poiché si puo dimostrare che le coniche non degeneri sono curve di genere 0
e che le cubiche hanno genere 1, il corollario 1.2.5 e 'osservazione 1.3.5 in
effetti sono casi particolari del Teorema di Weil.

Infatti se C' ¢ una curva di genere 0 la formula (1.19) diventa

|Um(C) —q™—1| < 0, quindi in particolare si ha che #C(F,) = 11 (C) = ¢+ 1.
Analogamente, se C' ¢ una curva di genere 1 definita su FF,, allora (1.19)
diventa |v,,,(C) — p™ — 1| < 2p*, quindi in particolare [#C(F,) —p — 1| =
— 1 (C) - p— 1] <25

Osservazione 1.4.19.
il precedente Teorema e equivalente alla cosiddetta ipotesi di Riemann

per campi di funzioni

jwil = g2 Vi (1.20)

Infatti certamente |w;| = gz = v (C) — ¢ — 1| = ‘ Zwm

29
D’altra parte, |v,(C) —q¢™ — 1| < 20¢% VYm = ‘Zwiﬂ < 2997 Vm =
i=1

1, S . 1.
|lwi| < ¢2 Vi. Poiché wjwsey—; = ¢ Vi si deve avere |w;| = ¢2 Vi.

In effetti, ¢ sufficiente provare che >~ w!™ = O(q?) per un’infinita di m, o
equivalentemente che v,,(C) = ¢ + O(q? ) per un’infinita di m.

A sua volta, questo ¢ equivalente a provare che 14 (C) = g+ O (q%> dopo
avere eventualmente sostituito F, con una sua estensione finita F,m, con m

sufficientemente grande.

Osservazione 1.4.20.
Sia ¢ : C(F) — C(F) il morfismo di Frobenius (se P = [py, ..., pn] € C(F),
o(P) = [pf, -, P}]).
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Allora p(P) = P < P € CO(F), cioe 1 (F) = #{P € C(F)| ¢(P) = P}.
Analogamente, v,,(C) = #{P € C(F)| ¢™(P) = P}.

Teorema 1.4.21.
Se q = p™ con a pari e se ¢ > (g + 1)*, allora

n(C) < g+ (29 + 1)g2 + 1

Osservazione 1.4.22.

Possiamo supporre che ¢ abbia almeno un punto fisso, Py (in caso contrario
infatti v; = 0, non c¢’¢ nulla da dimostrare).

Consideriamo il gruppo dei divisori di K = F(C).

Per meN, sia R, = L(m(Py)) = {f €K] (f)+m(P) > 0}; si puo dimostrare
che R,, ¢ un F-spazio vettoriale di dimensione finita, sia £, = dimg I,

Se A, B sono sottospazi vettoriali, rispettivamente, di R,,, R,, notiamo AB
il sottospazio vettoriale di R,,.,, generato da {fg| f € A,g € B} (questa
definizione ¢ ben posta perché fE€R,,,ge R, = (fg) — (m+n)(Fy) =

= (/) +(g) —m(Fo) —n(FRy) 20 = fg€ Rpsim).

Notiamo inoltre R = {f7"| fe R,}: R"") & dunque un sottospazio di Ry

Lemma 1.4.23.

Nelle ipotesi e nelle notazioni precedenti si ha che:
1. Uy < lppyr < Uy, +1
2.0, <m-+1
3l >m+1—gesem>29g—2alloral,=m+1—g
4. Ry o C Ry
5. Ogni elemento f o ¢ di R,, o @ € una potenza q-esima e si ha che

(fop) = qordypf(P)

6. dim R = ¢,
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7. dim(R,, o p) = Ly,

Dimostrazione.

1.

4.-5.

Certamente R, C R,,.1, quindi £, < {,,11.

Per il Teorema di Riemann-Roch, se K € ¢, con € classe canonica di C,
U1 = UK —(m+1)(Fy))+m+1—g+1lel,, = {(K—m(F))+m—g+1,
quindi 41 < by +1 & UK — (m+ 1)(FR) < UK — m(F)),
certamente vero perché L(K — (m + 1)(F)) C L(K — m(F)).

Per m = 0 si ha Ry = {f€K]| (f) > 0} =T, cio¢ £, = 1. Per quanto

provato al punto 1. allora per induzione si ha che /,, <m + 1 Vm.
Segue immediatamente dal corollario 1.4.6.

Si pud provare® che (f o) = ¢ pordyp) f(P). Se f € R, dunque
(f o) +mq(Fy) >0, cloe fope R,
Sia g € K tale che ¢g = f, dove ¢ agisce sui coefficienti di g (g esiste

certamente perché ¢ € iniettivo e suriettivo), allora f o ¢ = g%.

Sia{f1,..., fn} unabase di R;, allora Rl(pu) ¢ generato da {ff“, o Y
Si prova facilmente che se questi fossero linearmente dipendenti anche
fi,..., fn lo sarebbero, assurdo. Quindi {ff“, ..., fP"} deve essere una
base per Rl(pu), quindi dim Rl(pu) ={.

Sia {f1,..., f»} una base di R,,, allora R,, o ¢ & generato da
{fiop,..., fnop}. Come nel caso precedente, se questi fossero linear-
mente dipendenti anche fi,..., f, lo sarebbero, assurdo.

Quindi {f; o ¢,..., fn o ¢} deve essere una base per R, o ¢, quindi
dim R,,, 0o o = {,,. 0

Lemma 1.4.24.
Se Ip* < q, omomorfismo naturale ¢ : Rl(p“) R (R o p) — Rl(p“)(Rm o) é

un isomorfismo.

°Si pud trovare la dimostrazione in Silverman [12]
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Dimostrazione.

Per f €K notiamo ordf = ordp, f.

In particolare allora allora f € R,,, = ordf > —m.

Per il punto 1. del lemma precedente esiste una base {sy,...s,} di R, tale
che ords; < ords;y; Vi. Abbiamo visto che allora {s; o ¢,...,s,. 0 p} € una
base di R,, o ¢.

Certamente 6 € un omomorfismo suriettivo, quindi per provare che ¢ un

isomorfismo e sufficiente provare che e iniettivo, cioe che se o1,...,0, € R;
s
. H .
sono tali che E o (s; o) =0, allora necessariamente oy = --- = g, = 0.
i=1
Supponiamo per assurdo che esistano oy, ..., o, € R, non tutti nulli, tali
T

che Zafu(si op)=0.
i=1

Sia p il minimo indice tale che o, # 0, allora Z o (si0 @) =0.
) i=p
Ora, ord(c?" (s,0¢)) = ord (— Z o (s; 0 go)) > 12n>1;1 ord (Ufu(si o gp)) >
i=p+1
> Ip' + q ords,;1, infatti ord (af“(si o cp)> = ord <0f“) +ord(s; 0 p) =
= p*ord(o;) + ¢ ord(s;) > —Ip" + q ord(s,41).
D’altra parte, ord (02" (s, o ¢)) = p*ord(o,) + gord(s,).
Allora ptord(c,) > —Ip" + q(ord(s,11) — ord(s,)) > —Ip" + q.
Poiché per ipotesi ¢ > Ip* si deve avere ord(c,) > 0, cioe o, si deve annullare
in Fy. D’altra parte, per ipotesi 0, € I, quindi o, non ha poli tranne,
eventualmente, Fp.
Allora o, non ha poli, cioe o, € F. Poiché o, si annulla in Fy si deve avere

o, = 0, contraddizione.

Dunque ¢ é iniettivo, dunque ¢ un isomorfismo. ]

Corollario 1.4.25.
Se Ip* < q, allora dim (Rl(pu)(Rm o gp)) = ll,,.
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Dimostrazione.

Per il lemma precedente se [p* < ¢ si ha che dim (Rl(p M)(Rm o (p)) =
= dim (Rl(pu) ®F (R 0 cp)) = dim Rl(pu) dim(R,, o ). Per i punti 6. e 7. del
lemma 1.4.23 allora dim (R}p”(Rm o go)) — 00, O

Possiamo ora affrontare la dimostrazione del Teorema 1.4.21.

Dimostrazione.
Siano [, p tali che Ip* < ¢, sia meN.
Per il lemma 1.4.24 allora la mappa ¢ : Rl(pu)(Rm op) — Rl(pH)Rm C Ripim
data, nelle notazioni del lemma 1.4.24, da §( Y o (s;0 ©)=> o”'s; & ben
definita ed ¢ un’applicazione F-lineare.
Certamente dim Ker (§) > dim (Rl(pﬂ)(Rm o gp)) — Lipiom.-
Per il corollario precedente allora dim Ker (6) > €;0,, — Cipnsm.
Supponiamo che [,m > g, certamente allora Ip* +m > 2g — 2, quindi per il
punto 3. del lemma 1.4.23 si ha che dimKer (§) > ({+1—g¢g)(m+1—g) —
—(pt+m+1—g).

Supponiamo che esista f € Ker (), f # 0.
Una tale funzione f deve avere uno zero di ordine almeno p* in ogni punto
fisso di ¢, tranne eventualmente in Fj.
Infatti se f = 3 0% (s; 0 ) # 0 & tale che 6(f) = 0 e se PeC(F), P # P,
e tale che p(P) = P, allora ha senso considerare f(P) e si ha che
f(P) = o (P)si(p(P)) = X of (P)si(P) = (5(f)) (P) = 0.
Ora, ogni elemento di Rl(p M)(Rm o ) & una potenza p'-esima, infatti ogni
elemento di Rl(p *) per definizione lo ¢ e per il punto 5. del lemma 1.4.23 ogni
elemento di R,, oy € una potenza g-esima, quindi, poiché ¢ = p* > Ip* > p#,
una potenza pt-esima.
Quindi se f€Ker (), f deve avere in ogni punto fisso di ¢, tranne eventual-
mente in Fy, uno zero di ordine almeno p*.

Una tale funzione f dunque ha almeno p#(v;(C) — 1) zeri (contati con

molteplicita).
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D’altra parte, f € Rl(p#)(Rm 0 ) C Riputmg, quindi f puo avere un polo
solo in Py, di molteplicita al piu Ip* + mgq.

Poiché il numero degli zeri e il numero dei poli di f, contati con moltepli-
cita, devono coincidere, si deve avere p*(v1(C) — 1) < Ip" + mgq, cioe
n(C) <1+ 41,

Per ottenere questo risultato abbiamo sfruttato le seguenti ipotesi aggiuntive:
o [pt<yq
e lim=>g

e Ker (0) # {0}, certamente verose (I+1—g)(m+1—g) —
—(lp"+m+1—-g) >0.

Se ¢ = p“, con « pari, ¢ tale che ¢ > (g+1)*, allora si possono considerare

= %7 m=p"+2g, | = n 1p“} + g + 1. Infatti in questo caso si ha:
e P <qg el<p & P ltg+l <pt & |- p'+g+1 <0
g+1 g+1

1
& #| > g, vero perché p* > (g + 1)?
L} 1P } g p p>(g+1)

OCertamentem:p“—l—Qngel:{ p“]—i—l—i—ng

g+1

(1= g)n+1-g) =+ m+1-9) = (|| +2)

Pty 1) - ((L]ilp“} +g+2)p“+g+1) -

= ({gilp“} +1) (g+1)—gp" >0

Con questa posizione quindi si ha che 14 (C) <1+ m_:] +1=
p

- L/ i 1pu] g2 (P 20" < PP (29D L = g (204 D)2 1 O



34

1. Numero dei punti razionali di curve su campi finiti

Osservazione 1.4.26.
Il teorema 1.4.21 da solo una maggiorazione di v1(C'), mentre per provare che
n(C)=q+ 0O <q%>, cioe per provare il Teorema di Weil, e necessaria anche

una sua opportuna minorazione.

Osservazione 1.4.27.

Il campo di funzioni K = F(C') contiene un sottocampo puramente trascen-
dente su IF, F(t), tale che I'estensione K/F(¢) ¢ separabile.

Sia LL la chiusura di Galois di K D F(¢), cioe la piu piccola estensione alge-
brica di K che sia di Galois su F(t).

Sia G = Gal(L : F(t)) e sia H = Gal(L : K); in particolare allora H ¢ un
sottogruppo di G.

A meno di sostituire IF con una sua estensione finita possiamo supporre che
Gal(L : F(t)) ~ Gal(L : F(t)) e che Gal(L : K) ~ Gal(L : K). Notiamo
ancora G = Gal(L : F(t)) e H = Gal(L : K).

Possiamo identificare il morfismo di Frobenius ¢ con i morfismi di
Frobenius di F(t),K e LL; si puo allora dimostrare che ¢ commuta con gli
elementi di G, visti come automorfismi di /KK, e con gli elementi di H, visti

come automorfismi di L/F(t).

Osservazione 1.4.28.
Sia C' una curva tale che L. = F(C") (si puo dimostrare che una tale curva
esiste ed ¢ unica a meno di isomorfismi®).
Identificando i punti di C’(FF) con i divisori primi di L si possono vedere G e
H come gruppi che agiscono su C'(F).

Ora, F(t) = F(P'); siano iy,iy le inclusioni F(t) N F(C) 2, F(C").
Si puo dimostrare” che allora esistono ¢, : C — P!, ¢y : ¢’ — C tali che
i1(f) = fop VFEF(t) eiy(g) = go ¢y Yg€K. In particolare se i =iy 01, e
¢ = ¢1 0 ¢y allora Vf €F(t) si ha che i(f) = fo ¢.

6Si puo trovare la dimostrazione in Hartshorne [6]
Si puo trovare la dimostrazione in Hartshorne [6]
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Osservazione 1.4.29.

Sia T' = P'(F). Sia T = ¢~(T).

Sia PeT, sia {Q1,...,Qm} = o *({P}).

Identificando i (); con i corrispondenti divisori primi di L. si prova che
d(p(Q)) = 0(d(Q;)) = P Vi, cioe che ¢(Q;) €' ({P}) Vi. Dunque, poiché
o & biunivoca, {2(Q1), .. ¢(Qu)} = {Q1s -, Qu}.

Se ne€ G, n commuta con ¢, quindi permuta i Q);.

Si puo dimostrare che se (); € non ramificato per ¢, allora 3ln € G tale che
©(Q;) = nQ;. Si dice allora che 7 € la sostituzione di Frobenius di G in Q);.
Sia 7" = {Qeﬂ () ¢ non ramificato}.

Per ne @, sia T'(n) = {QeT'| p(Q) = nQ}. Sia 11(C",n) = T'(n)|.

Se P€T & non ramificato, allora [¢~'({P})| = |G].

Si ha dunque che |T| = |G||T| + O(1) = |G|w1(P') + O(1), dove il termine
d’errore O(1), che tiene conto dei punti ramificati, ¢ indipendente da g.
D’altra parte, poiché 7" = U T'(n), unione disgiunta, |T"| = Z v (C')m).

neG neG
Quindi » 11 (C’,n) = |Gl (P') + O(1).
neG
Poiché v1(P') = ¢+ 1, Y 1 (C",n) = |G|(q+ 1) + O(1).

neG

Proposizione 1.4.30.
Se q ¢ una potenza pari di p tale che (¢’ +1)* < q, con g’ genere di C', allora

nelle notazioni precedenti per ogni n€ G si ha che
n(Cn) < q+1+ (29 + g2

Dimostrazione.

Supponiamo che esista Q, € C'(FF), cioe supponiamo che esista Qo € C'(F)

tale che p(Qp) = Qo.
Per meN, sia R,, = L(m(Qy)), con (Qp) divisore primo di L.

Riprendendo le notazioni dell’osservazione 1.4.22 e del lemma 1.4.24, sia

8, : R"")(Rpop) — R (R,,on) Vapplicazione definita da 4, (Z o (s; 0 @)) -
i=1
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1. Numero dei punti razionali di curve su campi finiti

- Zaf“(si on), con {si,...,s,} base di R,,.

Pe;:ﬁ lemma 1.4.23 applicato a L e @)y, 9, € ben definita.

Ora, dimzIm (3,) < dimg (Rl(p”(Rm 0 77)) < dimg L(Ip"(Qo) + m(n~' Q).
Supponendo che [,m > ¢’ quindi si ha che dimgIm (5,) < Ip*+m — ¢ + 1.
Procedendo come nella dimostrazione del teorema 1.4.21 allora si ottiene che
vi(Cn) < q+1+ (29 +1)gz. O

Osservazione 1.4.31.
Per la proposizione precedente v1(C", 1) < ¢+ O (q%> Vn € G. Proviamo che
in effetti per ogni n€ G si ha

n(C'n)=q+0 (q%)

Per la proposizione precedente g+ 1+ (2¢'+ 1)q% —11(C",n) > 0VYne G, quindi

q+ 1429+ 1)gd = n(Cn) < (g+ 1+ (20 +1)g> —m(C'm)) =
neG

= (g+1+ (29 +1)g?) 1G] = |Gl (BY) + O(1). Quindi 13(C", ) >
> g1+ (29 +1)gb + (1 (P) — = 1DIG] - 24+ ¥ 161+0(1) = 4+0 (g3).
Allora v, (C",n) =q+ O (q%> Vned.

Osservazione 1.4.32.
Poiché H ¢ un sottogruppo di G si puo considerare v (C’,7) per 7 € H; in
particolare si ha che Z v (C',7) =q|H|+ O (q%>.
reH

Per 7€ H, poniamo 7, (C’, 7) = #{Re C'(F)| ¢o(R) € C(F), R & non
ramificato per ¢9, o(R) = TR}.
Per I'osservazione 1.4.29 applicata all’estensione K C L, cioe applicata a C’ e
C, si ha che Zﬁl(C’,T) = |H|1n(C)+ O(1).

TeEH
Poiché ¢ commuta con ¢ e con gli elementi di H e poiché ogni elemento di

H fissa C(F) si ha che v, (C’,7) < 7, (C’,7) VT € H.
Allora ¢|H|+ O <q%> Z n(C' 1) < Z n(C' 1) =|Hn(C)+ O(1).

TEH TEH

Dunque 14 (C) > ¢+ O (q%>.
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Poiché per il teorema 1.4.21 14 (C) < g+ O (q%) dunque

)

Per ottenere questo risultato abbiamo supposto che ¢ sia una potenza pari

NI

v (C)=q+0 <q

di p sufficientemente grande ma, per quanto visto nell’osservazione 1.4.19,

questo e sufficiente per dimostrare completamente il Teorema di Weil.






Capitolo 2
Il gruppo delle classi di ideali

Sia ¢ = p" €N, con p primo, sia C': f(X,Y) = 0 una curva affine piana
definita su F,. Supponiamo che C sia liscia e supponiamo che fe€F,[X,Y]

sia un polinomio assolutamente irriducibile.

Sia C : ]?(X Y, Z) = 0 la chiusura proiettiva di C.

Supponiamo che C sia una curva liscia, o comunque che esista una sua desin-
golarizzazione, cioé una curva proiettiva C , eventualmente non piana, liscia
e tale che la sua parte affine sia isomorfa a C'.

Siano ooq,...,00, 1 punti all'infinito di C (o della sua desingolarizzazione
C") definiti su F,, ciot sia {ooy,...,00,} = C(F,) N {X, = 0}. E possibile
che alcuni di questi punti siano coniugati fra di loro, certamente pero essi
non sono coniugati con alcun punto affine di C'.

Siano (001),. .., (00k) 1 divisori primi di C' individuati dai suoi punti all’in-
finito (cioe siano ooy, ..., 00 tali che Vi € {1,...,n} 3lj € {1,...,k} con

00;, 00; coniugati).

Osservazione 2.1.
Sia R = [ [C] l'anello delle coordinate di C, cioe sia R = F,[X,Y]/(f).
Proviamo che R € un dominio di Dedekind.

Certamente R ¢ un anello commutativo unitario. R ¢ un dominio di

integrita perché per ipotesi f e assolutamente irriducibile.

39



2. Il gruppo delle classi di ideali

R ¢ noetheriano, infatti certamente F, € noetheriano, quindi anche F,[X, Y]
lo . Dunque R = F,[X,Y]/(f), quoziente di un anello noetheriano, ¢
noetheriano.

Inoltre, ogni ideale primo non nullo di R ¢ massimale.

Infatti se J € un ideale di R non nullo, esiste g € F,[X] tale che g + (f) € J.
Allora, se degy f = m, degg = n, ogni elemento di R/J puo essere scritto

come ap(X) + o (X)Y + -+ + a1 (X)Y™ L, con ayp, ..., -1 €F,[X] tali

che deg a, . .., deg a,,—1 < n, dunque R/J & un anello finito.
Allora R/J & un dominio di integrita se e solo se & un campo, cio¢ J & primo
se e solo se ¢ massimale.

Per come ¢ definito, certamente R e integralmente chiuso.

Dunque R ¢ un dominio di Dedekind.

Teorema 2.2. Teorema degli zeri di Hilbert

Sia K un campo algebricamente chiuso, sia J un ideale di K[Xq,...,X,].
Allora J # K[Xy,...,X,] se e solo se esiste (x1,...,x,) € K" tale che
p(r1,...,x,) =0 VpeJ.

Proposizione 2.3.

Sia P € C(F,) un punto affine di C, sia (P) = {r € R| r(P) = 0}, allora
(P) é un ideale primo di R. Inoltre, tutti gli ideali primi di R sono di questo
tipo, con (P) = (Q) se e solo se P,Q sono coniugati.

Dimostrazione.

Certamente (P) e ben definito ed ¢ un ideale proprio di R. (P) & primo
perché se r,s € R, allora rs € (P) < (rs)(P) =0 < r(P) =00
s(P)=0 & re(P)ose(P).

Sia I = (f) CF,[X,Y]. Certamente gli ideali di R sono in corrispondenza
biunivoca con gli ideali di F,[X, Y] che contengono I.

Sia J un ideale proprio di F,[X,Y], sia J I'ideale di F,[X,Y] generato da .J.

J ¢ ancora un ideale proprio, infatti mi§1 degr = mindegs. Dunque per il
re seJ

Teorema degli zeri di Hilbert esiste (2, yo) EFE tale che 7(xg, o) = 0 Vre J.

In particolare dunque se I C J si ha che f(zg,y0) = 0, cioe che (zg,yo) € un
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punto affine di C'.

Dunque ad ogni ideale J di R puo essere associato un ideale di F,[X,Y]
contenente I, quindi almeno un punto affine P della curva C' definito su F,
tale che JC(P).

Ora, Py, P,€C(F,) sono coniugati se e solo se esiste o € Gal(F, : F,) tale che
o(Py) = P», se e solo se per ogni r € F,[X, Y] sono equivalenti 7(FP;) =0 e
r(Py) = 0, cioe se e solo se (P;) = (P). Ad ogni ideale proprio di R possono
dunque essere associati uno o piu sistemi di punti affini coniugati di C' definiti
su I,

In particolare allora se J C R e un ideale primo non nullo, poiché R e un
dominio di Dedekind, J deve essere anche massimale, quindi deve esistere
PeC(F,) tale che J = (P). O

Osservazione 2.4.
Sia A il gruppo degli ideali frazionari di R.
Poiché R e un dominio di Dedekind, A & il gruppo abeliano libero generato
dagli ideali primi di R, cioe dagli ideali (P), con P punto affine di C'. Ogni
ideale frazionario di R puo cioe essere scritto in modo unico (in notazione
additiva) nella forma Z ap(P), con ap€Z e con #{P| ap # 0} < 0.
PeC(Fy)

Osservazione 2.5.
Sia K = F,(C) il campo di funzioni di C, cioe sia K il campo dei quozienti
di R.
Sia r €K, allora l'ideale frazionario rR = {kr| k€ R} ¢ detto l'ideale princi-
pale generato da r.
Ora, s€erR < s=krcon k€ R & ordps > ordpr VP € C(F,) punto
affine di C' & se€) ,ordpr(P). Dunque rR =) ,ordpr(P).

Notiamo A’ l'insieme degli ideali principali di R; certamente A’ ¢ un

sottogruppo di A.

Definizione 2.1.

Il gruppo G = A/A’" ¢ detto il gruppo delle classi di ideali di R.
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2. Il gruppo delle classi di ideali

Denotiamo con Div’(C) il gruppo dei divisori di grado 0 di 6’, chiusura
proiettiva di C' (o di una sua desingolarizzazione); denotiamo con Z(C) il

suo sottogruppo dei divisori principali e poniamo C1°(C) = Div’(C)/2(C).

Proposizione 2.6.

Sia o : Div'(C) — A l'omomorfismo di gruppi (additivi) definito da
o(Spar(P) +ar(00) + -+ ax(o0k)) = Sp ap(P), siano

75 : DIV (C)— CI%(C), Ta: A—G le proiezioni canoniche, sia =m0 .

Allora v passa al quoziente e induce un omomorfismo ¢ : C1°(C) — G.
Div’(C) £ A

LY
cre) 2 oa

Dimostrazione.
Sia (r)€ 2(C), allora ¥((r)) = wa/( > ordpr(P)) = 74 (rR) = 0.
Dunque Z(C) CKer (v), dunque v passa al quoziente. O

L’equivalenza come divisori implica 1’equivalenza come ideali; il viceversa
in generale non e vero, infatti nel primo caso € necessario tenere conto anche

dei punti all'infinito, che invece nel secondo caso sono ignorati.

Osservazione 2.7.

Sia m = MCD(deg(ool), . ,deg(ook)), allora nelle notazioni della propo-

sizione precedente si ha che Im () = A,,, con 4,, = {3 ap(P)€A| m| Y apdeg(P)}.

Infatti Y ap(P)€lm (¢) < Fay,...,ap€Z tali che Y ap(P) + a1(c01) +
+ -+ ap(oor) €DiIVY(C) < Fay,...,ar €Z tali che Y ap(P)deg(P) +

+ aydeg(ooy) + -+ - + apdeg(oog) =0 < m|> apdeg(P).

Dunque Im (¢) = Im (¢') = ma(Ap).

Sia rR € A’; poiché rR = cp((r)), certamente rR € A,,. Allora A’ C A,,,
quindi

Im (¢') = A, /A (2.1)
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Osservazione 2.8.
Supponiamo che esista > ap(P) € A tale che > apdeg(P) = 1, cio¢ sup-
poniamo che C' abbia divisori di grado 1 in cui compaiono solo punti affini
della curva (questo e certamente vero per esempio se C' ha almeno un punto
definito su F,).
In questo caso allora A,, € un sottogruppo di A di indice m, quindi A,, /A’
e un sottogruppo di G di indice m.
Abbiamo visto che C1°(C) & un gruppo finito, sia h = |C1°(C)|.
Allora anche Im (¢') = Im (1) deve essere finito, cioe A,,/A" ¢ finito.
Dunque anche G ¢ un gruppo finito e si ha che |G| = m|A,,/A'| =

= m|Im (¢)]. ,
D’altra parte, certamente [Im (¢')] = —————, dunque
N ke @)
h
Gl=m———+
="k ()
h
In particolare, poiché ———— = [Im (¢')| €N, si puo avere |G| = 1 solo
|[Ker (¢)]

se m = 1, cioe il dominio di Dedekind R puo essere un anello a fattorizzazione

unica solo se deg(ooy), ..., deg(oco) sono primi fra loro.

Osservazione 2.9.
Sia D = Zap(P) + ay(001) + - - - 4 ax(ooy) €CI°(C). Allora, D €Ker (¢') <

(D) = O,Pcon D=5 pap(P)+ai(oco1) + -+ ar(oor) < IreK tale che
Y.pap(P)=> pordpr(P) < drekK tale che D = (r) + a/(oc01) +

4+ dal(oog) & D =a)(oor) + -+ al(oco).

Dunque Ker (¢') = {a’l(ool) + -+ aj (oog) EC’ZO(C)} =

— {af(oor) + - F (00 €CIUC)| d deg(o01) + -+ - + af, deg(00) = 0}.

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema:

Teorema 2.10.
Sia C: f(X,Y) =0 una curva affine piana regolare, con f€F,[X,Y] asso-
lutamente wrriducibile, sia C la chiusura proiettiva di C' (o una sua desingo-

larizzazione), siano (001), . .., (0ok) i divisori primi di C' individuati dai suoi
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punti all’infinito.

Sia R 'anello delle coordinate di C, sia G il suo gruppo delle classi di ideal,
allora
G h (2.2)
=m—— .
| Ker (¢')]

con m = MCD( deg(co1), ..., deg(ocoy)) e dove

Ker (') = {a’l(ool) + -+ al(oog) €CUC)| Za; deg(c0;) = O} (2.3)

La formula (2.2) ¢ detta anche Formula di Schmidt, poiché ¢ stata provata
da F.K. Schmidt in [10].



Capitolo 3

Anelli quadratici: teorema di

Dirichlet ed equazione di Pell

Un problema classico di teoria dei numeri e la determinazione del nu-
mero di classi di ideali degli anelli quadratici. Questo problema e stato
affrontato gia da Gauss e Dirichlet, nel contesto pero della teoria delle forme

quadratiche, e poi sviluppato da Dedekind.

Vedremo una traccia di dimostrazione della formula di Dirichlet sul nu-
mero di classi e proveremo che si puo ottenere un risultato simile per il
numero di classi dell’anello associato ad una curva ellittica definita su un
campo finito. Vedremo inoltre che in questo caso possono essere dimostrati

gli analoghi delle congetture di Gauss.

3.1 Formula di Dirichlet sul numero di classi

Sia D €Z libero da quadrati, consideriamo il campo quadratico

K = Q(+v/D); sia R 'anello degli interi algebrici di K.

T+ y\/a
2 Y

4D se D =2,3 (mod 4)

D seD=1(mod4)

Si puo provare che R e l'insieme degli elementi della forma con

x,y €Z e con d discriminante di K, cioe con d = {

45
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3. Anelli quadratici: teorema di Dirichlet ed equazione di Pell

R ¢ un dominio di Dedekind, quindi ha senso considerare il suo gruppo delle
classi di ideali GG, quoziente del gruppo degli ideali frazionari di R modulo il
sottogruppo degli ideali principali.
d
Sia € = % € R, con x,y €7Z. € ¢ invertibile in R se e solo se x,y

verificano ’equazione di Pell, cio¢ se e solo se
2 — dy® = +4 (3.1)

Si puo provare che se D > 0, cioe se K & un campo quadratico reale, allora le
uniche radici dell’unita in R sono 41 ed esiste un’unita ¢y € R, 9 > 1, tale
che tutte le unita di R sono della forma +&3', con m € Z. Si dice allora che
g0 € 'unita fondamentale di R.

Se invece D < 0, cioe se K & un campo quadratico immaginario, allora tutte
le unita di R sono radici dell'unita. Si prova facilmente che in Q(v/—3) ci
sono 6 radici dell'unita, in Q(y/—1) ci sono 4 radici dell’'unita e in tutti gli

altri casi soltanto 2.

Se I & un ideale di un dominio di Dedekind R, si definisce la norma
assoluta di /, notata N(I), come l'indice di [ in R.
Per ogni 1, J ideali di R si ha allora che N(I.J) = N(I)N(J), cio¢ la norma
considerata ¢ moltiplicativa.
Questa definizione puo essere estesa agli ideali frazionari: se J = P/ --- P,
¢ un ideale frazionario di R, con Pi,..., P ideali primi e ny,...,n; € Z, si
pone N(J) = N(P)™ --- N(Py)".
Si puo provare che se P € un ideale primo di un dominio di Dedekind R allora

N(P) = p*, con p€Z primo.

Sia K un campo, sia R 1'anello degli interi algebrici di K. Si definisce la

funzione zeta di Dedekind di K come

Ge(s) =) N(I)~* (3.2)
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con I # 0 che varia nell’insieme degli ideali di R.

Dunque (k(s) = Z FT(Ln) con F(n) = #{I| I ideale di R, N(I) = n}.

s

n=1
Si puo provare che la serie considerata converge assolutamente ad una fun-

zione continua su {s€C| Re(s) > 1}.
Inoltre per Re(s) > 1 si ha che
Gels) = [[ (1= N(P))™! (33)
P

con P che varia nell'insieme degli ideali primi di K.

Sia 6 € C, sia K = Q(#). Siano 6,,...,6, i coniugati di #, supponiamo
che 6y...,0,, € Recheb,1,...,0, 42, €C\ R, conn=r;+ 2rs.

Si puo provare che allora

\IG] = Tim (s = 1)Gie(s) (3.4)

con G gruppo delle classi di ideali di R, anello degli interi algebrici di K, e
oritra T2 9
X= 7=

w/|d|

dove Z ¢ il regolatore di K e w ¢ il numero delle radici dell’unita in K.

(3.5)

Nel caso dei campi quadratici K = Q(\/E) in particolare si puo provare

che se peZ ¢ un numero primo allora:
e (p) si fattorizza come prodotto di due ideali primi distinti di R se e solo

(-

e (p) € un ideale primo di R se e solo se (g> =0
P

d
e (p) e il quadrato di un ideale primo di R se e solo se (—) =—1
p

d
con —) simbolo di Kronecker.

p
Inoltre, tutti gli ideali primi di R possono essere ottenuti in uno dei modi
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precedenti.

Da questo segue che (x(s) = ((s)L(s) per s€C, Re(s) > 1, con ¢ funzione

d -1
zeta di Riemann e L(s) = (1 — (—) ps> :
p

p primo
Poiché lim ¢ (s)(s —1) =1, per (3.4) nel caso dei campi quadratici si ha che
s—1
X|G| = lim L(s) (3.6)

Zogso g0 D> ()

se D <0

dove, per quanto visto prima, xy = , con £ unita fonda-

mentale e w numero delle radici dell’unita in R.

Ora, si puo provare che L(s) converge ad una funzione continua per

Re(s) > %, quindi si puo concludere che x|G| = L(1).

Teorema 3.1.1. Teorema di Dirichlet
Sia DEZ, D # 1, libero da quadrati, sia K = Q(v/D), sia R lanello degli
interi algebrici di K, sia G il gruppo delle classi di ideali di R. Allora

e se D >0 st ha che

Vd

2logeg

|G| = L(1)

con €y = > 1 wunita fondamentale, quindi soluzione dell’e-

T+ y\/a
2
quazione di Pell X? —dY? = +4
e se D <0 si ha che

61 = L2y

6 seD=-3
con w numero delle radict dell’unita in K, cioew =< 4 se D= —1

2 altriments

d -1
dove d ¢é il discriminante di K e dove L(s) = H (1 - (—) ps) .
p

p primo
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3.1.1 Congetture di Gauss

Il problema di Gauss sul numero di classi per campi quadratici immagi-
nari, come usualmente inteso, consiste nel fornire, per ciascun n > 1, una
lista completa di campi quadratici immaginari con numero di classi n, pro-
blema che puo anche essere formulato in termini di discriminanti di forme
quadratiche. Sono state anche sollevate questioni sul comportamento del
numero di classi quando il discriminante tende a —oo e sul caso dei campi

quadratici reali.

Il problema della determinazione del numero di classi ¢ stato affrontato,
gia all’inizio dell’800, da Gauss e Dirichlet, nel contesto pero delle forme
quadratiche.

Una teoria generale delle forme quadratiche e stata sviluppata alla fine del
700, in particolare da Lagrange e Legendre, per trattare il problema generale
di determinare, fissati a, b, c € Z, per quali interi m esistono x,y € Z tali che
m = az® + bry + cy?.

Due forme quadratiche sono dette equivalenti se possono essere ottenute 'una
dall’altra per moltiplicazione per una matrice ortogonale speciale a coefficien-
ti in Z. Due forme quadratiche equivalenti hanno lo stesso discriminante; il
viceversa in generale pero non e vero. Quindi e sorto il problema di deter-
minare il numero di classi di forme quadratiche equivalenti di discriminante

d fissato.

Gauss ha trattato questo tema nelle Disquisitiones Artihmeticae (1801),
definendo la composizione di due forme quadratiche e provando che le classi
di forme quadratiche di discriminante d fissato, con questa legge di com-
posizione, formano un gruppo finito. Gauss ha inoltre dimostrato che tale
gruppo puo essere rappresentato come un prodotto diretto di gruppi ciclici.

Nell’Articolo 303 Gauss congettura che, fissato g €N, il numero dei
discriminanti negativi d tali che g(d) = g sia finito, dove, per d € Z, notiamo

g(d) il numero di classi di forme quadratiche di discriminante d. Nello stesso
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articolo, per g piccoli Gauss da un elenco di discriminanti d < 0 tali che
g(d) = g e congettura che tali elenchi siano completi.
Nell’Articolo 304 Gauss congettura che esistano infiniti discriminanti positivi
d tali che g(d) = 1.

Gauss perd considera solo le forme quadratiche del tipo aX?420XY +cY?2,
con a,b, c€Z, definendo il loro discriminante come d = b* — ac.

Nel 1902 Landau, mantenendo le ipotesi di Gauss, ha provato che la lista
di discriminanti d < 0 tali che g(d) = 1 data da Gauss era completa. Il fatto

di considerare b pari pero semplifica molto il problema.

La prima formula per il numero di classi e stata provata nel 1839 da

Dirichlet, ancora nel contesto delle forma quadratiche.

Questo problema sulle forme quadratiche puo essere tradotto nel lin-
guaggio dei campi quadratici. Infatti ad ogni forma quadratica binaria
aX? + bXY + cY? di discriminante d puod essere associato un ideale del-
I'anello degli interi algebrici di Q(v/d). Si pud provare che, nel caso d < 0,
due forme sono equivalenti nel senso di Lagrange se e solo se gli ideali ad
esse associati sono equivalenti. Il numero di classi di forme quadratiche di
discriminante d < 0 quindi coincide con il numero di classi di ideali di Q(v/d).
Nel caso d > 0 invece si puo provare che il numero di forme quadratiche di
discriminante d o coincide con il numero di classi di ideali di Q(v/d) o & il

suo doppio.

Sia D € Z libero da quadrati, sia g(D) il numero delle classi di ideali di
K = Q(v/D); le congetture di Gauss allora possono essere tradotte come:

e il numero di classi dei campi quadratici immaginari Q(vD),D < 0

tende all’infinito per D — —oo, cioe Dlim g(D) = o0
——00

e esistono infiniti campi quadratici reali con una sola classe di ideali, cioe
#{D > 0] (D) = 1} = o
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All’inizio del 900 Hecke ha provato che se 'ipotesi di Riemann genera-
lizzata e vera, allora lo ¢ anche la congettura di Gauss sui campi quadratici
immaginari. In seguito (1933 - 1934) Deuring ha provato che dall’esistenza
di infiniti campi quadratici immaginari con numero di classi 1 seguirebbe
I'ipotesi di Riemann classica e, generalizzando questo risultato, Heilbronn ha
provato che la falsita dell’ipotesi di Riemann generalizzata implica la conget-
tura di Gauss per campi quadratici immaginari.

La congettura di Gauss per campi quadratici immaginari e quindi completa-
mente dimostrata.

Negli anni '60 Stark e Baker hanno provato che esistono esattamente 9
discriminanti d < 0 tali che g(d) = 1. Baker (1971) e Stark (1975) hanno
poi risolto indipendentemente il problema del numero di classi per g = 2.
Oesterlé (1985) ha risolto il caso g = 3, Arno (1992) il caso g =4 e
Wagner (1996) i casi g = 5,6,7. Watkins (2004) ha poi risolto il problema
per g < 100.

Goldfeld, Gross e Zagier nel 1985 hanno provato che per ogni € > 0
esiste una costante ¢ > 0 effettivamente computabile tale che per ogni d < 0
si ha che g(d) > c(log(|d|))'~¢. Questo quindi risolve completamente il pro-
blema generale di determinare tutti i campi quadratici immaginari con un

fissato numero di classi, riducendolo ad un calcolo finito.

La congettura di Gauss per campi quadratici reali € invece ancora irrisolta.

3.2 Curve iperellittiche

Sia ¢ = p* €N, con p primo, p # 2, sia C' una curva iperellittica definita
su F,, cio¢ una curva definita da un’equazione della forma Y? = d(X), con

deF,[X] polinomio libero da quadrati, sia n = degd. Sia g il genere di C; si
n—1
2

n—2

2

se n e dispari

pud dimostrare! che g = o
se n & pari

'Segue dal lemma di Hurwitz, la cui dimostrazione pud essere trovata in Silverman [12]
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Osservazione 3.2.1.

C ¢ non singolare come curva affine.

20 =0
d'(z9) =0
con inoltre y? = d(xg). Si avrebbe dunque yo = 0 e d(zy) = d'(xo) = 0, cioe

Infatti se (o, yo) € F2 fosse un punto singolare di C'si avrebbe che {

x sarebbe una radice doppia di d, contraddizione.
Sia C': Y22"2 = d(X, Z) la chiusura proiettiva di C.

Se degd = 1,2 (cioe se C' & una conica) allora C' @& una curva non singo-
lare. Se degd = 1 allora C ha un unico punto all’infinito, che ¢ definito su
F,; se degd = 2 allora C ha due punti allinfinito, entrambi definiti su I, e
distinti se il coefficiente direttore di d ¢ un quadrato in F,, definiti su Fp2 e

coniugati altrimenti.

Supponiamo ora che degd > 2; C' allora ha un unico punto all’infinito,

[0,1,0], ed ¢ singolare in questo punto.

Infatti se f(X,Y,7) = Y27m-2 _ d(X,Z),cond(X,Z) = a, X"+ -+

of
Z™, all — = SX gn—1 —0
+f0 callora 5 1)~ (7 N ot aZ" )10 =0,
of - of B B
ol =2 10 =0, 22| =(apa X"+ 4nag 2" —0.
Y lo,1,0) 010 =0, 57 (0,1,0) (01 X" +nao 2" )l 0.0

Si puo pero considerare una desingolarizzazione di C.
Sia ¢ : A%(F,) — P9%(F,) I'applicazione definita da
o(x,y) = [1,z,22,..., 297, y]. Allora ¢(C) = {[zo,..., 2442 EPIT*(F,)]
2o =1, 22 = auaT+--+ag, 13 =2s,..., 7] = x4} Sia ' la chiusura

di ¢(C) in P9+2(F,).

Supponiamo n pari, quindi supponiamo n = 2¢g + 2, allora si ha che

_ 2 _ 2 _ . 2
o(C) = {[x()v s Ty EPITH(F, )| 20 = 1, Tgypo = AnTyiq + An1Tg41Tg +
2 __ g+1 _
o GgyaTg 1T F Qg1 Tgpr o0 1T+ Gg, 23 =29, .2 =xg ]

Dunque C’ ¢ la curva definita dalle equazioni Xoyo = an X2+ Fag Xg Xot
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+ora Xa Xo + agXE, X2 = XoXo, ..., XIT =X, X¢0.

Ora, C' N {Xo # 0} ¢ isomorfo alla curva affine C', quindi ¢ non singolare.

D’altra parte, se [zg,...,x440] € C', con zp # 0, per ¢ < ¢ si ha che
, o T o L,
zh = w2t = 2, quindi che 22l Tt = 2l 2l dunque
R
Ly = ToTigq-

Questo deve valere per ogni punto di C , dunque se
0,21, ..., %Tg42] cC'n {Xo = 0} si deve avere g = 21 = --- =z, = 0, quindi
C'N{X, =0} = {10, 0, 2g41, 2940 €PIPA(F,)| 22, = ana?,, }.

Dunque i punti di C’ su {Xo =0} sono coy =[0,...,0,1,a],
co_ =[0,...,0,1,—a], con a €F, tale che a? = a,,.
Se a,, € un quadrato in F, allora 0o, , co_ sono definiti su F, e distinti, dunque
certamente non sono coniugati (cioe (0o ) # (0o_)) e
deg(ooy) = deg(oo_) = 1.
Se a, non ¢ un quadrato in I, allora oo, 0o_ sono definiti su Fg 2 e sono co-
niugati, dunque (oo ) = (co_). Notiamo (c0) = (00;4) = (00_); certamente
allora deg(oco) = 2.

C’ & non singolare anche nei punti coy,o0o_, infatti si puo provare che
la disomogeneizzazione di C rispetto a X, 41 ¢ la curva affine definita dalle
equazioni X2, = ap + ap1 Xy + -+ X0, X7 = XoXo, ..., X{T = XY,

non singolare perché C' e non singolare come curva affine.

Se n e dispari, quindi se n = 2¢g+1, si prova analogamente che C , chiusura
di ¢(C), & la curva definita dalle equazioni
X2io = anXgn1 Xg+ -+ g1 X1 Xo + - - - + a1 X1 Xo + ao X3,
X? = XoXo,..., XV =X, X e che C'N{X, # 0} ¢ isomorfa a C, quindi
non singolare.
In questo caso perd C’ ha un unico punto su {Xo =0}, 00=10,...,0,1,0].
Come prima, si puo dimostrare che C" & non singolare anche in questo punto.

Certamente oo € definito su F,,, quindi deg(oo) = 1.
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Osservazione 3.2.2.

Sia f(X,Y) = Y? — d(X); poiché per ipotesi d non ¢ un quadrato in F,[X],

f e assolutamente irriducibile.

Infatti, se esistessero v, 3,7, 0 € F,[X] tali che (a(X) + S(X)Y) (v(X) + 6(X)Y) =

=

(X)o(X)=1

= Y?—d(X), ciot tali che ¢ a(X)6(X) + B(X)y(X) = 0 , allora si dovrebbe
a(X)3(X) = —d(X)

avere che 3,0 €F,, 8 =01 v(X) = —6*a(X), d(X) = §2a*(X), quindi d

dovrebbe essere un quadrato in F,[X], contraddizione.

Denotiamo ancora con R 'anello delle coordinate di C', cioe sia
R =F,[C] = F,[X,Y]/(Y? - d(X)).
Utilizzando ancora le notazioni del capitolo precedente, si ha che, per 2.1,

2.3, 2.4, R ¢ un dominio di Dedekind e il gruppo dei suoi ideali frazionari ¢ (in

notazione additiva) A = Z mp(P)‘ mp€Z, #{P| mp # 0} < 00
PeC(Fy)
Notiamo ancora A’ I'insieme degli ideali principali di R, cioe sia

A" ={fR| feK}, con K=F,(C) campo dei quozienti di R.
Sia G = A/A’ il gruppo delle classi di ideali di R.

Osservazione 3.2.3.

Supponiamo per il momento che n sia pari e che il coefficiente direttore di d,
an, sia un quadrato in [F, ipotesi aggiuntiva che restera valida nelle successive
osservazioni 3.2.4 e 3.2.5.

Abbiamo gia visto che in questo caso la curva C considerata ha due punti

all’infinito, che noteremo oo, oo_, distinti e definiti su [F,.

L’omomorfismo ¢ : Div?(C) — A definito in 2.6 allora diventa I’appli-

cazione ¢( Y. pmp(P) +my(cor) +m_(co_)) =3 pmp(P).
Sia z = ), mp(P)€ A, allora, nelle notazioni della proposizione 2.6,

x = (X pmp(P)+my(coy)) con my =~ pmpdeg(P).
Allora ¢ : Div’(C) — A & un omomorfismo suriettivo, dunque anche 1, ¢’
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sono tali, quindi Im (¢’) = G e per (2.2) si ha che

h

Q= "
%= Rer ()]

Osservazione 3.2.4.
Per I'osservazione 2.9 si ha che Ker (¢') = {m+(oo+) +m_(oco_)€ C'ZO(C')} =

- {m+(oo+) T m_(0o_) €CILC)| ms +m_ = o} - {m((oo+) ~ (o)) ecz(C)},
cio¢ Ker (¢) ¢ il sottogruppo di C1°(C') generato da (co;) — (co_).

Allora [Ker (¢')| = myg, con mq ordine di (004 ) — (co_) in C1°(C), cioé con

mo = min {meN| 3f €K tale che m((co;) — (c00_)) = (f)}.

Si avra allora che

=1 (3.7)

0
Osservazione 3.2.5.

Sia f(X,Y) = Z;E§31§22§; e K. Se (f) = m((o0s) — (c0-)) allora

in particolare f non ha poli in nessun punto affine di C, cioe il polinomio

as(X) + Yby(X) non si annulla in nessun punto affine di C.

Per il Teorema degli zeri di Hilbert questo ¢ equivalente al fatto che

(V2 = d(X),a2(X) 4+ Yb(X)) = Fy[X,Y], ciod che as(X) + Yby(X) sia in-
vertibile in R. Dunque se (f) = m((c04) — (c0_)) allora esistono a, b€ F,[X]
tali che f(X,Y) = a(X) + Yb(X), cioe feR.

Sia f(X,Y) =a(X)+Yb(X)€eK, con a,beF,(X), sia
f(X,Y) =a(X) - Yb(X). Sia P = (z,y) €F, un punto affine di C, allora
P’ = (x,—y) ¢ ancora un punto affine di C' e, poiché f'(X,Y) = f(X,-Y),
si ha che ordpf = ordp: f’. Analogamente si ha che ords, f = ords_ f’ e che
orde,_ f = ords, f'.

In particolare dunque se f(X,Y) = a(X) + Yb(X) € R, cio¢ se f non ha
poli in alcun punto affine di C', il divisore di f sara della forma
(f)=>_mp(P)+my(coy)+m_(co_) con mp >0 VP e, di conseguenza, il

divisore di f’ sara (f') = > m/p(P) +m_(coy) + my(oco_), con mp = mpr,
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dove P’ = (z,—y) se P = (x,y), quindi con m, > 0 VP.
Dunque () = S (mp + mp)(P) + (my +m_)((005) + (05-)), con
mp+mp >0 VP.

Allora (f) = m((004) — (c0-)) se e solo se mp =0 VP e my = —m_, se
e solose (ff') =0, seesolose (per 1.4.2) ff' = keF;.
Dunque mg = min {m€N| m = ord, f con f € R tale che ff’E]F;}.

D’altra parte, f(X,Y)f(X,Y) = (a(X) + Yb(X)) (a(X) - Yb(X)) =
= a?(X) = Y2*(X) = a*(X) — d(X)b*(X), quindi (f) = m((cos) — (c0_))

se e solo se

a*(X) — d(X)b*(X)€F, (3.8)

Abbiamo cioe trovato nell’ambito delle curve ellittiche definite su campi finiti
un analogo dell’equazione di Pell (3.1). Certamente affinché questa equazione
abbia soluzioni non nulle e necessario che il coefficiente direttore di d, a,, sia
un quadrato in F,.

Allora mg = min {m€N| m = orda, (a(X) + Yb(X)), a,beF,[X] tali che
a*(X) — d(X)b*(X) EIF;}.

Osservazione 3.2.6.

Supponiamo ora che n sia pari e che a, non sia un quadrato in F,.

Anche in questo caso la curva C' considerata ha due punti all’infinito, co, e
oo_, ma questi sono ora definiti su F e si ha che (coy) = (co_). Ponendo
(00) = (004 ) = (c0_) si avra dunque che deg(oo) = 2.

L’omomorfismo di gruppi additivi ¢ : Div’(C') — A definito in 2.6 allora &
dato da ¢ (> pmp(P) 4+ m(c0)) = > pmp(P).

Per l'osservazione 2.7 si ha che Im (¢) = A, con

Ay = {3 mp(P)eA| 2| Y mpdeg(P)}, quindi Im (1) = 74 (As) = Ay /A'.

Supponiamo ancora che esista Y mp(P) € A tale che Y mpdeg(P) = 1,
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allora Ay € un sottogruppo di A di indice 2, quindi, per (2.2), si ha che

o
|[Ker (¢)]

Per l'osservazione 2.9 inoltre Ker (¢') = {m(o0) € C1°(C)}.

Ora, pero, m(oo) €CI°(C) < m =0, quindi in questo caso ¢’ ¢ iniettiva e

Gl =2

G| = 2k (3.9)

Osservazione 3.2.7.

Supponiamo ora che n sia dispari, quindi che C' abbia un unico punto all’in-
finito, che denoteremo con oo, definito su IF,.

Come nel primo caso visto ¢ ¢ suriettiva, infatti se x = ), mp(P) € A si ha
che z = ¢( > pmp(P) +m(c0)) con m = =3, mpdeg(P).

Dunque anche v, ¢ sono suriettive, dunque per (2.2)

B h

 [Ker (¢)]

Si puo provare come nel caso precedente che ¢’ € iniettiva, quindi si ottiene
che

|Gl

Gl =h (3.10)
Abbiamo quindi provato il seguente teorema:

Teorema 3.2.8.

Sia C : Y? = d(X) una curva iperellittica affine definita su F,, con q = p*,
p primo, p # 2. Sia R Uanello delle coordinate di C, sia G il suo gruppo delle
classi di ideali. Sia h = |CI°(C)| lordine del gruppo delle classi dei divisori

di grado 0 della chiusura proiettiva di C' (o di una sua desingolarizzazione).

e Se d ha grado pari e il suo coefficiente direttore € un quadrato in IF,

allora

h
Gl = -
mo
conmg = min {meN|m = orde, (a(X)+Yb(X)), a,beF,[X] tali che

a?(X) — d(X)B(X) €F}.
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e Se d ha grado pari e il suo coefficiente direttore ¢ un non quadrato in

F, allora
|G| =2h

e Se d ha grado dispari allora

Gl =h

3.3 Coniche

Sia ora C' la curva definita da Y? = d(X), con d(X) € F [z] polinomio di
grado 1 0 2 (dove ¢ = p¥, con p primo, p # 2); C' & dunque una conica e ha
genere g = (. Supponiamo ancora che d sia libero da quadrati e notiamo «

il suo coefficiente direttore.

Osservazione 3.3.1.
n—g+1 _q pn+1 -1

Per 'osservazione 1.4.13 si ha che b,, = hp T = h 7 se
p— p—
n > 2g —2 = —2. Per n =0 quindi si ha in particolare che by = h.
D’altra parte, by = #{D € Div(K)| deg(D) =0,D > 0} = #{0} = 1, quindi

si deve avere

h=1 (3.11)

Osservazione 3.3.2.

Supponiamo che d abbia grado 2 e che a sia un quadrato in [Fy, cio¢ suppo-
niamo che C' abbia 2 punti all'infinito, definiti su F,.

Allora, nelle notazioni della sezione precedente, per I'osservazione 3.2.3, si ha
che |G| = m. Per (3.11) dunque |G| = Rer (7))
Necessariamente allora si deve avere che |Ker (¢')| = 1, cioe ¢’ deve essere

iniettiva. Di conseguenza si deve avere che
Gl =1

In particolare dunque si ¢ ottenuto che se aX? + X + v ¢ libero da

quadrati, con o quadrato in [Fy, allora il dominio di Dedekind
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R =TF,[X,Y]/(Y? — aX? — BX — 7) & sempre un anello a fattorizzazione

unica.

Osservazione 3.3.3.

Supponiamo ora che d abbia grado 2 e che « sia un non quadrato in [y, cioe
supponiamo che C' abbia due punti allinfinito, definiti su F,2 e coniugati.
Per quanto visto nella dimostrazione della proposizione 1.2.2, C' ha almeno
un punto affine definito su F,, cioe esiste (P) € A tale che deg(P) = 1.

Dunque per l'osservazione 3.2.6 si avra che
|G| =2h =2

Osservazione 3.3.4.
Se d ha grado 1, quindi se C' ha un unico punto all'infinito, definito su F,,

per 'osservazione 3.2.7 si avra che
|G|=h=1

I domini di Dedekind F,[X,Y]/(Y? — aX — 3), con a, B €F, sono dunque

domini a fattorizzazione unica.

3.4 Curve ellittiche

Sia C' la curva definita da Y% = d(X), con d € F,[x] polinomio di quarto
grado libero da quadrati (con ¢ = p*, p primo, p # 2); sia « il coefficiente
direttore di d.

Osservazione 3.4.1.
’ : : pn—g+l___1 pn —1
Per I'osservazione 1.4.13 si ha che b,, = h 7 =h ] se
p—= p—=
n >2g—2=0. Per n =1 quindi si ha in particolare che b; = h.

D’altra parte, by = #{D eDiv(K)| deg(D) =1,D > 0} =
= #{(P) € Div(K)| (P) divisore primo, deg(P) = 1} = a1, quindi si deve

avere

=
I

a (3.12)



60 3. Anelli quadratici: teorema di Dirichlet ed equazione di Pell

Osservazione 3.4.2.
Supponiamo che a # 0 sia un quadrato in Fy, cioe supponiamo che oo, 0o_
siano definiti su F, (e distinti).
Per (3.7) e per (3.12) allora
Gl =4

mo

dove, per 'osservazione 3.2.5,
mo = min{m €N| 3f €K tale che m((co;) — (co_)) = (f)} =

= min {meN|m = ordu, (a(X)+Yb(X)), a,bF,[X] tali che a*(X)—d(X)b*(X)€F,}

Osservazione 3.4.3.

Supponiamo ora che « non sia un quadrato in F,, cioe supponiamo che
004, 00_ siano definiti su Fp e siano coniugati. Sia (00) = (coy) = (oo_),
certamente allora deg(co) = 2.

La curva C' ha almeno un punto affine definito su F,.

Infatti poiché i punti allinfinito di C' non sono definiti su F,, il numero di
punti affini di C' definiti su F, coincide con il numero di punti di C' definiti
su IFy, a1, e per il Teorema di Weil (Teorema 1.4.17) a1 > p+1—2,/p > 0.

Dunque, per (3.9) si ha che
’G| - 2&1

Osservazione 3.4.4.

Lia—*
Per il teorema 1.4.14, se L € Z[X| ¢ il polinomio tale che ((s) = )

(1—q)(1—¢')
su {s€C| Re(s) > 1}, con deg L = 2g, allora L(1) = h, quindi in particolare

nel caso delle curve ellittiche si ha che L(1) = a.

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema:

Teorema 3.4.5.

Sia C la curva ellittica definita da Y? = d(X), con d(X)€F,[X] polinomio
di grado 4 libero da quadrati, sia « il coefficiente direttore di d.

Sia R=T,[X,Y]/(Y? —d(X)), sia G il gruppo delle classi di ideali di R.
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o Se a ¢ un quadrato in F, allora

G| = % (3.13)

conmg = min {meN| m = orde, (a(X)+Yb(X)), a,bEF,[X] tali che
a*(X) — d(X)p*(X)€eF; }.

e Se o non ¢ un quadrato in Fy allora

G| = 2L(1) (3.14)

Il precedente teorema richiama dunque la forma del Teorema di Dirichlet
per il numero di classi di ideali (teorema 3.1.1). Abbiamo quindi trovato, nel
contesto degli anelli delle coordinate associati a curve ellittiche, un risultato

analogo a questo classico teorema sugli anelli quadratici.

3.4.1 Congetture di Gauss

Nel caso degli anelli delle coordinate associati a curve ellittiche valgono
dei risultati analoghi alle congetture di Gauss per gli anelli quadratici, che

pero, in questo contesto, possono essere provati in modo piu semplice.

Sia F 'insieme dei polinomi di quarto grado, irriducibili, liberi da quadrati
ed a coefficienti in un campo finito F, per tuttiiq = p*, con p primo, p # 2, 3.
Sia . il sottoinsieme di F formato dai polinomi con coefficiente direttore
quadrato e sia E_ il sottoinsieme di E formato dai polinomi con coefficiente
direttore non quadrato.
Fissato un polinomio d € E, la curva di equazioni Y? = d(X) ¢ dunque una
curva ellittica; denotiamo ancora con R il suo anello delle coordinate e con

G il gruppo delle classi di ideali di R.

La congettura di Gauss sui campi quadratici reali ha un analogo in E

e la congettura di Gauss sui campi quadratici immaginari ha un analogo in
E_.
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Osservazione 3.4.6.

Sia d € E_ un polinomio a coefficienti in [y, sia C' la curva ellittica di
equazione Y? = d(X); per il teorema 3.4.5 si ha che |G| = 2a;.

D’altra parte, per il Teorema di Weil (1.4.17) ¢+1—-2,/q < a; < q+1+2,/q,

dunque 2(y/q — 1)* < |G| < 2(/q + 1)*

Fissato n € N dunque puo esistere d € E_ a coefficienti in [F, tale che la
curva ellittica di equazione Y? = d(X) abbia esattamente n classi di ideali
soltanto se 2(,/q — 1) < n, cioeé soltanto se g < (\/g—i— 1)2.

Dunque per ogni fissato n € N esiste solo un numero finito di polinomi
d€ E_ tali che lanello delle coordinate della curva di equazione Y? = d(X)

abbia numero di classi di ideali n.

Inoltre, per ogni ¢ > 3 certamente si puo trovare un polinomio d, € F_ a
coefficienti in F,. Denotiamo con Cj la curva ellittica di equazione
C, : Y? = d,(X). Sia G, il gruppo delle classi di ideali dell’anello delle
coordinate associato a Cy, allora si dovra avere che 2(y/g — 1)* < |G| <

< 2(y/q +1)?, quindi

|G| — o0 per ¢ — o0

Per trattare il caso di £/, sono necessarie alcune considerazioni preliminari.

Osservazione 3.4.7.
Nelle notazioni della sezione precedente si ha che, nel caso delle curve ellit-
tiche, my non puo essere 1.

Sia C una curva ellittica definita su I, cio¢ una curva di genere g = 1.
Per il corollario 1.4.6 al teorema di Riemann-Roch allora per ogni divisore
D € Div(K), con K campo di funzioni di C, tale che deg(D) > 2g —2 = 0 si
deve avere che [(D) = deg(D) — g + 1 = deg(D). In particolare dunque per
ogni punto @) € C(F,) si ha che l((Q)) = deg ((Q)) = 1, cioe L((Q)) ¢ un
IF,-spazio vettoriale di dimensione 1, cioe L((Q)) =F,.
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Ora, se esistesse f = a(X) + Yb(X) € R tale che (f) = (co0;) — (c0_) si
avrebbe che f € L((co_)) \ F,, contraddizione.
Quindi mo = min {meN| 3f € R tale che (f) = m((cos) — (c0_))} > 1.

Teorema 3.4.8. Teorema di Deuring?
Sia q = p*, con p primo, sia t€Z tale che |t| < 2,/q. Allora esiste una curva
ellittica Cy definita su F, tale che Ci(F,) = ¢+ 1 —t se e solo se vale una

delle sequenti condizionai:
e MCD(t,p) =1
e Lk e dispari e
—t=0
—t==4/pq conp=23
e Lk éparie

—t=0conp=2o0p=3(mod4)
—t=%/qconp=3o0p=2(mod3)

—t=42,/7

Osservazione 3.4.9.

In particolare dal teorema precedente segue che per ogni primo p, per ogni
t € Z tale che [t| < 2,/p esiste almeno una curva ellittica C; definita su [,
tale che Cy(F,) =p+1—t.

Nel caso dei campi con un numero primo di elementi si puo ottenere un
risultato piu preciso.
Sia p primo, p > 5; per o, 3 € F), sia C,p la curva ellittica di equazione
Y? = X3+ aX + 3 (si pud provare che ogni curva ellittica definita su F,, con
car IF, # 2,3 ¢ equivalente ad una tale curva che, cosi espressa, viene detta

“in forma di Weierstrass”).

2Questo teorema & stato provato da Deuring nel 1941 in [3]
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Si pud allora provare® che per ogni fissato t €Z, con |t]| < 2,/p, si ha che
#{(a, B) €F2| #Co 3(Fp) = p+1—1t} = g(t* — 4p), con g(d) numero di classi
di ideali di Q(v/d).

Osservazione 3.4.10.

Sia C': Y? = f(X) una curva iperellittica definita su un campo finito F,.
Per il teorema di Weil se ¢ ¢ sufficientemente grande (rispetto ad una fun-
zione del genere di C, quindi del grado di f) deve esistere a €[F, tale che f(a)

sia un quadrato in [F,.

. Xi=X+a . . e
La trasformazione allora muta C' in una curva iperellittica
1 pr—
C, : Y2 = fi(X), con deg fi = deg f, tale che il termine noto di f; & un

quadrato in F,.

In particolare si ha che per ¢ > 7 ogni curva ellittica definita su [F, ¢
equivalente ad una curva di equazione Y? = X3 + aX? 4+ X + v con v

quadrato in F,.

Osservazione 3.4.11.

Sia C': Y? = X3 + aX? + X + v una curva ellittica definita su F,; suppo-
niamo che v sia un quadrato in F,,.

Siano xy, 79, 13 €F, tali che X3 +aX?+ X +v = (X —21)(X — 29)(X —x3)
e sia e€F,. Sia 4 la curva di equazione Y? = d;(X),

condi(X)=(X —e)(—1 X + 1+ x1e)(—22X + 1 + xoe)(—x3X + 1 + z3€).
C ¢ ancora una curva ellittica definita su F, e, poiché —z 2923 = v, dy € E4.
Inoltre, l'applicazione ¢(z,y) = (27! + e,yz2), ovviamente definita su
F,\{0} xF,, da una corrispondenza biunivoca tra C'(F,)\{(0, ¢), (0, —c), oo},
con ¢ =7, e C1(F,) \ {(e,0),004,00_}.

Dunque #C(F,) = #Cy(F,).

Se C' ¢ una curva ellittica definita su F, da un’equazione della forma

Y? = X3+aX?+ BX +7, con v non quadrato, si pud provare analogamente

3Si veda Birch [1]
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che esiste una curva C; : Y2 = d;(X), con d; polinomio di quarto grado di
coefliciente direttore v, tale che #C(F,) = #C(F,).

Osservazione 3.4.12.

Per il teorema 3.4.8 e per le osservazioni 3.4.10, 3.4.11, per ogni g potenza di
un primo sufficientemente grande, per ogni primo p tale che ¢ +1 —2,/q <
<p < q+1+2/q e che soddisfi le ipotesi del teorema di Deuring esiste
un polinomio d,, € Iy a coefficienti in I, tale che, notando C, la curva di
equazione Y? = d, ,(X), si abbia #C,,(F,) = p.

Denotiamo con G, il gruppo delle classi di ideali dell’anello delle coordinate

. . p
associato a Cyp, allora per il teorema 3.4.5 |Gy,| = ——.
a.p
Poiché p ¢ un numero primo e poiché per l'osservazione 3.4.7 mgp > 1 si

0

ap = D Cioe

dovra avere m
’Gq,pl =1

Dunque esiste un’infinita di polinomi d € E, tali che 'anello delle coor-
dinate della curva di equazione Y? = d(X) sia un dominio di Dedekind a

fattorizzazione unica.

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema, analogo per gli anelli delle

coordinate di curve ellittiche alle congetture di Gauss:

Teorema 3.4.13.

Sia E linsieme dei polinomi di quarto grado, irriducibili, liberi da quadrati ed
a coefficienti in un campo finito By, per tutti i ¢ = p*, con p primo, p # 2, 3.
Sia E il sottoinsieme di E formato dai polinomi il cui coefficiente direttore

¢ un quadrato e sia E_ = E\ E,. Allora:

e per ogni fissato n € N esiste solo un numero finito di polinomi d € E_
tali che lanello delle coordinate della curva di equazione Y? = d(X)

abbia numero di classi di ideali n

e csiste un’infinita di polinomi d € E tali che ’anello delle coordinate
della curva di equazione Y? = d(X) sia un dominio di Dedekind a

fattorizzazione unica.
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3. Anelli quadratici: teorema di Dirichlet ed equazione di Pell

Si possono in effetti trovare risultati pitt precisi. Per esempio, per il caso
di E4, C. Friesen e P. van Wamelen hanno provato in [5] i due seguenti

teoremi:

Teorema 3.4.14.

(SR

q

10loglog q
polinomi d € F[x] di quarto grado, monici, irriducibili e liberi da quadrati

Sia Fy, un campo finito con car F, > 3. Allora esistono almeno

tali che lanello delle coordinate della curva Y? = d(X) ha una sola classe di

ideali (cioé € un dominio a fattorizzazione unica).

Teorema 3.4.15.

Sia h €N dispari, allora esiste N €N tale che per ogni ¢ > N, con q = p*, p
primo, p > 3, esiste d€F,[X] polinomio di quarto grado, monico, irriducibile
e libero da quadrati tale che anello delle coordinate della curva Y? = d(X)

ha esattamente h classi di ideals.



Conclusioni

Abbiamo quindi provato un risultato analogo al Teorema di Dirichlet

per anelli quadratici nel caso degli anelli delle coordinate di curve ellittiche

definite su campi finiti.

ponendo in parallelo i due enunciati:

Sia D € Z, D # 1, libero da
quadrati, sia K = Q(v/D), sia R
I’anello degli interi algebrici di K,
sia d il discriminante di K. Sia G

il gruppo delle classi di ideali di R e

sia L(s) = [] (1 - (g) p5> _1.

p primo
e Se D > 0 allora

Vd

= L(1
|G| = L( )210geo

x+y\/c_i

con g = 5 > 1
unita fondamentale, quindi
soluzione dell’equazione di Pell

X? —dY? = +4.
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Questa analogia risulta particolarmente evidente

Sia C' la curva ellittica definita da
Y? = d(X), con d(X) € F,[X] poli-
nomio di grado 4 libero da quadrati,
sia «v il coefficiente direttore di d.
Sia R l'anello delle coordinate di C,
sia GG il gruppo delle classi di ideali
di R.

e Se « ¢ un quadrato in [, allora

L(1)

G| =
mo

con my = min {meN]|

m = ords, (a(X) + Yb(X)),
a,beF,[X] tali che

a*(X) — d(X)b*(X)€eF:}.
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CONCLUSIONI

e Se D < 0 allora

&) — LYl

27

con w numero delle radici

dell’unita in K.

e Se o non ¢ un quadrato in F,

allora

|G| = 2L(1)

Per quanto visto, tale parallelo vale anche per le curve iperellittiche.

In effetti, come provato da Rosen in [9], si puo trovare un risultato ancora piu

vicino al Teorema di Dirichlet; la sua dimostrazione pero prevede 1'utilizzo

di tecniche piu complesse.

Il parallelo fra anelli quadratici e anelli delle coordinate di curve ellittiche

puo essere ulteriormente sviluppato ed in particolare si puo trovare un ana-

logo delle congetture di Gauss:

e Per ogni n € N esiste solo un
numero finito di campi quadratici

immaginart con numero di classi n

e Esistono infiniti campi quadratici

reali con una sola classe di ideali

e Per ogni n € N esiste solo
un numero finito di polinomi d di
quarto grado, irriducibili, liberi da
quadrati, a coefficienti in un cam-
po finito e di coefficiente direttore
non quadrato tali che I'anello delle
coordinate della curva di equazione

Y? = d(X) abbia numero di classi n

e Esiste un’infinita di polinomi d di
quarto grado, irriducibili, liberi da
quadrati, a coefficienti in un cam-
po finito e di coefficiente direttore
quadrato tali che ’anello delle coor-
dinate della curva di equazione

Y2 =

Dedekind a fattorizzazione unica.

d(X) sia un dominio di
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Questa situazione non e eccezionale: nello studio delle curve definite su
campi finiti si possono ritrovare gli analoghi di diversi risultati fondamen-
tali di teoria dei numeri che, in genere, in questo contesto sono piu facil-
mente dimostrabili che nel contesto classico. Per esempio, abbiamo visto
come l'ipotesi di Riemann e le congetture di Gauss, ancora irrisolte, hanno
analoghi, rispettivamente nel contesto delle curve non singolari e in quello

delle curve ellittiche, che invece possono essere provati.






Appendice A

Domini di Dedekind

A.1 Anelli noetheriani

Definizione A.1.1.
Sia A un anello commutativo unitario; si dice che A ¢ noetheriano se ogni

ideale di A e finitamente generato.

Proposizione A.1.1.
Un anello commutativo unitario A e noetheriano se e solo se ogni catena

ascendente di ideali distinti di A ¢ finita.

Dimostrazione.

Sia A un anello noetheriano, sia Iy C I, C --- una catena ascendente
di ideali di A. Certamente .¢ = U;[; & ancora un ideale di A, quindi per
ipotesi deve essere finitamente generato. Per k sufficientemente grande tutti
i generatori di .# dovranno appartenere ad [, dunque . = I, cioe la catena
considerata e finita.

Sia A un anello tale che ogni catena ascendente di ideali distinti di A ¢

finita. Se esistesse un ideale I di A non finitamente generato, si potrebbero

trovare xy, T, ... €I tali che ;11 & (21,...,x;) Vi, quindi
(x1) € (z1,22) C - -+ sarebbe una catena ascendente infinita di ideali distinti
di A, contraddizione. Dunque A deve essere noetheriano. O
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Osservazione A.1.2.
Sia A un anello noetheriano e sia I un suo ideale; allora, poiché gli ideali di
A/I sono in corrispondenza biunivoca con gli ideali di A che contengono I,

A/I & ancora un anello noetheriano.

Proposizione A.1.3.

Sia A un anello noetheriano, allora Alz] é ancora un anello noetheriano.

Dimostrazione.

Sia I un ideale di A; proviamo che I ¢ finitamente generato.

Per neN, sia M,, = {p€ A[X]| degp < n}, M, ¢ allora un sottomodulo di
A[X] finitamente generato. Sia I, = I N M, I,, & dunque un sottomodulo di
A[X]. Sia f, : M,, — A 'omomorfismo di A-moduli definito da

folag + -+ 4+ a, X™) = ay, sia J, = fu(l,); J, € un sottomodulo di A, cioe
un ideale di A. Certamente J,.1 D J, Vne€N, dunque (J,),en € una catena
ascendente di ideali di A. Poiché per ipotesi A € noetheriano, la successione
(Jn) deve essere stazionaria, cioe IN €N tale che J,,, = Jy Vm > N.

Ora, Iy e un sottomodulo di My, quindi e finitamente generato, siano
ai,...,a, generatori di Iy. Sia I’ I'ideale di A[X] generato dagli a;,
I'=(aq,...,a,); proviamo che I' = I.

Certamente a; € I Vi, quindi I’ C 1.

Sia p € I; se degp < N certamente p € Iy, quindi p € I'. Sia m > N,
supponiamo per ipotesi induttiva che pe I’ Vp € I con degp < m; siape [
tale che degp = m. Sia a,, = fu.(p), allora a,, € J,, = Jy, quindi esiste
po € In di coefficiente direttore a,,, sia degpy = n. Allora p = X™ "pg + q,
con degqg < m. Ora, X™ "py € I', quindi X™ "pg € I, quindi g € I. Poiché
deg g < m, per ipotesi induttiva ¢ € I, quindi si ha che pe I’ O

Corollario A.1.4.

Se A ¢ un anello noetheriano allora A[Xy,...,X,] é noetheriano VneN.
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A.2 Anelli a fattorizzazione unica

Definizione A.2.1.
Sia A un dominio di integrita; si dice che A € un dominio a fattorizzazione
unica se ogni suo elemento non nullo e non invertibile si decompone in modo

essenzialmente unico come prodotto di irriducibili.

Proposizione A.2.1.

Sia A un dominio a fattorizzazione unica, allora:

1. per ogni x,y€ A si ha che x|y se e solo se tutti i fattori di x compaiono,

con esponente maggiore o uguale, anche nella decomposizione di y

2. ogni famiglia finita di elementi di A ha massimo comun divisore e

minimo comune multiplo
3. sex|yz e (z,y) =1 si ha che x|z

4. sex €A é irriducibile e z|ay - - - a,, deve esistere i tale che x|a;

A.3 Anelli a ideali principali

Definizione A.3.1.
Sia A un dominio di integrita, si dice che A € un dominio a ideali principali

se ogni ideale di A e principale.

Proposizione A.3.1.

Sia A un dominio a ideali principali, allora A é noetheriano.

Dimostrazione.

E sufficiente provare che ogni catena ascendente di ideali principali distinti ¢
finita.

Sia (ag) € (a1) € --- una tale catena, sia I = U;(qa;), allora I ¢ ancora un
ideale di A, quindi esiste a € A tale che I = (a). Certamente esiste m tale

che a € (a,,); allora (a) = (a,,) e la catena considerata ¢ finita. O
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Proposizione A.3.2.

Sia A un anello a ideali principali, allora:

1. se FCA\ {0}, d é un massimo comun divisore di F' se e solo se

(d) = (F) em ¢é un minimo comune multiplo di F' se e solo se

(m) = [(x).

zeF

2. se x,y € A si ha che (x,y) = 1 se e solo se esistono u,v € A tali che

zu+yv =1
3. sexlyz e (x,y) =1 si ha che x|z
4. se x€A ¢ irriducibile e xlay - - - a,, esiste i tale che x|a;.

Proposizione A.3.3.
Sia A un dominio a ideali principali, allora A é un dominio a fattorizzazione

unica.

Dimostrazione.

Sia z € A\ {0} non invertibile, allora x ha almeno un divisore irriducibile.
Questo & certamente vero se x ¢ irriducibile. Supponiamo che x = x
sia riducibile, sia x; un divisore proprio di x; se x; e riducibile, sia w9
un suo divisore proprio, e cosi via. Per la proposizione A.3.1, la catena
() = (z9) € (x1) € (z2) C --- cosi ottenuta deve essere finita, cioe deve
esistere n tale che z,, ¢ un divisore irriducibile di z.

Ora, sia x € A; se x non ¢ irriducibile esiste p; irriducibile tale che p;|z. Sia
x = p1y1, ancora, se y; non e irriducibile, esiste ps irriducibile tale che psly;.
Iterando questo procedimento si ottiene la catena (y1) € (y2) € - - -; poiché

questa deve essere finita deve esistere k tale che y, = p;. € irriducibile, quindi

tale che py ... pp € una decomposizione in irriducibili di x.

Supponiamo che esistano elementi non invertibili di A \ {0} che ammet-
tano diverse scomposizioni come prodotti di irriducibili. Sia x =p; -+ - p, =

= ¢ ---¢s un tale elemento di A, con pi,...,pr,q1,...,qs € A irriducibili;
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supponiamo che z sia scelto in modo che il numero r di irriducibili che com-
paiono nella prima decomposizione sia minimo. Ora, pi|q; - - - ¢s, quindi

esiste 7 tale che p1|g;; supponiamo che pq|q;. Poiché pq, ¢ sono irriducibili,
si deve avere p; = e1¢q1, con €1 € A invertibile. Sia y = pflx, allora
Yy = E1P2- - Pr = @2+ --(s, cioe y avrebbe due diverse fattorizzazioni, una

delle quali formata da r — 1 elementi irriducibili, contraddizione. O

A.4 Anelli integralmente chiusi

Definizione A.4.1.
Sia A un dominio, sia K un campo tale che ACK, sia x €K, si dice che x ¢

intero su A se Jag,...,a,_1 €A tali che ag + a1z 4+ -+ ap_12" L+ 2" = 0.

Proposizione A.4.1.

Nelle ipotesi della definizione precedente si ha che sono equivalenti:

1. z ¢ intero su A
2. Alz] é un A-modulo finitamente generato

3. Esiste un A-modulo finitamente generato non nullo M C K tale che

M CM.
Dimostrazione.
1. = 2. Sia n€ N tale che esistano ag, ..., a,_1 €A con ag + -+ - + ap_12" ' +
+ a,z" = 0, allora A[z] ¢ ' A-modulo generato da {1,..., 2" '}.

2. = 3. Sia M = Alzx], certamente zA[z] C Ax].

3. = 1. Siano zy, ..., 2z, generatori di M; poiché tM CM,Vi=1,...,m
db; € A, 7 =1,...m, tali che zz; = Ej bijz;. Ora, poiché M & non
nullo, gli z; non sono tutti nulli, quindi (21, ..., z,) € una soluzione non
banale del sistema lineare omogeneo (b;; — xd;;) = Z, quindi si deve
avere det(b;; — xd;;) = 0, equazione polinomiale in z a coefficienti in A

con coefliciente direttore #4-1. O
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Corollario A.4.2.
Sia K un campo, sia A un suo sottoanello, allora gli elementi di K interi su

A formano un anello

Dimostrazione.

Siano a,b€K interi su A. Per la proposizione precedente esistono M, N
A-moduli finitamente generati non nulli tali che aM C M, DN CN.
Certamente M N e ancora un A-modulo finitamente generato. Inoltre,
(a£b)MNCMN e (ab)MNCMN, quindi a + b, ab sono interi su A. [

Definizione A.4.2.

Nelle notazioni precedenti, I’anello degli elementi di K interi su A & detto la
chiusura integrale di A in K.

Sia K il campo dei quozienti di A; se A coincide con la sua chiusura integrale

in K si dice che A ¢ integralmente chiuso.

A.5 Ideali frazionari

Definizione A.5.1.

Sia A un dominio di integrita, sia K il suo campo dei quozienti.

Un ideale frazionario di A ¢ un A-modulo I CK non nullo tale che
Jac A, a#0, con al CA.

Osservazione A.5.1.
Ogni ideale frazionario di A contenuto in A & un ideale di A.

Ogni ideale non nullo di A € un suo ideale frazionario.

Definizione A.5.2.

Siano Iy, I, ideali frazionari di A. Si definisce il prodotto di Iy, I come

LI, = Zazb,| mEN,aZ-EII, bielz VZ}
=1
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Osservazione A.5.2.
Se I, I5 sono ideali frazionari di A anche I115 lo e. Infatti certamente I; 1, CK
¢ un A-modulo non nullo e se z,y € A\ {0} sono tali che zI; C A, yI,C A
allora (zy)l;1, C A.
L’insieme degli ideali frazionari di A dunque forma un semigruppo abeliano

con unita (A).

Osservazione A.5.3.

Sia A un dominio di integrita, sia K il suo campo dei quozienti. Sia I CK
un ideale frazionario di A, sia I' = {z €K| 21 C A}.

Certamente I’ ¢ un A-modulo non nullo.

Siayel, y#0,siaa€A, a+#0, tale che aye A. Allora aye AN I, dunque
Vel si ha che z(ay) € A. I' & quindi un ideale frazionario.

Certamente II'C A, dunque I’ & un ideale di A.

Se [ ¢ tale che II' = A si dice che I ¢ invertibile e si nota I’ = 1.

Osservazione A.5.4.

Ogni ideale frazionario principale, cioe ogni ideale frazionario della forma
aA con a €K, ¢ invertibile e il suo inverso ¢ a =t A.

Se I, I sono ideali frazionari di A tali che I;I, = A allora I, = ]1_1.
Infatti certamente I, C 7, quindi A = [; 1, C ;1] C A, quindi [; ¢ invertibile
eli =011A=111,=Al, = I.

Se Iy, I, sono ideali frazionari invertibili di A anche I; 15 € un ideale in-
vertibile (di inverso I;'[;'). Gli ideali frazionari invertibili di A dunque

formano un gruppo moltiplicativo.

A.6 Domini di Dedekind

Definizione A.6.1.
Sia A un dominio di integrita; si dice che A ¢ un dominio di Dedekind se
A e noetheriano, se ogni ideale primo non nullo di A ¢ massimale e se A ¢

integralmente chiuso.
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Teorema A.6.1.
Sia A un dominio; A é un dominio di Dedekind se e solo se ogni ideale

frazionario di A é invertibile

Lemma A.6.2.
Sia A un dominio noetheriano, sia I # (0), A un ideale di A. Allora esistono
Py, ..., P. ideali primi di A tali che P,---P,CICP,N---NP,.

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che esistano ideali di A, diversi da (0) e A, per
cui non vale la proprieta considerata. Sia I un elemento massimale di tale
insieme.

Certamente [ non ¢ primo, quindi esistono m,n ¢ I tali che mnel.

Siano M =1+ mA, N =1+ nA, allora MNCICMNN.

Si deve avere che M, N # A. Infatti se si avesse M = A si avrebbe che

N =ANCICANN = N, quindi I = N, quindi in particolare n € I,
contraddizione.

Poiché IC M, I CN, per come ¢ stato scelto I certamente M, N soddisfano
la proprieta considerata, cioe esistono Pi,..., P.,Q1,...,Q ideali primi di
Ataliche P,---P.CMCP N---NP.e@ - Q;CNCQ1N---NQs.
Allora Py -+ - P.Q1---Q, CMNCICMNONCP N---NENQi---NQs,

assurdo. ]

Lemma A.6.3.
Sia A un dominio noetheriano integralmente chiuso tale che ogni ideale primo
non nullo di A é massimale. Allora ogni ideale primo non nullo di A é

invertibile.

Dimostrazione.

Sia P un ideale primo non nullo di A. Sia a € P, a # 0, siano P,..., P
ideali primi di A tali che P --- P, CaA, con k minimo.

Ora, certamente esiste 7 tale che P; C P; supponiamo che P, C P. Poiché per
ipotesi gli ideali primi non nulli di A sono massimali, si deve avere P = P;.
PP, SZ aA, quindi esiste b€ Py -+ - P, \ aA. Allora bPC PPy --- P, CaA,
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dunque ba"'PC A, cioe ba~'€ P'.

Poiché P ¢ un ideale di A, certamente A C P'; d’altra parte, ba™' ¢ A,
dunque A C P'.

Abbiamo visto che in generale PP’ ¢ un ideale di A; proviamo che in questo
caso PP = A.

Si ha che P = AP C P'P C A. Poiché P & primo, quindi massimale, o
PP'= Ao PP'= P. Supponiamo che PP’ = P, allora P(P')" = P VneN,
quindi Ve e P, © # 0, Yye€ P'\ A si ha che zy" € PCA. Quindi zA[y] C A,
quindi zA[y| ¢ un ideale di A. Poiché A ¢ un dominio noetheriano, xA[y]
deve essere finitamente generato; sia {ai,...,a,} un sistema di generatori
per A[y]. L”A-modulo A[y] ¢ dunque generato da {ztay, ...,z ta,,}.

Per la proposizione A.4.1 allora y € intero su A quindi, poiché per ipotesi A
e integralmente chiuso, y € A, contraddizione.

Si deve dunque avere PP’ = A, cioe P deve essere invertibile. ]

Lemma A.6.4.
Sia A un dominio noetheriano integralmente chiuso tale che ogni ideale primo
non nullo di A ¢ massimale. Allora ogni ideale proprio di A coincide con un

prodotto di ideali primi.

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che esistano ideali propri di A che non coincidono
con un prodotto di ideali primi. Sia I un tale ideale; per il lemma A.6.2
esistono P, ..., P, ideali primi di A tali che P;--- P, CI. Supponiamo che
I sia stato scelto in modo che k sia minimo.

Si deve avere k£ > 2, infatti se si avesse k = 1 si avrebbe P, C I, quindi,
poiché ogni ideale primo di A € massimale, P, = I, contraddizione.

Per il lemma A.6.3 P, ¢ invertibile e Py --- P, C Pflf - PflPl = A, quindi
P I & ancora un ideale di A.

Per come ¢ stato scelto I, P11 deve coincidere con un prodotto di ideali primi
di A, cioe devono esistere Q1,...,Q,C A tali che Q,---Q, = P~'I. Allora
I =PQ:i---Qg, I & un prodotto di ideali primi di A, contraddizione. ]
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Dimostrazione. Teorema A.6.1

Sia A un dominio di Dedekind, sia I un ideale frazionario di A, sia
a€ A, a#0,tale che al CA. Poiché al ¢ un ideale di A, per il lemma A.6.4
esistono P, ..., P, ideali primi di A tali che P;--- P, = al, quindi tali che
I = (a"tA)P;--- P,. Per il lemma A.6.3, e poiché tutti gli ideali principali
sono invertibili, I ¢ un prodotto di invertibili, quindi e invertibile.

Sia A un dominio tale che tutti i suoi ideali frazionari siano invertibili.
Sia I un ideale non nullo di A, allora 11" = A, dunque esistono ay, ..., a,, €1,
bi,...,byp €1 tali che a1by + - - + ayb,, = 1, quindi tali che z = (zby)a; +
+ -+ (zby)ay, Yrel. {ay,...,a,} ¢ quindi un sistema di generatori per
I. Ogni ideale di A quindi ¢ finitamente generato, cioec A ¢ noetheriano.

Sia P un ideale primo non nullo di A, sia () un ideale massimale di A tale che
P C Q. Allora PQ7 ' C QQ ' = A, quindi PQ~! ¢ un ideale di A. Poiché
(PQ™1)Q = P e P ¢ un ideale primo, o PQ ' C P o Q C P. Se si avesse
PQ~! C P si avrebbe che Q7! = P7'PQ~' C P 'P = A. D’altra parte,
poiché @ ¢ un ideale di A, certamente ACQ~!, quindi si avrebbe Q! = A,
quindi ) = A, contraddizione. Allora si deve avere () C P, quindi ) = P,
cioe P deve essere massimale.

Sia ora K il campo dei quozienti di A, sia x € K intero su A. Per la propo-
sizione A.4.1 allora A[z] ¢ un A-modulo finitamente generato, sia {ay, ..., am}
un suo sistema di generatori. Sia b # 0 tale che ba; € A per i = 1,...,m,
allora bA[z] C A, quindi Alz| ¢ un ideale frazionario di A. Inoltre, poiché
Alz] & un anello, A[z]?> = Alz]. Dunque A[x] = AA[x] = Alz] ' Alz]Alx] =
= Alz]'Alz] = A, quindi z € A, quindi A ¢ integralmente chiuso. O

Teorema A.6.5.
Sia A un dominio di Dedekind, allora ogni ideale proprio non nullo di A puo
essere rappresentato come prodotto di ideali primi, in modo unico a meno

dell’ordine.

Dimostrazione.
Per il lemma A.6.4 ogni ideale proprio non nullo di A puo essere scritto come

prodotto di ideali primi.
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Supponiamo che esistano ideali propri non nulli di A che ammettono diverse
rappresentazioni come prodotti di ideali primi. Sia [ = P, -+ P, = Q1 - Qs
un tale ideale, con P, ..., P, Q1,...,Q, ideali primi di A; supponiamo che
I sia scelto in modo che il numero di ideali primi che compaiono nella prima
decomposizione sia minimo. Ora, ()1 --- Qs C Py, quindi esiste ¢ tale che

Q; C Py;; supponiamo che Q1 C P;. Poiché P;, Q) sono primi, quindi massi-
mali, si deve avere P, = Q. Allora Py--- P, = P['1 = Q'] = Qy--- Qy,
cioe I'ideale P 'I ha due diverse fattorizzazioni, una delle quali formata da

r — 1 ideali primi, contraddizione. O]

Corollario A.6.6.
1l gruppo degli ideali frazionari di un dominio di Dedekind é il gruppo abeliano

libero generato dai suoi ideali prima.

Dimostrazione.

Sia A un dominio di Dedekind. Certamente ogni elemento del gruppo abeliano
libero generato dagli ideali primi di A e un ideale frazionario di A.

Sia I un ideale frazionario di A, sia a € A, a # 0, tale che al C A, cioe
tale che al sia un ideale di A. Poiché per il teorema precedente aA, al
possono essere rappresentati in modo unico come prodotti di ideali primi,
I = (al)(aA)~! puo essere rappresentato come prodotto di potenze di ideali

primi con esponenti interi e questa rappresentazione ¢ ancora unica. O

Osservazione A.6.7.

Sia A un dominio di Dedekind, sia H il gruppo degli ideali frazionari di A.
Gli ideali frazionari principali di A formano un sottogruppo di H, H’', quindi
ha senso considerare G = H/H'; G & detto il gruppo delle classi di ideali
di A.

Definizione A.6.2.

Sia A un dominio di Dedekind, siano I, J ideali di A. Si dice che I e divisibile
per J se I = JK, con K ideale di A.

Un massimo comun divisore di /,.J ¢ un ideale che divide I,.J e che ¢

divisibile per ogni divisore comune di 7, J.
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Un minimo comune multiplo di 7, J ¢ un ideale divisibile per I e per J e

che divide ogni ideale divisibile per I, J.

Osservazione A.6.8.

Siano I = [[ P, J =[] P’?, con #{P| ip # 0} < oo, #{P| jp # 0} < 0,
ideali frazionari di A.

I,J sono ideali di A se e solo se ip,jp > 0 VP e I divide J, se e solo se
ip < jp VP,

Il massimo comun divisore di I, J ¢ K = [[ P** con kp = min{ip, jp};

il minimo comune multiplo di I,.J & L =[] P'* con lp = max{ip, jp}.
Dunque massimo comun divisore e minimo comune multiplo di ideali di un
dominio di Dedekind esistono sempre e sono unici. Il massimo comun divisore
di I, J sara notato (7, .J).

Proposizione A.6.9.

Sta A un dominio di Dedekind, allora:

1. se I,J sono ideali frazionari di A si ha che I CJ se e solo se esiste K,
ideale di A, tale che I = JK

2. se I ¢ un ideale frazionario di A esiste un ideale frazionario principale

aA tale che (aA)I"'C A
3. se I, J sono ideali di A primi fra loro si ha che [J =1MNJ
4. se I, J sono ideali di A si ha che (I,J)=1+J
Dimostrazione.

1. Certamente se I = JK allora I CJ.
Se ICJ allora IJ 'CJJ = A, quindi K = IJ ! ¢ un ideale di A
tale che JK = 1.

2. Sia a € I, a # 0, certamente allora aA C I, quindi per il punto 1.
(@A)I! & un ideale di A.
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3. Per il punto 1. I,J dividono I N J, quindi, poiché I, J sono primi fra
loro, I.J divide I N J, dunque, ancora per 1., I NJCIJ.
D’altra parte, IJCI,IJCJ, quindi IJCINJ.
Dunque IJ =1NJ.

4. Certamente I, JC I+ J, quindi I + J divide [ e J, quindi [ 4 J divide
(1,J), quindi (I,J)C 1+ J.
D’altra parte, (I,J) divide I e J, quindi (/,J) divide I + J, quindi
(I,J)CI+J.
Dunque (I,J) =1+ J.

Definizione A.6.3.
Sia A un dominio, sia I un ideale di A. Siano a, b,z € A, si scrive

axr = b (mod I) se esiste y €I tale che ax = b+ y.

Proposizione A.6.10.
Sia A un dominio, sia I un suo ideale, siano a,b€ A. La congruenza

aX =b (mod I) ha una soluzione x € A se e solo se bel + aA.

Dimostrazione.
Esiste x € A tale che ax = b (mod I) se e solo se esistono x € A, y € [ tali
che b =ax —y, se e solose beaA + 1. O

Corollario A.6.11.
Sia A un dominio di Dedekind, sia P un ideale primo di A, sia a€ A\ P.
Allora Vbe A, YneN la congruenza aX = b (mod P™) ha soluzioni in A.

Dimostrazione.
P"+ aA = (P",aA) = A, dunque per la proposizione precedente la con-
gruenza aX = b (mod P") ha soluzione in A per ogni be A ]
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Corollario A.6.12.

Sia A un dominio di Dedekind, siano Py, ..., P,, ideali primi di A, con

P, # P; Vi # j, siano ay,...,a, € A, sia n € N. Allora il sistema di
X = a; (mod P")

congruenze § .- - ha sempre soluzione in A.

X = a,, (mod PP)

Dimostrazione.
Peri=1,...,msiab,e(P,---P,_1Piy1--- Py,)"\ P, sia x; € A una soluzione

della congruenza b; X = a; (mod P[*) (per il corollario precedente una tale x;

esiste sempre). Sia x = Z b;x;, allora per j =1,...,m si ha che

i=1

Tr = Z bzl’, = bjl’j = Q; (mod P]n) ]
i=1

Corollario A.6.13.

Sta A un dominio di Dedekind, siano I,..., 1, ideali di A a due a due

primi fra loro. Allora per ogni ai,...,a,, € A il sistema di congruenze

X =a; (mod I)
ha soluzione in A.

X = ay, (mod I,,)

Dimostrazione.
Perj=1,....msia [; =[] Pop. 1l sistema di congruenze considerato allora
¢ equivalente al sistema di congruenze X = a; (mod P"‘%), 7=1,...,m,

P ideale primo di A. Poiché gli I; sono a due a due primi fra loro, per

ogni P al pit uno degli o’ & non nullo. Per il corollario precedente, con

n = max; p &p, questo sistema ha soluzione in A. O

Corollario A.6.14.

Sia A un dominio di Dedekind, siano I,J ideali di A primi fra loro. Allora
esiste v € I tale che (xA,J) =1 e (xI~',I)1. Inoltre, se I, & primo con I,
esiste ye I tale che (yA, L) =1, (y[1,I)=1exA+yA=1.



A.6 Domini di Dedekind

85

Dimostrazione.
m

Sia [ = HP;”, con Pi,..., P, ideali primi di I, P, # P; Vi # j. Per
i=1
i=1,...,msia a; € P*\ P™*!'. Per il corollario precedente esiste = € A

r = a; (mod PMHY)

tale che { . Dunque (zA,J) =1exec P\ P v,
T = a,, (mod PomT1)
x =1 (mod J)

quindi z € I, dunque x/~! & un ideale di A, e (xP7%, P;) = 1 Vi, quindi

(x4 1) =1.

Sia xA = Iy, allora (I, I.J) = 1. Per il corollario precedente esiste y € A
y = a; (mod PM™)

tale che yE 0y, (mod Pont) . Come prima allorayel, (y["'I)=1e
y =1 (mod 1)

(yA, I;) = 1. Inoltre, sia yA = 113, allora (I3, I5) = 1.

Dunque 2 A+ yA = 11, + 113 = (115, 113) = I(I5,13) = I. 0

Corollario A.6.15.
Sia A un dominio di Dedekind, allora ogni ideale di A é generato da al pit

due elementi di A

Dimostrazione.

Sia I un ideale proprio di A, allora esistono .J, I; ideali di A primi con 1.
Per il corollario precedente allora si possono trovare x,y € I tali che

I =zA+ yA. ]

Teorema A.6.16.
Sia A un dominio di Dedekind, sia G il suo gruppo delle classi di ideals,

allora sono equivalenti le sequenti affermazioni:
1. |G| =1
2. A & un dominio a ideali principali

3. A é un dominio a fattorizzazione unica
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Dimostrazione.
1. = 2. Sia I un ideale di A. Poiché G = {0} deve esistere a € A tale che
I = aA, cioe I ¢ principale.
2. = 3. Abbiamo gia visto che ogni dominio a ideali principali ¢ un dominio a
fattorizzazione unica (proposizione A.3.3).
3. = 1. Sia a € A irriducibile, proviamo che allora aA ¢ un ideale primo.

Supponiamo che si abbia aA = P;--- P, con Py, ..., P, ideali primi di
A ' s>2 Peri=1,...,s silano a;,b; € A tali che P, = a; A + b; A.

Per ogni i, 0 a t a; 0 a1 b; (altrimenti si avrebbe che P; C aA, quindi
P, = aA, contraddizione). Supponiamo che a { a; Vi.

Ora, aj---as € P;--- Py = aA, quindi ala; - - - as, assurdo perché per
ipotesi a e irriducibile e A € un anello a fattorizzazione unica.

Se si avesse |G| > 1 esisterebbe un ideale primo P di A non principale.
Siano a, b€ A tali che P = aA+bA. Siaa = ay - - - a, la fattorizzazione in
irriducibili di @ in A. Allora gli a; A sono ideali primi, quindi massimali,
e sono tutti e soli gli ideali massimali di A che contengono a. Poiché
P ¢ un ideale primo, quindi massimale, di A e a € P, si dovra avere

P = a;A per qualche i, cioe P dovra essere principale, contraddizione.

]
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