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Sommario

Si mostra come riformulare la teoria della Relativita Generale in forma Lagrangiana e
Hamiltoniana. A tale fine, vengono presentati i risultati della geometria differenziale
necessari. Segue 'analisi dei vari contributi all’azione del campo gravitazionale. Si
conclude con la presentazione del formalismo canonico, fondamento di una possibile
teoria quantistica della gravita.
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Notazione e Convenzioni

e Si adottano le unita di misura geometrizzate in cui la velocita della luce nel
vuoto e la costante di Newton sono pari a uno, c = G = 1.

e La metrica di Minkowski ¢ scelta con la convenzione n = diag(—1,1,1,1).

e Gli indici rappresentati da lettere greche assumono i valori @ = 0,1,2,3,
mentre quelli latini 7 = 1, 2, 3.

e Si adotta la convenzione di Einstein che prevede 1’omissione del simbolo di
sommatoria per indici ripetuti, ad esempio A%p, = X3_, A%,.

e le derivate parziali rispetto alle coordinate x* sono indicate dalla virgola, ad
esempio:

agag

OxH

= Gap,u-

e si usano le parentesi tonde per indicare la simmetrizzazione degli indici e le
quadre per 'antisimmetrizzazione:

1
Aa(ﬁv) = E(Aaﬁv + Aavﬁ)a

1
Aa[ﬁv] = E(Aocﬁv - Aavﬁ )



Introduzione

La Relativita Generale € la teoria moderna dello spazio, del tempo e della gravitazio-
ne, quest’ultima si rivela essere la manifestazione della curvatura dello spaziotempo
causata dalla presenza di massa ed energia. Le basi teoriche vennero poste da Albert
Einstein nel 1905 con i seguenti principi:

e Principio della Relativita Ristretta: le leggi fisiche assumono la stessa
forma in tutti i sistemi di riferimento inerziali.

e la velocita della luce & una costante indipendente dal sistema di riferimento.

Dal punto di vista matematico, questi si traducono nella richiesta che le leggi ven-
gano espresse mediante quantita tensoriali invarianti per trasformazioni di Lorentz.
Nasce cosi la Relativita Ristretta, gioiello della fisica moderna che, tuttavia, non
include la gravitazione Newtoniana e risulta valida solamente per una classe parti-
colare di osservatori. Nel tentativo di risolvere queste problematiche, il principio di
relativita venne ampliato al:

e Principio di Relativita Generale: le leggi fisiche assumono la stessa forma
in qualsiasi sistema di riferimento.

La sua implementazione richiede che si faccia chiarezza sul concetto di osservatore
inerziale. Per fare cio si ricorre al:

e Modello standard delle particelle elementari: I'intensita delle interazioni
mediate da campi di gauge ¢ governata da cariche di entrambi i segni.

Secondo il quale, preparando un apparato sperimentale con cariche totali nulle ci
si assicura che 1'unica forza agente sia I'attrazione gravitazionale. Esperimenti mo-
strano come questa non possa mai svanire, ma i suoi effetti risultino trascurabili per
osservatori in caduta libera. Questo fatto e formalizzato dal:

e Principio di Equivalenza: il moto all’interno di un campo gravitazionale
uniforme ¢ indistinguibile da uno uniformemente accelerato.

Si giunge alla conclusione che gli osservatori inerziali coincidono con quelli in caduta
libera, pertanto ¢ sempre possibile stabilire un sistema di coordinate locale in cui la
fisica venga descritta dalla Relativita Ristretta.

Per il principio di Relativita Generale, in tutti gli altri riferimenti, la forma delle leggi
rimane invariata, ma le quantita tensoriali e le operazioni vengono reinterpretate nel
senso della geometria differenziale in accordo con:
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e Principio di Covarianza Generale: le leggi fisiche in un riferimento gene-
rico si ottengono dalle corrispondenti in Relativita Ristretta reinterpretando
le quantita tensoriali e le operazioni nel senso della geometria differenziale.

Avendo formulato i principi fisici fondanti della teoria, non resta che addentrasi nel

mondo della geometria differenziale per acquisire familiarita con la sua struttura
matematica.
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Capitolo 1

Elementi di Geometria Differenzia-
le

La geometria differenziale si fonda sulla nozione di spazio topologico. Sia M un
insieme di ”punti”, lo spazio topologico (M, {A;}) € una famiglia di insiemi A; C
M, detti aperti, contenente I'insieme vuoto &, tutto M, le unioni arbitrarie e le
intersezioni finite degli A;.

Si definisce mappa un’applicazione da un elemento D C M della topologia in R™,
ovvero ¢ : D — R™. Trattandosi di un’applicazione tra spazi topologici, questa si
dice continua se mette in corrispondenza sottoinsiemi aperti di M con altrettanti
di R".

Una carta ¢ una coppia (A, ¢), con A C M aperto e ¢ mappa continua ed invertibile
spesso indicata con la notazione ¢(P) = x*(P); in altre parole la mappa di una carta
¢ un insieme di coordinate reali per A.

Un atlante & una collezione di carte capaci di ricoprire tutto M: A = {{(4;, #:)} :
M C |J,A;}. Sia P € A;[)A;, allora deve esistere una corrispondenza tra le
coordinate ¢1(P) e ¢o(P) sotto forma di un’applicazione invertibile f : ¢1(A4;) C
R™ — ¢9(A2) C R™ tale che:

(2 o fogn) =L, (¢77 0 f " ogs) =1, (1.1)

dove I e I'identita in M. Una varieta € una classe di equivalenza di atlanti e I'intero
n che caratterizza il cambio di coordinate f si dice dimensione della varieta ed ¢ lo
stesso per ogni carta.

Una curva v € un’applicazione continua da un intervallo I C R in M:

v: I CR— M. (1.2)
La composizione con una mappa ¢ fornisce:
poy: I CR—R" (1.3)
che viene solitamente scritta come:

2% = 2%(\). (1.4)



Una funzione f, definita su una varieta, ¢ un’applicazione f : M — R. Dotando la
varieta di carte, si recuperano i risultati del calcolo differenziale ordinario tramite
la composizione f o ¢! : R" — R. Questo chiarisce 1'uso della notazione:

f=fa®) (1.5)

che non distingue tra f e fo ¢ L.

1.1 Vettori, Covettori e Tensori

Si consideri una curva vy parametrizzata da A e descritta da coordinate z*(\).
Sia f(z®) una funzione, il suo tasso di variazione lungo = é:
df  of dz®
=L = fou® 1.6
X~ dzedx de (1.6)

A seguito di un cambio di coordinate f, e u® = dxz®/d\ diventano:

of  of 0x*  0a°
ox® Oz ox®  Or®

f,a' - f,a (17)

/

o dz?® 3:10 "dze ox*
e N e L (1.8)

Qualunque oggetto A% che si trasformi come:

/
’ 0$a

e (1.9)

si dice vettore o tensore di rango (1,0) ed, in base al segno assunto dalla norma
quadra A“A,, si distingue in:

>0 = A® e di tipo spazio.
A%A, (=0 = A* e di tipo luce. (1.10)
<0 = A“edi tipo tempo.

Ogni oggetto p, tale che:
ox®
o = 7Pa; 1.11
Par = 5P (1.11)

per via della medesima trasformazione, si dice covettore o tensore di rango (0,1). La
contrazione A%p, tra un vettore e un covettore e invariante rispetto ad un cambio di
coordinate e funge da prototipo di scalare o tensore di rango (0,0). Generalizzando,
un tensore di tango (n,m) & un oggetto T 5 che si trasforma come:

o B’ ~ )
ox _ 0z Ox ox e y (1.12)

A . e
Ve Ppe Qa8 O QT

l'intero n indica il numero di indici controvarianti(in alto) e m quelli covarianti(in
basso); si noti che l'ordine ¢ importante e generalmente 7" f 5 F T s

Di particolare interesse ¢ il tensore metrico g,3 che permette di definire il prodotto
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Figura 1.1: un vettore in un punto P ¢ un elemento dello spazio tangente alla
varieta in quel punto.

interno tra vettori e anche di alzare o abbassare gli indici come A, = g,sA° e
p® = g*Ppg; dove g™ & il tensore metrico inverso che soddisfa g*'g,s = 0%. Ad
ogni punto P della varieta & associato uno spazio vettoriale detto spazio tangente(si
veda figura 1.1) allinterno del quale & possibile eseguire somme e sottrazioni tra
tensori. Operazioni del tipo A%(P)B?(Q) o A%(Q)— A%(P), con Q, P punti distinti,
non sono ammesse. Segue che, per essere definita, la differenziazione necessita di
una regola sulla varieta che permetta di confrontare oggetti appartenenti a spazi
tangenti distinti.

1.2 Derivata Covariante

Una tale regola e quella che permette il trasporto parallelo. Si consideri una curva
~(si veda figura 1.2) con u® vettore tangente e A* campo vettoriale definito in un
suo intorno. Sia P un punto sulla curva di coordinate = e ) un altro contrassegnato
da z® + dx®. L’operazione:

dA® = A%(Q) — A*(P)
= AY(2? + daP) — A% (2P) (1.13)
= A% da”

non e tensoriale dal momento che, effettuando un cambio di coordinate, si trova:

/ / 2 /
o o oz~ ., 0z 92° O’z 928

B 907 0ge T Gze 02F P T 9g00aP 9aP
che non coincide con 1.12. Affinché lo sia, 1.13 dovrebbe avere al forma DA® =
A(P) — A%(P), dove A%(P) si ottiene "trasportando” A% da @ a P lungo ~; 1.13
si puo scrivere come DA% = dA® +JA* con §AY = AL(P) — A*(Q). A questo punto
si introduce la regola per effettuare il trasporto parallelo richiedendo la linearita di
A~ in A* e daP cosi che 6 A% = 9,5 A" dz?; per qualche campo non tensoriale %5

detto connessione affine, da specificare.
In questo modo DA% = A‘fﬁdxﬁ + 19,5 A" dz? e dividendo per d\ si trova:

(1.14)

DA~
= Aa.guﬁ

1.15
=l (1.15)

dove u” = dx?/d) & il vettore tangente alla curva e:
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A%(Q)

Figura 1.2: differenziazione di un tensore

= A% + % A" (1.16)

L’ultima equazione definisce la demvata covariante di un vettore A®, altre notazioni
in uso sono A%y = VgA®* e DA%/d) = V, A%

Il fatto che AO‘B sia un tensore permette di dedurre le leggi di trasformazione della
connessione, infatti, a partire da I'} ;A" = A% — A%, ¢ facile mostrare che:

ox® OxP 2x  OxP
a Am 9T u
ﬁ/A 90 8x5'F“ﬁA SO 8x5'A . (1.17)

Esprimendo A*'in termini di A* ed essendo il campo vettoriale arbitrario:

. Ozt 9z 9P 92z Oz
| P S (1.18)
WP Dam oxe Oxb' # Ozxr0xP Oxb
moltiplicando per dz*/dx"" e riordinando gli indici:
, oz 9zP dxr 92z 9P Oxt
Fa/B/ - Li,i/ Ozﬁ - :U i 7 * 7. <119)
B ozxe 0zb Ozw ~ * Oxr0zP OxP Oxk

Da quest’ultima si evince come la connessione non sia un tensore per via della pre-
senza del secondo termine a destra.

La differenziazione covariante puo essere estesa ad altri tensori richiedendo che
l'operatore D soddisfi la regola di derivazione del prodotto. Per i covettori:

d(A%pa) = D(A%a) = (DA%)pa + A*D(pa), (1.20)

scrivendo 'espressione a sinistra come A% pada’ + A%, 5 da’ ed usando 1.15 e 1.16

sl trova:
Dpa

B8
== 83U
dA pa,ﬁ ?

(1.21)

dove:

Do = Pa,g — F‘fw Pu- (1.22)
La procedura si generalizza ad un tensore di rango arbitrario. Ad esempio, la
derivata covariante di un tensore di rango (1,1) e

=179, + T T T9, (1.23)

4



ovvero compare un termine di connessione per ogni indice: positivo se l'indice e
controvariante e negativo se covariante.

Nella teoria della relativita generale si adotta una connessione simmetrica e compa-
tibile con la metrica:

% =T%, Gassy =0, (1.24)

proprieta che derivano dal principio di equivalenza. Le condizioni precedenti impli-
cano:

1
aﬁv = §gau (9usry T G — 9Bvs) (1.25)

e la connessione ¢ interamente determinata dalla metrica; in questo contesto i simboli
"%, sono noti come simboli di Christoffel.

Un campo tensoriale 7% & trasportato parallelamente lungo una curva v, se la sua
derivata covariante risulta nulla: DT /d\ =T¢%"  u* = 0.

1.3 Geodetiche

Sia v una curva descritta dalle relazioni z®(\) e siano P e ) due suoi punti, la
distanza tra questi puo essere calcolata come:

Q
6:/ /£ GusiiB ), 1.26
; 8 (1.26)

dove #* = dz®/d\. All'interno della radice quadrata, il segno & positivo(negativo)
se la curva e di tipo spazio(tempo); sono escluse quelle di tipo luce.

La curva che minimizza il funzionale 1.26, detta geodetica, si ottiene sostituendo
L(z", #*) = (£g,,4"i")"? nelle equazioni di Eulero-Lagrange:

== . (1.27)

I calcoli mostrano che le z®(\) devono soddisfare le equazioni differenziali:
B+ %2707 = k(N (1.28)

dove k = dIn L/dA. L’equazione precedente puo anche essere scritta come uﬁ“ﬂuﬁ =
ku®, dove u® = z* ¢ il vettore tangente alla geodetica. Una scelta particolarmente
utile per la parametrizzazione ¢ il tempo proprio T, se la geodetica ¢ di tipo tempo,
oppure la distanza propria s, se di tipo spazio. Poiché dr? = —gagdx“dxﬁ per le
prime e ds? = g,sdz*dz”? per le seconde, L = 1 in entrambi i casi; cid implica xk = 0
e 1.28 diventa:

i+ %4787 =0, (1.29)

oppure uojﬁuﬂ = 0, dalla quale si evince che il vettore tangente e trasportato paral-
lelamente a se stesso. Le equazioni 1.29 sono invarianti per riparametrizzazioni del
tipo A = X = a\ + b con a,b costanti, parametri legati a s e 7 da queste trasfor-
mazioni si dicono affini. A partire da 1.28 & sempre possibile introdurre un nuovo
parametro \* legato al precedente tramite:

‘K — exp [ / S V) d)\’] (1.30)
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e tale che 'equazione delle geodetiche assuma la forma 1.29. Lungo una geodetica,
la quantita scalare ¢ = u®u, € una costante infatti:

de
dr

L’importanza delle geodetiche in Relativita Generale risiede nel fatto che si tratta
delle traiettorie seguite dalle particelle in caduta libera. Infatti, indicando con u®
la loro quadrivelocita, in un riferimento comovente, il moto deve essere rettilineo
uniforme per il principio di relativita generale:

= (uuy)pu’ = (u5u Yug + u® (uapu’) = 0. (1.31)

d’ze  d*z* A% dat da”
0=~ = = re, ——=u,u" 1.32
T T @ ae ety ar e (1.32)
dato che v7 = 2° = t, dove v = (1 — u?/c?)~1/2 & l'usuale fattore relativistico per

una particella in moto con velocita constante @ = dz/dt e T'*
riferimento scelto.

w X Gup = 0 nel

1.4 Derivata di Lie

Nella sezione precedente e stata definita la derivata covariante introducendo una
legge, detta connessione, per trasportare parallelamente tensori sulla varieta, ma in
geometria differenziale e possibile un’altra nozione di derivabilita. Si consideri una
curva 7y con vettore tangente u® = dz®/d\ e un campo vettoriale A* definito in un
suo intorno(si veda nuovamente figura 1.2). Come prima, il punto P sara dotato
delle coordinate x®, mentre il punto @) di z 4+ dx®. L’equazione:

2 =2 +dz® = 2% + u*dA (1.33)

puo essere interpretata come una trasformazione infinitesima dal sistema x a z’ per
via della quale, il vettore A% diventa:

ox'™

A () = 97 AP (2)
= (5% + u%; AN A®(x) (1.34)
= A%(x) + uo"ﬁAﬁ(x) dA,
OVVero:
A(Q) = A%(P) + u®; AP(P) dA. (1.35)
Il valore del campo vettoriale A%(Q)) puo essere espresso come:
A%(Q) :Aa($+dx)
= A%(z) + A%(z) dz” (1.36)
— A%(P) +uBAa 5(P)dA

che in generale non coincide con A"*(Q). La loro differenza definisce la derivata di
Lie del campo A* lungo la curva ~:

A*(Q) — A*(Q)
A ‘

L A%(P) = (1.37)



Combinando le ultime tre equazioni si trova:

LAY = A%’ — w3 AP, (1.38)

)

La derivata £,A® € un tensore, infatti 1.38 e equivalente a:
LAY = A% guP — u® g AP (1.39)

la cui natura tensoriale ¢ evidente. L’operazione cosi definita puo essere estesa
facilmente agli scalari come L, f = df/d\ = f,u®, ai covettori:

Eupa = Pa,s UB + uﬁ,oz Ps = Pa;s uﬁ + U/B;oz Psa, (140)
e ai tensori di rango (1,1):
L,T%=T% u* —u*Th +u"', T
S (1.41)
=Lt _u;uTB +u;5TM;

ulteriori generalizzazioni sono ovvie. Si puo verificare che la derivata di Lie soddisfa
la legge di derivazione del prodotto:

L, (A%pg) = (L,AY)pg + A% (Lups). (1.42)
Un campo tensoriale 7% si dice Lie dragged lungo v, con vettore tangente u®, se
la sua derivata di Lie ¢ identicamente nulla: £, 7% = 0. Scegliendo un sistema di
coordinate nel quale 2!, 22 e 2 sono costanti lungo la curva e 2° = \:
dz® .

Y= — =, 1.43
dove il simbolo ”=” indica che l’espressione precedente ¢ valida solamente in un
riferimento particolare. Segue che u?g = 0, cosi che:

LT =T, u'= 0 T 4
uwl g = B g = @ Bt (1- 4)
Se L, T%; = 0, dunque se un tensore ¢ Lie dragged lungo v nella direzione u®, ¢

possibile trovare delle coordinate nelle quali u® = 6% e T% = 0. Viceversa, se le
componenti di un tensore non dipendono da una coordinata particolare z°, allora la
derivata di Lie nella direzione di u® si annulla.

Se il tensore considerato ¢ quello metrico si trova L¢gag = 0 con & = 0% e il vettore
&% si dice vettore di Killing.

Affinche &% sia di Killing deve soddisfare:

0= Legap = Eap + Epia (1.45)

e il tensore £,.5 ¢ antisimmetrico se £* ¢ di Killing. I vettori di Killing permettono
di determinare delle costanti del moto lungo le geodetiche:

d
dA
A destra, il primo termine si annulla in virtu dell’equazione delle geodetiche e il
secondo svanisce a causa della contrazione tra &,.5 antisimmetrico e u®u? simmetrico.

(u&a) = (u®&a) 5 u° = uule, + Eupuu’ = 0. (1.46)
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1.5 Planarita Locale

Per ogni punto P dello spaziotempo € sempre possibile trovare un sistema di coor-
dinate 2% tale che:

ga'ﬁ’(P) = Nuo'p’s Faﬁ/’y’(P) =0, (147)

dove nyp = diag(—1,1,1,1) ¢ la metrica di Minkowski; un tale riferimento ¢ detto
localmente Lorentziano. Si noti come non sia possibile annullare le derivate prime
della connessione in uno spaziotempo curvo. L’interpretazione fisica della planarita
locale e fornita dal principio di equivalenza: osservatori in caduta libera non percepi-
scono gli effetti del campo gravitazionale nelle immediate vicinanze. Per ricavare le
1.47 si consideri un secondo riferimento x® e si assuma, senza perdita di generalita,
che il punto P sia l'origine di entrambi. Le coordinate sono legate tra loro da:

T aﬁ/.rﬁ + O($2),

/ 1.48
z® = A%a” + O(2), (148)
con Ao‘ﬂ/ e A‘g, matrici ad elementi costanti che soddisfano:
ACLA“[;, = 0%, AC:L,A’fB = 0%. (1.49)
A seguito della trasformazione z* — ', la metrica diventa:
Jorp(P) = A% A", gap(P) (1.50)

e ponendo gup (P) = nyp si ottiene un sistema di 10 equazioni per i 16 elementi
di A%,. Questo ammette una soluzione unica una volta fissati i rimanenti 6 che
specificano una trasformazione di Lorentz(3 parametri per i boost e altrettanti per
le rotazioni).

Avendo determinato A%, si trova A% per inversione. Al secondo ordine 1.48 diventa:

/ / 1 /
a® = A%’ + 53%7 27 27+ O(?), (1.51)

. . ! . . o . . . . . . . .
per coefficienti B%, costanti e simmetrici nei simboli covarianti. Ricordando che i
simboli di Christoffel si trasformano secondo:

% (P) = A2 A ALTS (P) — By, A AL, (1.52)
la connessione F“BIW(P) si annulla quando:

9 = A%TY (P). (1.53)

1.6 Determinante della Metrica

La quantita y/—g, con g = det[gag], compare frequentemente in geometria diffe-
renziale. Il calcolo differenziale ordinario, infatti, prescrive che, a seguito di un
cambio di coordinate z* — z(2®), 'elemento di volume infinitesimo si trasforma



come d*z = Jd*2'; dove J = det[0x*/0x*] & lo Jacobiano. La metrica nel nuovo
riferimento e:

ox® OxP

Jo'g’ = _8I‘a/ axﬂ/ Jops (154)

e ricordando che il determinate del prodotto di matrici ¢ uguale al prodotto dei
determinanti si conclude che ¢’ = gJ%.

Se % ¢ localmente Lorentziano, ¢ = —1 e 'elemento di volume quadridimensionale
dia’ = J71d%z = \/g/g'd*x si scrive come:

d*z’ = \/—gd*x. (1.55)
Di seguito si ricavera il risultato particolarmente utile:

1

T* = g™ g0 =——(vV/—0)a 1.
poe = 59" G, \/_—g( 9), (1.56)

Per la dimostrazione si consideri, data una matrice M, la variazione di In |det M|
indotta da quella degli elementi di M:

dln|det M| =In|det(M + 0M)| —In|det M|
I det(M + dM)

det M (1.57)
=Indet M~ (M +0M)

= Indet(1 + M '6M)
e ricorrendo all’identita det(1 4 €) = 1 4+ Tr e + O(€?) si ottiene:

§In|det M| =In(1+ Tr M~'6M)

1.58
=Tr M~ '6M. (1.58)
Sostituendo il tensore metrico al posto di M si giunge a §1In |g| = g**0gag o:
0
_ B
G 191 = 97 o, (1.59)

questo dimostra 1’equazione 1.56 dalla quale si ricava la formula della divergenza
per un campo vettoriale A%:

o —_L =gy .
A% = = (VA (1.60)

un risultato analogo vale per campi tensoriali antisimmetrici B

B, = %—g (vV=9B*") . (1.61)

1.7 Curvatura

Il tensore di Riemann R ; e definito dalla relazione:

Al g — Al = =R 5 A, (1.62)
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valida per qualsiasi campo vettoriale A%. Sviluppando le derivate covarianti nell’e-
quazione precedente si trova:

a T el a K a T
8ys = Doy = Dy s 155 — Tusl s, (1.63)

che risulta antisimmetrica negli ultimi due indici covarianti. Le altre proprieta di
simmetria si possono stabilire valutando R%.; in un riferimento localmente Loren-
tziano:

* 1
Raﬁ’ﬂs = § (gats,ﬁw — Yav,85 — 9B,y + gﬁ'y,aé) (164>
dalla quale seguono:
Ragys = = Rpans = —Rapsy = Rasag (1.65)
e:
R#aﬁ’}’ + R,u'ya,@ + R,u,B’ya = O; (166)

valide in un riferimento qualsiasi.
Il tensore di Riemann soddisfa, in aggiunta alle identita div Bianchi:

Ruvapy + Ruvyasp + Buwpyia = 0, (1.67)
le relazioni:
Puap — Pup;Ba = Ryuaﬁ Pv (1.68)
e:
A A
lef;aﬁ - lef;ﬂa - _Ru)\aﬁ Tl/ +R vaf T/;\ (169)
Contrazioni di R}, ; producono il tensore simmetrico di Ricci Rap e lo scalare di
Ricci R:
Ros = R*;MB, R =R (1.70)
che compongono il tensore di Finstein:
1
Gap = Rap — 5 1as; (1.71)
anche questo simmetrico. Da 1.67 seguono:
G5 =0, (1.72)

note come identita di Bianchi contratte. Le equazioni di campo di Einstein:
G = 8r T (1.73)

legano la curvatura dello spaziotempo, descritta da G*?, al contenuto di massa ed
energia del tensore energia-impulso T*?. L’equazione 1.72 implica T O‘;Bﬁ = 0 che
formalizza la conservazione dell’energia in uno spaziotempo curvo. Per via della
simmetria di G*® e delle identitd di Bianchi, solamente 6 delle 16 equazioni 1.73
sono indipendenti e la metrica ¢ determinata a meno di quattro costanti arbitrarie
dovute alla liberta nella scelta del riferimento. Le equazioni di campo si possono
anche riscrivere nella forma:

1
R = 81 (Taﬂ — 5Tgaﬂ> : (1.74)

dove T'=T¢ e la traccia del tensore energia-impulso.
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1.8 Superfici

In una varieta spaziotemporale quadridimensionale, una superficie > ¢ una sottova-
rietd tridimensionale descritta da restrizioni sulle coordinate:

B(a”) = 0, (1.75)
oppure tramite equazioni parametriche:
x® =z (y*); (1.76)

dove y*(a = 1,2, 3) sono coordinate intrinseche a X.

Figura 1.3: Una superficie tridimensionale nello spaziotempo.

Il vettore ® , ¢ normale alla superficie dal momento che il valore di ® cambia sola-
mente lungo una direzione ortogonale ad essa. Un wversore normale n,,, diretto nella
direzione di ® crescente(n*® , > 0), si puo definire, se n“n, = ¢ # 0, come:

ed,

Cio non ¢ possibile se ¥ ¢ di tipo luce perché ¢g"'® @, = 0 ed in questo caso si
sceglie:
ko =—0, (1.78)

)

come vettore normale; il segno negativo garantisce che k% sia diretto verso il fu-
turo quando ® aumenta nella stessa direzione. A partire da ka;ﬁkﬁ = QD;aﬁ@’B =
P50 PP = (P 3P 7),, si dimostra che k* deve essere tangente alle geodetiche di ti-
po luce su X: essendo ((1315613”3 ) identicamente nullo sulla superficie, il suo gradiente
deve essere diretto lungo k* cosi che (® 3®#)., = 2rk,; per qualche scalare k.

Si conclude che il vettore normale soddisfa:

kK =k (1.79)
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Figura 1.4: Curve generatrici su una superficie di tipo luce.

che coincide con 1.28 e la superficie e generata da geodetiche di tipo luce con vettore
tangente £%. Risulta conveniente dotare ¥ di un sistema di coordinate composto
dal parametro \ e (A = 2,3) in modo da poter scrivere:

Y = (), 0%, (1.80)

variare A mantenendo 64 costanti produce spostamenti lungo le generatrici, nel caso
contrario quelli ortogonali alle curve.
A partire dalle equazioni parametriche 1.76 si ricavano i vettori:

oxr”
e = 1.81
t= 5 (1.81)
tangenti a X(efk, = 0, se di tipo luce e e¥n, = 0 altrimenti) e gli intervalli

infinitesimi sono descritti da:

ds3 = gap da®™ da”

ox® oxP?
— g, du® ) [ === dqu° 1.82
gﬁ(ay“y)<5y”y) (182)
= hay dy” dy?”,
dove:
hap = gagegef (1.83)

e la metrica indotta, nota anche come prima forma fondamentale, sulla superficie.
Questa si comporta come uno scalare rispetto alle trasformazioni z® — z® delle
coordinate spaziotemporali, ma come un tensore per trasformazioni y* — y® di
quelle intrinseche; oggetti di questo si dicono tre-tensori.

Le relazioni precedenti si semplificano quando la superficie considerata e di tipo
luce poiché da 1.80 seguono ef = (9z%/ON)ga = k®, hiy = gaph®k® = 0 e hia =
gaﬂkzaei = 0; essendo e = (0x%/064), ortogonale a k per costruzione. In questo

caso dunque:
dst = o4p do* dOP (1.84)
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con: ;
ma
TAB = Jap ejeg, eq = (W) (1.85)
A

e la metrica indotta o445 € un due-tensore.
Per concludere, la metrica inversa si puo decomporre come:

g% = en®n® + hee) (1.86)
nota come relazione di completezza. Per ¥ di tipo luce si introduce un campo
vettoriale ausiliario N¢ tale che N,k* = —1, N,e% = 0 e l'equazione precedente
diventa:

g = —k“NP — N°kP 4+ 648 eSel). (1.87)

1.9 Integrazione sulle Superfici

Se ¥ non e di tipo luce:
A = |h|V2 d3y, (1.88)

dove h = det]hy]. La quantita d¥ € un volume infinitesimo invariante della superficie
detto elemento di superficie. La combinazione n,dY fornisce un vettore orientato
nella direzione di ® crescente; nel caso di tipo luce queste quantita non sono definite
perché h = 0 e n, non esiste. La generalizzazione di 1.88 é:

A%y = Epapy eteyey dy, (1.89)
dove €08y = /—g[a S| € il tensore di Levi-Civita e il simbolo [z o 5 7] vale:

+1 se afvd e una permutazione pari di 0123.
[aBvd] =< —1 se aByd ¢ una permutazione dispari di 0123. (1.90)

0 se due indici qualsiasi coincidono.
L’equazione 1.89, valida in generale, si puo scrivere come:
d¥, = en,dX (1.91)

per superfici di tipo spazio o tempo. Poiché d¥, & proporzionale al tensore di
Levi-Civita, il suo segno dipende dall’ordinamento di 4%, y? e 3 ed, essendo questo
arbitrario, si adotta la convenzione che rende lo scalare f = 5uamn“e§‘e§ e] positivo.
Quando ¥ ¢ di tipo luce si fissano le coordinate (), 62, 63) cosi che e = k, d3y =
dAd?0 e 1.89 si scrive come:

d¥, = k" dS,, dA, (1.92)

dove:
dS,, = ep sy d*0 (1.93)

e interpretato come un elemento di area superficiale bidimensionale. Questo am-
mette anche la forma alternativa:

dSap = 2k Ng/o d%0 = (ko Ng — Nokg)y/o d°0, (1.94)
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dove N, ¢ il campo vettoriale introdotto in 1.87 e ¢ = det[o45]. Combinando 1.92
con 1.94 si trova:

dXy = —kov/o d*0dN. (1.95)

A meno del segno, I'elemento di superficie & orientato come k., d\ rappresenta
una distanza infinitesima lungo le generatrici mentre \/od?*@ ¢ un elemento di area
bidimensionale trasversale a queste. Come prima si adotta la convenzione che rende
f = €, NFE €5 ed positivo.
L’interpretazione di 1.93 come elemento di area superficiale ha validita generale. Una
superficie bidimensionale S, infatti, & una sottovarieta di ¥ descritta da ¥ (y*) =0 e
da equazioni parametriche y%(#) nelle quali le §4 sono coordinate intrinseche a S,
segue che 7, o< 9,1 ¢ il versore normale e e = Jy?/00* sono i vettori tangenti.
La metrica indotta su S da hyp € o4 = habeje% e vale la relazione di completezza
het = rorb 4 gABed b,
Le relazioni parametriche y%(#4) e 2%(y®) si possono combinare per fornire (%)
e 1 vettori: ore O 9y

e = 504 Oy 964 =etey (1.96)
tangenti a S, mentre quelli ortogonali sono n® di tipo tempo e r* = r%e% di tipo
spazio; quest’ultimo si puo esprimere come 7, < 0,V tramite una funzione ¥(z%)
tale che \D’E = . La metrica indotta ¢ ancora:

— a b __ a B\ ja b
oap = hay €ep = (gaﬁea eb> e4ep

= gas (5 e4) (o7 ) (L97)
= gap €fien
e vale la relazione di completezza.
g = —nonf +rorf 4 UABejeg. (1.98)

Per concludere, dS,s si puo esprimere tramite i vettori n® e r* e la quantita y/od?0
come:

dSas = —2np,reV/0 d°0 = —(nars — rang) Vo d6. (1.99)

1.10 Teorema di Gauss-Stokes

Si consideri una regione ¥ della varieta spaziotemporale limitata da una superficie
chiusa 07, per ogni campo vettoriale A% definito in ¥ vale:

/Ao‘;a\/—gd‘lx:j{ A*dY,, (1.100)
v oY

dove dX, e I'elemento di superficie definito come in 1.89. Per derivare questo risul-
tato, noto come teorema di Gauss, si ricorre al sistema di riferimento in 7" mostrato
in figura 1.5. Questo si costruisce a partire da una foliazione di ¥ per mezzo di
superfici chiuse indicizzate dalla coordinata radiale 2 (con 2° = 1 sulla frontiera 9%

e 2 = 0 su quella avente volume nullo situata al centro di #’). Le rimanenti si
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Figura 1.5: dimostrazione del teorema di Gauss-Stokes.

comportano come angoli sulle foliazioni 2° = costante e coincidono con le y¢ fissate
su Y.

In questo riferimento, 'integrale sinistro di 1.100 diventa:
/ A% —gd's = / (V=g A%)0dle
v v
= /dx0 7{(\/—9 A% g dPx + /dx0 ]{(\/—g AY) Pz
d
* o ¢ /= A0 33

20=1

- 7{\/—_gAOd3x

20=0

= V—gA°d3y.
oY

Nella prima riga si e fatto uso della formula della divergenza 1.60 per il campo
vettoriale A%. Il secondo integrale nella seconda svanisce poiché le % sono coordinate
angolari e l'integrazione viene effettuata su una superficie tridimensionale chiusa.
Nella quarta, il contributo 2° = 0 si semplifica perché la superficie corrispondente
ha volume nullo. Nelle coordinate scelte dY, = §°,/—g d3y cosi che:

7{ Aadzaéf A/ =g d’y (1.102)
oY oY

mento adottato, dimostrando cosi 1.100.

Una seconda versione del teorema, nota come teorema di Stokes, riguarda superfici
tridimensionali ¥ limitate da frontiere bidimensionali chiuse 0¥. Questa afferma
che per ogni campo tensoriale antisimmetrico B*? in 3:

1
/Ba@ Az, = -?f B*%dS,g, (1.103)
7 2 Jos
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dove dS,s ¢ I'elemento di superficie bidimensionale definito in 1.93.

La dimostrazione procede in maniera simile al caso precedente: si costruisce un rife-
rimento tale che 20 sia costante su ¥, 2! = costante descriva superfici bidimensionali
chiuse innestate in ¥(con x' = 1 che rappresenta 0% e ' = 0 quella ad area nulla
al centro) e le 24 siano nuovamente coordinate angolari coincidenti con le 4 su 9%.
Con questa scelta dX , = 62v/—g dz' dz? dz?® e I'integrale a sinistra diventa:

/EBO‘;%dEa:/E\/%_g(\/—_gB“’B)ﬂdE
i/(\/_Bw) da'dz?dx®
/dx 7{ V—gB"™) 1 dx*dz? +/d:v1 7{(\/—_gBOA),Ad$2dx3
%\/_Bmd:czdx o
E\/—_gBmdQQ,

z1=0

(1.104)

dove si e usata la formula della divergenza 1.61; i calcoli restanti sono del tutto ana-
loghi al caso precedente. Nel riferimento adottato B**dS,s = (B — B'?),/—gd?¢ =
2B, /=gd?f e I'integrale a destra diventa:

1 ]
—7{ B*dS,4 :f B"\/=gd?0, (1.105)
2 Jox o

dimostrando cosi il teorema.

1.11 Derivata Covariante Intrinseca

Data una superficie ¥ si consideri un campo tensoriale A% tangente ad essa.
Questo ammette la decomposizione:

Aaﬁ,,_ _ Aab...egel/_f cee (1106)

dove e = 0z*/0y® sono i vettori di base su X. L’equazione precedente implica che
AP, = A%ng = ... = 0. Qualsiasi tensore T pud essere proiettato sulla
superficie tramite la metrica h®? = h“begef = g% — en®n” come h";hﬁy TR
Le proiezioni:

Aaﬂ eo‘ebﬂ ce = Aab... = hamhbn ces AT (1107)

forniscono il tre-tensore A% associato a A“?. Si ricordi che A% si comporta
come uno tensore per trasformazioni y* — y® delle coordinate intrinseche a ¥ e
come uno scalare per 2% — x® . La derivata covariante di A*% puo essere associata
a quella di A% tramite una connessione compatibile con la metrica indotta hg,. Si
consideri, per semplicita, un campo vettoriale tangente A% cosi che:

A% = A%, A%ng =0, A, = Ane® (1.108)
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Si definisce derivata covariante intrinseca di un tre-vettore A, la proiezione di A,z
sulla superficie:
Agp = Anyp ey, (1.109)

L’oggetto A, non ¢ altro che la derivata covariante di A, definita in termini della
connessione [}, compatibile con f:

Auip ef{ef = (Aaeg);ﬂeg — Aq eg;ﬁel[j

= Ao €y — Carp €y A%
94, P (1.110)

_ o B pc
€lCay;s €A

 0xP Oyt
= Aa,b - 1—‘cabf4cg
dove:
Ceap = €)€ars €5 (1.111)
e 1.109 diventa:
Aap = Aap — T A (1.112)

La connessione Iy, definita in 1.111, si puo ricavare da:

1

Leay = 5 (hca,b + hcb,a - hab,c) (1113)
e risulta compatibile con Ag:
h =h a By _ a By
able = hapyy €gey¢l = (Jdap — Enang)yy €ge, el

, (1.114)
= —&(Nanng + nangs)ege el =0

per via di nyef = 0. Dunque la derivata covariante intrinseca coincide con la derivata
covariante di un tre-tensore.

1.12 Curvatura Estrinseca

Le quantita A, = Aspel ef sono le componenti tangenziali del vettore A%, ebﬁ .

Esprimendo A% ef come g5, A" 5 ef e facendo uso di 1.86 si ottiene:

A5 €] = (enm, + K clen,) A% €l (1115)
=¢ (nuA’:“B ebﬁ) n® + h" (Au;ﬁ eﬁleb> es. .

Usando 1.109 ed il fatto che A* & ortogonale a n*, ’equazione precedente diventa:

A% ef = —c <nm5A“ef> n® + h"" A ey

(1.116)
= Ay e, —eA” (nu;g el eb) n®

e introducendo il tre-tensore:

Koy = Nz €2y, (1.117)
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detto curvatura estrinseca, o seconda forma fondamentale, & possibile riscrivere 1.116
come:

A% ge) = A% et — e AYK yn® (1.118)

dalla quale si evince che A“|b coincide con la componente puramente tangenziale del
campo vettoriale, mentre —e A K, rappresenta quella normale.
Sostituendo €% al posto di A%, A° = §¢ e le 1.112, 1.118 implicano I'equazione di
Gauss-Weingarten:

Cos e =T¢, e — eKqn. (1.119)
La curvatura estrinseca ¢ un tensore simmetrico:

Ky = K, (1.120)

cio e dovuto all’ortogonalita dei vettori e e n® e alla relazione eg‘;be’f = eg‘;ﬁeg cosl
che:

e €2 ¢f = —ma €8l
= —naepgen (1.121)
B

=Ngpep €

a-*

Dalla proprieta di simmetria della curvatura estrinseca deriva:

1
Kap = n(a;ﬁ)egeg = 5(5719045)6365 (1.122)

che esplicita la dipendenza di K, dalla derivata normale del tensore metrico.
Sono valide anche le relazioni:

K =h"K, =n?, (1.123)

dalle quali si conclude che K ¢ legato all’espansione di una famiglia di geodetiche che
intersecano la superficie ortogonalmente(cosi che il vettore tangente sia n®). Una su-
perficie si dice convessa se K > 0, concava altrimenti. Mentre h,;, descrive gli aspet-
ti intrinseci della geometria di una superficie, K, riguarda quelli estrinseci ovvero
il modo in cui questa e immersa all'interno dello spaziotempo quadridimensionale
circostante.

1.13 Equazioni di Gauss-Codazzi

Una volta introdotta la metrica indotta h,, e la derivata covariante intrinseca si
costruisce un tensore di curvatura intrinseca R, tale che:

Ac|ab - Ac|ba == CdabAd (1-124)

che implica:
b = Lana = Diaap + Tonal"a — Tpl (1.125)

Il tre-tensore di Riemann R¢, , si ottiene restringendo la sua versione quadridimen-
sionale R%aﬁ su . Per fare questo si parte dall’identita:

(€256)) €l = (I%,e5 — eKaun®),, €] (1.126)
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che segue da 1.119. L’espressione a sinistra e pari a:

a B Y By a By
(ea;ﬁe ) €c = €4y €pCc T €a8 €1y Cc

)

= efer ey (Mo - epin’) (1127

a;By
=%, Pl T4 (T°, ¢ — eKogn®) — eKpo €2 4n?
- 6“?57 €y €c be ad €e ENgqN ENpe €8N,

mentre quella a destra:

d o a vy _ 1d o d o )y o a Ly
(F aCad — EKapn );7 er = Iy ceq + Dpeaner — eRapen®™ —eKopnt, e,

- 1—‘dab,ceg + Fdab ( edcez - 5chna) (1128)
— eKgpen® — EKabnfyeZ.
Eguagliando tra loro 1.127 e 1.128, risolvendo per eg 5. ebﬁ e} e sottraendo un’ espres-

B

o €ley sl trova:

sione simile per eg._ g

R, eq e el = R™, el +e (Kapje — Kaep) 0 + eKapy 0 €] — Koo'y el (1.129)

che, proiettata lungo eq,, fornisce la relazione cercata:
Ropys 63656262 = Rupea + e(KuaKpe — Koo Kpa)- (1.130)
Proiettando lungo n,, si trova:
Ryi0p+ ntelele) = Kapje — Kaclp- (1.131)

Le 1.130 e 1.131 sono note come equazioni di Gauss-Codazzi e mostrano come
esprimere alcune componenti del tensore di curvatura in termini della curvatura
estrinseca ed intrinseca di una superficie; eccezione fatta per R,q.5 n* ey n” ef . Le
equazioni 1.130 e 1.131 si possono riformulare in termini del tensore di Einstein
Gag = Rag — %Rgag.
Il tensore di Ricci e dato da:
Ra,@ = g/WR,uowﬁ
= (enfn” + h™" el er) Ryaup (1.132)
= eRyapn'n” + K" R,aupeh €;
e lo scalare di Ricci:
R = gaﬁRaﬂ
= (enanﬁ + habeg‘ef> (€Ruawp " + W R0up €her) (1.133)

ab a, v fB abymn a v B
= 2eh Ry nfegn’e, + KR R, a5 €heqiere, .

Con un po di algebra si ricavano:

—26Gagn®n’ =R+ e (K"K, — K?) (1.134)

e:
Gogegn’ = K%, — K, (1.135)
dove 3R = h®®R™ . & lo scalare tridimensionale di Ricci. Le 1.134 e 1.135 formano

amb
parte delle equazioni di campo di Einstein su una superficie X.
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1.14 Scalare di Ricci

Per il calcolo dello scalare di Ricei si fa uso della relazione:
R = 2eh®R,a,5n'eon’e) + hh™ R 0,5 €l eSeley . (1.136)

Per via di 1.86 e RR,0.3 n*n*n’n® = 0, il primo termine diventa 2eRqp nnpb.
Dalla definizione del tensore di Riemann segue:

B8 _ 8

Rapn®n” = —n’,5 n? + ngan

(1.137)
= —(n%n")s + n‘fan% + (n% 1) 0 —n% 0

o

Nel secondo termine dell'ultima espressione compare K2, il quadrato della traccia
K =nf,. Il quarto puo essere espresso come:

B;a = gﬂugayna;ﬁ v

= (en”n¥ 4+ BP) (en®n” + K™ Yna.p 11
= (en®n¥ + BP"Yhngp
= W R s My

= WA e;‘“efnw, ehe

no.‘ﬁ n

) (1.138)
= hbmhanKab Kmn

- Kab Kba

= KKy,

Nella prima riga si & fatto uso di 1.86 e della notazione h*? = h“begef . Nella terza e
quarta di n®nas = 3(nng),;s = 0. Nella sesta compare la definizione di curvatura
estrinseca e nell’ultima si usa la simmetria di K.

Il secondo termine in 1.136 si semplifica sostituendo le 1.130:

hR™ R s € eSelel = ™ [Ronans + €(Kmp Kan — Konn Kab)]

1.139
=R+ e(K"Kq — K?) (1.139)

e mettendo tutto insieme si trova lo scalare di Ricci sulla superficie X::
R="Rts (K = K"Ky) +2¢ (n%n’ —non’, ) . (1.140)
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Capitolo 2

Formulazione Lagrangiana

La formulazione Lagrangiana della meccanica Newtoniana prevede la conoscenza
di una funzione delle coordinate generalizzate g e delle velocita ¢ = dg/dt, detta
Lagrangiana L = L(q, ¢), con la quale si costruisce il funzionale d’azione S[q|:

stal = | " L d) dt (21)

La traiettoria che soddisfa le equazioni del moto si ottiene dalla condizione di
stazionarieta 65 = 0 con il vincolo dq(t1) = dq(t2) = 0. Variando 2.1 si trova:

to
55:/ SL dt
t1
t2 /9L oL )
= —Z8q 4+ =—6¢ ) dt 2.2
/tl (&1 1 q 1 (22)
oL _|? 2 /9L  d oL
-5 =222 g dt.
9 qtf/tl (8q dtaq> !

La variazione dq svanisce agli estremi di integrazione e, data la sua arbitrarieta, si
deduce I'equazione di Eulero-Lagrange per sistemi meccanici unidimensionali:

5S=0= 222 2= _y, (2.3)

la sua generalizzazione a piu dimensioni ¢ immediata.

2.1 Formalismo Lagrangiano per una Teoria di
Campo

Si consideri adesso la dinamica di un campo ¢ = ¢(x®)(assunto scalare per sem-
plicita) allinterno di uno spaziotempo curvo. Nel formalismo Lagrangiano di una
teoria di campo, si costruisce il funzionale d’azione integrando una densita di la-
grangiana . = .Z(q, q,) su un volume ¥ della varieta spaziotemporale delimitato
da una superficie 07":

Sl = [ Z@anv=ads (2.4
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Le equazioni dinamiche del campo si ottengono introducendo una variazione dq(x®)
arbitraria all’interno di #” che si annulli sulla frontiera 07:

dql =0. (2.5)
or

Il calcolo della variazione di 2.4 fornisce:
dS = / (L'6q + L6qq)vV/—gdin
4
_ / 200+ (£°00),, ~ Z%04] V=g d's (2.6)
¥
_ / (2 — %) dgy=gdiz+ $ £°6qds,.
v ’ v
Dove si e usato il teorema di Gauss nell’'ultimo passaggio insieme alla notazione
L' =0ZL)0q e L* = 0L/0q,. L'integrale sulla frontiera svanisce per via di 2.5

ed, essendo la variazione arbitraria all’interno del volume, si ricava 1’equazione di
Eulero-Lagrange per il campo:

0.7 0%
5S—O:>Va@—a—q—0 (27)
2.2 Formalismo Lagrangiano per la Relativita Ge-
nerale

Il funzionale d’azione della Relativita Generale contiene un contributo S¢|g| prove-
niente dal campo gravitazionale g,5 e uno dovuto al contenuto di materia ed energia

I1 primo si suddivide ulteriormente nel termine di Hilbert Sy[g], quello di frontiera
Sglg] e il non dinamico Sy come:

Salgl = Sulgl + Sslg] — So. (2.8)

dove:

— 14
167r/R gd'z
Sglg] = 8_7rj§ e K+/|h| dgy,

So 8_7'(' 6K0\/|h d3

(2.9)

Nelle equazioni precedenti: R e lo scalare di Ricci in 7/, K la traccia della curvatura
estrinseca di 07, h il determinante della metrica indotta su 0% e e vale +1 sulle
porzioni di tipo tempo della frontiera e —1 su quelle di tipo spazio.

I1 contributo Sys[¢; g] & dato da:

= //i”(gzﬁ, G 0 Gap)v/—g d'x (2.10)

22



e, mettendo tutto insieme, 2.8 assume la forma:

Stgol = | (iwf) Vadet 2 k- k)Rl (@21

167 8 8y

Le equazioni di campo di Einstein si recuperano variando S[g; ¢] rispetto a g,z con
la condizione:

— 0, (2.12)
oV

59&5

questa implica che la metrica indotta h,, = gaﬁegef non ¢ modificata dalla variazio-
ne.

2.3 Variazione del Termine di Hilbert

Risulta conveniente usare, invece che g,g, le variazioni §g®°, legate alle prime dalla
relazione g**g,s = 0% che implica:

09ap = —Gaugpy 09" (2.13)
La variazione del determinante della metrica ¢ data da:
dinlgl = 9°70gap = —gapdg™’, (2.14)
da questa segue:
0v/=g = —%\/—_gga@gaﬁ. (2.15)

Si noti che la differenza tra simboli di Christoffel 6I') ¢ una quantita tensoriale. La
variazione del termine di Hilbert e:

(16m)0Sy :/ ) (gaBRaﬁ\/—_g) d*z

v

= / (Rapyv/—g 09°° + ¢°°\/=g 6Rup + R 6y/—g) d*x (2.16)
v
1 af 4 afs 4
= R.p — §Rga5 09"/ —gd’x + [ "RV —gd .
4 v
Il calcolo del termine 0 R, in un riferimento Lorentziano locale fornisce:

6Rop =6 (Mg —Tos)

= (0T%) , — (0T%,.) 4 (2.17)
= (0T%s),,, = (0T)

che, essendo tensoriale, risulta valida in qualsiasi riferimento. Segue che:

g*P6Rap = Av*,

2.18
AvF = go‘ﬁélwaﬁ — go‘“(SFiB ( )
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e usando le equazioni precedenti, il secondo integrale in .Sy diventa:
/ 95 Rug/—gdiz = / Avtt /=g d*z
4 4
= }{ AvtdY, (2.19)
or
= 7{ eAvin,/|h| dy;
or

dove n, ¢ il versore normale a 0V e c = n*n, = £1. Facendo uso del vincolo
§9*? = 0gap = 0 su ¥ si conclude che:

1 14
éTL;B - §gu (69va + 09up.a — 09apw) (2.20)

ov

e inserendo il risultato precedente in 2.18 si trova Av, = ¢*?(0g,8.4 — 0gas) che
implica:
n*Av = n*(en*n® 4+ b (69,80 — 0Ga
“ly ( )(0gus, o) (2.21)

= n“haﬁ((sguﬁ,a - 59&5,#)-

Nella prima riga si ¢ fatto uso della relazione di completezza ¢*® = en®nf+h®?, dove
hof = h“beg‘ef , mentre nella seconda si moltiplica n*n* con la parte antisimmetrica
in parentesi. Procedendo, poiché dg,5 = 0 su 07, le sue derivate tangenziali devono
annullarsi §g,s,€? = 0, di conseguenza h*?4g,5, = 0 e:

n"Av,| = —h*5gas,m". (2.22)

ov

Questo termine ¢ non nullo in quanto la derivata normale di dg,s non svanisce
necessariamente sulla superficie. Mettendo tutto insieme si ottiene:

(16m)0Sy = / Ga/gégo"gx/—gd‘lx—jl{ 5h0"859a57un“\/\h\d3y, (2.23)
¥ or
I'integrale di contorno viene semplificato dalla variazione di Sg[g], cido spiega la
sua presenza nell’azione 2.8. Un’altra motivazione deriva dal fatto che R contiene
derivate seconde del tensore metrico; un fatto atipico tra le teorie di campo che
solitamente sono formulate con Lagrangiane contenenti al piu derivate prime.
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2.4 Variazione del Termine di Frontiera

Il passo successivo consiste nel valutare la variazione del termine di frontiera Sg[g].
Poiché la metrica indotta su 07 e fissata, I'unica quantita da variare e la traccia
della curvatura estrinseca K:

K =n",
= (enn” + h*)na.p
_ b (2.24)

Nayp
= h*(nas [ asmy)
La sua variazione risulta essere:
0K = —h*?6T7 4n,,
1 (e}
= _Eh B(égua,ﬁ +09up.0 — 590@3#)”” (2.25)

1
— 5]7,04559&5”“””

poiché le derivate tangenziali di dg,s si annullano su 07". Mettendo tutto insieme
si ottiene:

(16m)6Sp = fi’w eh™ 5 gap. /|| &y (2.26)

che semplifica I'integrale di contorno prodotto dalla variazione del termine di Hilbert.
Essendo 0.5y = 0, la variazione completa dell’azione 2.8 fornisce:

550 = —— / Gop 59°° /=g d's (2.27)
].67T W

che riproduce il primo membro delle equazioni di Einstein.

2.5 Variazione del Termine di Massa-Energia

La variazione di Sys[¢; ¢g] € data da:

5Sn = L §(LV—g)d*x
— /ﬂ (ag 5gaﬁ\/—_g+$5\/—_g) d'z (2.28)

0g*P
0 1
— — = Pgas ) 69°°/—g d z.
J, g — s
Definendo il tensore energia-impulso 7,5 come:
07

Tos = —2—— + LGus, 2.29
8 0ga/3+ Gap (2.29)

la 2.28 diventa: .
0SSy = —5/ T.ps 69°°\/—gd'x (2.30)
¥

che riproduce correttamente il secondo membro delle equazioni di campo di Einstein
le quali, in ultima analisi, derivano dal principio variazionale:

5(5@ + SM) =0= Gag = 87TTa5. (231)
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2.6 Termine non Dinamico

Resta da chiarire quale sia il ruolo di Sy. Questo non contribuisce a determinare
le equazioni del moto, infatti, dipendendo unicamente dalla metrica indotta h., la
sua variazione rispetto a g.s risulta nulla e pertanto puo solamente contribuire al
valore dell’azione 2.8.

Supponendo che g¢,3 sia una soluzione delle equazioni di campo nel vuoto, R =0 e

I’azione si riduce a: )

Sg = —j{ eK+/|h| d%y, (2.32)
81 Jay

dove, per il momento, non compare la sottrazione per Kj.

Per valutare questa espressione nel caso di uno spaziotempo piatto, si scelga una

frontiera 07 composta da due superfici a t = costante e da un cilindro tridimen-

sionale posizionato in r = R come in figura 2.1. Sulle superfici a tempo costante

Figura 2.1: Frontiera di una regione ¥ in uno spaziotempo piatto.

K = 0, mentre, sul cilindro, la metrica indotta ¢ ds? = —dt? + R2dQ? cosi che
V/|h] = R?*sinf. 1l versore normale ng = J,r implica ¢ = 1 ¢ K = n%, = 2/R
percio:

7{ eK+/|h|d®y = 8T R(ty — t1). (2.33)
oY

L’integrale diverge per R — oo e 2.8 non risulta finita per uno spaziotempo piatto
anche quando 7 ¢ limitato da due superfici del tipo ¢ = costante.

La presenza di curvatura non risolve tale divergenza e ’azione non & ben definita
per varieta spaziotemporali asintoticamente piatte.

L’aggiunta del termine Sy permette di ovviare al problema, infatti la differenza
Sp — Sp rimane finita per R — co. Ponendo K|, pari alla curvatura estrinseca di 0%
si cura la divergenza di 2.8 che, con questa scelta, risulta nulla per uno spaziotempo
piatto.
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Capitolo 3

Formulazione Hamiltoniana

Il concetto fondamentale per la formulazione Hamiltoniana e quello di momento

coniugato p definito come:
_ 0L

aq°
Assumendo che la relazione precedente possa essere invertita per ricavare ¢ in
funzione di p e g, si definisce I’Hamiltoniana come:

H(p,q) = p¢ — L. (3.2)

Le equazioni del moto si ricavano variando nuovamente 2.8 rispetto a p e ¢:

p (3.1)

to
6S= [ d(pg—H)dt

t1

t2 OH OH
= pOG+qop — ——0p — —561) dt 3.3
/m ( dp dq (33)

ot OH OH
+/ {—(p%—&—)éq—k('—a—)(ﬁo}dt.
t1 t1 q P

Essendo le variazioni arbitrarie tra t; e to e dq(t;) = dq(t2) = 0 si deducono le
equazioni di Hamilton:

= pdq

55— 0= p— 21 q:%—g.

o (3.4)

3.1 Decomposizione 3+ 1

La formulazione Hamiltoniana di una teoria di campo e pitt complicata in quanto
Hlp,q|] ¢ un funzionale della configurazione ¢ e del momento coniugato p su una
superfecie di tipo spazio Y.

Per esprimere 1’azione in termini dell’Hamiltoniana e necessario foliare il volume 7
con una famiglia di superfici di tipo spazio, una per ciascun ”istante di tempo”;
questo ¢ lo scopo della ”decomposizione 3 + 1”.

Si procede scegliendo un campo scalare t(z®) tale che la condizione t = costante
descriva superfici di tipo spazio non intersecanti ;.

La scelta & completamente arbitraria, purché ¢(z®) sia una funzione monodroma e

27



an

Yp }"Q

Figura 3.1: Foliazione dello spaziotempo attraverso superfici di tipo spazio.

il versore normale n,, o< d,t sia diretto verso il futuro.
Su ciascuna superficie si definiscono delle coordinate y® prive di una correlazione a
priori, tuttavia risulta conveniente introdurre una relazione tra queste.
A tale scopo si consideri una congruenza di curve vy che intersecano le superfici 3,
non € necessario che queste siano geodetiche né che l'intersezione avvenga ortogo-
nalmente. La funzione ¢ puo fungere da parametro cosi che t“ sia il vettore tangente
e:
t*0t, = 1. (3.5)

In questo modo, una curva 7, definisce una mappa da un punto P € ¥, a P’ € Xy,
P" € ¥ e cosi via(si veda figura 3.1).

Date y*(P) su % si fissano le coordinate di P’ e P” imponendo y*(P") = y*(P') =
y*(P) cosi che y* rimangano costanti su ciascun membro della congruenza.
Questa costruzione definisce un sistema di riferimento (¢,y*) in ¥ ed esiste una
trasformazione tra questo e quello originario z* = z®(t, y®) tale che:

oo (%) a0

oxr®
ed = . 3.7
: (aya)t (3.7

(07
a

e i vettori tangenti su ; sono:

Queste relazioni implicano t* = §2, e = 6% nelle coordinate (t,y%) e:
Liey =0. (3.8)
Per i versori normali n, valgono:

No = —NOut, nees =0, (3.9)

dove la funzione scalare N ¢ detta lapse e garantisce che n,, sia correttamente nor-
malizzato. Poiché le curve v non intersecano »; ortogonalmente, il quadrivettore t*
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Figura 3.2: Decomposizione di t* in lapse e shift.

non risulta parallelo a n® ed ammette una decomposizione del tipo(si veda figura
3.2):
t% = Nn®* + N%, (3.10)

dove il vettore N* ¢ detto shift.
Usando il cambio di coordinate z® = z(t,y”) si esprime la metrica nelle (¢, y®)

sostituendo:
dx® = tdt + eSdy® = (Ndt)n“ + (dy® + Ndt)es (3.11)

nell’intervallo spaziotemporale:
ds? = —N?dt* + hey(dy® + N°dt)(dy® + N°dt). (3.12)

Il determinante della metrica g puo essere espresso tramite h = det|hy] e N dato
che g' = cofattore(gy)/g = h/g, ma g = g*t ot 5 = N"2g*’n,ng e lespressione
cercata e:

v—g = NVh. (3.13)

3.2 Formalismo Hamiltoniano per una Teoria di
Campo

II punto di partenza della formulazione Hamiltoniana di una teoria di campo(che
per semplicita si assumera scalare), consiste nel definire la derivata temporale di q
eguagliandola alla derivata di Lie lungo le curve del campo vettoriale t*:

q= L. (3.14)

Nelle coordinate (¢,y®), £,q = 0q/0t e ¢ si riduce alla derivata temporale ordinaria.
Le derivate spaziali del campo sono ¢, = g.e€5, la densita di Lagrangiana assume
la forma . = #(q,q, q.) e il momento coniugato:

p= % (V=9.2) . (3.15)
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Figura 3.3: la regione 7, la sua frontiera 07 e le loro foliazioni.

Si suppone che la relazione precedente possa essere invertita per ottenere ¢ in fun-
zione di q,q, € p.
La densita di Hamiltoniana risulta essere:

(D, 4,0a) =4 —/—9Z, (3.16)

la presenza di /—g nell” espressione implica che questa non sia uno scalare rispetto
alla trasformazione y* — y%.
Il funzionale Hamiltoniano ¢ definito come:

Hlp.q = | #(p.q,q.) Py. (3.17)
p

Si consideri una regione ¥ dello spaziotempo foliata da superfici ¥; di tipo spazio
limitate dalle S;(si veda figura 3.3), la frontiera di ¥ ¢ composta da ¥;,,%;, e £:
I'unione di tutte le S;. Per ottenere la forma Hamiltoniana delle equazioni di campo
si varia ’azione rispetto a ¢ e p con la condizione che dq si annulli su ¥, , ¥, e Z.
Il funzionale d’azione e:

to
S :/ dt/ (pg — ) d’y (3.18)
t1 Yt

e la sua variazione:

to
0S8 = / dt/ (p5q + ¢op — %—Hép — %—Hé — S—H&La) d?y. (3.19)
t1 3t P q q.a
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Il primo termine nell’espressione precedente si puo integrare per parti tenendo conto
che g =0 su Xy, e Xy,:

to to d t2
/ dt/ pé(jd?’y:/ dt—/ pdqdy —/ dt/ pdqdy
t1 St t1 dt P t1 P
to
:/ pdqdy —/ pdqdy —/ dt/ pdgdy (3.20)
th Etl t1 Zt

to
—/ dt/ poqd’y,
t1 P

mentre 'ultimo si riscrive come:

to
/ dt / Wf&q By = — / dt / M‘ﬂ““l“”ea «Vh &y
Et 7(1 3t a
6%6@1(17"6
ar 75 a5,
J/P St 599 a
+/ dt/ (a%calare> 5(]\/E dgy
t1 P 8q7a |a
to
[l () o
t1 Xy 86]7‘1 ,a

con H = NhHatare = V=9 scatare/N. Nella seconda riga di 3.21 ¢ stata usata
la versione tridimensionale del teorema di Gauss, con d.S, che denota 1’elemento di
superficie di S;, mentre nella terza la formula della divergenza Afl = h=12(h1/2A9) ,
e il fatto che dg = 0 su S;.

Mettendo tutto insieme si trova:

s [l {5 - G,

e imponendo la condizione di stazionarieta:

0 oA Y 4
05 =0= p——a—q—f‘(aq’a)a q—a—p,

(3.21)

o0
) +l'——}5 a3 3.22
ati-—5 p} y o (3.22)

(3.23)

queste sono le equazioni di Hamilton per un campo scalare ¢ e il suo momento
coniugato p.

3.3 Foliazione della Frontiera

Prima di affrontare il caso del campo gravitazionale ¢ necessario fornire ulteriori
dettagli sulla foliazione di A: la frontiera di tipo tempo di #" composta dalle superfici
Si.

Ciascuna ¥; e dotata di coordinate y®, vettori tangenti e e metrica indotta hg.
La frontiera S; ¢ descritta da un’equazione del tipo ®(y*) = 0 o tramite relazioni
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parametriche y%(64); dove 64 sono le coordinate intrinseche di S;.
Di seguito, si indica con r, il versore normale di S; con quadrivettore associato r®:

Y =reeq (3.24)

a

che soddisfa r*r, = 1 e r*n, = 0; dove n® e il versore normale a ;. I vettori
e% = 0y*/064 sono tangenti a S; cosi che r,e% = 0 dalla quale segue r,e% = 0; con:
or®

o a
€,€aA = W
Nell’equazione precedente, per ® si intende 2(y®(64)), dove 2%(y®) sono le relazioni

parametriche che descrivono ;.
La metrica indotta su S; e

e (3.25)

ds® = 045 d0* d65, (3.26)
con oap = hap €% €% = (gag €2 €} )e4ely 0, usando 3.25:
oA = gageje%. (3.27)
1l suo inverso o8 compare in ha = rart + g4Bea el e la relazione di completezza
g% = —nnf + habe e si esprime come:
¢ = —nn® +rf + UABeje% (3.28)

La curvatura estrinseca di S; immersa in ¥; € kag = ra|bef46lj3 o alternativamente:

kap = Tag €565 (3.29)

il simbolo k ne indica la traccia: k = 048k45.

A priori, le coordinate 4 non sono correlate, per ovviare a cid si considera una
congruenza di curve § su Z che intersecano le superfici S; ortogonalmente cosi
che n® sia il vettore tangente. Successivamente si impone che le coordinate 64
assegnate ai punti P’ e P”, ottenuti dall’intersezione di una delle curve con Sy e Sy
rispettivamente, coincidano. Dato che 84 non varia lungo i membri della congruenza
e che questi possono essere parametrizzati da t vale:

ox®
*=N"! ; :
n ( T >9A ; (3.30)

questa costruzione assicura che n® e €9 siano dappertutto ortogonali.
Su & si introducono le coordinate z2*, i vettori tangenti ef = 0x*/0z" e la metrica
indotta:

Vij ::gaﬁegefa (3.31)

con inversa 7. La relazione di completezza assume la forma:
g%P =P 4yl B (3.32)

e sebbene le coordinate siano arbitrarie, la scelta 2! = (t,04) & ovviamente conve-
niente. In queste, uno spostamento su 4 e descritto da:

ox® ox
dz® = =) dt+ de4
( ot >9 (aeA) (3.33)
= Nndt + e5de?
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e I'intervallo spaziotemporale diventa:
ds% = gapda®da’
= gap(Nnodt 4 e5d04)(NnPdt + ¢5,doP) (3.34)
= (gapn®n?YN2dt? + (gapeSier)doAdos.
Da questa si ricava:

Yij dzidz? = = N2dt® + o 45d01d6O" (3.35)

che implica /=y = N+/o, dove 7y e o sono i determinati di 7;; € 0.4 rispettivamente.
Infine, si definisce la curvatura estrinseca J7;; di % come:

Hij =Tap e?ef (3.36)

e il simbolo %" ne indica la traccia & = " .%;;.

3.4 Azione del Campo Gravitazionale

Il primo passo nella costruzione dell’Hamiltoniana del campo gravitazionale consiste
nell” applicare la decomposizione 3 + 1 all’azione:

(167)Sq :/ Ry/—gd*z + 2% eK+\/|h| dy; (3.37)
4 or
dove e stato omesso il termine non dinamico Sy che verra reinserito alla fine. La
frontiera 07 ¢ l'unione delle superfici di tipo spazio ¥;, e ¥;, con quella di tipo
tempo Z:
(9/7/ - Et2 U (_Zh) U %, (338)

il segno meno su ¥, € necessario perché, mentre la normale a 7 deve essere diretta
verso l'esterno, quella di ¥;, va orientata verso il futuro e dunque all’interno.
L’azione puo essere riscritta come:

(167)50—/ R\/_—gd4x—2/ Kﬁd3y+2/ KvVhd®y
v Sty e,

(3.39)
+2/ H =y APz
2
Su 3, lo scalare di Ricci assume la forma:

R=" R+ K"Ky —K*—2n%n” —nn)). (3.40)

e riscrivendo 3.13 come /—gd'z = NvVhdt d3y si trova:

to
/ Ry —gd'z = / dt/ CR+ K"Ky, — K2)NVhd’y

4 b (3.41)

— 2?4 (n%n” — nan%)dZa.
or ’
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Il nuovo termine di frontiera si puo separare in integrali su >, , >, e A.
Su ¥, d¥, = noVhd3y e:

=

che semplifica l'integrale su ¥;, proveniente dal termine di frontiera originale; la
stessa conclusione e valida anche per X,.
Sopravvive un contributo da 2 per il quale d¥, = 74y/—7 d*z che implica:

(n‘fﬁnﬁ — no‘n%)dZa = —2/ nfﬁx/ﬁdgy = -2 KVhdy (3.42)
)

1 t1 Sty

—2/ (nofﬁnﬁ —no‘nfﬂ)dEa = —2/ ngn Pron/—y d3z
% B

(3.43)
= 2/ Tap 0P/~ d3z.
»
Mettendo tutto insieme:
t2
(167)Sq :/ dt/ CR+ KKy — KX)NVhd3y
h =t (3.44)
2/ (A + ragnn?) /=y dz.
B
Sostituendo /—v d*z = N/o dt d*f ed esprimendo .# come:
W = Vij%/”
a, B
= To:BE5 €
=7 o j}) (3.45)
- Ta,ﬁ(7 ]ez ])
= ra;(g" B — et
I'integrando diventa:
H A Tagn®n” = ra5(g®® —rorP + nonP)
= Ta;B(UABejeé)
= 048 (ryp e5e) (3.46)
= 0"%kap
che sostituita in 3.44 restituisce:
1 f2
Sg=—o [ dt / CR+ KK, — K*)NVhd®y
167 »
‘ (3.47)

+ 27i (k — kO)N\/EdQG}

La presenza di kq previene la divergenza per S; — oo e garantisce che ’azione si
annulli su uno spaziotempo piatto.

La decomposizione 341 dovrebbe essere applicata anche al termine di massa-energia
nell’azione 2.8, ma questo passaggio verra omesso per semplicita.
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3.5 Hamiltoniana del Campo Gravitazionale

Per costruire I’'Hamiltoniana del campo gravitazionale ¢ necessario esprimere Sg in
termini di:

hab = ‘Cthab- (348)
Usando la definizione della metrica indotta 3.8, I’espressione precedente diventa:
hay = Li(gaserey) = (Legap)eie, (3.49)
per via di 3.10, la derivata di Lie della metrica ¢ pari a:

£tgozﬁ = toc;,é’ + tﬁ;a
= (Nna + Na);g + (Nng + NIB);Q (350)
=nalN g+ Nang + N(nas + nga) + Nag + Npa;

dove N* = N%e. Proiettando su egef si ottiene:

hay = 2N K + Na|b + Nb|a (351)
dalla quale si ricava:
1 .
Kab - W(hab - Na|b - Nb|a>‘ (352)

L’azione gravitazionale dipende da hab attraverso la curvatura estrinseca, ma non
dipende da N e N e i rispettivi momenti coniugati risultano nulli.

Dunque, a differenza di hgp, lapse e shift non sono variabili dinamiche, questo e
ovvio dal momento che N e N* servono unicamente a specificare la foliazione di ¥
che ¢ interamente arbitraria.

Il momento coniugato a hg, € definito come:

ab d

_ ah_a,,(\/__g'%)’ (3.53)

dove £ ¢ il termine ”di volume” della Lagrangiana gravitazionale.
Risulta conveniente esprimere 3.53 nella forma:

0K O
(16m)p* = ot oo—(16my/=g. %), (3.54)
con:
16mv—9.%c = PR+ (h*h* — h*hY) K 3 K oq) NV h. (3.55)

Valutando le derivate parziali di 3.54 si ricava:
(167)p™ = Vh(K® — Kh®) (3.56)
e il termine 7 di volume” della densita di Hamiltoniana &:

I = phay — /—9.%5. (3.57)
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Dai risultati precedenti:
(167)5 = Vh(K™® — Kh®) (2N Ko, + Ny + Noja)
— PR+ K"Ky — K*)NVh
= (KK, — K? = *R)NVh + 2(K® — Kh®)N,pVh (3.58)
= (K®Ky — K* = *R)NVh + 2[(K® — Kh®*)N,],Vh
— 2(K® — Kh™),NyVh

e I’'Hamiltoniana completa si ottiene integrando 73 su X; con 'aggiunta dei termini
di frontiera:

(16m)Heg = / 16745 d*y — 2]{ (k — ko) N/ d*6
¢

St
— / {N(K“bKab — K% = 3R) — 2N, (K — Kh“b)“,} Vhd®y  (3.59)
pM
+ 274 (K® — Kh"™)N,dS, — 2% (k — ko)N+/o d6.
St St
Ricordando che d.S, = ry/o d*0, I'espressione precedente diventa:

(167)Hg = / [N(K“bKab — K? = 3R) — 2N, (K — Kh“”)“)} Vhd®y

& (3.60)
—2 7{ [N(k — ko) — N (K — Kh“b)rb} Vod?e,
St
dove K ¢ la funzione di h®, p® e p = hgp™ data da:
1
VhEK®™ = 167 (pab — §phab) : (3.61)

3.6 Variazione dell’Hamiltoniana Gravitazionale

Le equazioni del moto del campo gravitazionale si ottengono variando 3.47 rispetto
a N, N% hy, ¢ p® e applicando le condizioni:

SN = 6N = 6hay = 0 su S (3.62)

La variazione rispetto a N e N* puo essere calcolata tenendo conto di 3.62, in questo
modo 3.60 fornisce:

(167)dnHe = / (=CON — 2C,6N)Vh A%y, (3.63)
3t
dove: . )
C=°R+K*— K"Ky, C,= (K=K (3.64)

Per calcolare quelle corrispondenti a hy, € p® si esprime Hg in funzione di queste
variabili. Da 3.61 segue che:

(16m)He = Hy, + Hg, (3.65)
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dove:

N 1
Ay = /E {Nh—w <]5ab]§ab _ 5@2) _ NRY23R — 2N, h2 (h—l%ab)w] &y (3.66)

¢ il termine di volume, mentre:
Hg = —2 7{ [N (k — ko) — Nah1/2ﬁ“brb} Vo d*0 (3.67)
St

quello di frontiera.

Nelle equazioni precedenti, sono stati introdotti i simboli Hy, = (167)Hy, p* =
(167)p® e cosi via.

Facendo uso di 3.66, la variazione di H rispetto a p®

- b 1. i
5pH2 = Nh_1/25p (p bpab — §p2) d3y — 25p/ N, (h 1/2]? b)|b Bl/2 d3y, (368)
Zt Et
sostituendo: . '
0p (ﬁabﬁab - 5]32) =2 (ﬁab — 515 hab) 5]5ab (3.69)

all’interno del primo integrale che compare in 3.68 e integrando per parti il secondo
si ottiene:

- 1
5pHE :/ 2 |:Nh_1/2 (ﬁab — 513 hab) + N(ab):| 6ﬁabd3y
e (3.70)

—2¢ N,hY25p%r,\ /o d?6.
St

Il termine di frontiera nell’espressione precedente & I'opposto della variazione di Hg,
pertanto:

o, He = : Hap 69 dy, (3.71)
dove: t
Hap = 2Nh~1/2 (ﬁab — %;5 hab> + 2N - (3.72)
Per variare H rispetto a g si integra per parti I'ultimo termine di 3.66 ottenendo:
outts = [ | = 80 (5% = ) o N0, (550 - 357
— N6, (hY? 33)} d®y — 26, ] N,h ™Y 25%,\ /o 426 (3.73)

+ 26, | Nupp™d’y;
p

si noti che la variazione dell’integrale su S; svanisce dal momento che hg;, € fissata.
Nel primo termine del risultato precedente si sostituisce:

1
opht/? = §h1/2h“b6hab, (3.74)
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mentre nel secondo:

~ab ~ L. ~a ~c 1. ~a
O (P "By — §p2) =2 (pcp b_ §pp b) Ohgp (3.75)

e la versione tridimensionale dell’equazione 2.18 nel terzo:

on (h'?°R) = —=h'?G*6hgy, + h'/* Avf ; (3.76)

dove G = R® — %3R he® ¢ il tre-tensore di Einstein e Av® = h®§T¢, — ho6T®, .
Infine, nell’ultimo si sostituisce:

5pNay = Ny0hac + hae N0, (3.77)

e dopo qualche passaggio algebrico si ottiene:
5, Hs: :/ [_ %th/z (pcdﬁcd _ %]52) Rab 1 o NJ-1/2 <ﬁacﬁbc _ %ﬁﬁab)
2t
+ NRY2Geb 4 2;5€<GN|*2} Shay 43y (3.78)
+ /E t [— NhY2 Avs, + 2§, N 5F6bd] d’y.

Un’integrazione per parti del primo termine nel secondo integrale e la versione
tridimensionale di 2.22 restituiscono:

— Nh'/? Avf, A3y = N . Av° 2%y — ¢ N AvCr./od%0
e > S (3.79)
= [ N AvCA2By+ ¢ Nh®he,.re/od®.
Zt St

Per esprimere il primo integrale dell’equazione precedente in termini di dh,, si usa:

1
oI, = §h6d[<5hda)\b + (0hap)ja — (6hap)jal (3.80)
dalla quale si ricava:
1
AvS = 5 (habhcd o hachbd) [(5hda>|b + (6hdb)\a . <5hab)\d] (381)

e successivamente:

1
N Av¢ = 5 (R N* — N*h*) [(8haa)p + (6hap)ja — (6Rab)|d]
= — (habN’d — N’ahbd) (5hab>|d§

(3.82)

la seconda riga € conseguenza dell’antisimmetria negli indici a e b del primo fattore.
Dopo un’ulteriore integrazione per parti si ottiene:

— [ Nh'PAS, &y = / (R Ny — N1)§ho,h'? &Py
Et Et

(3.83)

+ ¢ Nh®5hg, /o d*0
St
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che rende conto del primo termine all’interno del secondo integrale per 8, Hs, e per
quanto riguarda il secondo:

/ QﬁbCNd(SFde d3y = / ﬁabNd [((WLab)‘d + (5had)|b - (5hbd)|a] d3y
Et Et
— / h_l/QﬁabNd(éhab)|dhl/2 d3y (384)
¢
— _/ (h—l/QﬁabNd)‘d (Shabhl/Q d3y
¥y

Mettendo tutto insieme si trova che la variazione del termine di volume & data da:

onHy = [ Phay d®y + ¢ Nh®5he,.r°y/o d%0, (3.85)
¢ St
mentre per quello di frontiera:

onHs = —2 ¢ Nék+/o d26, (3.86)
St

dove 0k = %h“béhabﬁc r¢ e 'analogo tridimensionale di 2.25, dunque:

onHs = — ¢ Nh®She, /=0 d*0 (3.87)
St

e quest’ultimo semplifica Uintegrale di frontiera in 6,Hs. La variazione rispetto a
hap €
onHe = | P®5ha d3y, (3.88)

p
dove:

) 1 1 1
P = NG — NB (ﬁ”ﬁcd - 5132) h* +2Nh™/? <15‘215bc - 51515“)

. h1/2(N\ab . habN\cc) - h1/2 (h_l/QﬁabNC) . + 2ﬁc(aNb)

le*

| (3.89)

Combinando 3.63, 3.71 e 3.88, la variazione completa dell’Hamiltoniana gravitazio-
nale con le condizioni 3.62 ¢ data da:

SHe — / (Pe*6has + Haabp™ — CON — 2C,6N") &y, (3.90)
pI
con P® = P®/(167), C = C/(167) e C* = C*/(167).

3.7 Equazioni di Hamilton

Per ricavare le equazioni di Hamilton si esprime 2.8 rispetto alle variabili indipen-
denti N, N hy, e p®:

to .
S = / dt { / phe, &3y — He | (3.91)
t1 >
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La variazione dell’espressione precedente e:

to . .
5S¢ = / di { / (pabaha,, - hab5p“b> 4’y — 6HG] : (3.92)
t1 p

dove 0H¢ ¢ data da 3.90. L’integrazione per parti del primo termine restituisce:

to .
5S¢ = / dt / [ (Foa = Hap) O™ = (5 + P*) 6has + CON + 2C,6N"]| dy
1 ¢
! (3.93)

e, richiedendo che I’azione sia stazionaria, si ricavano le equazioni di Einstein per il
vuoto in forma Hamiltoniana:

hab - Haba pab = _Paba C= 07 Ca =0 (394)

Le prime due governano l’evoluzione delle variabili coniugate hgp € p®; Py, = Hap, in
particolare, riproduce le relazioni tra By € p? espresse dalle equazioni 3.52 e 3.61.
le altre, C = 0 e C, = 0, sono rispettivamente note come vincolo Hamiltoniano e
vincolo del momento della Relativita Generale.

Per risolvere le equazioni 3.94 si seleziona una foliazione arbitraria dello spaziotempo
scegliendo il lapse N e lo shift N* come funzioni delle z* = (¢, y*) cosi che la metrica
assuma la forma:

ds® = —=N?dt* + hg(dy® + N dt)(dy® + N dt). (3.95)

Successivamente si scelgono dei valori iniziali per i campi tensoriali hy, e Ky,
assicurandosi che rispettino i vincoli:

SR+ K> — K"Ky =0, (K®—Kh™),=0. (3.96)

Infine si evolvono questi attraverso le equazioni di Hamilton h,, = Hyp € p* = —P®
che possono essere riscritte nella forma:

hay = 2N Koy + Lvhas (3.97)

Kab = N\ab — N (Rab + KKab — 2KCQK1,C) —I— ENKab; (398)

con la derivata di Lie diretta lungo N¢.
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Conclusione

Sviluppate le formulazioni alternative della teoria, resta da chiarirne 1'utilita teorica.
Sebbene queste permettano di indagare la dinamica del campo gravitazionale con i
metodi della relativita numerica, la loro importanza emerge nella costruzione di una
teoria quantistica dell’interazione gravitazionale.

Infatti, la procedura di quantizzazione tramite integrali di cammino necessita del
formalismo Lagrangiano, mentre la canonica di quello Hamiltoniano.

La ricerca in questo campo € motivata da:

1.

il successo dell’approccio riduzionista con le teorie quantistiche di campo che
hanno unificato le restanti interazioni fondamentali.

. L’universalita dell’accoppiamento della gravita ad ogni forma di energia.
. il fallimento delle teorie semiclassiche.

. la speranza che l'inclusione della gravita nel regime quantistico, possa final-

mente curare le divergenze patologiche delle teorie quantistiche di campo.

. la necessita di un approccio propriamente quantistico per lo studio delle condi-

zioni iniziali dell’universo in prossimita del Big Bang e degli istanti finali della
vita dei buchi neri.

. la contraddizione tra la meccanica quantistica, nella quale il tempo ¢ una gran-

dezza esterna e assoluta, e la relativita generale che prevede uno spaziotempo
dinamico.

Ad oggi, le strade intraprese per la costruzione di tale teoria sono molteplici, tra
queste figurano la gravita quantistica a loop e la teoria delle stringhe.

Solamente ulteriori indagini e verifiche sperimentali potranno mostrare quale ap-
proccio descriva effettivamente I'universo, ma ¢ innegabile che i risultati esposti in
queste pagine svolgeranno un ruolo notevole nello svelare la vera natura della realta.
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