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Introduzione

“Nessuna scoperta ¢ stata fatta in matematica, e non solo in matematica, at-
traverso uno sforzo di logica deduttiva. Ogni scoperta é sempre il risultato di
un travaglio creativo dell’immaginazione che costruisce cio che ad essa sem-
bra dover essere la verita, guidata spesso da analogie, talvolta da un ideale
estetico, ma mai ricorrendo a basi logiche. Fatta la scoperta, la logica inter-
viene dopo, per controllo, ed ¢ essa che in ultima sintesi decide se si trattava

di una vera scoperta o non piuttosto di una scoperta illusoria.”

HENRI LEBESGUE

L’origine della teoria della misura di Lebesgue-Stieltjes va ricercata all’interno della
storia dello sviluppo della teoria dell’integrazione. Quest’ultima ha inizio nella seconda
meta del XIX secolo con il matematico e fisico tedesco Bernhard Riemann, il quale for-
malizzo l'integrale che oggi porta il suo nome. Tuttavia, I'integrale di Riemann presenta
limiti piuttosto significativi: non € ben definito per funzioni molto irregolari e non riesce
a gestire bene i limiti di successioni di funzioni.

Prima di giungere a una teoria dell’integrazione piu generale e flessibile, furono ne-
cessari alcuni passaggi fondamentali. Il primo contributo significativo in questo senso fu
quello di Georg Cantor, che sviluppo la teoria degli insiemi. Il suo lavoro pose le basi per
una visione piu astratta del concetto di “misura”’: non e affatto banale, infatti, stabilire
cosa significhi che un insieme sia “grande” o “piccolo” quando si ha a che fare con insiemi
particolarmente complessi. La teoria di Cantor sollevo nuove questioni su come definire
I’estensione di un insieme in modo coerente e rigoroso.

Una vera e propria rivoluzione si ebbe con il lavoro del matematico francese Henri
Lebesgue, che nel 1902 pubblico la sua tesi di dottorato “Intégrale, longueur, aire”, in
cui defini I'integrale che porta il suo nome. A differenza dell’integrale di Riemann, che
si basa sulla suddivisione del dominio della funzione e sulla somma delle aree dei rettan-
goli costruiti usando i valori di estremo superiore e inferiore nei sottointervalli, Lebesgue
propone un cambio di prospettiva radicale: suddivide il codominio, ovvero I'insieme dei

valori assunti dalla funzione, e per ciascun intervallo considera ’estensione (cioe la mi-
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sura) dell'insieme delle preimmagini. A ciascuno di questi “livelli” viene associato un
contributo dato dal valore della funzione moltiplicato per la misura dell’insieme corri-
spondente. La somma di questi contributi costituisce una approssimazione del valore

dell’integrale.

La Teoria della Misura nasce dunque come strumento fondamentale per questa nuova
modalita di integrazione. E chiaro che I'integrale di Lebesgue ¢ molto pit potente di
quello di Riemann, in quanto amplia notevolmente la classe delle funzioni integrabili e

consente di trattare con efficacia i limiti di successioni di funzioni.

Un altro limite dell’approccio di Riemann ¢ la sua incapacita di attribuire pesi diversi
a parti differenti del dominio: 'integrazione riemanniana ¢ sempre uniforme, cio¢ consi-
dera ogni sottointervallo con la stessa “densita”. A tale scopo, il matematico olandese
Thomas Jan Stieltjes introdusse, nel 1894, una variante dell’integrale di Riemann, nota
come integrale di Riemann-Stieltjes. In questa formulazione, si integra una funzione ri-
spetto a una funzione crescente, che puo non essere derivabile. Tale funzione crescente
funge da “misura” non uniforme, consentendo di dare pesi diversi a zone diverse del

dominio.

E in questo contesto storico e matematico che nasce effettivamente la misura di
Lebesgue-Stieltjes. L’obiettivo € quello di unificare i due approcci: da un lato, utilizzare
I'impianto concettuale della teoria della misura e dell’integrazione di Lebesgue, in grado
di gestire funzioni irregolari e limiti di successioni; dall’altro, costruire una misura a
partire da una funzione crescente, come avviene nell’integrale di Stieltjes. Si giunge
cosl alla definizione dell’integrale di Lebesgue-Stieltjes, che costituisce il naturale punto

d’approdo di questo sviluppo teorico.

A partire da questi risultati, tra il 1901 e il 1930, si sviluppa compiutamente la Teoria
astratta della Misura e dell’integrazione grazie ai contributi di matematici come Maurice
Fréchet, Johann Radon, Percy Daniell e Constantin Carathéodory, ciascuno dei quali
contribuira ad affinare e formalizzare il quadro teorico in cui oggi si colloca la misura di

Lebesgue-Stieltjes.

In questo quadro si inserisce la presente tesi, che ha come filo conduttore il legame
profondo tra le funzioni reali e le misure di Lebesgue-Stieltjes ad esse associate. L’obiet-
tivo di questo lavoro si articola lungo due direzioni, complementari e speculari. Da un
lato, si intende analizzare la misura di Lebesgue-Stieltjes in quanto oggetto matematico
autonomo, studiandone la struttura, le proprieta e i meccanismi di costruzione. In parti-
colare, si cerchera di comprendere in che modo le caratteristiche della funzione monotona
di partenza si riflettono direttamente nella natura della misura costruita. Dall’altro lato,

si affronta il percorso inverso: partire da una misura per risalire alla funzione che ’ha
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generata. Questo e reso possibile da un risultato fondamentale, secondo cui ogni misura
di Radon positiva su R puo essere espressa come misura di Lebesgue-Stieltjes associata
a una funzione monotona crescente. Tale corrispondenza permette di ribaltare il punto
di vista e studiare le funzioni reali a partire dalle proprieta della misura: in particolare,
I’analisi si concentra sulle classi di funzioni crescenti, funzioni a variazione limitata e

funzioni assolutamente continue.

La tesi si sviluppa seguendo questo doppio approccio, dalla funzione alla misura, e
dalla misura alla funzione, costruendo un quadro teorico in cui i due oggetti si illuminano
reciprocamente. Da un lato, la Teoria della Misura fornisce strumenti potenti per ana-
lizzare e decomporre le funzioni; dall’altro, la conoscenza della struttura delle funzioni
reali consente di interpretare le misure associate. L’intreccio tra questi due punti di vista
non solo permette uno studio pit completo delle funzioni e delle misure, ma rivela una

profonda simmetria teorica.

Nel primo capitolo vengono presentati alcuni risultati preliminari sulle funzioni mo-
notone, fondamentali poiché la misura di Lebesgue-Stieltjes si costruisce a partire da
una funzione di questo tipo. Si analizzano inizialmente le proprieta di continuita, la
classificazione e la cardinalita dei punti di discontinuita. Si passa poi a un risultato par-
ticolarmente significativo: il Teorema di Lebesgue, secondo cui ogni funzione monotona
e differenziabile quasi ovunque rispetto alla misura di Lebesgue. Il capitolo si conclude

con un teorema che mostra come la derivata di una funzione crescente sia sommabile.

Nel secondo capitolo si procede alla costruzione formale della misura di Lebesgue-
Stieltjes attraverso il metodo di Carathéodory. Dopo averne stabilito le proprieta fon-
damentali, si dimostra che ogni misura di Radon positiva su R puo essere rappresentata
come misura di Lebesgue-Stieltjes associata a una funzione monotona crescente. Il capi-
tolo si chiude con un risultato che rafforza questo legame: imponendo ulteriori condizio-
ni, ossia la continuita da sinistra e I’annullarsi della funzione nell’origine, si ottiene una

corrispondenza biunivoca tra tali funzioni e le misure di Radon positive.

Il terzo capitolo e dedicato allo studio delle funzioni a variazione limitata e alle loro
proprieta. Grazie al Teorema di Jordan, si dimostra che ogni funzione a variazione
limitata puo essere scritta come differenza di due funzioni crescenti. Cio consente di
associare in modo naturale una misura di Lebesgue-Stieltjes anche a questa piu ampia
classe di funzioni. Sempre grazie al Teorema di Jordan si mostra anche come diversi
risultati sulle funzioni monotone sono validi anche per le funzioni a variazione limitata.

Nel quarto capitolo si analizzano inizialmente le funzioni assolutamente continue,
approfondendone le proprieta fondamentali. Si mostra che ogni funzione assolutamente

continua € anche a variazione limitata, e dunque le puo essere associata una misura di
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Lebesgue-Stieltjes. Successivamente si tratta la decomposizione delle funzioni crescenti
in tre componenti: una parte assolutamente continua, una parte singolare crescente e
una parte discreta a salti.

Il quinto capitolo, infine, approfondisce la decomposizione delle misure. Dopo alcuni
richiami generali, si studia la decomposizione di una misura di Lebesgue-Stieltjes nelle
sue tre componenti, assolutamente continua, singolare e discreta, in parallelo con la
scomposizione della funzione originaria. Utilizzando questa decomposizione si mostra
che la derivata della funzione crescente originaria e la derivata di Radon-Nikodym della
misura ad essa associata. Il capitolo si chiude presentando un approccio funzionale
alternativo, in cui la misura di Lebesgue-Stieltjes viene interpretata come derivata debole
della funzione crescente da cui ha origine. Si mostra che questa formulazione costituisce
a tutti gli effetti una caratterizzazione della misura di Lebesgue-Stieltjes. Sfruttando
tale risultato, e possibile definire un metodo alternativo per associare una misura a
una funzione monotona e verificare che questo approccio conduce, in maniera del tutto
coerente, alla stessa misura di Lebesgue-Stieltjes ottenuta tramite costruzione diretta.
Cio conferma la solidita e ’equivalenza teorica tra le due prospettive.

Il percorso tracciato in questa tesi mostra come le nozioni di misura e funzione conflui-
scano in una struttura teorica condivisa e sorprendentemente armoniosa. Al di la degli
aspetti tecnici, emerge la possibilita di interpretare fenomeni analitici complessi attraver-
so due prospettive che, pur sembrando inizialmente distanti, si rivelano profondamente
connesse. In questo senso, la misura di Lebesgue-Stieltjes non rappresenta soltanto una
costruzione matematica, ma un esempio emblematico di come 1’Analisi moderna riesca

a dar forma unitaria a oggetti e problemi eterogenei.
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Capitolo 1
Proprieta delle Funzioni Monotone

In questa primo capitolo ci soffermeremo sulle proprieta fondamentali delle funzio-
ni monotone definite su intervalli reali: analizzeremo infatti la loro continuita e diffe-
renziabilita. Queste proprieta sono importanti innanzitutto per darci una visione piu
chiara delle funzioni con le quali stiamo lavorando; inoltre saranno fondamentali nel ca-
pitolo successivo per associare ad una funzione crescente una corrispondente misura di

Lebesgue-Stieltjes.

1.1 Risultati preliminari sulle funzioni monotone

Definizione 1.1 (Funzione monotona). Sia I un intervallo contenuto in R; allora la
funzione f : I — R si dice monotona se ¢ crescente o decrescente; pit precisamente

f si dice crescente se

Vo, a9 €111 <o = f(z1) < flag).
f si dice decrescente se

Vay, g €111 < a9 = f(x1) > f(22).

La monotonia impone vincoli forti sull’ordinamento dei valori di una funzione, sug-
gerendo un legame naturale con la continuita. I risultati seguenti mostrano che le

discontinuita di una funzione monotona sono al pitt numerabili e solo di prima specie.

Proposizione 1.2. Siano a,b € R e f : [a,b] = R wuna funzione monotona. Allora f

ammette il limite destro e sinistro in ogni punto di |a,b] e inoltre tali limiti sono finiti.

Dimostrazione. Analizziamo il caso in cui f € crescente; il caso in cui f & decrescente si

affronta in maniera analoga.
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Prendiamo un punto zo in [a, b e mostriamo che esiste lim,_, - f(z). Dal momento
che f e una funzione crescente,
lim f(x)= inf f(x),
z—ag x€]xo,b]
e quindi il limite esiste. Inoltre, dal momento che I’estremo inferiore e definito sull’insieme
Jxo, b], avremo che f(zo) < lim,_, + f(z) < f(b). Da questo segue che il limite destro di
f in xg e finito.
Si dimostra sempre in maniera analoga che, se xy €]a, b], esiste ed ¢ finito lim g f (x),

da cui segue definitivamente la tesi. O]

Proposizione 1.3. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione monotona e xq € |a, b

un punto di discontinuita di f. Allora f ha una discontinuita di prima specie in xg.

Dimostrazione. Dalla Proposizione 1.2 sappiamo che il limite destro e sinistro in z esi-
stono e sono finiti. Se questi due limiti coincidessero la funzione sarebbe necessariamente
continua poiché f(xz() sarebbe vincolato per monotonia ad avere lo stesso valore dei due
limiti. Ma abbiamo ipotizzato che xy € un punto di discontinuita di f, quindi questo € un
assurdo. Dunque i limiti destro e sinistro esistono finiti e sono diversi, che e esattamente

la definizione di discontinuita di prima specie. O

Il prossimo risultato ci permette di completare il ragionamento iniziato nella Proposi-
zione 1.3. Mostreremo che I'insieme dei punti di discontinuita ¢ numerabile e che quindi,
sostanzialmente, una funzione monotona puo essere pensata come una funzione continua

a meno di una famiglia al pitt numerabile di salti.

Proposizione 1.4. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione monotona. Allora

Uinsieme dei punti di discontinuita di fin [a,b] é al pit numerabile.

Dimostrazione. Possiamo ignorare il comportamento in a e b, a meno di aggiungere due

punti all’insieme delle discontinuita. Poniamo

b) —
A, = {:co €la,bf: | lim f(z) — lim f(z)| > M}
Esso e l'insieme dei punti di discontinuita di f il cui salto € maggiore di fO-fl@) 14

n

questo modo A = J _n A, € Uinsieme di tutti i punti di discontinuita di f, perché,

neN
considerando tutti gli n € N, copriamo tutti i possibili valori che puo avere un salto in

un punto di discontinuita. Consideriamo ora un n € N e il corrispondente A,,. Prendiamo

xr1,...,tm € Ay; per tali punti varra la seguente disequazione:

lim_ f(z) = lim f(x)l > M

Vie{l,..,m}.
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A questo punto sommando membro a membro otteniamo:

m

S| tim f(@) - lim f(z)] > T (f(b) — fla)).

i1 |7 T n

Tuttavia per la monotonia la somma dei salti non puo superare f(b) — f(a) e quindi
m < n. Abbiamo mostrato che ogni A,, ha una cardinalita finita da cui segue che la

cardinalita di A € al pit numerabile, in quanto unione numerabile di insiemi finiti. [

Osservazione 1.5. Consideriamo le ipotesi della Proposizione 1.4. Dal momento che
I'insieme dei punti di discontinuita di f e al pitt numerabile, allora ha misura di Lebesgue
nulla. Questo implica che una funzione monotona & continua £'-q.o0. e quindi che, dal
punto di vista dell’integrazione, i punti di discontinuita di f non hanno influenza sul
valore dell’integrale della funzione. Quindi sostanzialmente la monotonia garantisce che

una funzione sia integrabile rispetto alla misura di Lebesgue.

1.2 Il Teorema di Lebesgue

Il prossimo teorema e fondamentale nello studio delle funzioni reali. Esso mostra che
una funzione monotona e differenziabile quasi ovunque rispetto alla misura di Lebesgue.
Questo e il maggior risultato che in generale possiamo raggiungere a livello di regolarita

a partire esclusivamente dalla condizione di monotonia.

Teorema 1.6 (Teorema di Lebesgue). Siano I un intervallo contenuto in R e f :

I — R una funzione monotona. Allora f ¢ differenziabile L' — q.o. in I.

Non abbiamo ancora tutti gli strumenti per poter procedere con la dimostrazione del
Teorema 1.6. Prima di proseguire dobbiamo enunciare un teorema di ricoprimento di
Vitali, un risultato importante che sara essenziale proprio per mostrare che l'insieme dei
punti in cui f non e differenziabile ha misura nulla secondo Lebesgue. Enunceremo prima
la versione generale in R? e poi una versione adattata al caso reale in cui stiamo lavorando,
anche per poter meglio comprendere, intuitivamente, il ruolo che questo risultato ha nella

dimostrazione del Teorema 1.6.

Teorema 1.7 (Teorema di Ricoprimento di Vitali). Siano A C R¢ e F un ricopri-

mento di A costituito da palle chiuse non degeneri di R?,
F ={B(2a,7a) : @ € A, 7, € R 1, > 0}.
Inoltre assumiamo che per ogni x € A

inf{r, : z € B(z4,74)} = 0. (1.1)
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Allora esiste una famiglia numerabile G C F di palle disgiunte, corrispondenti ad un

sottoinsieme numerabile di indici A" C A, tali che

Ll <A\ U B(xa,ra)> = 0.

ac A’
Definizione 1.8 (Ricoprimento di Vitali). Siano F una famiglia di intervalli chiusi
contenuti in R ed E un insieme contenuto in R. Diremo che F € un ricoprimento di

Vitali di E se per ogni x € E e per ogni € > 0 esiste un intervallo I € F tale che x €
e LY(I) < e. Inoltre L*(I) > 0 per ogni I € F.

Teorema 1.9 (Teorema di Ricoprimento di Vitali, versione in R). Siano E un
insieme di misura finita contenuto in R e F un ricoprimento di Vitali di E. FEsiste una

successione di intervalli chiusi {1, }neny C F a due a due disgiunti e tali che
+o0
c <E\ Uln) =0.
n=1
Osservazione 1.10. Notiamo come la prima e la seconda versione del teorema cercano

di fare sostanzialmente la stessa cosa, ovvero ricoprire un insieme, a meno di un altro

insieme di misura nulla, con una quantita numerabile di palle chiuse.

L’ultimo passo prima di procedere alla dimostrazione del Teorema 1.6 € introdurre
una notazione comoda per la derivata inferiore e superiore, dal momento che verranno

ampiamente utilizzate nella dimostrazione.

Definizione 1.11. Siano a,b € R, f : [a,b] = R e x €]a,b[. Definiamo la derivata

superiore e la derivata inferiore di f in x rispettivamente come:

Df(x) = limsup Hy) = /@) = inf ( sup M) :

y—a y—zx 0>0 \ yelabl, 0<|y—z|<s Y~
Df(x) = liminf —f(y) — f(@) = sup ( inf —f(y) — f(x)) .

y—w y—x §>0 \Y€la,b[, 0<|y—x|<é y—x
Dimostrazione (Teorema 1.6). Mostriamo ’enunciato nel caso in cui f ¢ crescente, I ¢
un aperto limitato e f e limitata su /. Fissato un x € I, f e differenziabile in x se e solo
se Df(x) = Df(z) e tale valore & finito. Dal momento che f & crescente e che il limite
superiore & maggiore o uguale del limite inferiore, sappiamo gia che D f(x) > Df(x) > 0.
Quindi f & differenziabile in z se e solo se Df(z) < Df(x) e Df(z) < +o0. Fino ad ora
abbiamo ragionato sulla differenziabilita di f in un punto, ma ricordiamo che il nostro
fine e di mostrare che f ¢ differenziabile quasi ovunque rispetto alla misura di Lebesgue.

Per farlo dobbiamo dimostrare che i due insiemi

Bi={o€l:Df(a) = +00}  Ey={rel:Df(x)> Df(x)}
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sono trascurabili, ovvero hanno misura di Lebesgue nulla.

Iniziamo mostrando che £'(F;) = 0. Per ogni n € N poniamo
A, ={rx€l:Df(x)>n},

da cui si ottiene che

E, = ﬂAn.

neN
In questo modo, se mostriamo che A,, ha misura di Lebesgue nulla, anche F; avra misura

nulla. Fissiamo ora un n € N e cerchiamo di trovare un ricoprimento di Vitali di A,, per
poter applicare il Teorema 1.9. Sia F la famiglia di intervalli chiusi (non degeneri in un

punto) [a, b] contenuti in [ tali che

ovvero tali che
f(b) = fla) = (b —a)n.
Da qui si ottiene che, per ogni [a,b] € F,

L] f(a), fFO)) = LY([f(a), FO)]) = f(b) = f(a) = (b— a)n = nL([a,D]).

Inoltre se consideriamo un x € A, sappiamo che D f(x) > n, ovvero che

inf ( sup fleth) - f(:zc)) > n.

6>0 \ 0<|n|<é h

Quindi per ogni § > 0,
sup flath) = fl=)
0<|h|<é h

Risulta quindi che
Vo>0 J0<|h|<d: flx+h)— f(x)>nh.
Dal precedente ragionamento si ottiene che
z € [min{z,z + h}, max{z,x + h}] € F.

Quindi F & un ricoprimento di Vitali di A,; infatti ogni elemento di A, € contenuto
in intervalli arbitrariamente piccoli della famiglia F e gli intervalli non sono degeneri
perché h > 0. Per il Teorema 1.9 esiste una successione di intervalli chiusi {I;}jen =
{la;,b;]}jen € F a due a due disgiunti tali che

c (An \ Ufj) = 0.
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Resta da mostrare che anche Uj:o‘f I; ha misura nulla: in questo modo otteniamo che

L'(A,) = 0. Dal momento che f & una funzione crescente vale la seguente uguaglianza

Int(f(1;)) =]f(a;), £ (b))

Inoltre gli elementi di tale famiglia sono intervalli disgiunti tali che

3 > 0 | JI£(ay). £(b;)[C [—M, M),

Jj=1

Dalla precedente segue facilmente, per I'additivita e la monotonia della misura, che

> LH(1f (). F(by)D) < 2M.

Per come abbiamo definito F e dal momento che la successione che abbiamo preso

{[an, bp) }nen sta in F, allora otteniamo:

+f@([aj,bj]) = f(bj —a;) < f M _ *f 51(]f(a2,f(bj)[) - 2%

=1

In conclusione otteniamo dunque che

CYE) < LN(A, <A \U )+£ UI g%

Dall’arbitrarieta di n otteniamo che £(E;) = 0.

Per mostrare che £'(F,) = 0 si fa un ragionamento simile al precedente; prima si
scrive Fy come unione di insiemi su cui valgono disuguaglianze specifiche, poi si mostra
tramite i ricoprimenti di Vitali e il Teorema 1.9 che tali insiemi hanno misura nulla. A
questo punto la dimostrazione nel caso f crescente, I aperto limitato e f limitata su I e
conclusa.

Supponiamo ora solamente f crescente e consideriamo l'insieme

K={(g,92) € (INQ)°:q <}

K & numerabile ed & tale che

U lq1, @

(q1,92)€K
copre tutto I; infatti gli unici punti che possono restare esclusi sono i due estremi di 1

nel caso in cui sia un intervallo chiuso. Quindi si ottiene che

ct I\ U ]Q17Q2[ =0.

(q1,92)€EK
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Chiamiamo S l'insieme dei punti in cui f non e differenziabile. A questo punto possiamo
applicare, per ogni (¢, ¢2) € K, la prima parte della dimostrazione su SN|qy, g2[ dal mo-
mento che & un intervallo aperto e limitato. Possiamo quindi ottenere che £(SN|q1, ¢2[) =

0. Ma allora, dato che possiamo scrivere S nel seguente modo

S=18n U la, [ U S\ U Ja, @2 |

(q1,92)€EK (q1,92)EK

S risulta essere 'unione di due insiemi trascurabili e quindi anch’esso ha misura di
Lebesgue nulla. Questo completa la dimostrazione nel caso in cui f sia crescente.

A questo punto resta solo il caso in cui f e decrescente. Questo si risolve facilmen-
te poiche e sufficiente considerare — f, a cui, essendo crescente, possiamo applicare la
prima parte della dimostrazione. La tesi segue dal fatto che f e —f sono differenziabili

esattamente negli stessi punti. 0

1.3 Sommabilita della derivata di una funzione mo-

notona

Prima di enunciare e dimostrare il prossimo risultato, ricordiamo il Lemma di Fatou,

nella versione in cui si richiede l'ipotesi di convergenza puntuale quasi ovunque.

Lemma 1.12. Siano (X, 3, 1) uno spazio di misura e {fn}, oy una successione di fun-
zioni misurabili a valori in [0, +0c]. Se la successione { fn}, oy converge puntualmente
ad una funzione f p-q.o. su X, allora

/ liminf f,dy < liminf/ fndp.
X - Jx

n—oo n

Teorema 1.13. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione crescente. Allora f' €
L'([a,b]) e

/ Fact < f(v) - f(a).

a
Dimostrazione. Se a = b il risultato e evidente; supponiamo quindi a < b. Per il Teorema
1.6, sappiamo che f’ esiste £'-q.0. su [a,b]. Fissiamo ora un n € N e, per ogni k intero

tale che 0 < k < 2", poniamo

k(b—a
an,k:a%—%?

k+1)(b—
=y LEVO=0)

]n,k - [an,ka bn,k[



8 1. Proprieta delle Funzioni Monotone

Osserviamo che [a, b] si puo scrivere come unione disgiunta degli intervalli appena definiti,

OvVVero
2" —1
[CL, b[: U In,k-
k=0

A questo punto, per ogni x € [a,b[ esiste un solo k < 2" tale che = € I,,. Quindi la

seguente definizione e ben posta

90(7) = 5o (Flbug) — flans).

gn € una funzione semplice, infatti ¢ definita a tratti ed ¢ constante in ogni I, ;. Da

questo segue

b 2n—1 —a 2" —1
/ 0L = 3 P L) = 3 (Flbur) — Flans) = F(8) — F(a).

Se mostriamo che g, converge puntualmente a f L'-q.o. su [a,b], allora possiamo

applicare il Lemma 1.12. In questo modo la dimostrazione ¢ conclusa, infatti otteniamo
b b b
/ flact :/ lim inf g, dC < liminf/ gndLr = f(b) — f(a).
a a n—0o0 n—0o0 a

Sia E' C [a, b] I'insieme su cui f’ non ¢ definita; sempre per il Teorema 1.6 sappiamo che

LY(E) = 0. Mostriamo ora che
lim gn(z) = f'(z) Vz €fa,b[\E.
Fissiamo un z €a, b[\E. Dato che f ¢ differenziabile in x
Ve>0 36>0:V|h| <6 z+heab], |flx+h)—f(z)—hf(z) <elh]
Prendiamo ora N € N tale che per ogni n > N si ha 27"(b — a) < §. Inoltre fissato
n > N sia k < 2" tale che x € I, ;.. Allora

T—=0<au, <x<by <x+0.

Osserviamo che per ogni 0 < k < 2" vale
271
b—a

(bn,k — amk) = 1.

A questo punto segue che

90(2) = ()] = |

< 1) = £(0) — = ) (@) +

b 2 0) = Flans) — (0= a0 )] <
2n 2”

r— (€lbng — | + €|z — ank]) = m(b“’“ — Ap )€ = €.

(f(bn,k) - f(amk) - (bn,k - an,k)f/(x)) <

<
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Quindi abbiamo mostrato che per ogni € > 0 esiste un N € N tale che
gn(x) — f'(@)| <€ Vn =N,

ovvero che lim, o g,(z) = f'(x). In questo modo la dimostrazione & conclusa.
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Capitolo 2
Misura di Lebesgue-Stieltjes

In questo capitolo, 'obiettivo principale e di costruire la misura di Lebesgue-Stieltjes
a partire da una funzione crescente, sfruttando le proprieta delle funzioni monotone
studiate nel capitolo precedente. Inizieremo con alcune osservazioni preliminari sul-
la misurabilita delle funzioni monotone, che ci permetteranno di definire la misura in
modo piu rigoroso. Successivamente, definiremo formalmente la misura di Lebesgue-
Stieltjes, analizzandone le principali proprieta. Infine, concluderemo con il Teorema di
rappresentazione di Lebesgue, che costituisce un risultato fondamentale per stabilire la

corrispondenza tra funzioni crescenti e misure di Radon positive.

Osservazione 2.1. Se una funzione f definita da un intervallo di numeri reali I ad R
¢ monotona, allora ¢ boreliana. Ricordiamo infatti che una funzione ¢ boreliana se la
controimmagine di ogni aperto ¢ un boreliano. In questo caso la controimmagine tramite
f di un intervallo aperto sara necessariamente un intervallo, eventualmente degenere. Dal
momento che un aperto qualsiasi di R ¢ unione di intervalli aperti, la sua controimmagine

tramite f sara unione di intervalli e quindi sara un insieme boreliano.

Osservazione 2.2. Se una funzione f definita da un intervallo di numeri reali I ad R e
monotona, allora f’ si puo estendere ad una funzione boreliana su tutto /. Infatti, grazie
al Teorema 1.6, sappiamo che f’ & definita su I tranne che in un insieme di punti al piu
numerabile. Si puo provare che se estendiamo f’ in questi punti in cui non & definita

assegnandogli il valore 0 otteniamo una funzione boreliana.

2.1 Costruzione della misura di Lebesgue-Stieltjes

Poiché nella dimostrazione del teorema successivo utilizzeremo frequentemente i con-

cetti di limite destro e sinistro, introduciamo ora la relativa notazione.

11
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Definizione 2.3. Siano a,b € R cona < b e f : [a,b] — R. Definiamo per ogni x €]a, b]
(e analogamente f(a+) e f(b—)):

flz+) = lim+ fly), se tale limite esiste.

Yy—x

f(x—):= lim f(y), se tale limite esiste.

y—xr—
Teorema 2.4. Sia f : R — R wuna funzione crescente. Per ogni intervallo aperto a

destra [a, b definiamo
As([a, b)) =0 se [a,b[= 0
Ar([a, b)) = f(b—) — f(a—) altrimenti.

Definiamo inoltre 05 : B(R) — [0, +00]

+o0o +oo
0r(A) := inf {Z Ar(15) = (1) jen successioni di intervalli half-open, A C U I]} :
=0

j=1

Allora:
1. 0f € una misura esterna su R;
2. 1 boreliani di R sono tutti 0¢-misurabili.

3. Sta py la misura ottenuta da 05 con il metodo di Carathéodory e X¢ la o-algebra

degli insiems 0p-misurabili. Per ogni a,b € R con a <b, si ha

pr(fa, b)) = f(b=) = fla—),
py(la, bf) = f(b—) = fla+t),
py(la, b)) = f(b+) = fla—),
pr(la, b)) = f(b+) — flat).

4. Per ogni A € Xy

+00 +oo
pr(A) = inf {Z pr(L;) = (1;)jen intervalli aperti, A C U Ij}
=0

j=1
=inf {up(U) : U aperto, A C U}
= sup {pus(K) : K compatto, K C A}.

5. Siano g : R — R un’altra funzione crescente, c € R, A€ XN, e B € Xy allora
pyvg(A) = 1y (A) + pg(A),

pref(B) = cpuy(B).
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Dimostrazione. Iniziamo mostrando che f; ¢ una misura esterna su R. Se A = 0 &
evidente che 0¢(A) = 0, dato che possiamo ricoprire A con l'intervallo vuoto, che ha
misura nulla per come ¢ definita \y. Se A € B C R, ogni ricoprimento di intervalli
aperti a destra di B € anche un ricoprimento di A e quindi, per la monotonia dell’estremo
inferiore, 07(A) < 6;(B). Resta da mostrare la o-subadditivita. Sia {A,}nen € P(R)
una successione di sottoinsiemi di R. Consideriamo un n € N e il corrispondente A,,.
Tramite la caratterizzazione dell’estremo inferiore, per ogni € > 0 esiste una successione

di intervalli aperti a destra tali che valgono le seguenti:

“+o0
ALy e ZAf i) < 07(A) + Qnﬂ (2.1)
=1

Da qui otteniamo che:

U An C U In,j = U Inlek’

neN n,jEN keN
dove 'ultima uguaglianza segue dalla numerabilita di Nx N, che ci permette di rinominare

gli indici. Da questo segue che:

400 +o0o +oo +o00o
Oy (U An) < M) = D> Any)
n=1 k=0 n=0 j=0

gf(ef(An) 2n+1) Zef -

Dall’arbitrarieta di € segue la proprieta di o-subadditivita e quindi abbiamo mostrato
che ; ¢ una misura esterna.

Passiamo ora a mostrare che i boreliani di R sono ¢;-misurabili. Per poterlo fare ¢
prima necessario mostrare che gli intervalli half-open sono ¢;-misurabili. Siano dunque
la,b] un tale intervallo e A C R tale che 67(A) < 4o00. Per la proprieta di subadditivita
sappiamo gia che

Or(AN]a,b) +0;(A\ [a,b]) = 6;(A),

resta da mostrare la disuguaglianza opposta. Similmente a come fatto nella (2.1) per
ogni € > 0 esiste una successione di intervalli aperti a destra {I;},cy tali che valgono le

seguenti
“+o0o
AC U [j Z )\f < (9f ) €.
j=1

Consideriamo ora le seguenti successioni: I; N [a,b], I,N] — 0o,a e I; N [b,4+00[. Queste
sono successioni di intervalli aperti a destra e sostanzialmente ci permettono di scomporre

ogni intervallo [; in tre parti: la prima serve a ricoprire AN[a, b e le altre due per A\ [a, b];
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infatti
AnNla,b[C LOJO(I]- N [a, b)), A\ [a,b]C (Loj LN — oo,a[) U (lej N [b, —|—oo[> :

In questo modo riusciamo a fare i seguenti passaggi

05 (AN a, b)) +05(A\ [a,b]) <

< ZAf (I; N [a,b]) + fo (1;N] = 00, a) + Y g (I; N [b, +o00) =

=0
—Z)\f <9f ) €.

Dall’arbitrarieta di € segue la disuguaglianza che restava da mostrare e quindi [a, [ €
-misurabile. Dalla 0¢-misurabilita degli intervalli aperti a destra segue anche quella
degli intervalli aperti a destra illimitati del tipo [a, +oo[; infatti questi si possono scrivere

nel seguente modo
“+o0o

la, +oo[= | Jla+n,a+n+1].
n=0
Similmente otteniamo che anche gli insiemi con un solo punto sono 6¢-misurabili, dal

momento che si possono scrivere come segue

{a} = ﬁ[a,a—i— %[

A questo punto qualsiasi intervallo risulta essere ¢ ;-misurabile perché puo essere ottenuto
da intervalli aperti a destra limitati o illimitati, eventualmente passando al complementa-
re oppure aggiungendo o togliendo un punto. Infine otteniamo che un qualsiasi aperto di
R ¢ 0¢-misurabile dato che puo essere scritto come unione al pitt numerabile di intervalli
aperti e disgiunti. I boreliani di R sono a loro volta generati dagli aperti di R e quindi
abbiamo mostrato che sono 6 ¢-misurabili.

Abbiamo quindi mostrato che #; ¢ una misura esterna e che i boreliani di R sono
contenuti nella o-algebra ¥y degli insiemi @-misurabili. A questo punto, tramite il
metodo di Carathéodory, possiamo ottenere da ¢ una misura p ¢ definita sulla o-algebra
Y ¢. Mostriamo ora le proprieta di py enunciate nel punto 3. La prima proprieta segue

dal fatto che [a,b] € un ricoprimento di se stesso, infatti

py([a,b]) = As(la, 0) = f(b=) — f(a—).

Consideriamo ora U'intervallo [a, b]; esso puo essere scritto come

[a,b]:ﬁola,b+%[.

n=1
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Da questo segue

py(fa; b]) = py (ﬁo {a,b+%D = lim ({a,b+%D -

s (oo 1) = ((52) )
— J(b+) - f(a=). (22

In realta I'ultima uguaglianza non ¢ affatto banale. Per motivarla vogliamo mostrare che

f(b+) =lim, 100 f ((b+ 1) —). Iniziamo osservando che

. 1 . 1 : 11
o0 =ptr (o) () -) = mas (045 p)

A questo punto, dalla monotonia di f segue che

lim f((b—kl)—)Ssupf(—i—l——) f( 1).
n—r+00 n keN

Passando all’estremo inferiore su N otteniamo

fb+) > tm_f ((b+ %) —) .

Inoltre per ogni € > 0 esiste un NV € N tale che

1 1 i 1
ilglgf(bJrN—E) <nglfoof((b+ﬁ) —) + e
Scegliendo K = 2N otteniamo
1 1 1 1
=i )< — ) = —_ )<
fo+) lerelgf(b+n>_f<b+2N) f<b+N K)_

1 1 1
< bt ———) < 1 bt =) =) +e
<o f (b5 -7) < Jim g ((b47) <)+

Dall’arbitrarieta di € segue che f(b+) < lim, 4o f ((b+ 2) —), e quindi la (2.2) ¢ valida.
A questo punto possiamo ottenere piuttosto facilmente le altre due uguaglianze del punto

3. Infatti, scelto un qualsiasi C' > 0, abbiamo che

py(la, b)) = py(la = C0) = py(la = Ca]) =

= [(b=) = fla=C=) = flat+) + fla = C=) = f(b=) = flat),
py(la, b)) = pg(la — C0]) — py(la = Ca]) =

= f(0+) = fla=C=) = flat) + fla = C=) = f(b+) = f(at).

Questo conclude la prova. ]
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Definizione 2.5 (Misura di Lebesgue-Stieltjes). La misura iy costruita a partire da
una funzione crescente f come descritto nel Teorema 2.4 viene detta misura di Lebesque-

Stieltjes associata a f.

Esistono diversi modi per costruire e definire la misura di Lebesgue-Stieltjes. Noi
abbiamo utilizzato gli intervalli aperti a destra [a,b] e definito la misura sfruttando i
limiti sinistri della funzione f. Precisamente, per un intervallo di questo tipo, abbiamo
posto

Ar(a, b)) = F(b=) — fla=).
Un modo alternativo consiste nell'uso degli intervalli aperti a sinistra |a, b], definendo la

misura in termini di limiti destri. In questo caso la definizione diventa

Ar(Ja, b)) = f(o+) — flat).

Questa scelta e del tutto equivalente in termini di costruzione della misura, ma offre
un punto di vista differente e talvolta conveniente a seconda del tipo di funzione e del-
I’applicazione desiderata. Il processo di costruzione della misura associata si semplifica
ulteriormente se assumiamo che la funzione f sia crescente e continua da sinistra (o da
destra a seconda della scelta di cui abbiamo appena discusso). In questo caso possiamo
definire direttamente
Ar(la, b)) = f(b) = f(a),

dato che f(b) — f(a) = f(b—) — f(a—). Con questo approccio non utilizziamo i limiti
da sinistra ed evitiamo diverse complicazioni tecniche durante la dimostrazione. Infine,
nel caso in cui la funzione f e continua, la misura di Lebesgue-Stieltjes associata assume

una forma particolarmente semplice e uniforme. In tale situazione otteniamo infatti che

py([a, b)) = py(a, b)) = pp(la, 0]) = py(ja, b) = f(b) = f(a).

In questo modo il valore della misura ¢ indipendente dalla scelta della tipologia di
intervallo.

Il processo di costruzione della misura di Lebesgue-Stieltjes e, sotto molti aspetti,
simile a quello della misura di Lebesgue. Infatti nel seguente esempio mostriamo che
la misura di Lebesgue ¢ un caso particolare della misura di Lebesgue-Stieljes, ottenuta

scegliendo come funzione monotona generatrice la funzione identita.
Esempio 2.6. Consideriamo la funzione identita f : R — R, f(z) = x. La misura di
Lebesgue-Stieltjes associata a f coincide proprio con la misura di Lebesgue. Per vedere

questo, consideriamo due punti a,b € R con a < b e calcoliamo la misura dell’intervallo
[a,b]. Abbiamo

prlab]) = f(b+) = fla=) = f(b) = fla) =b—a = L'([a,}]).
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Osservazione 2.7. L’oggetto principale della nostra analisi sono le misure di Lebesgue-
Stieltjes associate a funzioni definite su R. Tuttavia, la definizione di misura di Lebesgue-
Stieltjes puo essere ampliata a funzioni con dominio in R". Quando si estende la costru-
zione ad R™ il processo diventa significativamente piu complesso, dato che richiede un
uso approfondito delle funzioni di distribuzione e delle loro derivate parziali in senso

distribuzionale.

Osservazione 2.8. Un legame interessante tra le funzioni crescenti e le misure di Lebesgue-
Stieltjes ad esse associate riguarda il comportamento rispetto alla continuita o alla di-
scontinuita della funzione. Se la funzione f ¢ continua, la misura associata f; attribuisce

misura nulla agli insiemi costituiti da un singolo punto, ovvero per ogni x € R si ha

pr({x}) = 0.

Invece, se f presenta un punto di discontinuita in xg € R, la misura associata dell’insieme
{zo} vale

pr({xo}) = pr([xo, zo]) = f(wo+) — fl0—).

Quindi la misura p riflette la discontinuita di f in .

2.2 Teorema di Rappresentazione di Lebesgue

Definizione 2.9 (Misura di Radon positiva). Sia Q un aperto in R". Prendiamo
una misura boreliana p su Q. p é una misura di Radon positiva se é finita sui compatti

di ) ed e sia internamente che esternamente regolare, ovvero valgono

pu(A) = sup{u(K): K C A, K compatto},
u(A) =inf{u(U) : AC U, U aperto}.

Inoltre denotiamo con M(Q2) 'insieme delle misure di Radon positive su €.

Nel Teorema 2.4 abbiamo mostrato che per ogni funzione crescente f si puo ottenere
una misura jy corrispondente. Osserviamo che, per la definizione che abbiamo appena
dato e per le varie proprieta enunciate nel Teorema 2.4, la misura py ¢ una misura di
Radon positiva. Ora vogliamo ribaltare il processo e mostrare come a partire da una
qualunque misura di Radon positiva p possiamo ricavare una funzione f crescente tale

che p ¢ esattamente la misura di Lebesgue-Stieltjes di f, ovvero tale che p = .

Teorema 2.10 (Rappresentazione di Lebesgue). Sia 1 una misura di Radon positiva
su R. Allora esiste una funzione f : R — R crescente e continua da sinistra tale che p

¢ la misura di Lebesgue-Stieltjes associata ad f.
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Dimostrazione. Definiamo la funzione f : R — R nel seguente modo

—u([z,0]) sex <0,
f(x) =10 se x =0,
w([0,z])  sex>0.

Questa definizione ¢ ben posta dal momento che, per ogni x € R, gli insiemi [z, 0], |0, z]
sono boreliani e ;1 ¢ una misura boreliana. Verifichiamo che f ¢ crescente sfruttando la

monotonia della misura p. Siano x,y € R con z <y. Se 0 < x <y abbiamo

f(z) = p([0,z]) < pn([0,y]) = f(y).

Se r < y < 0 abbiamo

f(@) = —p([z,0)) < —pul[y, 0)) = f(y)-

Invece se x < 0 <y, per come ¢ stata definita f, si ha

f(x) <0< f(y).

Mostriamo ora che la misura p coincide, sugli intervalli aperti a destra, con la misura di
Lebesgue-Stieltjes associata alla funzione f che abbiamo appena definito. Consideriamo
a,b € R e supponiamo 0 < a < b. Per l'additivita finita della misura e dato che
[0,b]= [0, a[U]a, b]

p(la, 0f) = pu([0,6]) — p((0, af) = f(b) — f(a) = f(b=) — f(a—).

L’ultima uguaglianza segue dalla continuita da sinistra della funzione f. Non ci dovrebbe
stupire che ad ogni misura si puo associare una funzione continua da sinistra, dato
che nell’Osservazione 2.11 abbiamo spiegato come, cambiando il valore della funzione
nei punti di discontinuita, si ottiene la medesima misura di Lebesgue-Stieltjes. I casi
a <b<0ea<0<bsono analoghi, mentre se a = 0 o b = 0 segue direttamente da

come abbiamo definito f. m

2.3 Caratterizzazione delle misure di Radon positive

In questo capitolo, abbiamo innanzitutto illustrato il procedimento che permette di
associare una misura a una funzione monotona crescente. Successivamente, abbiamo
esplorato il percorso inverso, cio¢ come definire una funzione crescente a partire da una

misura di Radon positiva. Ora desideriamo analizzare la relazione che si instaura tra
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funzioni monotone crescenti e misure di Radon positive attraverso questi due proce-
dimenti, con l'obiettivo di comprendere se essi siano in corrispondenza biunivoca. In
altre parole, cercheremo di dimostrare che i due percorsi sono 'uno l'inverso dell’altro.
Qualora ci riuscissimo, potremmo affermare che tra le funzioni monotone crescenti e le
misure di Radon positive esiste una biezione. Tuttavia, prima di procedere con questa
dimostrazione, sara utile fare un’osservazione preliminare che ci aiutera a identificare le
condizioni necessarie affinché tale corrispondenza sia effettivamente biunivoca. Infatti,
risultera evidente che uno dei due procedimenti non ¢ intrinsecamente unico; pertanto,
sara necessario introdurre alcune condizioni aggiuntive per garantire l’ottenimento di una

vera e propria biezione tra certe funzioni crescenti e le misure di Radon positive.

Osservazione 2.11. Nel Teorema 2.4 abbiamo mostrato come si puo associare ad una
funzione crescente f una misura py. Tuttavia, una stessa misura di Lebesgue-Stieltjes
puo provenire da molteplici funzioni differenti. Per esempio p ¢, ovvero la misura associata
alla funzione crescente f, € identica alla misura associata alla funzione f + C, dove C'
¢ una costante reale qualsiasi. Le possibili varianti di funzioni che generano la stessa
misura (¢ non si limitano a queste trasformazioni costanti. Infatti, nella definizione di
¢ del Teorema 2.4, compaiono i limiti sinistri di f, ma non i valori puntuali assunti da
f. Questo implica che, nei punti di discontinuita di f, possiamo modificare il valore di
f sostituendolo con qualunque valore compreso tra il limite sinistro e il limite destro,
mantenendo invariata la misura. In altre parole, possiamo costruire una funzione g che
differisce da f in un insieme di punti al pitt numerabile (come affermato nella Proposizione
1.4), pur essendo anch’essa crescente e tale che p1; = p1y. In sintesi, la stessa misura di
Lebesgue-Stieltjes puo essere associata a una famiglia di funzioni crescenti, che possono

differire tra loro sia per costanti additive sia per variazioni nei punti di discontinuita.

Proposizione 2.12. Siano F linsieme delle funzioni reali definite su R, monotone
crescenti, continue da sinistra e nulle nell’origine; e G l'insieme delle misure di Radon

positive su R. Allora esiste una corrispondenza biunivoca tra F e G.

Dimostrazione. Iniziamo definendo ® : F — G come nel Teorema 2.4, ovvero
O(f) =ps py(la, b)) = f(b=) = fla=) Va,beR.
Definiamo invece ¥ : G — F come nel Teorema 2.10, ovvero

—ul[z,0[) sex <0,
U(p) = fur  ful@) =140 sexr =0, VreR

p([0,2))  se x>0
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Mostriamo ora che W o ® = Idz e ® o ¥ = Idg. Da questo segue che ¥ = &~ ovvero

che ¢ ¢ una applicazione biunivoca. Per ogni x € R si ha

(Vo @)(f)(x) = Wlus)(x) = fup(x) =
(—/Lf([:c,O[) se x < 0, flz—) — f(0—) sexz <0,
=40 sex=0,=40 sex =0, =

Lip([0,2])  se x> 0; f(x—) — f(0—) sex > 0;

(

f(z)— f(0) sex <0, f(z) sex <0,
=40 sex=0,=1q f(0) sex=0,=f()
| f(z) — f(0) sex>0; f(z) sex>0;

In questi passaggi si vede come l'ipotesi della continuita da sinistra di f e il fatto che
f(0) = 0 sono essenziali per ottenere f, = f. Senza fissare il valore di f in un punto
avremmo ottenuto una corrispondenza suriettiva ma non iniettiva. Per la composizione
in ordine inverso iniziamo verificando che le misure coincidono sugli intervalli aperti a

destra [a,b[ con 0 < a <b. I casia <b<0ea<0<bsono analoghi. Si ha

(@0 W)(p)(la, b)) = S(fu)([a,0]) = s, (la; b)) = fu(b=) = fula—) =
= fu0) = fula) = p(10,6]) = ([0, a]) = u([a, b]).
Abbiamo verificato che le misure coincidono sugli intervalli [a,b]. Per poter affermare

con precisione che le due misure coincidono sull’intera g-algebra di Borel servirebbero

alcuni altri passaggi tecnici sull'unicita dell’estensione della misura che ometteremo. [



Capitolo 3
Funzioni a Variazione Limitata

In questo capitolo introduciamo le funzioni a variazione limitata. Dopo aver definito
formalmente il concetto di variazione totale, il capitolo esplora le principali proprieta delle
funzioni a variazione limitata, con una maggiore attenzione alle proprieta che le collegano
alle funzioni monotone. Inoltre, viene presentato il Teorema di Jordan, che fornisce una
caratterizzazione utile delle funzioni a variazione limitata in termini di differenza di due

funzioni monotone crescenti.

Definizione 3.1 (Variazione totale). Siano I C R un intervallo, f : I — R una

funzione e D C R. Defintamo la variazione totale di f su D la quantita
Vp(f) = sup {Z |f(x) = fxj-)|:n>1z; € INDyxg < -+ < IEn} : (3.1)
j=1

Nel caso in cui D NI =0, poniamo Vp(f) = 0. Indichiamo la variazione totale di f su
I semplicemente con V' (f) invece di Vi(f). Nel caso in cui Vp(f) é finita diciamo che f
¢ una funzione a variazione limitata su D. Se V(f) ¢ finita diciamo semplicemente che

f € una funzione a variazione limitata.

Osservazione 3.2. Possiamo definire la variazione totale anche per le funzioni a valori in

un qualsiasi spazio metrico (X, d). Per farlo e sufficiente sostituire |f(z;) — f(z;-1)| con

d(f(z;), f(xj—1)) nella (3.1).

3.1 Proprieta delle funzioni a variazione limitata

Nella proposizione seguente evidenziamo due proprieta fondamentali della variazione
totale: la sub-linearita, che garantisce che la variazione totale di una somma di funzioni

non supera la somma delle loro variazioni, da cui segue che la classe delle funzioni a
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variazione limitata e chiusa rispetto a somma (e ovviamente alla moltiplicazione per sca-
lari); e poi mostriamo I’additivita rispetto alle scomposizioni del dominio, che consente di

calcolare la variazione totale su un insieme come somma delle variazioni su sottoinsiemi.

Proposizione 3.3. Siano I C R un intervallo, f,g : I — R due funzioni, D' C D C R

e c € R. Allora valgono le sequenti proprieta della variazione totale:

1. Vp(f+9) < Vp(f) + Vb(g), da cui seque che se f,g sono funzioni a variazione

limitata su D, allora lo é anche f 4+ g;

2. Vp(ef) = |c|Vp(f), da cui seque che se f é una funzione a variazione limitata su

D, allora lo € anche cf;

3. VD’(f) < VD(f);

4. Vo(f) = Vbaj—eow (f) + Vb, +oo[(f) per ogni x € R, mentre se x € I otteniamo

l'uguaglianza;

5. se f ¢ monotona e DN I # (), allora

Vp(f) = sup f — inf f;

DNI

se f e anche limitata, allora é una funzione a variazione limitata.

Osservazione 3.4. Consideriamo a,b € R con a < be f : [a,b] — R una funzione reale.
In questo caso particolare il punto 5 della Proposizione 3.3 assume la seguente forma: se

f ¢ una funzione crescente, allora f ¢ a variazione limitata e si ha V(f) = f(b) — f(a).

3.2 Teorema di Jordan

Il Teorema di Jordan permette di decomporre una funzione a variazione limitata
come differenza di due funzioni crescenti. Questa rappresentazione descrive la struttura
delle funzioni a variazione limitata e costituisce una base fondamentale per collegarle
alla teoria delle misure di Radon. Inoltre, questa decomposizione mette in evidenza il
legame con le funzioni monotone, da cui derivano altre caratteristiche delle funzioni a

variazione limitata.

Teorema 3.5 (Teorema di Jordan). Siano I C R un intervallo, f: I - R e D CR.
f € una funzione a variazione limitata su D se e solo se esistono fi, fo : I — R funzion:

crescenti e limitate tali che f = fi — fo in DN 1.
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Dimostrazione. Supponiamo che f sia una funzione a variazione limitata su D e mo-
striamo che esistono fi, fo con le proprieta richieste. Se D NI = (), possiamo prendere

banalmente f; = fo = 0. Supponiamo quindi D NI # () e poniamo per ogni x € DN I

9() = Vbrj-scal (f).

Definiamo (su DN 1) g1 := g+ f, g2 := g — f e mostriamo che sono funzioni crescenti.

Prendiamo a,b € D NI con a < b; per le proprieta della variazione totale vale

(1) = Vor—oo)(f) = Vbrj—co,a) (f) + Vs (f) =
= g(a) + Vo (f) = gla) + | f(b) — f(a)],

e quindi otteniamo

91(b) = g1(a) = g(b) + f(b) — g(a) — f(a) = [f(b) — f(a)] + f(b) — f(a) = 0.

Si mostra in modo analogo che go(b) — g2(a) > 0. Mostriamo ora che esistono hy, hy :

R — R funzioni crescenti che coincidono rispettivamente con g1, g su D N I. Poniamo

Cc1 = inf 1 Cy = inf 25
par I par 9%

si ha che c;,c2 € R perché f ¢ a variazione limitata su D e quindi sia f che g sono

limitate. A questo punto definiamo
hi(z) = sup{{er} U{q1(y) :y € DN 1Ly < a}},

ho(z) = sup{{c2} U{ga(y) :y € DN I,y < x}},

e otteniamo cosi le proprieta richieste. Inoltre, per ogni x € D N I, avremo
hi(z) + ha(x) = g1(2) + g2(x) = 2g(x),

hi(z) = ho(z) = g1 () — ga2(x) = 2f ().

Infine, ponendo f; = & f, = %2 otteniamo due funzioni crescenti tali che per ogni

2 2
x € DNIsiha

hi(x) — hy(x) _ 91(x) — ga(x)
2 2

fi(x) = folx) = = f(z).

Supponiamo ora che fi, fo siano funzioni crescenti, limitate e mostriamo che f =
f1 — f2 € una funzione a variazione limitata. Dato che fi, fo sono crescenti e limitate,

per la Proposizione 3.3 si ha

V(fi) = Sgpﬁ - i%ffl < 00,
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V(fe) = SEPfZ — i%ffg < +o00.

Ma allora, sempre per le proprieta della variazione totale nella Proposizione 3.3,

Vo(f) = Vonir(f) = Voni(fi = f2) < Voar(f1) + Vonir(=f2) =
= Vonr(f1) + Vonr(f2) S V(f1) + V(fa) < Fo0.

Da questo segue che f ¢ una funzione a variazione limitata su D. O]

Le proprieta elencate nella prossima proposizione confermano che le funzioni a varia-
zione limitata ereditano molte delle caratteristiche strutturali delle funzioni monotone,
come l'esistenza di limiti destri e sinistri, la numerabilita dei punti di discontinuita e la

differenziabilita.

Proposizione 3.6. Siano I C R un intervallo, f : I — R una funzione a variazione

limitata. Allora
1. f ammette limite destro e sinistro in ciascun punto di I;
2. linsieme dei punti di discontinuita di f in I é al piu numerabile;

3. f ¢ differenziabile L'-q.0. in I, ' ¢ una funzione L'-sommabile su I e
11t < vis)
I

Dimostrazione. Dal momento che f e una funzione a variazione limitata su I, per il
Teorema 3.5 esistono due funzioni fi, fo : I — R crescenti e limitate tali che f = f; — fo
su I. A questo punto il punto 1 segue dall’esistenza dei limiti destri e sinistri per le
funzioni monotone che abbiamo mostrato nella Proposizione 1.2, mentre il punto 2 segue
dalla numerabilita dell’insieme dei punti di discontinuita di una funzione monotona che
abbiamo mostrato nella Proposizione 1.4.

Il punto 3 non segue in modo cosl immediato dai risultati che abbiamo mostrato
per le funzioni crescenti. Per il Teorema 1.6 sappiamo che f;, fo sono differenziabili £!-
q.o. in I e di conseguenza anche f lo ¢. Quindi f’ & definita £'-q.o. in I, inoltre, per

I'Osservazione 2.2, f & misurabile rispetto ad £!. Poniamo ora, per ogni x € R,

F(%) = ‘/Iﬂ]foo,x}(f)‘

F' & una funzione crescente e positiva. Prendiamo x,y € I con x < y, allora vale

F(y) - F(ZB) = Vm]foo,y](f) - ‘/Iﬂ]foo,x}(f) = %ﬁ[x,y](f) Z ’f(y) - f(.l?)‘
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Quindi ne segue F'(x) > |f'(x)| in ogni punto = € I in cui entrambe le derivate esistono,
ovvero L£'-q.o. su I. Inoltre, sempre per I’Osservazione 2.2, anche F’ ¢ L£'-misurabile,

quindi otteniamo
/I|f’|d£1 < /IF’dﬁl. (3.2)

Prendiamo a,b € I con a < b; allora per il Teorema 1.13 abbiamo

b
[ FaL < FB) - Fla) < FO) = Vieyws(7) < V(D).

a

Possiamo esprimere I come 'unione di una successione crescenti di intervalli della forma

[a,,b,]. Quindi dal Teorema della convergenza monotona segue che

/ Fldf' = / F'xpdLh = / Hm (F'X(g,bn)) AL =
I n—oo

bn,
= lim [ F'xp@,p dL" = sup/ FldCt <V(f).
n—oo neN Jq,,

Da questo deduciamo che F” & £'-sommabile su I. Ricordando che abbiamo mostrato la

(3.2): otteniamo da essa che anche f’ & £'-sommabile su /. Infatti vale

/ny’|d£1 < /IF’dﬁl <V(f).

Questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione 3.7. Nel seguito capitera di considerare differenze di misure. Questo tipo
di oggetti rientra nel contesto piu generale delle misure con segno, che estendono il
concetto di misura permettendo valori negativi. Senza entrare nella teoria completa di
queste misure, ci limiteremo a utilizzarle nei casi in cui la differenza tra misure e naturale

e non comporta difficolta aggiuntive rispetto al quadro teorico sviluppato.

Osservazione 3.8. Consideriamo I C R un intervallo e f : I — R una funzione a
variazione limitata. Per il Teorema 3.5 esistono fi, fo : I — R crescenti tali che f =
fi—f2. Peril Teorema 2.4 possiamo associare ad f1, fo rispettivamente piy, , p1f,. In questo
modo possiamo ampliare la definizione di misura di Lebesgue-Stieltjes alle funzioni a

variazione limitata, ponendo py = 1y, — pt5,. La definizione ¢ ben posta dato che vale

p([a; b)) = pp(la,0]) = f1(0=) = fila=) = fa(b=) + fala—)
= f(b=) = fla=) = ps(la, b]).
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Capitolo 4
Funzioni Assolutamente Continue

In questo capitolo studiamo le funzioni assolutamente continue, analizzandone le pro-
prieta principali, con particolare attenzione a quelle necessarie per i risultati successivi.
In particolare mostreremo che, essendo a variazione limitata, a tali funzioni possiamo as-
sociare una misura di Lebesgue-Stieltjes. Da qui costruiremo una decomposizione delle

funzioni crescenti e di conseguenza anche delle funzioni a variazione limitata.

Definizione 4.1 (Funzione assolutamente continua). Siano I un intervallo in R e
f I — R una funzione. Diciamo che f ¢é assolutamente continua se per ogni € > 0

esiste un & > 0 tale che
k

D 1F ) = flap)l <«

j=1
per ogni famiglia finita di punti z;,y; € I tale che

k

1Sy < ST S Yy Z‘yj_xj‘ <o.
j=1

4.1 Proprieta delle funzioni assolutamente continue

Questa sezione ¢ dedicata all’analisi delle proprieta fondamentali delle funzioni asso-
lutamente continue. L’obiettivo e porre le basi per collegarle alla misura di Lebesgue-

Stieltjes e alle decomposizioni introdotte nelle sezioni successive.

Proposizione 4.2. Siano I un intervallo in R e f: I — R una funzione assolutamente

continua. Allora f é uniformemente continua.

Dimostrazione. Fissiamo € > 0 e sia § come nella Definizione 4.1. Prendiamo una coppia

di punti z,y € I tale che |x — y| < . Poniamo x; = min{z,y} e y; = max{z,y}. Dal

27
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momento che {z1,y;} € una famiglia finita di punti, otteniamo dall’assoluta continuita

[f (1) = )] = 1f () = f(y)l <€
ovvero f ¢ uniformemente continua. O

Esempio 4.3. Siano I C R un intervallo e f : I — R una funzione lipschitziana di

costante ¢ > 0. Allora f e assolutamente continua.

Dimostrazione. Dato € > 0, consideriamo un ¢ > 0 tale che ¢d < €. Allora vale

k k
Z\f(yj) — fla)] < CZ(Z/]' — ;) <cd <e,

per ogni famiglia finita di punti z;,y; € I tale che

k
n<y< <o <y Y ly—al <4,
j=1

ovvero f ¢ assolutamente continua. O]

Proposizione 4.4. Siano I, J C R due intervalli chiusi, c e R, f: I -Reg:J —R

due funzioni assolutamente continue. Allora valgono i sequenti fatti:
1. f+g:1INJ— R é assolutamente continua,
2. cf e assolutamente continua,
3. fg:INJ— R é assolutamente continua;
4. se g ¢é crescente con g(J) C I, allora f o g é assolutamente continua.
La dimostrazione e semplice e la omettiamo.

Teorema 4.5. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione assolutamente continua.

Allora f ¢ a variazione limitata e anche F : [a,b] — R, definita come

F(ZE) - ‘/[a,az}(f)a

e una funzione assolutamente continua. Da questo inoltre seque che esistono due funzioni

crescenti e assolutamente continue fi, fo : [a,b] — R tali che f = fi — fo su [a,b].

Dimostrazione. Prendiamo e = 1; allora esiste un 6 > 0 tale che

Z [fQy;) = fla)| < 1, (4.1)
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per ogni famiglia finita di punti x;,y; € [a, ] tale che

k
1 <y << wp <y, Z|yj_$j’ < 0.
j=1
Siano n > 1 tale che ”’Ta <dea=umxg < --- < xp = b. Possiamo supporre che i
punti a + mb_T“ (con 0 < m < n) appartengano alla suddivisione {xo,...,z;} e che
corrispondano agli indici hy, ..., h,. Allora abbiamo:
hm
iy b—a
Z (th — th_l) = < (5,
n
h=hym+1
da cui, per la (4.1), otteniamo
h7n+1
E{: |f(zn) = f(za1)] < 1.
h=hum+1
Da questo segue
k‘ -1 m,+1
Z |f(zn) = flzn-1) Z — fl@na)| < m,
h=1 m=0 hm+1

quindi Vja, b](f) < n, ovvero f & una funzione a variazione limitata.
Siano ora € > 0 e sia 6 > 0 relativo ad § nella definizione di assoluta continuita di f.
Consideriamo una famiglia finita di punti z;,y; € [a, b] tale che

k

m <y < <o <yp Y ly— <
j=1

Inoltre, per ogni h € {1,...,k}, esistono z; = t(()h) <... < t(h) =y, tali che

SUED) = FE)] > Vi () = -
j=1

Allora otteniamo

kE  np k
5> D DI = FED > D Vi (D) — 5
h=1 j=1 h=1
Oovvero
k k k
Z(F(yh> — F(zp)) = Z(V[a,yh](f) ~ Vioan (f)) = Z Vienul (f) < e
h=1 h=1 h=1

Da qui si conclude che F' & una funzione assolutamente continua.
Infine, l'esistenza di fi, fo, con le proprieta descritte nell’enunciato, segue da quanto

appena dimostrato e dalla scomposizione gia vista nel Teorema di Jordan. O]
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Osservazione 4.6. Abbiamo mostrato che per ogni funzione a variazione limitata e pos-
sibile definire la misura di Lebesgue-Stieltjes associata. Dal Teorema 4.5 segue che una
funzione assolutamente continua e a variazione limitata e quindi esiste la misura di

Lebesgue-Stieltjes associata.

Riportiamo il seguente risultato senza dimostrazione, che puo essere consultata in [6].

Proposizione 4.7. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione assolutamente continua

differenziabile. Se f'(x) =0 per L'-q.0. z € [a,b], allora f ¢ costante in [a, b).

4.2 Decomposizione di funzioni crescenti

In questa Sezione vogliamo decomporre una funzione crescente in tre componenti:
assolutamente continua, singolare crescente e discreta a salti. Questo risultato permette
di descrivere con precisione la struttura di una funzione crescente, evidenziando come le
sue diverse caratteristiche si riflettano in queste tre componenti. La decomposizione gioca
un ruolo cruciale nella teoria delle misure di Lebesgue-Stieltjes e prepara il terreno per la
successiva analisi delle misure associate. Prima di procedere con il risultato principale,

abbiamo bisogno di definire le funzioni salto ed analizzarne alcune proprieta.

Definizione 4.8 (Famiglia sommabile). Siano A un insieme di indici qualunque ed
E4={w, € R:a € A} una famiglia di numeri reali. Nel caso in cui w, > 0 per ogni

a € A definiamo la somma come

Zwa = sup{Zwa:B ¢ finito, BQA}.

acA a€eB

Diciamo che E4 € una famiglia sommabile se entrambe le famiglie a termini positivi
Ei={wl:ac A}, E;={w,:acA},

(con wt = max{w,0} e w~ = max{—w,0}) hanno somme finite. Per una famiglia

sommabile definiamo la somma come

Zwa ::Zwi—Zw;.

acA a€cA acA
Definizione 4.9 (Funzione salto). Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione.
Diciamo che f é una funzione salto se esistono due famiglie sommabili

{us :te€fa,b]} e {v:te]ab]}

tali che per ogni x € [a,b] abbiamo

flz) = Z up + Z Vg

t€la,x| tela,x]
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Osservazione 4.10. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione salto con {u; : t € [a,b[}
e {v : t € [a,b]} le famiglie associate ad f come nella Definizione 4.9. Allora valgono le

seguenti proprieta:
L. v, = f(a);
2. per ogni x €la, b, v, = f(z) — f(z—);
3. per ogni z € [a,b], u, = f(z+) — f(z).

In particolare segue che f & continua in x €la, b[ se e solo se u, = v, = 0, che f & continua
in a se e solo se u, = 0 e che f & continua in b se e solo se v, = 0. Osserviamo inoltre

che se f, g sono funzioni salto e ¢ € R, allora anche f + g e ¢f sono funzioni salto.

Proposizione 4.11. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione salto con {u; : t €

la,b[} e {v;:t €a,b]} le famiglie associate ad f. Allora f é a variazione limitata,

V(f)= Z |ue| + Z v,

tela,b] t€]a,b|
e f ¢ nulla L'-q.0. in [a,b)].
La dimostrazione ¢ omessa e si puo trovare, ad esempio, in [6].

Teorema 4.12. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione crescente. Allora esistono
una funzione salto f, : [a,b] = R, una funzione assolutamente continua fu. : [a,b] — R

ed una funzione f.: [a,b] — R differenziabile L'-g.0. in |a,b| con derivata nulla tali che

f=Ts+ fact [o

Inoltre, le tre funzioni fs, fa. € fo sono crescenti. Infine, la decomposizione ¢ unica a
meno di costati additive. Infatti se imponiamo che f,.(a) = f(a) e fs(a) = fo(a) =0 la

decomposizione € unica.

Dimostrazione. Poniamo v, = 0, v; = f(t) — f(t—) per ogni t €la,b] e uy = f(t+) — f(¢)
per ogni t € [a,b[. Dato che f & una funzione crescente, tutti i v, u; che abbiamo appena
definito sono positivi. Inoltre, presa una qualunque famiglia finita a <ty < --- < t, < b,

si ha
n n

D, + o) =D (flt+) — f(t—) < £(b) — fla),

=0 i=0
ovvero le somme su famiglie finite sono limitate da f(b) — f(a). Quindi {u;}icjap[ €
{vt }ieja,p) sono famiglie sommabili. Poniamo

fs= Zut+ th-

tela,b] t€la,b]
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In questo modo otteniamo una funzione salto tale che per ogni x € [a, b] vale
folx) = flat) = fla)+ D (f(t+) = f(t=) + f(x) = fla—). (4.2)
te€la,x|

Definiamo ora F' = f— f, e mostriamo che sia f; che F' sono funzioni crescenti. Prendiamo

x,y € [a,b] con x < y; per ogni famiglia finita z =ty < -+ < t,11 =y vale

fla+) — flz) + Z(f(tﬁ) —ft=) + fy) — fly—) =

n+1

= fy) = (@) =) _(fti=) = f(tim+) < fy) — f(x).

i=1
A questo punto, sfruttando la (4.2), otteniamo

foly) = fol@) = flat) = fla) + Y (flt+) = f(E2) + fly) = fly=) <

t€la,yl
< fly) — f(=).
Da questo segue
Fy) = f(y) = fs(y) = f(z) = fo(z) = F(=),

ovvero F' & crescente. Inoltre, dal momento che f ¢ crescente, per la (4.2) ¢ evidente che

anche fs e crescente. Risulta che
fs(a) = v, =0,

fs(t) - fs(t_) = U = f(t) - f(t_) Vi E](l,b],
fotH) = fo(t) =u, = f(t+) — f(t) VtE[a,b].
Allora

F(t)—F({t—)=0 Vt€]a,bl,
F({t+)—F({t)=0 Vté€]la,b|

Questo significa che F' & continua su |a, b[. Inoltre, la decomposizione f = F + f; con
F' continua e f, una funzione salto e unica a meno di costanti additive. Per dimostrarlo
consideriamo una seconda decomposizione f = F + f,. Allora F — F = f, — f, ¢ una
funzione continua su Ja,b[. Indichiamo con {u;}icpap, {Vi}icjap le famiglie sommabili
corrispondenti a f; e con {T }rejap[, {7Vt }1ejap) quelle corrispondenti a f,. Dalle proprieta

delle funzioni salto che abbiamo visto nell’Osservazione 4.10 segue

U = V¢ = t:’U_t:O Vte}a,b[
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Da qui otteniamo, per ogni = € [a, b],

f@) = fl)= > m+ > w— | Y wt > v | =T+~ us—va,
t€a,x] tefa,x] tela,x| tela,x]
ovvero la differenza f, — f, ¢ costante e quindi anche la differenza F — F & costante. Da
questo possiamo concludere che la rappresentazione e unica a meno di costanti additive.
Dal momento che f & una funzione crescente, per il Teorema 1.13 sappiamo che [’ &
una funzione sommabile rispetto a £!. Inoltre, per la Proposizione 4.11, f' = 0 £!-q.o.
su [a, b], visto che f,; ¢ una funzione salto. Quindi f' = F' + f/ = F' L'-q.0. su [a,b)].

Poniamo, per ogni x € [a, b],

fac('r) = f(a) + /x f/d/ll.

Per come ¢ definita, f,. € crescente e assolutamente continua. Infine, poniamo

fc:F_fac:f_fs_fac-

Prendiamo x,y € [a, b] con z < y; grazie al Teorema 1.13 otteniamo

foel) = Jue) = [ " pact = / "Pact < Fly) - F(z),

da cui segue
fc(x) = F(.CE) - fac(x) < F(y) - fac(y) = fc(y)a

ovvero f. ¢ una funzione crescente. Inoltre, per come abbiamo definito f,., vale f.. = F’
L'-q.0. su [a,b], da cui segue f. = F' — f!. = 0 L'q.0. su [a,b]. Mostriamo che
anche la decomposizione F = f,. 4+ f. € unica a meno di costanti additive, da cui segue
I'unicita della decomposizione complessiva. Consideriamo una seconda decomposizione
F = f,. + f.. Allora la funzione f,. — fu.. = f. — f. ¢ assolutamente continua ed ha
derivata nulla quasi ovunque. Dalla Proposizione 4.7 segue che essa ¢ una costante e

questo conclude la dimostrazione. O

Corollario 4.13. Siano a,b € R e f : [a,b] — R una funzione a variazione limitata.
Allora esistono una funzione salto fs : [a,b] — R, una funzione assolutamente continua
fae : [a, 0] = R ed una funzione f, : [a,b] — R differenziabile L'-q.0. in]a,b] con derivata
nulla tali che

f=Ts+ fact [e

Inoltre la decomposizione € unica a meno di costati additive. Infatti se imponiamo che

fac(a) = f(a) e fs(a) = f.(a) =0 la decomposizione e unica.
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Capitolo 5

Decomposizione delle Misure e

Risultati di Rappresentazione

In questo capitolo introduciamo le misure singolari e assolutamente continue, insie-
me alla decomposizione di Lebesgue, per poi applicare questi concetti alla misura di
Lebesgue-Stieltjes. Costruiremo una decomposizione specifica che mette in risalto le
proprieta di tale misura. Infine mostreremo che questa decomposizione corrisponde alle
misure di Lebesgue-Stieltjes associate alla decomposizione delle funzioni crescenti co-
struita in precedenza. Queste due prospettive opposte ma equivalenti rivelano il legame

profondo tra funzione e misura associata.

5.1 Decomposizione di misure

Iniziamo questa sezione con definizioni e risultati generali sulla decomposizione delle
misure. Questi strumenti teorici sono essenziali per affrontare la decomposizione della

misura di Lebesgue-Stieltjes.

Definizione 5.1 (Misura assolutamente continua rispetto a un’altra). Siano
(X, M) uno spazio misurabile e \, i due misure definite su 9. Diciamo che p ¢ assolu-
tamente continua rispetto a A e scriviamo p << A, se per ogni E € M tale che \(E) =0
si ha anche u(E) = 0.

Definizione 5.2 (Misure singolari). Siano (X,9M) uno spazio misurabile e \,pu due
misure definite su M. Diciamo che p e singolare rispetto a A e scriviamo u L X, se
esiste S € M tale che

A(S) = u(X \ S) = 0.

35
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Teorema 5.3. Siano (X, p) uno spazio misurabile e A\, ;i due misure o-finite definite su

M. Allora valgono i sequenti fatti:

1. esiste una ed una sola coppia (fax, ps) di misure definite su 9 tali che
B=ftax+ Hsxs  Han KA, pisn LA

2. esiste (a meno di insiemi di misura nulla rispetto a A\) una ed una sola funzione

A-misurabile ¢ : X — R con ¢ > 0 tale che per ogni E € M vale
ar(E) = [ oax
E

3. per ogni f : X — R p-integrabile e per ogni f : X — C p-sommabile vale

[ tan= [ oix+ [ o

Il teorema ¢ riportato senza dimostrazione; per i dettagli rimandiamo a [5].

Definizione 5.4 (Decomposizione di Lebesgue). Siano (X, 1) uno spazio misurabile
e A\, p due misure o-finite definite su 9. La coppia (ftq z, fts,)), caratterizzata nel teorema
precedente, si chiama decomposizione di Lebesque di pi rispetto a A. Infine la funzione \-
masurabile ¢, caratterizzata nel teorema precedente, si chiama derivata di Radon-Nikodym
di pu rispetto a X\ e si denota con le—’)f. Se X =R, M= B(R) e\ =L, poniamo p, == pig
€ s = Hs,L1-

Corollario 5.5 (Teorema di Radon-Nikodym). Siano (X, ) uno spazio misurabile

e \ pu due misure o-finite definite su M con p < N Allora per ogni f : X — R
w-integrabile e per ogni f : X — C p-sommabile vale

/fdu_/fj—’l;d)\.

Teorema 5.6. Siano f : R — R una funzione crescente, py la misura di Lebesgue-
Stieltjes associata a f e Xy la o-algebra su cui tale misura € definita. Allora valgono i

sequenti fatti:

1. La misura iy si puo decomporre in tre componenti

i = Hac +Uj + e,

tali che

:uac<<£17 :U’]—L£17 /“LC—L£17

pl{a}) =0 VreR e u(E)=3 u{r}) VEES,

zel
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2. Se restringiamo f : [a,b] — R, per il Teorema 4.12 esiste ed é unica la decomposi-
zione [ = fs+ fac+ fe tale che foc(a) = a e f(a) = f.(a) = 0. Allora sugli insiemi

boreliant di R
Hi = Mt Hac = Hfpery  He = Hf.-

Le misure pg,, jiy,., g, sono le misure di Lebesgue-Stieltjes associate alle funzioni
ottenute dalla decomposizione di f, estese a tutto R con f(x) = f(a) per x < a
e f(x) = f(b) per x > b (e lo stesso per fs, fuc, fc). Inoltre per ogni E € B(R)

valgono le sequenti uguaglianze:
,uac(E) = / f/d'clv
E

pi(E) =Y (ft+) = f(t=) = > (ft+) = f(t-)),

teE teEND;

dove Dy ¢ l'insieme det punti di discontinuita di f.

Dimostrazione. Mostriamo il punto 1 nel caso in cui ps sia totalmente finita, ovvero se
pr(R) < +oo. Applichiamo il Teorema 5.3 a p; rispetto alla misura £'. Allora esistono

due misure .. e ps tali che
fae < LY pug LLY iy = fige + ps.
Definiamo ora una misura j; sulla o-algebra ¥ nel seguente modo
wi(E) =sup{ps(ENK): K CR,|K| al pitt numerabile} VE € ;.

Vogliamo mostrare che p; € una misura e che p; L £'. Dalla definizione di u; segue

banalmente p;()) = 0. Consideriamo una successione disgiunta di insiemi {E,, }pen C Xy

E:U&

neN

e poniamo

Allora per ogni K C R con |K]| al pit numerabile, {E, N K},en € una successione

disgiunta e vale

+00 400
pr(ENK) = py (U(Ean)> = ZMf(Ean) < ZNj(En)'

neN

Quindi passando all’estremo superiore sugli insiemi K con cardinalita al pitt numerabile

otteniamo

+o00
i (B) < i(En).
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Viceversa, prendiamo € > 0. Dal momento che stiamo assumendo f; totalmente finita

+o0o
> us(En) = ps(E) < 400,
n=0

da cui segue che esiste un N € N tale che

> (B <e

n=N+1

Inoltre per ogni k € {0,1,..., N} esiste un insieme di cardinalita al pit numerabile

F), C R tale che
€

pr(Ex N Fy) > pi(Ey) —

N+1
Poniamo
N
F=|JFCR
k=0
Esso ¢ un insieme di cardinalita al pitt numerabile ed e tale che per ogni k € {0,1,..., N},

E, N F, C ENF sono insiemi disgiunti. Otteniamo quindi

1(B) > up(ENF)>S (uJ«(Ek) e 1) =S (B) — e
N +oo +o00
> (B + Y w(Er) =26 =Y py(Ey) — 2e.
k=0 k=N+1 k=0

Dall’arbitrarieta di € segue
+oo
wi(B) = pi(E),
k=0

quindi vale anche l'uguaglianza e p; ¢ una misura. Osserviamo che per ogni insieme
E C R di cardinalita al pitt numerabile abbiamo p;(E) = p¢(E); inoltre ps(E) = ps(E),
visto che L'(E) = 0 e quindi, dato che p,. < £, anche pq.(E) = 0. Resta da mostrare
che p; L L£'. Per come ¢ stata definita p;, per ogni E C R esiste una successione

di insiemi di cardinalita al pitt numerabile {K,},en tali che lim,_, o 1;(K,) = p;(E).

K=|J K,

otteniamo che K e un insieme di cardinalita al pitt numerabile e soddisfa

Prendendo E = R e ponendo

1i(K) = lim p;(K,) = p;(R),

n—-4o0o

ovvero vale

LK) = 1 (R\ K) = 0,
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da cui segue y; L £'. Mostriamo un’altra proprieta dell’insieme K: perogni vz € R\ K
si ha py({z}) = 0. Supponiamo per assurdo che esista un z € R\ K con u({x}) > 0;

allora vale
pi(R) > pp(K U{x}) > pp(K) = p(K) = p1;(R),

ma questa ¢ una contraddizione. Infine, poniamo p. = ps — pj. Dato che ps e p;
sono misure, anche p, lo ¢, inoltre vale p, L £'. Abbiamo quindi mostrato che p; =
Hae + [4j + fie, € Testa da dimostrare che tale decomposizione ha le proprieta richieste.
Abbiamo visto che p; ¢ concentrata sull'insieme di cardinalita al pitt numerabile K,
e quindi che per ogni insieme E € X; vale u;(E) = pj(E N K). A questo punto,

considerando tutto quello che abbiamo osservato fino ad ora, otteniamo

w(E) = w(ENK) =p; | [JEN{2}) | =) w(EN{z})

= > mllah) = Y i),

Abbiamo precedentemente osservato che sugli insiemi di cardinalita al piu numerabile
fy = ps = pj, quindi g, ¢ una misura nulla sugli insiemi numerabili ed a maggior
ragione ¢ nulla sugli insiemi con un solo elemento. Questo completa le proprieta della
decomposizione di gy nel caso in cui ¢ totalmente finita.

Consideriamo ora una sy qualunque. Sia ora { X}, }reny C 3 una successione disgiunta
di insiemi di misura finita che ricoprono R. Definiamo la misura p, = ] x, hel seguente
modo

mn(E) = pgly, (B) = ps(ENXy), VE € Xy

Allora puy, € totalmente finita e possiamo applicare quanto gia dimostrato. Per ogni h € N
sia i, = puft.+ ) +pl la sua decomposizione. Dato che iy = S0y, ed essendo { X bren

una successione disgiunta, possiamo porre

+oo +0o0 +00
Moo = D ey f5= > p pe= Y pl
h=0 h=0 h=0

In questo modo otteniamo la decomposizione pif = fiq. + ptj + pe. Le misure che ab-
biamo costruito hanno le proprieta richieste. Questo segue facilmente dalle proprieta
corrispondenti delle misure plt,, puf, pul.

Passiamo a mostrare il punto 2. Per come abbiamo esteso f : [a,b] — R a tutto
R e per come abbiamo definito la misura di Lebesgue-Stieltjes, p; ¢ nulla sui boreliani
di R\ [a,b]. Da questo si deduce che g, f15, fte sono anch’esse nulle sui boreliani di

R\ [a, b]. Quindi sara sufficiente mostrare che le misure coincidono sui boreliani di [a, b]
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per poi dedurre che coincidono su tutti i boreliani di R. Consideriamo f = f,. + fs +
fe la decomposizione di f secondo il Teorema 4.12. Per le proprieta della misura di

Lebesgue-Stieltjes enunciate nel Teorema 2.4, per ogni boreliano E C [a, b] vale

pi(E) = pg, (E) + pp, (E) + g (E).

Inoltre, dato che f,. &€ una funzione assolutamente continua, allora & continua. Quindi
per ogni x € R si ha f(x) = f(z+) = f(x—) e da questo segue che per ogni a, f € R

con a < (3 vale

B
/ f;cdﬁl = fac(ﬁ) - faC(Oé) = /’Lfac<[a7ﬁ[) = ufac([&7 ﬂ]) = /’Lfac(]a7 /BD = Mfac(]a7/8[)'
Dunque, per ogni boreliano £ C R otteniamo
i E) = [ Fiac
E
da cui segue uy, < L'. Consideriamo ora
Dy ={z € R: f non ¢ continua in x}.

Dy ¢ un insieme di cardinalita al pit numerabile; inoltre, sempre per il Teorema 2.4, per

ogni a < a < 8 < b vale

pr e B) = fo(B=) = fola=) = Y (ft+) = f(t=)) = Y (f(t+) = f(t-))

t€fa,al t€a,B[
= 2 U = fe=D= > (fl+) = ft-)
t€fa,f] t€[a,BNDy
= > wil{t}) = ps(le, BINDy),

te[a,B8[NDy

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che [, B[N Dy € un insieme di cardinalita nume-
rabile. Similmente si possono mostrare le stesse proprieta per gli intervalli |o, 5[, [«, 5],

|a, B] e quindi per ogni insieme boreliano E C [a, b] otteniamo

ni(B)= Y (f(t+) = f(t=)) = us(EN Dy).

tEEﬁDf

Da quello che abbiamo appena mostrato segue
LY(Dy) = py,(R\ Dy) =0,

quindi si puo concludere che py, L £'. Ora vogliamo mostrare anche uy, L L£'. De-

componiamo la misura sy, come nel Teorema 5.3. Per non complicare ulteriormente la
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notazione poniamo gy, = A+o, con A < L', 0 L L', Mostriamo che A & la misura nulla,

da cui seguira uy, L £'. Definiamo una funzione crescente g : R — R ponendo

0 t < a,
9(t) = 4 Ma,t]) t € [a,b],
g(b) t > b.

Si puo mostrare facilmente che g ¢ anche una funzione continua. Inoltre A\ = g, sui

boreliani di [a, b]. Infatti, per ogni a < o < 8 < b otteniamo

tg ([, B]) = g(B—) — gla—) = g(B) — g(a) = M]a, B]).

Lo stesso vale anche per gli intervalli |a, 5[, [, ], |a, 5], quindi A(E) = uy(E) per ogni
boreliano F di [a,b]. In aggiunta, dato che A\ < L!, esiste una funzione £'-sommabile ¢
tale che per ogni insieme boreliano E vale A\(E) = [, ¢dL'. Quindi per ogni z € [a, b]
otteniamo

9(z) — g(a) = py((a, 2) = A([a, 2]) = / " pdct,

a

da cui segue che g ¢ assolutamente continua rispetto a £!. Ma allora la funzione crescente
fe ammette due decomposizioni: 0+ f. e g+ (f. — g). Per I'unicita della decomposizione

di f. nel Teorema 4.12, g deve essere costante, ovvero

g(x) = g(a) = fe(a) = 0,

e quindi A = p, = 0. Abbiamo concluso che uy. = o e quindi py, L £'. Dal momento
che abbiamo provato che py,, < LYy, L L' py L LY possiamo applicare 'unicita

della decomposizione del Teorema 5.3 e otteniamo

Mac:ufac? MJ—*—/’LC:MJCS—’_IU/JCC (51)

Osserviamo che, dal momento che f,. &€ continua, per ogni x € R vale

pr.({x}) = felz+) = fo(z—) = 0.

Da questo segue che f, & nulla sugli insiemi numerabili. Riordinando 1'uguaglianza (5.1)

otteniamo
/’Lj_ll“’tfszlj’fc_/l‘c'
Per le proprieta di p;, it che abbiamo mostrato precedentemente possiamo dedurre che

la misura p; — iy, & concentrata sull'insieme K U Dy, mentre la misura ps, — . ¢ nulla

sugli insiemi misurabili. Dato che vale

(b, — pe) (K U Dy) = (1 — g, )(R\ (K U Dy)) = 0,
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allora otteniamo
(g — pp,) L (g = pie),

e quindi le misure devono essere nulle. A questo punto, sfruttando quanto gia dimostrato

per fis,. € [if,, per ogni insieme boreliano E vale

Hac = :ufac(E) = /Efclzcdﬁlv

wi(E) = pp(B) =Y (f(t+) = f(t=)).

tEEﬂDf

Questo completa definitivamente la dimostrazione. O

Corollario 5.7. Siano a,b € R e f : [a,b] = R una funzione crescente. Sia piy la misura
di Lebesgue-Stieltjes associata all’estensione di f a tutto R con f(x) = f(a) per x < a e
f(z) = f(b) per x >b. Se f ¢ assolutamente continua, allora
_ Ay

dct’

Dimostrazione. Per il Teorema 4.12, possiamo decomporre f in modo unico come

,uf<<£1 e f

f:fs+fac+f0~

Visto che f e assolutamente continua otteniamo f, = 0, f. = 0e f,. = f. A questo
punto, per il Teorema 5.6, possiamo decomporre ¢ come
ff = [+ Hac T fe,
dove
MJ:MstOJ He = Hf. € Hac = Hfoe = Hf-
Quindi pp < L' e per ogni E € B(R) vale

j17(E) = /E fac'.

Da questo segue che f’ ¢ la derivata di Radon-Nikodym di uf rispetto a £, O

5.2 Rappresentazioni delle misure

In questa sezione conclusiva mostriamo che la misura di Lebesgue-Stieltjes e una deri-
vata debole della funzione crescente dalla quale deriva. Questa proprieta e estremamen-
te significativa, poiché, essendo una caratterizzazione della misura di Lebesgue-Stieltjes,
offre un approccio alternativo ed equivalente per dimostrare alcuni dei pit importanti

risultati che abbiamo ottenuto nel capitolo precedente.
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Teorema 5.8. Siano f : R — R wuna funzione crescente e py la misura di Lebesgue-

Stieltjes ad essa associata. Allora, presi a,b € R, per ogni ¢ € C°([a,b];R) vale

/ et = - / s

Dimostrazione. Poniamo o : R — R definita da

a(t) = py(la, 1) = f(t=) = fla—).

Dal Teorema di Fubini segue che per ogni ¢ € C°([a, b]; R)

[ estac = [ ustetvowaco = ([ aut >> e
(o) o

Ricordiamo che dalla Proposizione 1.4 sappiamo che una funzione monotona e continua
a meno di un insieme numerabile di punti. Quindi avremo che f(t+) = f(t—) = f(t)

per L'-q.o. t € [a,b]. Grazie a questo possiamo completare il ragionamento

[ oz = [ -8 waco = [ @+ st d0ac

/ ¢y + fla / ¢ldLt
—/a ¢dps + fla=) (9(b) — d(a)) = _/abgbdﬂf,

Questo completa la prova. O

Definizione 5.9 (Forma lineare positiva). Siano Q un aperto in R™ e T : C*(;R) —
R una forma lineare. Diciamo che T ¢é positiva se per ogni f € C°(;R) con f >0 si
ha T(f) = 0.

Teorema 5.10 (Teorema di Rappresentazione di Riesz). Siano Q2 C R" e T :

CX(Q;R) — R una forma lineare positiva. Allora esiste una ed una sola p € M(Q) tale

che per ogni f € C(Q,R) vale
= / fdp.
0

Questo risultato ¢ ben noto in letteratura; una dimostrazione si trova in [5].

Teorema 5.11. Sia f : [a,b] — R una funzione crescente. Allora esiste una ed una sola
p € M(Ja,b]) tale che per ogni g € C°(Ja,b[; R) vale

b
—/ g’fd,Cl:/] [gd,u.
a a,b
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Inoltre, se estendiamo f a tutto R con f(x) = f(a) per x < a e f(x) = f(b) per x > b,

tale misura € esattamente la misura di Lebesgque-Stieltjes associata ad f.

Dimostrazione. Definiamo il funzionale 7" : C2°(Ja, b[, R) — R tale che

b
7(9)= - [ gfic"

T ¢ una forma lineare dato che f e integrabile perché ¢ una funzione monotona e g €
C>(Ja,b[,R). Mostriamo ora che & anche positiva. Prendiamo g € C2°(]a,b[,R) con
g > 0. Dal momento che g € a supporto compatto esistono «, 5 € R tali che g = 0 fuori

da [«, 8] Cla, b]. Risulta quindi, per ogni h € N,

-/ ) (9 (s 4) ~ot0)) s @)
e ’ (o4 1) et + [ 5g(x)f(x)d£1(:v)>
(= [Cowr (s- D acw + [ s@racs)

v [ o) (10 -1 (2 7)) a2 20

Passando al limite per h — oo otteniamo

b
_ / g fdct > 0,

da cui segue che T e una forma lineare e positiva. A questo punto, per il Teorema 5.10,

esiste una ed una sola u € M(]a, b]) tale che per ogni g € C°(Ja, b[; R) vale

b
—/ g'fdﬁlz/] [gd,u. (5.2)
a a,b

Consideriamo ora 'estensione di f a tutto R con f(x) = f(a) per x < a e f(z) = f(b)
per x > b. Per il Teorema 5.8, la misura di Lebesgue-Stieltjes 11 associata ad f soddisfa
la (5.2) e quindi la misura di cui abbiamo appena dimostrato 'esistenza e l'unicita e

esattamente fif. O

Osservazione 5.12. Nel Teorema 5.11 di fatto abbiamo mostrato un metodo alternativo
per ottenere la misura di Lebesgue-Stieltjes, a partire da una proprieta che la caratterizza,
nel caso di una funzione crescente. Possiamo procedere in modo analogo a quanto fatto
nei capitoli precedenti per estendere tale ragionamento alle funzioni a variazioni limitata

e a quelle assolutamente continue.
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