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Introduzione

La coomologia dei gruppi è uno strumento fondamentale nella matematica moderna,
con applicazioni che spaziano dalla topologia alla teoria dei numeri, passando per la
geometria algebrica e la teoria delle rappresentazioni. Essa fornisce un ponte tra l’algebra
e la topologia, permettendo di studiare proprietà algebriche di gruppi attraverso metodi
topologici e viceversa. La coomologia dei gruppi, in particolare, è stata utilizzata per
risolvere problemi profondi nella teoria dei gruppi, come la classificazione delle estensioni
di gruppi e lo studio delle azioni di gruppi su moduli.

La storia della coomologia dei gruppi affonda le sue radici nei lavori pionieristici di
Issai Schur e Reinhold Baer. Nel 1904, col suo articolo [Sch04], Schur introdusse
il moltiplicatore di Schur, un gruppo che oggi sappiamo essere isomorfo al secondo
gruppo di omologia di G a coefficienti in Z, cioè H2(G,Z). Questo lavoro fu uno dei primi
a collegare la teoria dei gruppi con l’omologia, aprendo la strada a una comprensione più
profonda delle estensioni di gruppi e delle loro proprietà algebriche. Schur dimostrò che il
moltiplicatore di Schur è un invariante importante per lo studio delle estensioni centrali
di gruppi, ovvero quelle estensioni il cui nucleo è centrale.

Nel 1934, col suo articolo [Bae34], Reinhold Baer approfondì ulteriormente lo studio
delle estensioni di gruppi, introducendo una classificazione delle estensioni di un gruppo
G mediante un modulo A⋆. Baer dimostrò che le classi di equivalenza delle estensioni
di G con nucleo A ed azione fissata G

⋆↷ A sono in corrispondenza biunivoca con gli
elementi del gruppo di coomologia H2(G,A⋆). Questo risultato, noto come teorema
di Baer 3.1.8, dimostrò la potenza della coomologia di gruppi nella classificazione di
strutture algebriche complesse. Baer, inoltre, introdusse il concetto di somma di Baer
3.2.1, un’operazione che permette di combinare due estensioni di gruppi per ottenerne una
nuova in cui, mostrò che questa operazione è ben definita sulle classi di isomorfismo delle
estensioni e che si comporta bene con la corrispondenza che aveva costruito tra H2(G,A)
e le estensioni, cioè

σ(E1 +Baer E2) = σ(E1) + σ(E2).
Il lavoro di Schur e Baer ha gettato le basi per lo sviluppo della coomologia dei gruppi

come disciplina autonoma. Negli anni ’40, Samuel Eilenberg e Saunders MacLane, in
una serie di articoli [EM45], [EM47], [EM53], formalizzarono ulteriormente questi concetti,
introducendo una definizione algebrica generale della coomologia dei gruppi mediante i
funtori Ext e Tor. Questo approccio algebrico permise di generalizzare i risultati di Schur
e Baer, estendendoli a contesti più ampi e fornendo uno strumento potente per lo studio
delle proprietà omologiche dei gruppi.

In questo elaborato, ci proponiamo di esplorare la coomologia dei gruppi attraverso
un approccio algebrico, partendo dalle basi dell’algebra omologica per arrivare ai risultati
di Baer e una loro applicazione alla teoria dei gruppi: il teorema di Schur-Zassenhaus
4.1.1, un risultato fondamentale nella teoria dei gruppi che stabilisce condizioni sufficienti
per l’esistenza di complementi in un’estensione di gruppi. Questo teorema, che unisce i
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contributi di Schur e Zassenhaus, è un esempio emblematico di come la coomologia dei
gruppi possa essere utilizzata per risolvere problemi concreti nella teoria dei gruppi. Di
seguito riportiamo una versione del teorema di Schur-Zassenhaus enunciata senza l’uso
della coomologia.

Teorema (Teorema di Schur-Zassenhaus). Sia G un gruppo finito e sia N un sottogruppo
normale di G tale che (|N |, |G/N |) = 1. Allora:

1. Esiste un sottogruppo H di G tale che G = N ⋊ H (dove ⋊ indica il prodotto
semidiretto);

2. Tutti i complementi di N in G sono coniugati, ovvero se H1 e H2 sono due sotto-
gruppi di G tali che G = N ⋊H1 e G = N ⋊H2, allora esiste un elemento n ∈ N
tale che H2 = nH1n

−1.

Appendice A: Risultati Preliminari Nell’appendice presenteremo alcuni strumenti
preliminari necessari per lo sviluppo della teoria. In particolare, tratteremo le
successioni esatte, i funtori esatti, i moduli proiettivi, i moduli piatti e i moduli
finitamente generati. si fa riferimento a [Wei94, Cp. 1] per le successioni esatte e a
[Rot02, Cp. 7] per i moduli proiettivi.

Capitolo 1: Algebra Omologica Nel primo capitolo vedremo le basi dell’algebra omo-
logica, introducendo i complessi di catene e di cocatene, le risoluzioni proiettive e
i funtori derivati. Definiremo i concetti di omologia e coomologia, e dimostrere-
mo alcune risultati fondamentali. Per la trattazione di questi argomenti ho seguito
[Wei94, Cp. 1, 2, 3], [Rot02, Cp. 10] e [Rot08].

Capitolo 2: (Co)Omologia di Gruppi Nel secondo capitolo applicheremo i concetti
dell’algebra omologica alla teoria dei gruppi, definendo l’omologia e la coomologia di
gruppi attraverso i funtori Tor e Ext. Faremo riferimento a [GS06, Cp. 3] e a [Rot02,
Cp. 10] per la trattazione dell’omologia e coomologia di gruppi. Introdurremo la
risoluzione standard per caratterizzare i gruppi di coomologia di grado piccolo e
calcoleremo tutti i gruppi di coomologia per gruppi ciclici. Inoltre, esploreremo le
operazioni di restrizione e transfer, che ci permetteranno di studiare le relazioni tra
sottogruppi e i loro gruppi di coomologia.

Capitolo 3: Estensioni Nel terzo capitolo investigheremo le estensioni di gruppi, con
particolare attenzione alle estensioni con nucleo abeliano. Faremo riferimento a
[Rot08, Cp. 9] per lo studio delle estensioni e a [Jac09, Cp. 6] per le relazioni
tra H1, H2 e le estensioni. Dimostreremo come i gruppi di coomologia H1 e H2

siano strettamente legati alla classificazione delle estensioni di gruppi, utilizzando
il teorema di Baer. Inoltre, introdurremo la somma di Baer, un’operazione che
combina estensioni di gruppi e che rispetta la struttura di H2.

Capitolo 4: Applicazioni Nel quarto capitolo applicheremo i risultati teorici ottenuti
nei capitoli precedenti per dimostrare il teorema di Schur-Zassenhaus, un risultato
fondamentale nella teoria dei gruppi che fornisce condizioni sufficienti per l’esisten-
za di complementi in un’estensione di gruppi. Discuteremo inoltre alcune proprie-
tà degli ordini dei gruppi di coomologia e le loro implicazioni nella teoria delle
estensioni.
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Capitolo 1

Algebra omologica

In questo capitolo tratteremo alcune strutture e proprietà elementari dell’algebra omo-
logica. Questi risultati saranno fondamentali per affrontare il caso particolare dell’omologia
di gruppi.

1.1 Complessi di catene
Definizione 1.1.1 (Complesso di catene). Sia R un anello, allora un complesso di
catene (o semplicemente complesso) di R-moduli è una successione

(C•, d•) =
(
· · · −→ Cn+1

dn+1−→ Cn
dn−→ Cn−1 −→ · · ·

)
Dove per ogni n ∈ N

• Cn è un R-modulo;

• dn ∈ Hom(Cn, Cn−1) dove dn ◦ dn+1 = 0.

In generale quando non c’è ambiguità scriveremo C• per indicare un complesso (C•, d•).
In questo contesto diremo che

• n è il grado dell’R-modulo Cn;

• dn è la mappa differenziale di grado n;

• Per semplicità spesso si ometteranno gli indici per la mappa differenziale d e la
condizione dn ◦ dn+1 = 0 può essere scritta sinteticamente come d2 = 0.

Esempio 1.1.2. la catena

0• := · · · −→ 0 −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

dove tutti gli R-moduli sono banali e la mappa di derivazione è la mappa nulla, è un
complesso di catene.

Definizione 1.1.3 (Morfismi di complessi). Un morfismo di complessi (o morfismo di
catene) tra due complessi di catene (C•, d•) e (C ′

•, d
′
•) viene indicato con φ• : C• → C ′

•
ed è il dato di una famiglia di mappe φn : Cn → C ′

n, tali che il seguente diagramma sia
commutativo.

1



CAPITOLO 1. ALGEBRA OMOLOGICA

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

· · · C ′
n+1 C ′

n C ′
n−1 · · ·

dn+1

φn+1

dn

φn φn−1

d′
n+1 d′

n

Definizione 1.1.4 (Sottocomplesso di catene). Un sottocomplesso per un complesso
di catene (C•, d•) è un un complesso (C ′

•, d
′
•) dove

• C ′
n è un sottomodulo di Cn tale che dn(C ′

n) ⊆ C ′
n−1;

• d′
n = dn|C′

n
.

In tal caso l’inclusione C ′
• ↪→ C• data dalle mappe C ′

n ↪→ Cn diventa un morfismo di
complessi.

Definizione 1.1.5 (Complesso quoziente). Sia C ′
• un sottocomplesso di C• allora il

complesso di catene quoziente C•/C
′
• è il dato di

• R-moduli Cn/C ′
n;

• mappe differenziali d̂n definite tramite la proprietà universale del quoziente, cioè
sono le uniche mappe che fanno commutare il diagramma

· · · Cn Cn−1 · · ·

· · · Cn/C
′
n Cn−1/C

′
n−1 · · ·

dn

πn+1 πn

d̂n

dove le mappe πn1 sono le proiezioni al quoziente.

Definizione 1.1.6. Siano C•, D• due complessi di catene e φ• un morfismo di complessi,
allora definiamo

• il nucleo di φ• come il sottocomplesso kerϕ• := (kerϕn)n∈Z;

• l’immagine di φ• come il sottocomplesso Imφ• := (Imφn)n∈Z;

• il conucleo di φ• come il complesso quoziente D•/ Imφ• = (cokerφn)n∈Z.

1.1.1 Omologia
Definizione 1.1.7 (Omologia). Sia (C•, d•) un complesso di catene allora definiamo per
ogni n ∈ Z

• un n-ciclo come un elemento di Zn(C•) := ker dn;

• un n-bordo come un elemento di Bn(C•) := Im dn+1;

• il modulo di omologia di grado n su C• come Hn(C•) := Zn(C•)/Bn(C•).
1È evidente da questa definizione che π• è un morfismo di complessi di catene.
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1.1. COMPLESSI DI CATENE

Osserviamo che il modulo Hn(C•) è sempre ben definito perché Bn ⊆ Zn per definizione
di complesso di catene, infatti dn ◦ dn+1 = 0.

Proposizione 1.1.8. È possibile dare ad H• una struttura di funtore tra la categoria dei
complessi di catene e la categoria degli R-moduli sinistri. Questa struttura è descritta
come segue:

• se C• è un complesso di catene, allora Hn(C•) := Zn(C•)/Bn(C•);

• se φ• : (C•, d•)→ (D•, d
′
•) è un morfismo di complessi allora

Hn(φ•) : Hn(C•) −→ Hn(D•)
z +Bn(C•) 7−→ φn(z) +Bn(D•)

generalmente la mappa H•(φ•) è indicata per semplicità con φ⋆.

Dimostrazione. Mostriamo che la funzioneHn è ben definita: osserviamo che φn(Zn(C•)) ⊆
Zn(D•), infatti(

d′
n ◦ φn = φn−1 ◦ dn

)
=⇒

(
φn(ker dn) ⊆ d′

n
−1(φn−1(0) = ker d′

n

)
.

Allora Hn(φ•) può essere descritto attraverso il seguente diagramma commutativo

Zn(C•) Zn(D•)

Hn(C•) = Zn(C•)
Bn(C•)

Hn(D•) = Zn(D•)
Bn(D•)

φn|Zn(C•)

πC πD

Hn(φ•)

dove πC e πD sono le proiezioni al quoziente. Quindi per mostrare che Hn esiste (unica)
ci basta mostrare che πD ◦ φn è costante sulle classi. Dalla definizione di morfismo di
catene abbiamo che φn−1 ◦ dn ◦ dn+1 = d′

n ◦ φn ◦ d′
n+1 e per definizione di complesso di

catene dn ◦ dn+1 = 0 quindi(
0 = φn−1 ◦ dn ◦ dn+1 = d′

n ◦ φn ◦ d′
n+1

)
=⇒

(
φn(Bn(C•)) ⊆ Bn(D•)

)
per cui Hn è ben definita.

Rimane solo da mostrare che Hn si comporta come morfismo di gruppi tra i gruppi
dei morfismi delle due categorie, cioè Hn(ψ• ◦φ•) = Hn(ψ•) ◦Hn(φ•). Questo segue dalla
commutatività del diagramma

Zn(C•) Zn(D•) Zn(E•)

Hn(C•) Hn(D•) Hn(E•)

φn|Zn(C•)

πC

ψn|Zn(D•)

πD πE

Hn(φ•)

Hn(ψ•◦φ•)

Hn(ψ•)

■

3



CAPITOLO 1. ALGEBRA OMOLOGICA

Osservazione 1.1.9. Da un punto di vista intuitivo si dice che il funtore Hn misura quanto
la catena C• non è esatta come successione di moduli.

Definizione 1.1.10 (Successione corta di complessi esatta in D•). Siano C•, D•, E• com-
plessi di catene e φ• : C• −→ D•, ψ : D• −→ E• due morfismi di complessi di catene,
allora la successione corta C•

φ•−→ D•
ψ•−→ E• si dice esatta in D• se Imφ• = kerψ•.

Osservazione 1.1.11. Una successione corta di complessi di catene C•
φ−→ D•

ψ−→ E• è
esatta in D• se e solo se per ogni n ∈ Z le successioni corte Cn

φn−→ Dn
ψn−→ En sono esatte

in Dn.

Definizione 1.1.12 (Successione esatta di complessi di catene). Sia
(
C(n)

•

)
n∈Z

una fami-

glia di complessi di catene, φ(n)
• : C(n)

• −→ C(n+1)
• morfismi di complessi di catene. Allora

la successione
· · · −→ C(n−1)

•
φ

(n−1)
•−→ C(n)

•
φ

(n)
•−→ C(n+1)

• −→ · · ·

si dice esatta se per ogni n ∈ Z la successione corta C(n−1)
•

φ
(n−1)
•−→ C(n)

•
φ

(n)
•−→ C(n+1)

• è esatta
in C(n)

• .

Teorema 1.1.13. Sia 0• −→ C•
φ•−→ D•

ψ•−→ E• −→ 0• una successione esatta corta di
complessi di catene, allora esiste una successione esatta lunga di moduli

· · ·

Hn+1(E•) Hn+1(D•) Hn+1(C•)

Hn(C•) Hn(D•) Hn(E•)

Hn−1(E•) Hn−1(D•) Hn−1(C•)

· · ·

δn+1

ψ⋆n+1 φ⋆n+1

φ⋆n ψ⋆n

δn

δn−1

ψ⋆n−1 φ⋆n−1

dove la mappa δn : Hn(E•) −→ Hn−1(C•) è un omomorfismo di R-moduli ed è detta
morfismo di connessione (dallo Snake Lemma A.1.5)

Dimostrazione. Consideriamo il diagramma

0 Cn Dn En 0

0 Cn−1 Dn−1 En−1 0

φn

dC
n

ψn

dD
n dE

n

φn−1 ψn−1

Come mostrato nello Snake Lemma A.1.5 possiamo costruire le successioni esatta

0 −→ Zn(C•)
φn−→ Zn(D•)

ψn−→ Zn(E•) −→ 0 (1.1)

0 −→ coker dCn
φ̂n−1−→ coker dDn

ψ̂n−1−→ coker dEn −→ 0 (1.2)

4



1.1. COMPLESSI DI CATENE

con φ̂n e ψ̂n i passaggi al quoziente delle mappe φ, ψ. Fissiamo n e consideriamo la
successione (1.1) con indice n−1 e la successione (1.2) con indice n+1, quindi costruiamo
il diagramma commutativo che segue

0 coker dCn+1 coker dDn+1 coker dEn+1 0

0 Zn−1(C•) Zn−1(D•) Zn−1(E•) 0

φ̂n

d̂C
n

ψ̂n

d̂D
n d̂E

n

φn−1 ψn−1

dove d̂Cn , d̂Dn , d̂En sono i passaggi al quoziente delle mappe dCn , dDn , dEn che esistono per la
proprietà fondamentale dei complessi di catene secondo cui dn+1 ◦ dn = 0, dn ◦ dn−1 = 0.

Allora per lo Snake Lemma A.1.5 abbiamo che esiste un morfismo di connessione

δn : ker d̂En −→ coker d̂Cn .

Osserviamo che
ker d̂En = Zn(E•)/Bn(E•) = Hn(E•)

coker d̂Cn = Zn−1(C•)/Bn−1(C•) = Hn−1(C•)

Per cui la successione ottenuta usando lo Snake Lemma è esattamente la successione
cercata. ■

1.1.2 Omotopia di complessi di catene
In questa sezione definiremo una relazione di equivalenza sui complessi di catene e

sui morfismi di complessi che ci consenta di lasciare invariata l’Omologia. Chiameremo
questa relazione equivalenza omotopica per coerenza con l’omotopia topologica che
ha anch’essa la proprietà di lasciare invariata l’omologia, ma in un contesto topologico.

Definizione 1.1.14 (Omotopia di complessi di catene). Siano φ•, ψ• : (C•, d•) −→
(D•, d

′
•) due morfismi di complessi di catene, diremo che essi sono omotopi (o omotopi-

camente equivalenti), se esiste una famiglia di morfismi di R-moduli sn : Cn −→ Dn+1
per n ∈ Z tale che

φn − ψn = d′
n+1 ◦ sn + sn−1 ◦ dn

come illustrato nel seguente diagramma (che non è commutativo).

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

· · · Dn+1 Dn Dn−1 · · ·

dn+1

φn+1−ψn+1

dn

sn
φn−ψn

sn−1
φn−1−ψn−1

d′
n+1 d′

n

In tal caso scriveremo φ• ∼ ψ•, diremo che (sn)n∈Z è una contrazione di complessi di
catene e che φ• − ψ• è contraibile.

Infine diremo che C• e D• sono omotopi (o omotopicmanete equivalenti) se
esistono φ• : C• −→ D•, ψ• : D• −→ C• tali che φ• ◦ ψ• ∼ idD• e ψ• ◦ φ• ∼ idC• .

5



CAPITOLO 1. ALGEBRA OMOLOGICA

Esempio 1.1.15. Sia C• un complesso di catene di K-moduli con K un campo, allora
Cn è uno spazio vettoriale per ogni n ∈ Z.
Osserviamo che siccome gli spazi vettoriali sono semisemplici, allora esistonoB′

n
∼= Bn−1, H

′
n
∼=

Hn tali che

Cn = Zn ⊕B′
n Zn = Bn ⊕H ′

n

Allora consideriamo la mappa sn così definita

Cn Zn Bn Cn+1/Zn+1 B′
n+1 ⊆ Cn+1

sn

quindi dn = dn ◦ sn−1 ◦ dn allora sn−1 ◦ dn è la proiezione su B′
n e dn+1 ◦ sn è la proiezione

su Bn e quindi la mappa φn := sn−1 ◦ dn + dn+1 ◦ sn è un endomorfismo di Cn (questo
morfismo è l’identità se e solo se C• è una successione esatta).

Questa mappa è omotopa alla mappa nulla per definizione di omotopia ed in particolare
abbiamo mostrato che questo complesso è una successione esatta se e solo se l’identità è
omotopa alla mappa nulla.

Proposizione 1.1.16. Siano φ•, ψ• : (C•, d•) −→ (D•, d
′
•) due morfismi di complessi

di catene tra loro omotopi, allora H•(φ•) = H•(ψ•). Inoltre se C• e D• sono tra loro
omotopi allora Hn(C•) ∼= Hn(D•) per ogni n ∈ Z.

Dimostrazione. Sia n ∈ Z e z ∈ Zn(C•) allora

(φn − ψ)n(z) = d′
n+1 ◦ sn(z)︸ ︷︷ ︸

∈Bn(D•)

+sn−1 ◦ dn(z)︸ ︷︷ ︸
=0

∈ Bn(D•).

Quindi Hn(φ•)(z)−Hn(ψ•)(z) = 0. ■

Osservazione 1.1.17. Siano φ•, ψ• : C• −→ D• due morfismi omotopi tramite la contra-
zione (sn)n∈Z e siano dati α : B• −→ C• e β : D• −→ E• due morfismi di complessi di
catene. Quindi

β• ◦ φ• ◦ α• ∼ β• ◦ ψ• ◦ α•,

tramite la contrazione (βn ◦ sn ◦ αn+1)n∈Z.

1.2 Complessi di cocatene
In questa sezione, studieremo i complessi di cocatene e la loro coomologia. I risultati

che otterremo sono analoghi a quelli visti nella sezione sui complessi di catene.

Definizione 1.2.1 (Complesso di cocatene). Sia R un anello, allora un complesso di
cocatene di R-moduli è una successione

(C•, d•) =
(
· · · −→ Cn−1 dn−1

−−−→ Cn dn

−→ Cn+1 −→ · · ·
)

Dove per ogni n ∈ N

• Cn è un R-modulo;

• dn ∈ Hom(Cn, Cn+1) dove dn ◦ dn−1.
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Osservazione 1.2.2. Come per i complessi di catene si definiscono i morfismi di complessi
di cocatene, i sottocomplessi di cocatene, i complessi di cocatene quoziente, le successioni
esatte di complessi di cocatene in modo del tutto analogo.

Definizione 1.2.3 (Coomologia). Sia (C•, d•) un complesso di cocatene allora definiamo
per ogni n ∈ Z

• un n-cociclo come un elemento di Zn(C•) := ker dn;

• un n-cobordo come un elemento di Bn(C•) := Im dn−1;

• il modulo di coomologia di grado n su C• come Hn(C•) := Zn(C•)/Bn(C•).

Osserviamo che il modulo Hn(C•) è sempre ben definito perché Bn ⊆ Zn per definizione
di complesso di cocatene, infatti dn ◦ dn−1 = 0

Proposizione 1.2.4. È possibile dare ad H• una struttura di funtore tra la categoria dei
complessi di cocatene e la categoria degli R-moduli sinistri. Questa struttura è descritta
come segue: se φ• : (C•, d•)→ (D•, d′•) è un morfismo di complessi di cocatene allora

Hn(φ) : Hn(C•) −→ Hn(D•)
z +Bn(C•) 7−→ φn(z) +Bn(D•)

generalmente la mappa H•(φ•) è indicata per semplicità con φ⋆.

Teorema 1.2.5. Sia 0• −→ C• φ•
−→ D• ψ•

−→ E• −→ 0• una successione esatta corta di
complessi di cocatene, allora esiste una successione esatta lunga di moduli

· · ·

Hn−1(E•) Hn−1(D•) Hn−1(C•)

Hn(C•) Hn(D•) Hn(E•)

Hn−1(E•) Hn−1(D•) Hn−1(C•)

· · ·

δn−1

ψ⋆n−1 φ⋆n−1

φ⋆n ψ⋆n

δn

δn+1

ψ⋆n+1 φ⋆n+1

dove la mappa δn : Hn(E•) −→ Hn+1(C•) è un omomorfismo di R-moduli ed è detta
morfismo di connessione.

1.3 Risoluzioni proiettive
Definizione 1.3.1 (Risoluzione proiettiva). Sia dato M un R-modulo, allora si dice
risoluzione proiettiva per M un complesso di catene

(P•, d•) = (· · · −→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0 −→ 0 −→ · · · )

7



CAPITOLO 1. ALGEBRA OMOLOGICA

che è una successione esatta, Pn è un modulo proiettivo per ogni n ∈ N e infine
P0/ Im d1 ∼= M .
Quindi possiamo costruire la risoluzione proiettiva aumentata

· · · −→ P1
d1−→ P0

π
↠M −→ 0

dove π : P0 ↠M = P0/ Im d1 è la proiezione al quoziente.
In generale per indicare una risoluzione proiettvia P• su M scriveremo P• ↠M .
Inoltre se Pn è libero per ogni n ∈ N diremo che questa è una risoluzione libera.

Osservazione 1.3.2. Si osserva che se P•
π
↠M è una risoluzione proiettiva (ma più in gene-

rale è sufficiente che sia una successione esatta) allora H0(P0) = P0/ Im d1 = P0/ kerπ ∼=
M . Inoltre se Q•

π′

↠ N è una risoluzione proiettiva e φ• : P• −→ Q• è un morfismo di
catene, allora H0(φ•) = φ̂0 dove φ̂0 è il passaggio al quoziente della mappa φ0 rispetto
alle proiezioni π, π′, cioè fa commutare il seguente diagramma.

P0 M

Q0 N

π

φ0 φ̂0

π′

Esempio 1.3.3. Sia M := Z/n uno Z-modulo, allora esso ammette risoluzione libera

0 −→ Z µn−→ Z

dove µn è la moltiplicazione per n, infatti questi sono tutti moduli liberi con base {1}, la
successione è evidentemente esatta e Z/ Imµn = Z/nZ = Z/n.

Proposizione 1.3.4 (Esistenza della risoluzione libera). Ogni R-modulo ammette riso-
luzione proiettiva e più in particolare ammette anche una risoluzione libera.

ker d1

· · · P3 P2 P1 P0 M 0

ker d3 ker π

d2 d1 π

Figura 1.1: Costruzione di una risoluzione libera

Dimostrazione. Sia M un R-modulo, sappiamo che esiste P0 modulo libero e π : P0 ↠
M proiezione al quoziente (vedi A.3.4).
Allo stesso modo costruisco P1 modulo libero tale che d1 : P1 ↠ kerπ ⊆ P0 sia una
proiezione al quoziente, procedendo in questo modo costruisco il diagramma (1.1) da cui
abbiamo proprio la successione esatta cercata. ■
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Teorema 1.3.5 (Del sollevamento). Sia dato il seguente diagramma commutativo:

· · · P2 P1 P0 M 0

· · · B2 B1 B0 B 0

d2 d1 π

α

bn b1 b0

con (P•, d•) una risoluzione proiettiva per M e (B•, b•) una successione esatta in ogni
Bn con n ∈ N.
Allora, se α è una mappa R-lineare, esiste α• : P• −→ B• un morfismo di complessi
di catene con la proprietà aggiuntiva che α ◦ π = b0 ◦ α0, cioè il seguente diagramma è
commutativo

· · · P2 P1 P0 M 0

· · · B2 B1 B0 B 0

d2

α2

d1

α1

π

α0 α

b2 b1 b0

Inoltre questo morfismo di complessi è unico a meno di omotopia.

Dimostrazione. Siccome P0 è un R-modulo proiettivo e b0 : B0 −→ B è suriettiva, esiste
α0 : P0 −→ B0 tale che α ◦π = b0 ◦α0. Osserviamo che b0 ◦α0 ◦ d1 = α ◦π ◦ d1 = 0, allora
Imα0 ◦ d1 ⊆ ker b0. Consideriamo la mappa suriettiva b1 : B1 ↠ Im b1 = ker b0 e allora,
siccome P1 è proiettivo, esiste α1 : P1 −→ B1 tale che b1 ◦α1 = α0 ◦ d1. Procedo in questo
modo per i Pn successivi e costruisco α• cercato.

Rimane da mostrare l’unicità a meno di omotopia. Siano φ•, ψ• due sollevamenti
della mappa α : M −→ B, allora consideriamo σ• := φ• − ψ•. Vogliamo mostrare che σ
è contraibile, cioè σ• ∼ 0, osserviamo che

H0(σ•) = H0(φ• − ψ•) = H0(φ•)−H0(ψ•) = α− α = 0
Quindi possiamo guardare σ come un sollevamento dello 0 e vogliamo mostrare che essa
è contraibile, per fare ciò dobbiamo costruire una contrazione (sn)n.
Consideriamo s−1, s−2 = 0 che rispettano l’ipotesi s−2 ◦ 0 = b0 ◦ s−1.

· · · P1 P0 M 0

· · · B1 B0 B 0

d1

σ1

π

s0
σ0

s−1
0

s−2

b1 b0

Osserviamo che

b0 ◦ (σ0 − s−1 ◦ π) = b0 ◦ σ0 − b0 ◦ s−1 ◦ π = 0

allora Im(σ0−s−1◦π) ⊆ ker b0 = Im b1 e siccome b1 è suriettiva rispetto alla sua immagine,
per proiettività di P0, possiamo costruire s0 tale che b1 ◦ s0 = σ0 − s−1 ◦ π.
Procediamo allo stesso modo per costruire gli sn successivi: assumiamo di aver già
costruito i primi n− 1, allora

bn ◦ (σn − sn−1 ◦ dn) = bn ◦ σn − bn ◦ sn−1 ◦ dn (1.3)
= bn ◦ σn − σn−1 ◦ dn (1.4)
= σn−1 ◦ dm − σn−1 ◦ dn = 0 (1.5)
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dove (1.4) è dovuto al fatto che

bn ◦ sn−1 + sn−2 ◦ dn−1 = σn−1 =⇒ bn ◦ sn−1 ◦ dn = σn−1 ◦ dn

quindi Im(σn−sn−1 ◦dn) ⊆ ker bn = Im bn−1, per cui come prima, siccome Pn è proiettivo,
possiamo costruire sn. ■

Corollario 1.3.6. Siano M un R-modulo, P•
π
↠ M ,Q•

π′

↠ M due risoluzioni proiettive
per M . Allora P• ∼ Q•.

Dimostrazione. Consideriamo φ : P• −→ Q•, ψ : Q• −→ P• sollevamenti di idM . Quindi
consideriamo la mappe ψ• ◦ φ• : P• −→ P•, osserviamo che

H0(ψ• ◦ φ•) = H0(ψ•) ◦H0(φ•) = idM ◦ idM = idM
quindi il seguente diagramma è commutativo

· · · P1 P0 M 0

· · · P1 P0 M 0

ψ1◦φ1

π

ψ0◦φ0 idM

π′

poiché idM è il passaggio al quoziente della mappa ψ0 ◦ φ0. Quindi ψ• ◦ φ• : P• −→ P• è
un sollevamento di idM , ma anche idP• ne è un sollevamento, quindi ψ• ◦ φ• ∼ idP• .
Si può ripetere lo stesso ragionamento su φ•◦ψ• : Q• −→ Q• per avere φ•◦ψ• ∼ idQ• . ■

Lemma 1.3.7 (Horseshoe lemma). Sia 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 una successione
esatta di R-moduli. Siano P ′

•
ε′
−→ M ′ una risoluzione proiettiva di M ′ e P ′′

•
ε′′
−→ M ′′ una

risoluzione proiettiva di M ′′, come illustrato in figura (1.3.7).

... ...

P ′
1 P ′′

1

P ′
0 P ′′

0

0 M ′ M M ′′ 0

0 0 0

ε′ ε′′

Figura 1.2: Horseshoe Lemma

Allora, esiste una risoluzione proiettiva P•
ε−→ M di M tale che Pn ∼= P ′

n ⊕ P ′′
n per

ogni n ∈ Z≥0. Inoltre, la successione esatta 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 si solleva a una
successione esatta di complessi di catene 0• → P ′

•
i•−→ P•

π•−→ P ′′
• → 0, dove i• e π• sono

rispettivamente l’iniezione e la proiezione canoniche rispetto alla somma diretta.

Dimostrazione. Vedi [Wei94, Cp. 2, pg. 37] ■
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1.4 Funtori derivati sinistri
Ora trattiamo alcuni funtori fondamentali Ext,Tor la cui costruzione è riconducibile

alla seguente idea generale.

Definizione 1.4.1 (Funtore derivato sinistro). Sia T : RMod −→ Ab = ZMod un
funtore covariante esatto a destra (o controvariante esatto a sinsitra2) verso la
categoria dei gruppi abeliani, allora definiamo il funtore derivato sinistro LnT come
segue

• Se M è un R-modulo consideriamo P• ↠ M una risoluzione proiettiva per M
e TP• il complesso di catene3 ottenuto applicando il funotre T (se T è contro-
variante avrò un complesso di cocatene), a questo punto definiamo LnT (M) :=
Hn(TP•);

• se φ : M −→ N è un morfismo di R-moduli allora consideriamo φ• un sollevamento
alla risoluzione proiettvia P•, costruita come nel teorema del sollevamento(1.3.5),
quindi definiamo LnT (φ) = Hn(φ•).

Osservazione 1.4.2. Il problema della definizione che abbiamo dato è che apparentemente
LnT dipende dalla scelta della risoluzione proiettiva P• ↠ M e del sollevamento φ•,
tuttavia è possibile mostrare che a prescindere dalla scelta di questi due oggetti LnT (M)
e LnT (φ) rimangono rispettivamente invariati, quindi l’operatore LnT è ben definito.

Proposizione 1.4.3. Il funtore derivato sinitstro LnT (M) non dipende dalla scelta della
risoluzione proiettiva P• ↠M .

Dimostrazione. Siano M un R-modulo e P• ↠ M , Q• ↠ M due risoluzioni proiettive,
allora per il corollario 1.3.6 del teorema del sollevamento 1.3.5 esistono φ• : P• −→
Q•, ψ• : Q• −→ P• tali che ψ•◦φ• ∼ idP• , φ•◦ψ• ∼ idQ• . Siccome tramite T trasformiamo
le contrazioni in contrazioni avremo che TP• ∼ TQ• tramite Tψ• ◦ Tφ• ∼ idTP• e Tφ• ◦
Tψ• ∼ idTQ• . Per cui avremo che Hn(TP•) = Hn(TQ•) per ogni n ∈ Z.
Ora consideriamo f : M −→ N , consideriamo f 1

• , f
2
• due sollevamenti di f ottenuti come

nel teorema 1.3.5, per l’unicità a meno di omotopia, abbiamo che f 1
• ∼ f 2

• , cioè esiste una
contrazione di f 1

• − f 2
• . La trasformazione T manda contrazioni in contrazioni, quindi

abbiamo che Tf 1
• ∼ Tf 2

• e quindi Hn(f 1
• ) = Hn(f 2

• ). ■

Definizione 1.4.4 (Tor). Siano M un R-modulo destro e T := M ⊗R (·) un funtore
covariante (vedi A.2.4), allora TorRn := LnT , cioè

• se N è un R-modulo e P• è una sua risoluzione proiettiva, allora TorRn (M,N) :=
Hn(M ⊗R P•);

• se φ : N −→ N ′ è un morfismo di R-moduli e φ• è un sollevamento di φ indotto da
delle risoluzioni proiettive di N e N ′, allora TorRn (M,φ) := Hn(M ⊗ φ•).

2Il caso controvariante è del tutto analogo a quello covariante, solo che consideriamo la Coomologia
invece dell’omologia sul complesso ottenuto applicando il funtore alla risoluzione proiettiva

3TP• è un complesso di catene grazie all’esattezza del funtore, a destra nel caso covariante e a sinistra
nel caso controvariante.
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Definizione 1.4.5 (Ext). Siano N un R-modulo e T := HomR(·, N) un funtore contro-
variante (vedi A.2.5), allora ExtnR(·, N) := LnT , cioè

• se M è un R-modulo e P• è una sua risoluzione proiettiva, allora ExtnR(M,N) :=
Hn(HomR(P•, N));

• se φ : M −→ M ′ è un morfismo di R-moduli e φ• un sollevamento di φ indotto da
delle risoluzioni proiettive di M e M ′, allora ExtnR(φ,N) := Hn(Hom(φ•, N)).
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Capitolo 2

(Co)Omologia di gruppi

Siamo finalmente arrivati al corpo di questo elaborato, definiremo l’omologia e la
Coomologia di gruppi e ne scopriremo alcune proprietà molto interessanti.

2.1 R[G]-moduli
Introduciamo qualche struttura preliminare ed alcune proprietà che ci torneranno utili

per l’omologia di gruppi.

Definizione 2.1.1. Se G è un gruppo e R è un anello commutativo si dice algebra
di gruppo il modulo R[G] libero su R che ha per base G dotato di una operazione di
prodotto

R[G]×R[G] ∋
∑
g∈G

λgg,
∑
g∈G

λ′
gg

 ·7−→
∑

g,g′∈G
λgλ

′
g(gg′) ∈ R[G].

Osservazione 2.1.2. R[G] ha una struttura di algebra sull’anello R, per questo il nome
algebra di gruppo è una buona notazione.

Definizione 2.1.3. (R[G]-modulo) Un gruppo abeliano (M,+) si dice R[G]-modulo si-
nistro(destro) se dotato di un’azione sinistra (destra) di R[G] su M che sia un prodotto
R-bilineare. Indicheremo questo prodotto con ·, così definito

· : R[G]×M −→M

(g,m) 7−→ g ·m

questo definisce univocamente il prodotto per la R-linearità. In generale richiederemo
anche che questo prodotto sia associativo, cioè g · g′m = gg′ ·m.
Nel seguito parlando di R[G]-moduli ometteremo il termine sinistri. Qualora incontras-
simo R[G]-moduli destri, cioè in cui il prodotto è un’azione destra di R[G] su M , sarà
sempre specificato.

Osservazione 2.1.4. In generale è possibile interpretare un R[G]-modulo sinistro come un
R[G]-modulo destro e viceversa tramite il prodotto

m · g = g−1m

allora quando useremo il funtore TorR• (M,N) , in cui M deve essere un modulo destro,
interpreteremo M in questi termini.
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Esempio 2.1.5 (modulo regolare). Consideriamo R[G] come R[G]-modulo dove il pro-
dotto è quello di cui R[G] è dotato naturalmente. Questo modulo è detto modulo regolare
e i suoi sottomoduli sono gli ideali di R[G] come anello.

Esempio 2.1.6. Siano M,N due R[G]-moduli, allora possiamo dare a M ⊗R N una
struttura di R[G]-modulo, dotandolo del prodotto

g · (m⊗R n) := (g ·m)⊗R (g · n).

Definizione 2.1.7. Siano M,N due R[G]-moduli, allora una mappa φ : M −→ N si dice
omomorfismo di R[G]-moduli o R[G]-lineare se

φ(g ·m+ g′ ·m′) = g · φ(m) + g′ · φ(m′)

Denotiamo con HomR[G](M,N) l’insieme degli omomorfismi di R[G]-moduli tra M e N .
È possibile vedere M,N anche come R-moduli e quindi denotiamo con HomR(M,N)
l’insieme degli omomorfismi di R-moduli tra M e N .

Esempio 2.1.8. Siano M,N due R[G]-moduli, allora possiamo dotare il gruppo abeliano
HomR(M,N) di una struttura di R[G]-modulo, utilizzando il prodotto

g · f := g ◦ f ◦ g−1.

Definizione 2.1.9 (mappa e ideale di aumentazione). Si dice mappa di aumentazione
il morfismo di R-moduli ottenuti da

R[G] ∋ g ε7−→ 1 ∈ R

e l’ideale I[G] := ker ε è detto ideale di aumentazione.

Osservazione 2.1.10. ε è anche un morfismo di R[G]-moduli e quindi I[G] è un R[G]-
sottomodulo di R[G] come R[G]-modulo.
Osservazione 2.1.11. I[G] è un R-modulo libero che ha per base S := {g−1 : g ∈ G\{1}}.
Inoltre se M è un R[G]-modulo allora I[G] ·M := {gm−m : g ∈ G,m ∈M}.

Definizione 2.1.12. Sia M un R[G]-modulo, allora definiamo

• l’insieme dei punti fissati sotto l’azione di G : MG := {m ∈M : Gm = {m}};

• l’insieme dei punti co-fissati sotto l’azione di G : MG := M/(I[G] ·M) =
M/{gm−m : g ∈ G,m ∈M}.

Osservazione 2.1.13. MG è il più grande sottomodulo di M su cui G agisce banalmente.
Invece MG è il più grande modulo quoziente di M su cui G agisce banalmente.

Proposizione 2.1.14.

1. se G è un gruppo finito, allora R[G]G =
〈 ∑
g∈G

g

〉
R

2. se G non è finito allora R[G]G = 0

Dimostrazione.
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1. Sia ∑
g∈G

λgg ∈ R[G]G allora per ogni h ∈ G

∑
g∈G

λghg =
∑
g∈G

λgg

ma l’azione di moltiplicazione a sinistra di G su sé stessa è transitiva, quindi se per
assurdo esistono g0, g1 ∈ G tali che λg0 ̸= λg1 esiste anche h ∈ G tale che hg0 = g1,
ma allora ∑

g∈G
λghg ̸=

∑
g∈G

λgg

quindi, se λ = λg, avremo che

∑
g∈G

λgg =
∑
g∈G

λg = λ
∑
g∈G

g ∈
〈∑
g∈G

g

〉
R

;

2. Sia ∑
g∈G

λgg ∈ R[G], quindi con λg ̸= 0 per un numero finito di g ∈ G. allora siccome
G non è finito esiste g0, g1 ∈ G tali che λg0 ̸= 0 e λg1 = 0, quindi consideriamo
h = g1g

−1
0 . Abbiamo che hgo = g1 e λg0 = λg1 per cui, come prima, abbiamo che∑

g∈G
λgg /∈ R[G]G.

■

Proposizione 2.1.15. Siano M,N due R[G]-moduli, allora

1. HomR(M,N)G = HomR[G](M,N)

2. Siano M,N due R[G]-moduli dove guardiamo M come modulo destro (vedi osser-
vazione 2.1.4) e N come modulo sinistro, allora

(M ⊗R N)G = M ⊗R[G] N

Dimostrazione.

1. (⊆) Sia f ∈ HomR(M,N)G allora f(m) = (g · f)(m) = gf(g−1(m)), quindi f è
R[G]-lineare, infatti

f

∑
g∈G

λgg ·m

 =
∑
g∈G

λgf(g ·m) =
∑
g∈G

λgg
−1 · gf(g−1m) =

∑
g∈G

λgg · f(m).

(⊇) Evidentemente una mappa R[G]-lineare è G-invariante, infatti

gf(g−1m) = gg−1f(m) = f(m);

2. Consideriamo la mappa m ⊗R n
ϕ7−→ m ⊗R[G] n, questa è una mappa R-lineare. Si

osserva che I[G] · (M ⊗R N) ⊆ kerϕ, infatti

g(m⊗R n)−m⊗R n = g−1m⊗R gn−m⊗R n
ϕ7−→ g−1m⊗R[G] gn−m⊗R[G] n = 0.

Allora possiamo considerare la mappa ϕ̂ : (M⊗RN)G −→M⊗R[G]N , essa ammette
inversa m⊗R[G]n 7−→ [m⊗Rn], questa è ben definita, infatti [g−1m⊗Rn] = [m⊗Rgn].

■
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2.2 Omologia e coomologia di gruppi
In questa sezione definiremo l’omologia e la coomologia di gruppi attraverso i funtori

Ext e Tor (vedi sezione 1.4). Questa definizione, per quanto astratta, è estremamente
versatile perchè ci consente di utilizzare una qualsiasi risoluzione proiettiva di Z per
calcolare i gruppi di omologia e coomologia. Nel seguito vedremo che può tornare utile
utilizzare risoluzione proiettive particolari in alcuni casi specifici, come quello dei gruppi
ciclici (vedi sezione 2.4).

Definizione 2.2.1. (Omologia e Coomologia di gruppi) Sia A un Z[G]-modulo, allora

• Hn(G,A) := TorZ[G]
n (Z, A)1 che è detto n-esimo gruppo di omologia di G a

coefficienti in A;

• Hn(G,A) := ExtnZ[G](Z, A) che è detto n-esimo gruppo di coomologia di G a
coefficienti in A.

D’altra parte se φ : A −→ B è un morfismo di Z[G]-moduli, allora

• Hn(G,φ) := TorZ[G]
n (Z, φ) che spesso indicheremo con φ⋆n;

• Hn(G,ψ) := ExtnZ[G](Z, φ) che spesso indicheremo con φ⋆n.

La definizione 2.2.1 è piuttosto astratta, quindi ripercorriamo una costruzione esplicita
dei gruppi Hn(G,A) e Hn(G,A).

1. Il primo passo è considerare una risoluzione proiettiva P• ↠ Z di Z com Z[G]-
modulo. Un esempio classico è la risoluzione standard (vedi sezione 2.3);

2. il secondo passo è l’applicazione dei funtori HomZ[G](·, A) e (·) ⊗Z[G] A alle risolu-
zioni proiettive, questo crea un complesso di catene (2.1) e uno di cocatene (2.2)
rispettivamente:

· · · −→ P2 ⊗Z[G] A
d2⊗idA−−−−→ P1 ⊗Z[G] A

d1⊗idA−−−−→ P0 ⊗Z[G] A (2.1)

HomZ[G](P0, A)
HomZ[G](d1,A)
−−−−−−−−→ HomZ[G](P1, A)

HomZ[G](d2,A)
−−−−−−−−→ HomZ[G](P2, A) −→ · · ·

(2.2)

3. Infine calcoliamo i l’omologia del complesso (2.1) e la coomologia del comples-
so (2.2). Questi saranno i gruppi di omologia Hn(G,A) e coomologia Hn(G,A)
rispettivamente.

Proposizione 2.2.2. Siano G un gruppo e A uno Z[G]-modulo, allora

1. H0(G,A) = Z⊗Z[G] A ∼= AG

2. H0(G,A) = HomZ[G](Z, A) ∼= AG

1Qui Z è da interpretarsi come Z[G] modulo destro, cioè n · g = g−1n
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2.2. OMOLOGIA E COOMOLOGIA DI GRUPPI

Dimostrazione.

1. H0(G,A) = TorZ[G]
0 (Z, A) allora consideriamo P•

π
↠ A una risoluzione proiettiva,

applico il funtore T := Z ⊗Z[G] (·) ed ottengo una nuova successione esatta perché
i moduli proiettivi sono piatti (vedi proposizione A.4.2). Allora, per l’osservazione
1.3.2, abbiamo che H0(TP•) = TA = Z ⊗Z[G] A. Infine, per la proposizione 2.1.15,
Z⊗Z[G] A ∼= (Z⊗Z A)G = AG.

2. H0(G,A) = ExtnZ[G](Z, A) allora consideriamo P•
π
↠ Z una risoluzione proietti-

va, applico il funtore T := HomZ[G](·, A) ed ottengo una nuova successione esat-
ta, perchè questo funtore è esatto sui moduli proiettivi (vedi definizione A.3.5).
Allora, per un risultato analogo all’osservazione 1.3.2 per la coomologia, abbia-
mo che H0(TP•) = TA = HomZ[G](Z, A). Infine, per la proposizione 2.1.15,
HomZ[G](Z, A) = HomZ(Z, A)G ∼= AG.

■

Proposizione 2.2.3. Sia 0 −→ A
φ−→ B

ψ−→ C −→ 0 una successione esatta di Z[G]-
moduli, allora essa induce le seguenti successioni esatte

· · ·

Hn+1(G,C) Hn+1(G,B) Hn+1(G,A)

Hn(G,A) Hn(G,B) Hn(G,C)

Hn−1(G,C) Hn−1(G,B) Hn−1(G,A)

· · ·

· · ·

Hn−1(G,A) Hn−1(G,B) Hn−1(G,C)

Hn(G,C) Hn(G,B) Hn(G,A)

Hn+1(G,A) Hn+1(G,B) Hn+1(G,C)

· · ·

δn+1

ψ⋆n+1 φ⋆n+1

φ⋆n ψ⋆n

δn

δn−1

ψ⋆n−1 φ⋆n−1

φ⋆n−1 ψ⋆n−1

δn−1

δn

ψ⋆n φ⋆n

φ⋆n+1 ψ⋆n+1

δn+1

Dove f⋆n := Hn(G, f) e f ⋆n := Hn(G, f).

Dimostrazione. Per la prima successione consideriamo PA
• ↠ A, PC

• ↠ C due risoluzioni
proiettive. Allora per l’Horseshoe Lemma 1.3.7 possiamo costruire una risoluzione
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proiettiva PB
• ↠ B e possiamo sollevare le mappe φ, ψ ottenendo una successione esatta

di complessi di catene 0• −→ PA
•

φ•−→ PB
•

ψ•−→ PC
• −→ 0•. Quindi, siccome i moduli

proiettivi sono piatti (vedi A.4.2), avremo che il funotre Z ⊗Z[G] (·) è esatto e quindi
otteniamo la successione esatta

0• −→ Z⊗Z[G] P
A
•

idZ ⊗φ•−−−−→ Z⊗Z[G] P
B
•

idZ ⊗ψ•−−−−→ Z⊗Z[G] P
C
• −→ 0•, (2.3)

da cui per il Teorema 1.1.13, otteniamo la successione esatta in omologia cercata.
Per la seconda successione, invece, consideriamo P• ↠ Z una risoluzione proietti-

va. Quindi, siccome il funtore Hom(Pn, ·) è esatto perchè Pn è proiettivo (vedi A.3.5),
otteniamo la successione esatta

0• −→ HomZ[G](P•, C)
HomZ[G](P•,ψ)
−−−−−−−−→ HomZ[G](P•, B)

HomZ[G](P•,φ)
−−−−−−−−→ HomZ[G](P•, C) −→ 0•,

da cui per il Teorema 1.2.5 otteniamo la successione esatta in coomologia cercata. ■

Osservazione 2.2.4. Quanto mostrato finora ci permette di dire che quella di omologia e
coomologia di gruppi è una buona nomenclatura perché l’omologia e coomologia di gruppi
preserva le proprietà fondamentali dell’omologia e della coomologia.

2.3 Risoluzione standard
In questa sezione otterremo una costruzione esplicita dei gruppi di coomologia: per

fare ciò utilizzeremo una particolare risoluzione libera di Z, la risoluzione standard.
Definizione 2.3.1 (Risoluzione standard). Consideriamo per ogni n ≥ 0 lo Z[G]-modulo
Sn := Z[Gn+1], dove Gn+1 è prodotto diretto di G con sé stesso n + 1 volte e l’azione di
G è determinata da g · (g0, . . . , gn) := (gg0, . . . , ggn).
Per n > 0, definiamo gli Z[G]-morfismi di moduli

snj : Sn −→ Sn−1 δn : Sn −→ Sn−1

(g0, . . . , gn) = g 7−→ (g0, . . . , gj−1, gj+1, . . . , gn) g 7−→
n∑
j=0

(−1)jsnj (g)

In questo modo, otteniamo una successione di Z[G]-moduli e Z[G]-morfismi:

· · · −→ S2
δ2−→ S1

δ1−→ S0 −→ 0 −→ · · ·

Questa successione è chiamata risoluzione standard di Z.
Proposizione 2.3.2. Se S• è la risoluzione standard e ε : Z[G] 7−→ Z è la mappa
di aumentazione, allora S•

ε
↠ Z è una risoluzione libera si Z.

Dimostrazione. Osserviamo che Sn := Z[Gn] ∼= Z[G]n e quindi gli Sn sono tutti Z[G]-
moduli liberi. Osserviamo che S• è un complessi di catene perché δn ◦ δn+1 = 0, infatti
ogni coppia di entrate eliminate può essere eliminata in due diversi ordini, questi ordini
danno origine a due segni diversi che si annullano a vicenda:

δn ◦ δn+1(g) =
n∑
j=0

n+1∑
i=0

(−1)i+jsnj (sn+1
i (g)

=
∑

0≤j<i≤n+1
(−1)i+jsnj (sn+1

i (g)) + (−1)j+i−1sni−1(sn+1
j (g)) = 0
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2.3. RISOLUZIONE STANDARD

Rimane solo da mostrare che la successione è esatta, per fare ciò consideriamo le mappe
(hn)n così definite

hn : Sn −→ Sn+1

(g0, . . . , gn) = g 7−→ (1, g) = (1, g0, . . . , gn)

allora si osserva facilmente che δn+1◦hn−hn−1◦δn = idSn e quindi (hn)n è una contrazione
di idS• . Quindi, sia x ∈ ker δn avremo che δn+1 ◦hn(x) = idSn(x) = x per cui x ∈ Im δn+1,
cioè ker δn ⊆ Im δn+1. Infine

Im δ1 = ⟨g0 − g1 | g0, g1 ∈ G⟩Z[G]

=
〈
g1(g−1

1 g0 − 1) | g0, g1 ∈ G
〉
Z[G]

= ⟨g − 1 | g ∈ G⟩Z[G] = I[G] = ker ε

■

Osservazione 2.3.3. Nella dimostrazione della proposizione precedente abbiamo usato un
fatto che può essere generalizzato, cioè che idS• ∼ 0 implica S• è esatta. Più in generale
è possibile dire che se C• è un complesso di catene e C• ∼ 0•, cioè idC• ∼ 0, allora C• è
esatto.
Tuttavia è interessante osservare che non vale il viceversa, cioè esistono complessi di catene
esatti ma non contraibili. Quindi un risultato inverso dovrà richiedere condizioni più
restrittive, ad esempio: se P•

π
↠ M è una risoluzione proiettiva, quindi una richiesta

più forte rispetto alla sola esattezza, allora P• ∼ 0•. Questo è vero grazie all’unicità del
sollevamento e sia idP• che 0 sono sollevamenti di 0 : M −→M .

Definizione 2.3.4 (Notazione a barre). Per questioni di semplicità di calcolo adottiamo
la seguente notazione a barre

[g1| · · · |gn] := (1, g1, g1g2, . . . , g1g2 · · · gn) ∈ Sn

Osservazione 2.3.5. Sn = ⟨[g1| · · · |gn] | gi ∈ G⟩Z[G] perché se (h0, . . . , hn) = h ∈ Sn allora

h = h0 · [h1|h−1
1 h2|h−1

2 h3| · · · |h−1
n−1hn]

Osservazione 2.3.6. La notazione a barre è utile perché si comporta bene con le mappe
δn, snj , infatti

snj [g1| · · · |gn] =


g1 · [g2| · · · |gn] se j = 0
[g1| · · · |gj−1|gjgj+1|gj+2| · · · |gn] se 1 ≤ j ≤ n− 1
[g1| · · · |gn−1] se j = n

e quindi per i casi più piccoli abbiamo che

δ1[g1] = g1[]− [] (2.4)
δ2[g1, g2] = g1[g2]− [g1g2] + [g1] (2.5)

δ3[g1|g2|g3] = g1[g2|g3]− [g1g2|g3] + [g1|g2g3]− [g1|g2] (2.6)

Definizione 2.3.7 (Coomologia di gruppi, tramite la risoluzione standard). Siano A uno
Z[G]-modulo e (S•, δ•)

ε
↠ Z la risoluzione standard, allora definiamo
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• δ⋆n := HomZ[G](δn, A) la mappa ottenuta tramite il funtore Hom(·, A) (vedi A.2.5);

• Cn(G,A) := HomZ[G](Sn, A) la n-cocatena di G, infatti (C•(G,A), δ⋆) è un com-
plesso di cocatene.

0 −→ C0(G,A) δ⋆1
−→ C1(G,A) δ⋆2

−→ C2(G,A) δ⋆3
−→ · · ·

In particolare questo è il complesso di cocatene per cui Hn(G,A) = Hn(Cn(G,A));

• Zn(G,A) := Zn(Cn(G,A)) = ker δ⋆n+1 ed ogni suo elemento è detto n-cociclo di G;

• Bn(G,A) := Bn(Cn(G,A)) = Im δ⋆n ed ogni suo elemento è detto n-cobordo di G;

• Hn(G,A) := Zn(G,A)/Bn(G,A) è il gruppo di coomologia per G di grado n.

Osservazione 2.3.8. Si osserva che HomZ[G](Z[Gn+1], A) ∼= HomZ(Z[Gn], A), come Z[G]-
moduli, considerando la mappa Sn ∋ [g1| . . . |gn] ωn7−→ (g1, . . . , gn) ∈ Sn−1. Tramite questo
isomorfismo abbiamo che δ⋆n agisce su f ∈ HomZ(Z[Gn], A) come

δ⋆nf(g1, . . . , gn) = f(ωn−1(δn[g1| . . . |gn]))

Esempio 2.3.9. Ad esempio nel caso n = 2 avremo che f ∈ HomZ(Z[G2], A) e

δ⋆2f(g1, g2) = f(ω1(g1[g2]− [g1g2] + [g1])) = g1f(g2)− f(g1g2) + f(g1).

Nel seguito, per semplicità notazionale, potremo guardare f sia come un elemento di
HomZ[G](Sn, A) che come un elemento di HomZ(Z[Gn], A). Questo non causa ambiguità
perché in un caso useremo la notazione a barre e nell’altro la notazione vettoriale. Quindi
omettendo la mappa ω, scriviamo

δ⋆2f(g1, g2) = f(g1[g2]− [g1g2] + [g1]) = g1f(g2)− f(g1g2) + f(g1).

2.3.1 Calcolo di H0

B0(G,A) = Im 0 = 0 e Z0(G,A) := {f ∈ C0(G,A) : δ⋆1f = 0}. Allora, guardando
l’equazione (2.4), si osserva che f è uno 0-cociclo se e solo se

0 = f(g1[])− f([]) = g1f([])− f([]) ∀ g1 ∈ G.

D’altra parte osserviamo che C0(G,A) ∼= A perché S0 = {[]} e quindi una funzione
f ∈ C0(G,A) è univocamente determinata da dove manda questo elemento, questo induce
un isomorfismo C0(G,A) ∼= A e in questo isomorfismo i cocicli sono identificati dagli
elementi a ∈ A tali che ga − a = 0 per ogni g ∈ G che sono gli elementi G-fissati di A,
cioè

H0(G,A) = Z1(G,A)/B0(G,A) ∼= Z1(G,A) ∼= AG.

2.3.2 Calcolo di H1

Osservazione 2.3.10 (Caratterizzazione degli 1-cocicli). Z1(G,A) := {f ∈ Cn(G,A) :
δ⋆2f = 0}. Allora, guardando alla equazione (2.5), si osserva che f è un 1-cociclo se e solo
se

0 = f(g1[g2])− f([g1g2]) + f([g1]) ∀ g1, g2 ∈ G,
cioè se

f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1) ∀g1, g2 ∈ G. (2.7)
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Osservazione 2.3.11 (Caratterizzazione degli 1-cobordi). Come nella sezione 2.3.1, os-
serviamo che C0(G,A) ∼= A perché S0 = {[]} e quindi una funzione ϕ ∈ C0(G,A) è
univocamente determinata da dove manda questo elemento. Sia ϕa([]) = a ∈ A, allora,
guardando all’equazione (2.4), si osserva che

(δ⋆1ϕa)(g) = ϕa(g[])− ϕa([]) = ga− a.

Allora f : G −→ A è un 1-cobordo se e solo se

∃ a ∈ A : f(g) = ga− a ∀ g ∈ G. (2.8)

Questa equazione ci dice anche che le immagini degli 1-cobordi formano I[G] · A ⊆ A

Definizione 2.3.12 (Derivazione). Sia A uno Z[G]-modulo e f : G −→ A, allora f si dice
derivazione di G se f rispetta l’equazione (2.7). L’insieme di questi oggetti è indicato
con Der(G,A). Se inoltre f rispetta anche l’equazione (2.8) per qualche a ∈ A, allora
diremo che f è una derivazione interna e indicheremo l’insieme delle derivazioni interne
con Inn(G,A).

Proposizione 2.3.13 (Caratterizzazione di H1(G,A)). Siano G un gruppo e A uno
Z[G]-modulo, allora

H1(G,A) = Der(G,A)/ Inn(G,A) = {f : G −→ A | f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1)}
{G ∋ g 7−→ ga− a ∈ A | a ∈ A}

2.3.3 Calcolo di H2

Osservazione 2.3.14 (Caratterizzazione dei 2-cocicli). Z2(G,A) = {f ∈ C2(G,A) | δ∗3(f) =
0}. Allora, guardando all’equazione (2.6), si osserva che f è 2-cociclo se e solo se

f(g1[g2|g3])− f([g1g2|g3]) + f([g1|g2g3])− f([g1|g2])) = 0 ∀ g1, g2, g3 ∈ G3.

In altre parole, una mappa f : G2 −→ A è un 2-cociclo se e solo se

g1f(g2, g3) + f(g1, g2g3) = f(g1g2, g3) + f(g1, g2) ∀g1, g2, g3 ∈ G. (2.9)

Osservazione 2.3.15 (Caratterizzazione dei 2-cobordi). Se ϕ ∈ C1(G,A), guardando all’e-
quazione (2.5), si osserva che

δ∗2ϕ([g1|g2]) = ϕ(g1[g2])− ϕ([g1g2]) + ϕ([g1]) ∀g1, g2 ∈ G2.

Pertanto, una mappa f : G × G → A è un 2-cobordo se e solo se esiste una mappa
ϕ : G→ A tale che

f(g1, g2) = g1 ϕ(g2)− ϕ(g1g2) + ϕ(g1) ∀g1, g2 ∈ G. (2.10)

Proposizione 2.3.16 (Caratterizzazione di H2(G,A)). Siano G un gruppo e A uno
Z[G]-modulo, allora

H2(G,A) = {f : G2 −→ A | g1f(g2, g3)− f(g1g2, g3) + f(g1, g2g3)− f(g1, g2) = 0}
{G2 ∋ (g1, g2) 7−→ g1ϕ(g2)− ϕ(g1g2) + ϕ(g1) ∈ A | ϕ ∈ HomSet(G,A)}
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2.4 Coomologia di gruppi ciclici
I gruppi ciclici, costituiscono una famiglia di gruppi per cui la coomologia è facile da

calcolare. In questa sezione calcoleremo prima alcuni cocicli e cobordi di grado piccolo
usando la risoluzione standard, poi vedremo come questo ci porterà a definire una risolu-
zione libera più semplice che ci permetterà di calcolare facilmente i gruppi di coomologia
per ogni grado.

Nel seguito Γ := ⟨γ⟩ è un gruppo ciclico e A è un Z[Γ]-modulo. Inoltre per ogni
y ∈ Z[Γ] definiamo µAy : A −→ A la moltiplicazione a sinistra per y. Procediamo con il
calcolo dei cocicli più piccoli:

Z0(Γ, A) : Da quanto visto nella sezione 2.3.1 sappiamo che Z0(Γ, A) ∼= AG = kerµAγ−1;

Z1(Γ, A) : Psosto Γ := ⟨γ | γn = 0⟩ un gruppo ciclico finito, Z1(Γ, A) è composto dalle
funzioni f : Γ −→ A per cui vale (2.7), cioè f(γi+j) = γif(γj) + f(γj). Osserviamo
che f(γ) = f(1γ) = f(γ) + f(1) quindi f(1) = 0, per cui

f(γk+1) = γkf(γ) + f(γk) = · · · =
k∑
j=0

γjf(γ). (2.11)

Ora consideriamo l’equazione (2.11) in cui k = n

f(γ) = f(γn+1) =
 n∑
j=0

γj

 f(γ)

e allora se N :=
(∑n

j=0 γ
j
)
−1 = ∑n−1

j=0 γ
j avremo che Nf(γ) = 0 e quindi N ·f = 0.

Per l’equazione (2.11) f ∈ Z1(G,A) è univocamente determinato da f(1) ∈ A e
quindi esiste un isomorfismo Z1(Γ, A) ∼= kerµAN .

L’insorgenza delle funzioni µAN e µAγ−1 ci fa pensare di poter costruire una risoluzione
proiettiva in cui queste due mappe formino il differenziale. In particolare l’isomorfismo
HomZ[Γ](Z[Γ], A) ∼= A ed il fatto che µN ◦ µγ−1 = µγ−1 ◦ µN = 0 ci suggeriscono la
costruzione del complesso

· · · −→ Z[Γ]
µ
Z[Γ]
N−→ Z[Γ]

µ
Z[Γ]
γ−1−→ Z[Γ]

µ
Z[Γ]
N−→ Z[Γ]

µ
Z[Γ]
γ−1−→ Z[G].

Osservazione 2.4.1. Sia Γ = ⟨γ | γn = 1⟩, osserviamo chen−1∑
j=0

γj

 · (γ − 1) = (γ − 1)
n−1∑
j=0

γj =
n∑
i=1

γi −
n−1∑
j=0

γj = γn − γ0 = 0.

Quindi µN ◦ µγ−1 = µγ−1 ◦ µN = 0 e questo vale in qualsiasi modulo. Possiamo, quindi,
considerare il seguente complesso di moduli liberi

Z• := · · · −→ Z[Γ]
µ
Z[Γ]
N−→ Z[Γ]

µ
Z[Γ]
γ−1−→ Z[Γ]

µ
Z[Γ]
N−→ Z[Γ]

µ
Z[Γ]
γ−1−→ Z[Γ].

Vogliamo mostrare che Z•
ε
↠ Z è una risoluzione libera. Osserviamo che γi − 1 =(∑i−1

j=0 γ
j
)

(γ − 1), quindi

I[Γ] =
〈
γi − 1 | i = 0, . . . , n− 1

〉
Z

= ⟨γ − 1⟩Z[Γ] ,
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allora Imµ
Z[Γ]
γ−1 = I[Γ] = ker ε. D’altra parte se x = ∑n−1

j=0 λjγ
j è un qualsiasi elemento di

Z[Γ] allora

(γ − 1)x = γx− x =
n−1∑
j=0

λjγ
j+1 −

n−1∑
j=0

λjγ
j = λn−1 − λ0 +

n−1∑
j=1

(λj−1 − λj)γj. (2.12)

Ma allora kerµZ[Γ]
γ−1 = {λN | λ ∈ Z}.

Inoltre si osserva che N · γj = γj ·N = N per cui

N · x = N
n−1∑
j=0

λjγ
j =

n−1∑
j=0

λjN.

Quindi Imµ
Z[Γ]
N = {λN : λ ∈ Z} = kerµγ−1. Infine kerµZ[Γ]

N = {∑n−1
j=0 ξjγ

j | ∑n−1
j=0 ξj = 0}

ora per l’equazione (2.12), dato ∑
ξjγ

j ∈ kerN , possiamo scegliere λn−j = ∑j
i=0 ξj ed

avremo che
(γ − 1)

n−1∑
j=0

λjγ
j =

n−1∑
j=0

ξjγ
j ∈ kerµN ,

dunque kerµZ[Γ]
N ⊆ Imµ

Z[Γ]
γ−1. Da µZ[Γ]

γ−1 ◦ µ
Z[Γ]
N = 0 segue che Imµ

Z[Γ]
γ−1 ⊆ kerµZ[Γ]

N , pertanto
vale l’uguaglianza.
Proposizione 2.4.2 (Coomologia dei gruppi ciclici finiti). Siano Γ := ⟨γ | γn = 1⟩ un
gruppo ciclico finito e A uno Z[Γ]-modulo, allora

Hn(Γ, A) ∼=


AΓ se n = 0
kerµAN/ ImµAγ−1 se n ≥ 1 dispari
AΓ/ ImµAN se n ≥ 2 pari

Dimostrazione. Consideriamo la risoluzione libera ottenuta nell’osservazione 2.4.1:
Z•

ε
↠ Z, applichiamo il funtore HomZ[Γ](·, A) ed otteniamo il complesso di cocatene

HomZ[Γ](Z[Γ], A)
µ
Z[G]⋆
γ−1−→ HomZ[Γ](Z[Γ], A)

µ
Z[G]⋆
N−→ HomZ[Γ](Z[Γ], A)

µ
Z[G]⋆
γ−1−→ · · ·

dove µ
Z[G]⋆
γ−1 := HomZ[Γ](µZ[G]

γ−1 , A) e µ
Z[G]⋆
N := HomZ[Γ](µZ[G]

N , A). Allora consideriamo il

complesso A• := A
µA

γ−1−→ A
µA

N−→ A −→ · · · e l’isomorfismo naturale HomZ[Γ](Z[Γ], A) ∋
f

ϕ7−→ f(1) ∈ A. per ogni x ∈ A il seguente diagramma commuta

HomZ[Γ](Z[Γ], A) HomZ[Γ](Z[Γ], A)

A A

µ
Z[G]⋆
x

ϕ ϕ

µA
x

e quindi ϕ• è un isomorfismo di complessi di catene tra HomZ[Γ](Z•, A) e A•, per cui
Zn(Γ, A) ∼= Zn(A•) e Bn(Γ, A) ∼= Bn(A•). Infine osserviamo che

Zn(Γ, A) =
kerµAγ−1 = AΓ se n è pari

kerµAN se n è dispari
, Bn(Γ, A) =


0 se n = 0
ImµAN se n ̸= 0 è pari
ImµAγ−1 se n è dispari

■
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Proposizione 2.4.3 (Coomologia dei gruppi ciclici infiniti). Siano Γ = ⟨γ⟩ un gruppo
ciclico infinito e A uno Z[Γ]-modulo, allora

Hn(Γ, A) =


AΓ se n = 0
AΓ se n = 1
0 altrimenti

Dimostrazione. Sia x = ∑
i∈N λiγ

i, con un numero finito di λi ̸= 0, un qualsiasi elemento
di Z[Γ]. Allora

(γ − 1)x =
∑
i∈N

λiγ
i+1 −

∑
i∈N

λiγ
i =

+∞∑
i=1

λi−1γ
i −

∑
i∈N

λiγ
i = λ0 +

∑
i∈N

(λi−1 − λi)γi

per cui (γ − 1) = 0 se e solo se λ0 = 0 e λi = λi−1, cioè x = 0. Quindi kerµγ−1 = 0.
A questo punto posso considerare il complesso di catene Z•, così definito

· · · −→ 0 −→ 0 −→ Z[Γ]
µ
Z[G]
γ−1−→ Z[Γ]

da cui si ottiene la risoluzione libera Z•
ε−→ Z. Da qui ragionando come prima si passa tra-

sforma la catena tramite HomZ[Γ](·, A) e si considera l’isomorfismo ϕ : HomZ[Γ](Z[Γ], A) −→
A che induce un isomorfismo con il complesso di cocatene A•, così definito

A
µA

γ−1−→ A −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

da cui si ottiene la tesi. ■

2.5 Restrizione
Definizione 2.5.1. Siano G un gruppo, H ≤ G un sottogruppo e M uno Z[G]-modulo.
Allora è possibile guardare ad M come uno Z[H]-modulo restringendo il prodotto al
sottoanello Z[H] ⊆ Z[G], indichiamo questo modulo con ResGH(M).
Inoltre è possibile dare a ResGH una natura di funtore come segue

Z[G]Mod −−−−−−−→ Z[H]Mod

M 7−−−−−−−→ ResGH(M)

(
φ : M −→ N

m 7−→ φ(m)

)
7−−−−−−−→

(
ResGH(φ) : ResGH(M) −→ ResGH(N)

m 7−→ φ(m)

)

Lemma 2.5.2. Sia P un Z[G]-modulo proiettivo, allora ResGH(P ) è uno Z[H]-modulo
proiettivo.

Dimostrazione. Sia {gi}i∈I un insieme di rappresentanti di laterali destri di H in G, allora
avremo che come Z[H]-modulo

Z[G] =
⊕
i∈I

Z[H]gi.
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Se P è un Z[G]-modulo proiettivo, allora esso è un addendo diretto di un modulo libero
A.3.5, cioè

P +Q =
⊕
j∈J

Z[G] =
↓

come Z[H]-moduli

⊕
j∈J

⊕
i∈I

Z[H]gi

quindi P +Q è libero anche come Z[H]-modulo e allora P è uno Z[H]-modulo proiettivo.
■

Osservazione 2.5.3 (Restrizione in coomologia). Siano M un Z[G]-modulo e P• ↠ Z
una Z[G]-risoluzione proiettiva di Z. Allora ResGH(P•) ↠ Z è una Z[H]-risoluzione pro-
iettiva per Z. Osserviamo che ResGH ci fornisce una inclusione i• : HomZ[G](P•,M) ↪→
HomZ[H](ResGH(P•),ResGH(M))2, quindi passando alla coomologia abbiamo una mappa
H•(i•) : H•(G,M) −→ H•(H,ResGH(M)), indicheremo anche questa mappa con ResGH
e la chiamiamo restrizione della coomologia.

2.6 Transfer
Definizione 2.6.1. Siano G un gruppo, H ≤ G con r := [G : H] < +∞, {gi}i=1, ..., r un
insieme di rappresentanti dei laterali sinistri di H in G. Allora se M,N sono Z[G]-moduli
definiamo il transfer (o corestrizione) come la mappa

TrGH : HomZ[H](M,N) −→ HomZ[G](M,N)

φ 7−→
r∑
i=1

giφg
−1
i

Osservazione 2.6.2. Il transfer è ben definito e non dipende dalla scelta dei rappresentanti
dei laterali.

Dimostrazione. Proviamo che TrGH(φ) è un morfismo di Z[G]-moduli: l’additività è evi-
dente, resta solo da verificare la G-linearità

gTrGH(φ)(x) = g
r∑
i=1

giφg
−1
i (x)

=
r∑
i=1

gσ(i) hi︸︷︷︸
∈H

φg−1
i (x)

=
r∑
i=1

gσ(i)φhig
−1
i (x)

=
r∑
i=1

gσ(i)φg
−1
σ(i)(gx) = TrGH(φ)(gx)

Proviamo, ora, che TrGH non dipende dalla scelta dei rappresentanti dei laterali: conside-
riamo {gi}i=1, ..., r e {g′

i}i=1, ..., r due famiglie di rappresentanti per i laterali sinistri di H in
G, allora esistono h1, . . . , hr ∈ H tali che g′

i = gihi

r∑
i=1

giφg
−1
i =

r∑
i=1

gihiφh
−1
i g−1

i =
r∑
i=1

g′
iφg

′
i
−1
.

■
2Si verifica facilmente che questo è un morfismo di complessi di catene ben definito
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Osservazione 2.6.3 (Transfer in coomologia). Sia M uno Z[G]-modulo e P• ↠ Z una
Z[G]-risoluzione proiettiva diZ. Consideriamo il diagramma

HomZ[H](Pn−1,M) HomZ[G](Pn−1,M)

HomZ[H](Pn,M) HomZ[G](Pn,M)

TrG
H

TrG
H

quindi osserviamo che il diagramma commuta perché

(δ⋆n ◦ TrGH)(φ) =
r∑
i=1

giφg
−1
i δn =

r∑
i=1

gi(φ ◦ δ)g−1
i =

r∑
i=1

gi(δ⋆nφ)g−1
i = TrGH(δ⋆nφ)

allora il transfer induce un morfismo di complessi di cocatene

τ • = TrGH : HomZ[H](P•,M) −→ HomZ[G](P•,M)

che passa all’omologia e con un abuso di notazione indicheremo TrGH = H•(τ •)

Proposizione 2.6.4. Sia H ≤ G con indice finito r := [G : H], allora per ogni n ∈ N

TrGH ◦ResGH : Hn(G,M) −→ Hn(G,M)

è uguale alla moltiplicazione per l’indice r, cioè TrGH ◦ResGH([z]) = [G : H] · [z]

Dimostrazione. Sia P• una Z[G]-risoluzione proiettiva per Z, allora consideriamo i mor-
fismi di cocatene i• : HomZ[G](P•,M) ↪→ HomZ[H](ResGH(P•),ResGH(M)), definito nella
definizione 2.5.3, e τ • : HomZ[H](P•,M) −→ HomZ[G](P•,M), definito nella definizione
2.6.3, quindi

τn ◦ in(φ) =
r∑
i=1

giφg
−1
i =

r∑
i=1

gig
−1
i φ = r · φ.

■
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Capitolo 3

Estensioni

Nel corso di questo capitolo definiremo le estensioni di un gruppo e vedremo come
queste, in particolare quando hanno nucleo abeliano, diano origine a delle caratterizzazioni
interessanti per i gruppi di coomologia H1 e H2.

Definizione 3.0.1 (Estensione di gruppi). Siano A,E,G gruppi, allora si dice esten-
sione di A la successione esatta

1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1.

In questo contesto identifichiamo A con la sua immagine tramite l’immersione i. Diremo
che A è il nucleo dell’estensione e G è il conucleo.

Definizione 3.0.2. Sia 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 una estensione di gruppi con
nucleo abeliano, allora definiamo lo Z[G]-modulo A⋆ := (A,+, ⋆) con

A× A +−→ A G× A ⋆−→ A

(a0, a1) 7−→ a0a1 ( eA︸︷︷︸
=p(e)

, a) 7−→ eae−1

Dove la mappa ⋆ è ben definita perché A = ker p ⊴ E, G = E/ ker p e A è abeliano quindi
il coniugio non dipende dalla preimmagine scelta per un elemento di G in E.

Definizione 3.0.3 (Estensione centrale). Sia E un gruppo e A ≤ G un sottogruppo, allora
A si dice centrale in E se eae−1 = a per ogni e ∈ E, a ∈ A. Il più grande dei sottogruppi
centrali è detto centro, indicato con Z(E). Inoltre se 1 −→ A

i−→ E
p−→ G −→ 1 una

estensione, essa di dice centrale se A è centrale in E.

Osservazione 3.0.4. L’estensione 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 è centrale se e solo se
l’azione ⋆ di G su A è banale, cioè lascia fissi gli elementi di A.

Definizione 3.0.5 (Estensione scissa). Data 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 una estensione,
essa si dice scissa o che spezza se esiste un morfismo di gruppi s : G −→ E tale che
p ◦ s = idG. In tal caso diremo che s è una sezione di p o uno spezzamento per
l’estensione.

Osservazione 3.0.6. Sia 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 una estensione di A, allora sono
equivalenti

1. l’estensione spezza
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2. esiste H ≤ E tale che p|H : H −→ G è un isomorfismo di gruppi

3. esiste H ≤ E tale che E = A⋊H1

Proposizione 3.0.7 (Corrispondenza tra spezzamenti e complementi). Sia 1 −→ A
i−→

E
p−→ G −→ 1 una estensione, allora H ≤ E è un complemento di A se H ∩ A = ∅ e

H ∼= G o equivalentemente AH = E.
Esiste una corrispondenza biunivoca tra le sezioni di p (spezzamenti dell’estensione) ed i
complementi di A in E

ϕ : {spezzamenti} −→ {complementi}
s 7−→ s(G)

Dimostrazione. Proviamo l’invertibilità di ϕ costruendone una inversa. Consideriamo,
quindi, la mappa

σ : {complementi} −→ {spezzamenti} σ(H) : E −→ G

H 7−→ σ(H) e = ha 7−→ hA

La mappa σ(H) è ben definita perché H è un insieme di rappresentati di laterali sinistri
di A. D’altra parte σ(H) è un omomorfismo, infatti

σ(H)(h0a0 · h1a1) = σ(H)(h0h1 · h−1
1 a0h1︸ ︷︷ ︸

∈A

a1)

= h0h1A

= h0A · h1A = σ(H)(h0a0) · σ(H)(h1a1)

Inoltre σ(H) è evidentemente una sezione di p perché p ◦ σ(H)(hA) = p(ha) = hA = idG.
Infine è chiaro che ϕ e σ sono l’una l’inversa dell’altra.

■

Definizione 3.0.8 (isomorfismo di estensioni). Siano 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 e
1 −→ A

i′−→ E ′ p′
−→ G −→ 1 due estensioni di A, allora diremo che esse sono isomorfe se

esiste esiste un omomorfismo di gruppi φ : E −→ E ′ che faccia commutare il diagramma

E

1 A G 1

E ′

p

φ

i

i′ p′

in tal caso diremo che φ è un isomorfismo tra queste due estensioni.

Lemma 3.0.9. Sia φ : E −→ E ′ un omomorfismo tra le estensioni 1 −→ A
i−→ E

p−→
G −→ 1 e 1 −→ A

i′−→ E ′ p′
−→ G −→ 1. Allora φ è un isomorfismo di gruppi.

1In questo contesto con ⋊ si intende il prodotto semidiretto interno, cioè in cui l’azione di H su A è
data dal coniugio in E.
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Dimostrazione. Consideriamo {er}r∈R un insieme di rappresentati dei laterali sinistri di
i(A) in E, allora {φ(er)}r∈R è un insieme di rappresentanti di laterali sinistri di i′(A) in
E ′ perché p′ ◦φ = p. Quindi possiamo costruire la mappa E ′ ∋ φ(er)i′(a) ψ7−→ eri(a) ∈ E.
È evidente che questa mappa inverte φ′, ci resta solo da far vedere che è un omomorfismo
di gruppi

ψ(φ(er)i′(a) · φ(es)i′(b)) = ψ(φ(er)φ(es) · φ(es)−1i′(a)φ(es)i′(b)))
= ψ(φ(eki(c))φ(e−1

s i(a)es︸ ︷︷ ︸
∈i(A)⊴E

)i′(b))

= ψ(φ(ek) · i′(c)i′(i−1(e−1
s i(a)es))i′(b))

= eki(c)e−1
s i(a)esi(b)

= erese
−1
s i(a)esi(b)

= eri(a)esi(b) = ψ(φ(er)i′(a))ψ(φ(es)i′(b))

■

Definizione 3.0.10. Sia G un gruppo e sia x ∈ G, allora indichiamo il coniugio per x
con χx, quindi

• definiamo InnG := {χx : x ∈ G} ⊆ AutG

• se A ≤ G allora definiamo InnAG := {χa : a ∈ A}

• se 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 è una estensione del gruppo abeliano A, allora
definiamo AutA,GE il gruppo degli automorfismi dell’estensione, cioè

AutA,GE := {φ ∈ AutE | i = φ ◦ i, p = p ◦ φ}

Osservazione 3.0.11. Osserviamo che InnG ⊴ AutG e InnG ∼= G/Z(G).
Allora è ben definito il gruppo OutG := AutG/ InnG. Vedi [Rot99, Cp. 7]

3.1 Coomologia ed estensioni
In questa sezione intendiamo investigare il rapporto tra la coomologia di gruppi e le

estensioni di gruppi. Vedremo che i gruppi di coomologia più piccoli ci forniscono una
descrizione utile delle estensioni di gruppi.

3.1.1 H1 ed estensioni
Teorema 3.1.1. Sia 1 −→ A

i−→ E
p−→ G −→ 1 una estensione con nucleo abeliano,

allora
H1(G,A⋆) ∼= AutA,G(E)/ InnA(E)

Corollario 3.1.2. Nelle ipotesi del teorema precedente se l’estensione è centrale allora
InnA(E) = {1} e quindi H1(G,A⋆) = AutA,GE.

Per dimostrare questo teorema passiamo per un paio di lemmi intermedi

Lemma 3.1.3. Nelle ipotesi del Teorema 3.1.1, vale che InnAE ⊴ AutA,GE.
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Dimostrazione. Sia a ∈ A, allora, siccome A è abeliano, χa ◦ i = i. D’altra parte

p(χa(e)) = p(aea−1)
= p(a)︸ ︷︷ ︸

=1

p(ea−1e−1)︸ ︷︷ ︸
=1

p(e) = p(e)

Quindi χa ∈ AutA,GE, cioè InnAE ≤ AutA,GE.
Inoltre se φ ∈ AutA,G(E) avremo che φ(a) ∈ A e φ ◦ χa ◦ φ−1 = χφ(a) ∈ InnAE. ■

Lemma 3.1.4. Nelle ipotesi del Teorema 3.1.1 vale che AutA,GE ∼= Z1(G,A⋆) = Der(G,A)2.

Dimostrazione. Nella seguente dimostrazione identifichiamo A con i(A) per semplicità.
VOgliamo costruire un isomorfismo di gruppi ϕ : AutA,GE −→ Z1(G,A⋆), per fare ciò
consideriamo una mappa φ ∈ AutA,GE e costruiamo il morfismo di gruppi E ∋ e

fφ7−→
φ(e)e−1 ∈ E, cosicché φ(e) = fφ(e)e. In questo modo Im fφ ⊆ A = ker p, perché

p ◦ fφ(e) = p(φ(e)e−1)
= p(φ(e))︸ ︷︷ ︸

p◦φ=p

p(e−1)

= p(e)p(e)−1 = 1

D’altra parte A ⊆ ker fφ, infatti fφ(a) = φ(a)a−1 = aa−1 = 1.

Passando al quoziente otteniamo la mappa G ∋ g = eA
f̂φ7−→ fφ(e) ∈ A. Osserviamo che

questa mappa è un elemento di Z1(G,A⋆) usando l’equazione caratterizzante degli
1-cocicli (2.7): consideriamo e0, e1 ∈ E e e0A, e1A ∈ G, allora

f̂φ(e0e1A) = fφ(e0e1) = φ(e0e1)e−1
1 e−1

0

= φ(e0)e−1
0 gφ(e1)e−1

1 e−1
0

= f̂φ(e0A)e0f̂φ(e1A)e−1
0

= f̂φ(e0A) +A e0A ⋆A f̂φ(e1A)

Quindi definiamo la mappa ϕ(φ) := f̂φ, verifichiamo che sia un omomorfismo di gruppi:
consideriamo φ, ψ ∈ AutA,GE, allora

ϕ(φ ◦ ψ)(eA) = f̂φ◦ψ(eA) = φ(ψ(e))e−1

= φ(f̂ψ(eA)e)e−1

φ fissa a∈A←− = f̂ψ(eA)φ(e)e−1

= f̂ψ(eA)f̂φ(eA)
A è abeliano←− = f̂φ(eA)f̂ψ(eA)

= ϕ(φ)(eA) +A ϕ(ψ(eA)) = (ϕ(φ) + ϕ(ψ))(eA)

Ci rimane solo da verificare che sia un isomorfismo, per fare ciò costruiamo una inversa:

σ : Z1(G,A⋆) −→ AutA,GE σ(c) : E −→ E

c 7−→ σ(c) e 7−→ c( eA︸︷︷︸
=p(e)

)e

2Per la definizione di Der vedi 2.3.12
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Verifichiamo che σ(c) è un omomorfismo

σ(c)(e0e1) = c(e0e1A)e0e1

per (2.7)←− = c(e0A)e0c(e1A)e−1
0 e0e1

= σ(c)(e0)σ(c)(e1)

ora verifichiamo che σ(c) ∈ AutA,GE

σ(c)(a) = c(A)a = a =⇒σ(c) ◦ i = i

p(σ(c)(e)) = p(c(eA)e) = p(c(eA))︸ ︷︷ ︸
p(A)=1

p(e) =⇒p ◦ σ(c) = p

Si verifica facilmente che σ e ϕ sono una lpinversa dell’altra,dunque ϕ è un isomorfismo.
■

Lemma 3.1.5. Nelle ipotesi del Teorema 3.1.1 vale che InnAE ∼= B1(G,A⋆) = Inn(G,A)3,
tramite una restrizione dell’isomorfismo AutA,GE ∼= Z1(G,A⋆) visto nel Lemma 3.1.4.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa ϕ del Lemma 3.1.4, allora se a ∈ A

ϕ(µa)(eA) = µa(e)e−1

= a ea−1e−1︸ ︷︷ ︸
∈A

= eae−1a

= eA ⋆A a
−1 +A a = eA ⋆A a

−1 − a−1

questo verifica la condizione di 1-cobordo (2.8), per cui ϕ(InnAE) ⊆ B1(G,A⋆).
Mostriamo che vale anche il viceversa usando l’inversa di ϕ cioè σ, anch’essa deinita nella
dimostrazione del lemma 3.1.4. Sia ca(eA) := eA ⋆A a− a = eae−1a−1 = [e, a]

σ(ca)(e) = ca(eA)e
= eae−1a−1e

= ee−1a−1ea = χa−1(e)

quindi σ(B1(G,A⋆)) ⊆ InnAE. ■

Dimostrazione(Del Teorema 3.1.1). Dai Lemmi 3.1.3, 3.1.5, 3.1.5 segue che H1(G,A⋆) =
Z1(G,A⋆)/B1(G,A⋆) ∼= AutA,G(E)/ InnA(E). ■

Teorema 3.1.6 (di corrispondenza H1). Sia 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 una esten-
sione scissa. Allora c’è una biezione tra H1(G,A⋆) e le classi di coniugio rispetto alla
moltiplicazione per elementi di A degli spezzamenti s : G −→ E dell’estensione.

Dimostrazione. Sia s una sezione per p, allora consideriamo la mappa

ϕ : AutA,GE −→ {spezzamenti}
φ 7−→ φ ◦ s

3Per la definizione di Inn(G, A) vedi 2.3.12
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si osserva che φ ◦ s è uno spezzamento perché p ◦ φ ◦ s = p ◦ s = idG.
Invertiamo ϕ tramite la mappa σ così definita

σ : {spezzamenti} −→ AutA,GE σ(s′) : E −→ E

s′ 7−→ σ(s′) e = as(eA) 7−→ as′(eA)

la mappa σ(s′) è ben definita perché A ⊴ E, quindi gli {s(eA) : e ∈ E} formano una
famiglia di rappresentanti dei laterali sia destri che sinistri, quindi ogni elemento può
essere univocamente determinato da un prodotto di un elemento di i(A) ed un elemento
di s(G). Allora σ(s′) ∈ AutA,GE perché

σ(s′)(e0e1) = σ(s′)(a0s(e0A) · a1s(e1A))
= σ(s′)(a0s (e0A)a1s(e0A)−1︸ ︷︷ ︸

=e0A⋆Aa1

s(e0e1A))

= a0s
′(e0A)a1s

′(e0A)−1s′(e0e1A)
= a0s

′(e0A)a1s
′(e1A) =⇒σ(s′) è omomorfismo

σ(s′)(a) = as′(A) = a =⇒σ(s′) ◦ i = i

p(σ(s′)(e)) = p(a · s′(eA)) = p(s′(eA)) = eA =⇒p ◦ σ(s′) = p

Rimane solo da verificare che σ e ϕ sono una l’inversa dell’altra:

ϕ(σ(s′))(eA) = σ(s′)(s(eA)) = s′(eA)
σ(ϕ(φ))(e) = σ(φ ◦ s)(as(eA)) = aφ(s(eA)) = φ(a · s(eA)) = φ(e)

A questo punto quozientiamo AutA,GE per il sottogruppo InnA(E) e consideriamo la
relazione di equivalena indotta tramite l’isomorfismo ϕ sull’insieme degli spezzamenti:

s0 ∼ s1 ⇐⇒ σ(s0) ◦ σ(s1)−1 ∈ InnAE.

Osserviamo che σ(s0)◦σ(s1)−1(as1(eA)) = as0(eA), allora σ(s0)◦σ(s1)−1 = χb ∈ InnA(E)
se e solo se

bas0(eA)b−1 = as1(eA) ∀ a ∈ A, e ∈ E
cioè se e solo se s0 = χb◦s1. Così otteniamo una biezione traH1(G,A⋆) = AutA,GE/ InnAE
e gli spezzamenti a meno di coniugio rispetto a elementi di A. ■

Corollario 3.1.7. Sia 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 una estensione scissa, allora c’è
una biezione tra H1(G,A⋆) e le classi di coniugio in E dei complementi di A.

Dimostrazione. Questa è una conseguenza diretta dell’osservazione 3.0.7 per la quale c’è
una corrispondenza tra spezzamenti e complementi

{spezzamenti} −→ {complementi}
s 7−→ s(G)

(hA s7−→ h ∈ H)←− [ H

Inoltre, siccome AH = E, abbiamo che le classi di coniugio rispetto ad A di H sono le
classi di coniugio rispetto ad E di H. ■
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3.1.2 H2 ed estensioni
Abbiamo già visto come H1(G,A⋆) è in corrispondenza con gli automorfismi dell’e-

stensione 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1, ora vogliamo mettere H2(G,A⋆) in corrispondenza
con le classi di isomorfismo delle estensioni di A, questo risultato è da attribuire a Baer,
nell’articolo [Bae34], ma in origine fu ottenuto senza la formalizzazione dell’omologia e
coomologia.

Teorema 3.1.8 (di Baer). Sia 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1 una estensione del gruppo
abeliano A. Allora esiste una biezione tra H2(G,A⋆) e l’insieme dei classi di isomorfismo
di estensioni di A con conucleo G ed azione ⋆A.

Dimostrazione. Costruiamo una mappa σ : {estensioni} −→ H2(G,A). Consideriamo
1 −→ A

i−→ E
p−→ G −→ 1 una estensione e s : G −→ E un’inversa destra di p (non

necessariamente un omomorfismo di gruppi), chiamiamo tale mappa sezione insiemistica.
Quindi costruiamo la mappa

fs : G×G −→ E

(g0, g1) 7−→ s(g0)s(g1)s(g0g1)−1

in modo che fs(g0, g1)s(g0g1) = s(g0)s(g1). Si osserva che Im fs ⊆ A = ker p, infatti

p(fs(g0, g1)) = p(s(g0)s(g1)s(g0g1)−1)
= p(s(g0))p(s(g1))p(s(g0g1))−1

= g0g1(g0g1)−1 = 1

Usando l’equazione (2.9), osserviamo che fs è un 2-cociclo:

g0 ⋆A fs(g1, g2) +A fs(g0, g1g2) = s(g0)fs(g1, g2)s(g0)−1fs(g0, g1g2)
= s(g0)s(g1)s(g2)s(g0g1g2)−1

= fs(g0g1, g2)fs(g0, g1)
= fs(g0, g1) +A fs(g0g1, g2)

Ora vogliamo fare in modo che fs non dipenda dalla scelta della sezione insiemistica
s, quindi consideriamo s′ un’altra sezione di p e la mappa G ∋ g

c7−→ s′(g)s(g)−1 ∈ A,
allora abbiamo che s′(g) = c(g)s(g), quindi

fs′(g0, g1) = s′(g0)s′(g1)s′(g0g1)−1

= c(g0)s(g0)c(g1)s(g1)s(g0g1)−1c(g0g1)−1

= c(g0)s(g0)c(g1)s(g0)−1fs(g0, g1)c(g0g1)−1

A abeliano←− = c(g0)s(g0)c(g1)s(g0)−1c(g0g1)−1fs(g0g1)
= s(g0)c(g1)s(g0)−1c(g0g1)−1c(g0)fs(g0, g1)
= g0 ⋆A c(g1)−A c(g0g1) +A c(g0)︸ ︷︷ ︸

δ2⋆(c)([g0,g1])

+Afs(g0, g1)

per l’equazione caratterizzante dei 2-cobordi (2.10), abbiamo che

fs′ +B2(G,A⋆) = fs +B2(G,A⋆) ∈ H2(G,A⋆).
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Quindi possiamo definire σ(1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1) := fs +B2(G,A⋆).

Ora vogliamo quozientare questa mappa per la relazione di isomorfismo tra estensioni,
per fare ciò dobbiamo mostrare che la mappa è costante sulle classi, allora consideriamo
il diagramma commutativo

E

1 A G 1

E ′

p

φ

i

i′

s

s′

p′

quindi s′ = φ ◦ s e

fs′(g0, g1) = φ(s(g0))φ(s(g1))φ(s(g0g1))−1

= φ(s(g0)s(g1)s(g0g1)−1)
= φ(fs(g0, g1))

ma fs(g0, g1) ∈ A e per la commutatività del diagramma φ fissa gli elementi di A e quindi
φ(fs(g0, g1)) = fs(g0, g1). Allora

σ(1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1) = σ(1 −→ A
i′−→ E ′ p′

−→ G −→ 1).

In conclusione è possibile costruire la mappa al quoziente σ̂ : {estensioni a meno di iso.} −→
H2(G,A⋆).

Proviamo ora che la mappa σ̂ è una biezione:

suriettività: consideriamo [f ] ∈ H2(G,A⋆) con f ∈ Z2(G,A⋆) tale che f(1, 1) = 14 il
che è sempre possibile grazie alla libertà che ci danno i cobordi. Vogliamo costruire
una estensione di A con conucleo G che tramite σ è mandata in [f ]. Consideriamo
la costruzione del prodotto semidiretto A⋊⋆ G

5, dove il prodotto è definito da

(A×G)2 •−→ A×G
(a0, g0), (a1, g1) 7−→ (a0 +A g0 ⋆ a1, g0g1)

l’idea è quella di modificare questo prodotto semidiretto in modo che generi una
estensione la cui immagine tramite σ sia [f ], per fare ciò consideriamo il gruppo
Ef := (A×G, •) con

(A×G)2 •−→ A×G
(a0, g0), (a1, g1) 7−→ (a0 +A g0 ⋆A a1 +A f(g0, g1), g0g1)

quindi si considera l’estensione 1 −→ A
ι−→ Ef

ρ−→ G −→ 1 con

ι : A −→ Ef ρ : Ef −→ G

a 7−→ (a, 1) (a, g) 7−→ g

4Questa condizione è importante affinché il prodotto su Ef sia ben definito e (1, 1) sia l’elemento
neutro. Inoltre dalla caratterizzazione di 2-cociclo (2.9) si deduce che f(1, g) = f(1, 1) = 1.

5Qui stiamo considerando il prodotto semidiretto esterno con azione ⋆A di G su A, la quale è data
dalla definizione di A⋆ (3.0.2).
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quindi ι e ρ sono due omomorfismi di gruppi e la successione corta, sopra definita, è
esatta. consideriamo la sezione insiemistica6 di ρ così definita G ∋ g s7−→ (1, g) ∈ Ef
ed avrò

fs(g0, g1) = s(g0)s(g1)s(g0g1)−1

= (1, g0) • (1, g1) • (1, g0g1)−1

= (f(g0, g1), g0g1) • (1, g0g1)−1

= (f(g0, g1), 1) • (1, g0, g1) • (1, g0g1)−1

= (f(g0, g1), 1)

in queste ultime uguaglianze abbiamo usato il fatto che f(1, g) = f(1, 1) = 1 e
quindi (a, 1) • (1, g) = (a, g).
In conclusione abbiamo mostrato che σ(1 −→ A

ι−→ Ef
ρ−→ G −→ 1) = [fs] = [f ].

initettività: consideriamo 1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1, 1 −→ A
i′−→ E ′ p′

−→ G −→ 1
due estensioni tali che

σ̂([1 −→ A
i−→ E

p−→ G −→ 1]) = σ̂([1 −→ A
i′−→ E ′ p′

−→ G −→ 1]) = [f ].

Come prima, prendiamo f ∈ Z1(G,A⋆) tale che f(1, 1) = 1 e costruaimo Ef , con
la relativa estensione 1 −→ A

ι−→ Ef
ρ−→ G −→ 1. Consideriamo s sezione

insiemistica di p tale che fs = f . Allora la mappa Ef ∋ (a, g) 7−→ as(g) ∈ E è
un isomorfismo di estensioni. Analogamente, possiamo costruire un isomorfismo di
estensioni anche tra E ′ e Ef .

■

Corollario 3.1.9 (di Gaschütz). Sia ϕ : H2(G,A⋆) −→ {estensioni a meno di iso.} la
corrispondenza descritta nel Teorema 3.1.8. Si consideri la mappa G × G ∋ (g, h) f7−→
1 ∈ A⋆, allora ϕ([f ]) è l’insieme delle estensioni scisse di A con conucleo G e azione
⋆A. In particolare le estensioni scisse sono tra loro isomorfe.

Dimostrazione. Osserviamo che le estensioni scisse, con azione G
⋆↷ A, sono tutte

isomorfe all’estensione
1 −→ A

ι−→ A⋊⋆ G
ρ−→ G −→ 1

tramite la mappa E ∋ e = as(eA) 7−→ (a, eA) ∈ A⋊G, dove s è una sezione di p (questa
volta intesa come omorfismo di gruppi).
Consideriamo l’estensione 1 −→ A

ι−→ A ⋊⋆ G
ρ−→ G −→ 1, con le mappe ι e ρ

definite come nella dimostrazione del Teorema 3.1.8, essa ammette spezzamento s, quindi
fs(g0, g1) = s(g0)s(g1)s(g0g1)−1 = 1, dunque [fs] = [f ], pertanto ϕ([f ]) = [1 −→ A

ι−→
A⋊⋆ G

ρ−→ G −→ 1]. ■

3.2 Somma di Baer
In questa sezione studieremo l’operazione di somma di Baer. Vedremo che essa traduce

la somma dei cocicli in H2(G,A) in somma di estensioni tramite l’isomorfismo introdotto
nel teorema di Baer 3.1.8.

6Qui sezione è inteso come mappa insiemistica e non come omomorfismo di gruppi, coerentemente con
quanto fatto nel resto della dimostrazione.
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Siano 1 −→ A
i1−→ E1

p1−→ G −→ 1, 1 −→ A
i2−→ E2

p2−→ G −→ 1 due estensioni con
nucleo abeliano, allora consideriamo l’estensione

1 −→ A× A i1×i2−→ E1 × E2
p1×p2−→ G −→ 1.

Consideriamo inoltre i gruppi

∆G := {(g, g) ∈ G×G} ≤ G×G
E1 ×G E2 := {(e1, e2) ∈ E1 × E2 : p1(e1) = p2(e2)} = (p1 × p2)−1(∆G) ≤ E1 × E2

∆A := {(a, a−1) ∈ A× A} ≤ A× A
E1 + E2 := E1 ×G E2/(i1 × i2)(∆A)

e gli isomorfismi

ψ : ∆G −→ G ϕ : (A× A)/∆A −→ A

(g, g) 7−→ g (a, b) 7−→ ab

Definizione 3.2.1 (Somma di Baer). Date 1 −→ A
i1−→ E1

p1−→ G −→ 1 e 1 −→
A

i2−→ E2
p2−→ G −→ 1 due estensioni con nucleo abeliano, consideriamo le mappe

p1 + p2 = ψ ◦ p̂1 × p2|E1×GE2
7 e i1 + i2 = î1 × i2 ◦ ϕ−18, allora la somma di Baer delle

due estensioni date è l’estensione

1 −→ A
i1+i2−→ E1 + E2

p1+p2−→ G −→ 1.

Proposizione 3.2.2. La classe di isomorfismo della somma di Baer è invariante per
isomrofismo degli addendi. Cioè dati i seguenti diagrammi commutativi con righe esatte

1 A E1 G 1 1 A E2 G 1

1 A E ′
1 G 1 1 A E ′

2 G 1

i1

idA

p1

φ1 idG

i2

idA

p2

φ2 idG

i′1 p′
1 i′2 p′

2

dove φ1, φ2 sono isomorfismi di estensioni, allora le estensioni

1 −→ A
i1+i2−→ E1 + E2

p1+p2−→ G −→ 1 e 1 −→ A
i′1+i′2−→ E ′

1 + E ′
2
p′

1+p′
2−→ G −→ 1

sono tra loro isomorfe.

Dimostrazione. Consideriamo l’isomorfismo φ := φ1 × φ2, esso induce un isomorfismo
φ̂ : E1 + E2 −→ E ′

1 + E ′
2 restringendo e passando al quoziente, infatti:

(p′
1 × p′

2) ◦ φ = p1 × p2 =⇒ φ((p1 × p2)−1(∆G) = (p′
1 × p′

2)−1(∆G)
(i′1 × i′2) ◦ φ = i1 × i2 =⇒ φ((i1 × i2)−1(∆A) = (i′1 × i′2)−1(∆A)

7p̂1 × p2 è l’omomorfismo indotto da (p1 × p2)|E1×GE2 rispetto al quozeinte E1 ×G E2/(i1 × i2)(∆A).
8î1 × i2 è l’omomorfismo indotto da i1× i2 rispetto ai quozeinti (A×A)/∆A e E1×G E2/(i1 + i2)(∆A).
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D’altra parte

(p′
1 + p′

2)(φ̂[e1, e2]) = ψ(p′
1(φ1(e1)), p′

2(φ2(e2)))
= ψ(p1(e1), p2(e2))
= (p1 + p2)[e1, e2)

φ̂((i′1 + i′2)(a)) = φ̂(î′1 × i′2(ϕ−1(a)))

= φ̂(î′1 × i′2([a, 1]))
= φ̂[i′1(a), i′2(1)]
= [φ1(i′1(a)), φ(i′2(1))]
= [i1(a), i2(1)] = (i1 + i2)(a)

cioè il seguente diagramma commuta

E1 + E2

1 A G 1

E ′
1 + E ′

2

p1+p2

φ̂

i1+i2

i′1+i′2 p′
1+p′

2

Quindi φ̂ è un isomorfismo di estensioni e quindi la classe di isomorfismo della somma di
Baer è invariante per isomorfismo degli addendi. ■

Proposizione 3.2.3. Se 1 −→ A
i1−→ E1

p1−→ G −→ 1 e 1 −→ A
i2−→ E2

p2−→ G −→ 1
due estensioni che inducono la stessa azione G

⋆↷ A. Allora la somma di Baer 1 −→
A

i1+i2−→ E1 + E2
p1+p2−→ G −→ 1 induce la stessa azione ⋆ su A.

Dimostrazione. Sia s una sezione insiemistica di p1 + p2, consideriamo g ∈ G e s(g) :=
[e1, e2] ∈ E1 + E2, allora g = (p1 + p2)[e1, e2] = p1(e1) = p2(e2). Quindi non è re-
strittivo scrivere s(g) = [s1(g), s2(g)] dove s1 e s2 sono sezioni insiemistiche di p1 e p2
rispettivamente. Consideriamo g • a l’azione indotta da E1 + E2 di G su A, quindi

g • a = (i1 + i2)−1(s(g)(i1 + i2)(a)s(g)−1)
= (i1 + i2)−1([s1(g), s2(g)][a, 1][s1(g)−1, s2(g)−1])
= (i1 + i2)−1([s1(g)as1(g)−1, 1])
= s1(g)as1(g)−1 = g ⋆ a

■

Proposizione 3.2.4. Sia σ : {estensioni a meno di iso.} −→ H2(G,A⋆) la corrispon-
denza del Teorema 3.1.8, allora la somma di Baer corrisponde alla somma in H2(G,A⋆)
tramite σ. Cioè

σ(E1 + E2) = σ(E1) + σ(E2).

Dimostrazione. Consideriamo 1 −→ A
i1−→ E1

p1−→ G −→ 1 e 1 −→ A
i2−→ E2

p2−→
G −→ 1 due estensioni che inducono la stessa azione G ⋆↷ A. Consideriamo, inoltre, s1,
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s2 sezioni insiemistiche di p1 e p2 rispettivamente, allora i 2-cocicli associati a s1 e s2 sono
rispettivamente:

fs1(g0, g1) = s1(g0)s1(g1)s1(g0g1)−1

fs2(g0, g1) = s2(g0)s2(g1)s2(g0g1)−1

Consideriamo la somma di Baer 1 −→ A
i1+i2−→ E1 + E2

p1+p2−→ G −→ 1 e la sezione
insiemistica s di p1 + p2 così definita s(g) = [s1(g), s2(g)]. Allora il 2-cociclo associato a
s è

fs(g0, g1) = s(g0)s(g1)s(g0g1)−1

= [s1(g0), s2(g0)][s1(g1), s2(g1)][s1(g0g1)−1, s2(g0g1)−1]
= [s1(g0)s1(g1)s1(g0g1)−1, s2(g0)s2(g1)s2(g0g1)−1]
= [fs1(g0, g1), fs2(g0, g1)]
= (i1 + i2)(fs1(g0, g1) +A fs2(g0, g1)).

Per la proposizione 3.2.3 la somma di Baer è una estesnione di A con conucleo G e azione
⋆, quindi σ(E1 + E2) = σ(E1) + σ(E2). ■
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Capitolo 4

Applicazioni

In questo capitolo vedremo un’applicazione della teoria coomologica dei gruppi, in
particolare studieremo i teoremi di Schur e Zassenhaus che più comunemente vengono
accorpati in un unico risultato a cui ci si riferisce con il nome di teorema di Schur-
Zassenhaus.

Lemma 4.0.1. Siano G un gruppo finito e M un Z[G]-modulo, allora |G| ·Hn(G,M) = 0
per ogni n ≥ 1

Dimostrazione. Consideriamo la composizione delle mappe

Hn(G,M)
ResG

{1}−−−→ Hn
(
{1},ResG{1} M

) TrG
{1}−−−→ Hn(G,M).

Sappiamo, per lo studio della coomologia dei gruppi ciclici (2.4), che

Hn
(
{1},ResG{1} M

)
=
M se n = 0

0 se n > 0

inoltre, per (2.6.4), sappiamo che

TrG{1} ◦ResG{1}( [zn]︸︷︷︸
∈Hn(G,M)

) = [G : {1}] ·m = |G| · [zn]

quindi per ogni n ≥ 1 abbiamo che |G| ·m = 0 ∀m ∈M ■

Proposizione 4.0.2 (Sull’ordine dei gruppi di coomologia). Siano G un gruppo finito e
M un Z[G]-modulo finitamente generato, allora

1. H0(G,M) è un gruppo abeliano finitamente generato

2. Hn(G,M) è un gruppo finito per ogni n ≥ 1 ed in particolare |Hn(G,M)| | |G|k per
qualche k ∈ N

Dimostrazione.

1. Dato che G è un gruppo finito, lo Z[G]-modulo Sn := Z[Gn+1] è finitamente generato
e quindi la risoluzione standard S• ↠ Z è composta da moduli finitamente generati.
Ora consideriamo il complesso di catene HomZ[G](S•,Z) che è anch’esso composta da
Z-moduli finitamente generati grazie al fatto che Sn e Z sono finitamente generati.
Passando alla coomologia di questo complesso, ottengo i gruppi abeliani Hn(G,A),
che sono in particolare Z-moduli finitamente generati.
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2. Per il lemma precedente |G| ·Hn(G.M) = 0, allora i generatori di Hn(G,M) han-
no ordine che divide G, per il teorema di struttura dei moduli finitamente
generati su P.I.D. (vedi A.5.2) abbiamo che Hn(G,M) = ∏

i∈I
Z/pni

i
dove i pi sono

numeri primi che dividono |G| e l’insieme dei loro indici I è finito.

■

4.1 Il Teorema di Schur-Zassenhaus
Teorema 4.1.1 (di Schur). Siano G un gruppo finito, A un gruppo abeliano e 1 −→
A

i−→ E
p−→ G una estensione di A con conucleo G. Sia m ∈ N tale che m · A⋆ = 0,

allora se (|G|,m) = 1

1. L’estensione è scissa

2. Ogni complemento di A in E è coniugato

Dimostrazione. Sia n ≥ 1, quindi per la proposizione 4.0.2 abbiamo che |G|·Hn(G,A) = 0,
d’altra parte per ogni a ∈ A⋆ si ha m · a = 0, quindi se f ∈ Hn(G,A) si ha m · f(g) = 0
per ogni g ∈ G, cioè m ·Hn(G;A) = 0. D’altra parte (m, |G|) = 1 per cui per il Lemma
di Bezout esistono r, s ∈ Z tali che

rm+ s|G| = 1 =⇒ Hn(G,A) = (rm+ s|G|) ·Hn(G;A) = {0}.

In conclusione abbiamo mostrato che H2(G,A) = {0} per cui, per il Teorema 3.1.8,
l’estensione 1 −→ A

i−→ E
p−→ G deve appartenere alla classe di isomorfismo banale e

quindi è scissa, cioè E = A ⋊⋆ G. D’altra parte H1(G,A) = 0 quindi, per il corollario
3.1.7, tutti i complementi di A in E sono coniugati. ■

Corollario 4.1.2. Siano A,G gruppi finiti con A abeliano e 1 −→ A
i−→ E

p−→ G una
estensione di A con conucleo G. Allora, se (|A|, |G|) = 1

1. L’estensione è scissa

2. Ogni complemento di A in E è coniugato

Dimostrazione. Osserviamo che |A| · A⋆ = 0, quindi dal Teorema 4.1.1 la tesi segue. ■

Osservazione 4.1.3. Se A è finito il corollario 4.1.2 copre tutti i casi m ∈ N del teorema
di Schur (4.1.1), infatti (m, |G|) = 1 implica (|A|, |G|) = 1 perché se esiste p primo che
divide |A| allora per il Teorema di Cauchy esiste un elemento di ordine p in A e quindi
p | m.

Teorema 4.1.4 (di Zassenhaus). Siano A,G gruppi finiti e 1 −→ A
i−→ E

p−→ G una
estensione di A con conucleo G. Se (|A|, |G|) = 1 allora l’estensione è scissa.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su |A|

• Se |A| = 1 oppure |A| è primo avremo che A è ciclico, quindi abeliano e per il
teorema si Schur con |A| finito (4.1.2) otteniamo la tesi.
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• se |A| > 1 consideriamo p | |A| primo e P un p-Sylow in A. Quindi consideriamo
N := NE(P ) := {e ∈ E : ePe−1}.
Osserviamo che E = AN perché se e ∈ E allora P e ePe−1 sono p-Sylow du A
e dunque per il secondo teorema di Sylow sono A-coniugati, cioè esiste a ∈ A
tale che aPa−1 = ePe−1, dunque P = (a−1e)P (a−1e)−1, per cui a−1e ∈ N . Allora
e = a(a−1e) ∈ AN .
Mostriamo che A ammette complemento in E, distinguiamo due casi

Se N ̸= E: consideriamo la successione 1 −→ A ∩ N i|A∩N−→ N
p|N−→ G −→ 1. Osser-

viamo che p|N è suriettiva perché E/A = (AN)/A ∼= N/(A ∩ N). Per ipotesi
induttiva questa estensione spezza e quindi esiste H ≤ N tale che H ∩ A = ∅
e N = AH. Allora E = AN = AAH = AH e A ∩ H = ∅ per cui H è un
complemento di A in E.

Se N = E: consideriamo Z := Z(P ). Osserviamo che Z è invariante per gli auto-
morfismi di P e Z ≤ P ⊴ N = E quindi Z ⊴ E. Consideriamo l’estensione
1 −→ A/Z

î−→ E/Z
p̂−→ G −→ 1, quindi per ipotesi induttiva essa spezza, cioè

esiste F/Z ∼= G tale che A/Z · F/Z = E/Z. Allora A/Z ∩ F/Z = {1}, quindi
A∩F ⊆ Z. Infine osserviamo che |Z| | A e |F/Z| = |G|, allora (|A|, |F/Z|) = 1.
Se consideriamo l’estensione 1 −→ Z −→ F −→ F/Z −→ 1 essa spezza
per il teorema di schur, quindi esiste H ≤ F tale che H ∼= F/Z ∼= G e
ZH = F . Quindi H ∩ Z = {1} e allora H ∩ A = H ∩ A ∩ F ⊆ H ∩ Z = {1} e
|H| · |A| = |G| · |A| = |E|, quindi E = AH.

■
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Appendice A

Risultati preliminari

In questo capitolo si introducono alcuni strumenti necessari per poter parlare di algebra
omologica. Si assume che i risultati di questa sezione siano già chiari al lettore, ma si
riportano per completezza.

A.1 Successioni esatte
Definizione A.1.1 (Successione esatta in M). Siano L,M,N R-moduli e φ : L −→ M ,
ψ : M −→ N due morfismi di R-moduli, allora la successione

L
φ−→M

ψ−→ N

si dice esatta in M se Imφ = kerψ.

Definizione A.1.2 (successione esatta). Sia (Mn)n∈Z una successione di R-moduli, e
siano φn : Mn −→Mn+1 morfismi di R-moduli, allora la successione

· · · −→Mn−1
φn−1−→ Mn

φn−→Mn+1 −→ · · ·

si dice esatta se ogni successione breve Mn−1
φn−1−→ Mn

φn−→Mn+1 è esatta in Mn per ogni
n ∈ Z.

Definizione A.1.3 (Successione esatta corta). La successione corta

0 −→ L
φ−→M

ψ−→ N −→ 0

si dice esatta se e solo se φ è iniettiva, Imφ = kerψ e ψ è suriettiva.

Osservazione A.1.4. Data una qualsiasi categoria A è possibile definire le successioni
esatte in maniera analoga a quelle dei moduli. Ad esempio noi useremo le successioni
esatte di complessi di catene(1.1.12) e le successioni esatte di gruppi (3.0.1).

Lemma A.1.5 (Snake Lemma). Supponiamo che il seguente diagramma composto da
R-moduli e R-omomorfismi sia commutativo e abbia righe esatte

L M N 0

0 L′ M ′ N ′

φ

f

ψ

g h

φ′ ψ′
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Allora esiste una una successione esatta

ker f ker g kerh

cokerh coker g coker f

φ ψ

δ

ψ̂′ φ̂′

dove

• φ̂′, ψ̂′ sono le mappe ottenuto da φ′, ψ′ per la proprietà universale della proiezione
al quoziente

L′ M ′ N ′

coker f coker g cokerh

φ′

πL′

ψ′

πM′ πN′

φ̂′ ψ̂′

• δ := (πL′ ◦ φ′−1 ◦ g ◦ ψ−1)|kerh ove πL′ è la proiezione al quoziente

πL′ : L′ −→ cokerL = L′/ Im f

Dimostrazione. Mostriamo che la mappa δ è ben definita: sia x ∈ kerh e sia y ∈ ψ−1(x),
allora, siccome il diagramma è commutativo, h◦ψ = ψ′◦g, quindi, siccome y ∈ ker(h◦ψ),
abbiamo che y ∈ ker(ψ′ ◦ g) per cui g(y) ∈ kerψ′ = Imφ′. Allora è ben posto Z :=
φ′−1 ◦ g ◦ ψ−1(x). Osserviamo inoltre che ψ−1(x) = y + kerψ = y + Imφ, per cui

g(ψ−1(x)) = g(y) + g(kerψ) = g(y) + g(φ(L)),

ma siccome φ′ ◦ f = g ◦ φ abbiamo che φ′−1(g(φ(L))) = f(L) = Im f . D’altra parte
φ′−1(g(y)) è un punto perché φ′ è iniettiva (quindi invertibile a sinistra), quindi abbiamo
mostrato che δ è ben posta.

Mostriamo anche che φ̂, ψ̂ sono ben posta: lo proviamo per φ′ per ψ′ sarà analogo. Ci
basterà mostrare che πM ′ ◦ φ′ è costante sulle classi:

φ′( f(L)︸ ︷︷ ︸
=πL′ (0)

) = g(φ(L)) ⊆ g(L) = π−1
M ′(0)

per la linearità delle proiezioni al quoziente questo basta.

Ora proviamo che la successione è esatta:

• in ker g : siccome L φ−→M
ψ−→ N è esatta lo è anche la sua restrizione ai ker, però

bisogna mostrare che φ(ker f) ⊆ ker g. Questo è chiaro dalla commutatività del
diagramma, infatti φ(f−1(0)) = g−1(φ′(0)) = g−1(0).

• in kerh : bisogna mostrare che ψ(ker g) = ker δ, sia x ∈ ker g allora

δ ◦ ψ(x) = πL′ ◦ φ′−1 ◦ g(x)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Quindi ψ(ker g) ⊆ ker δ, tuttavia, per la commutatività del diagramma ψ(g−1(0)) =
h−1(ψ′(0)), allora ker δ = ψ(ker g) = kerh.
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• in coker f : bisogna mostrare che δ(kerh) = ker φ̂, ma per quanto abbiamo visto
prima δ(kerh) = 0 quindi dobbiamo mostrare che φ̂′ è iniettiva. Questo è evidente
perché φ′ è iniettiva e passando al quoziente l’iniettività è preservata.

• in coker g : sappiamo che Imφ′ = kerψ′ allora passando al quoziente avremo Im φ̂′ =
ker ψ̂′.

■

Osservazione A.1.6. Nelle ipotesi dello Snake Lemma A.1.5 valgono i seguenti fatti:

• se φ è iniettiva allora φ|ker f : ker f −→ kerψ è iniettiva;

• se ψ′ è suriettiva allora ψ̂′ : coker g −→ cokerh è suriettiva,

quindi sotto queste ipotesi aggiuntiva la seguente è una successione esatta

0 ker f ker g kerh

0 cokerh coker g coker f

φ ψ

δ

ψ̂′ φ̂′

Definizione A.1.7 (Spezzamento di successioni). Sia 0 −→ L
φ−→ M

ψ−→ N −→ 0 una
successione esatta allora diciamo che essa si spezza se vale una delle seguenti condizioni
equivalenti:

• ψ è invertibile a destra, cioè esiste un omomorfismo di R-moduli σ : N −→ M tale
che ψ ◦ σ = idN , questo morfismo è detto sezione di ψ;

• φ è invertibile a sinistra, cioè esiste un omomorfismo di R-moduli ρ : M −→ L tale
che ρ ◦ φ = idL, questo morfismo è detto retrazione di ρ;

• Esiste Q ≤M sottomodulo tale che M = Q⊕ kerψ = Q⊕ Imφ.

Dimostrazione. Vedi [Rot02, prop. 7.22, p. 437]. ■

A.2 Funtori esatti
Definizione A.2.1 (Funtore esatto). Siano A,B due categorie e sia F : A −→ B un
funtore covariante, allora esso si dice

• Esatto a sinistra se preserva le successioni esatte corte a sinistra, cioè per ogni
successione esatta 0 → A

f−→ B
g−→ C, la successione 0 → F (A) F (f)−−→ F (B) F (g)−−→

F (C) è esatta in B;

• Esatto a destra se preserva le successioni esatte corte a destra, cioè per ogni
successione esatta A f−→ B

g−→ C → 0, la successione F (A) F (f)−−→ F (B) F (g)−−→ F (C)→
0 è esatta in B;
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• Esatto se è sia esatto a sinistra che a destra, ovvero se trasforma ogni successione
esatta corta 0→ A

f−→ B
g−→ C → 0 in una successione esatta corta 0→ F (A) F (f)−−→

F (B) F (g)−−→ F (C)→ 0.

Osservazione A.2.2. Se F : A −→ B è un funtore controvariante allora consideriamo il
funotre covariante F̃ : Aop −→ B, quindi diremo che F è esatto (a desta o a sinistra)
se F̃ è esatto (a destra o a sinistra). Ricordando che nella cateforia opposta ker f op =
(coker f)op e Im f op = coIm f = Dom f/ ker f .
Osservazione A.2.3. Un funtore esatto preserva non solo le successioni esatte corte, ma
anche le successioni esatte lunghe.

Esempio A.2.4. Sia M un R-modulo destro, allora costruiamo il funotre covariante
T := M ⊗R (·) come segue

• Se N è un R-modulo sinistro allora TN := M ⊗R N ;

• Se f : N −→ N ′ è un morfismo di R-moduli, allora Tf := idM ⊗f .

Questo funtore è esatto a destra: sia A
α−→ B

β−→ C −→ 0 una successione esatta,
allora

• idM ⊗β è suriettiva perchè

idM ⊗β
(∑
i∈I

mi ⊗ bi
)

=
∑
i∈I

mi ⊗ β(bi)

quindi, per la suriettività di β, l’immagine è tutto M ⊗ C;

• consideriamo il diagramma commutativo

M ⊗ A M ⊗B M ⊗ C 0

coker(idM ⊗α)

idM ⊗α idM ⊗β

π

σ−1

σ

la mappa σ è ben posta per la proprietà universale della proiezione al quoziente,
infatti Im(idM ⊗α) ⊆ ker(idM ⊗β). Se mostriamo che la mappa σ è invertibile,
allora

coker(idM ⊗α) ∼= M ⊗ C ∼= (M ⊗B)/ ker(idM ⊗β)
per cui avremmo Im(idM ⊗α) = ker(idM ⊗β).
Quindi considero M ⊗ C ∋ m ⊗ c

σ−1
7−→ [m ⊗ b] ∈ coker(idM ⊗α) dove b ∈ B è

tale che β(b) = c il che è sempre possibile per la suriettività di β. Questa mappa
è ben definita perchè se β(b) = c = β(b′) allora b − b′ ∈ ker β = Imα e quindi
m⊗ (b− b′) ∈ Im(idM ⊗α).

Esempio A.2.5. Sia N un R-modulo sinistro, allora costruiamo il funotore controva-
riante T := Hom(·, N) come segue

• Se M è un R-modulo sinistro allora TM := Hom(M,N);
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• Se f : M −→M ′ è un morfismo di R-moduli allora

Tf : Hom(M ′, N) −→ Hom(M,N)
φ 7−→ φ ◦ f

Questo funtore è esatto a sinistra: Sia A α−→ B
β−→ C −→ 0 una successione esatta,

allora consideriamo la successione 0 −→ C
Tβ−→ B

Tα−→ A essa è esatta, infatti

• Sia 0 = Tβ(φ) = φ ◦ β ma β è suriettiva, quindi invertibile a destra, quindi 0 = φ;

• Osserviamo che ImTβ ⊆ kerTα perchè β ◦ α = 0. D’altra parte sia f ∈ kerTα
allora ker f ⊇ Imα = ker β, quindi possiamo considerare il diagramma commutativo

C B N

B/ ker β
β̂−1

β f

π
β̂

f̂

dove β̂ è invertibile e quindi f = f̂ ◦ β̂−1 ◦ β e allora f = Tβ(f̂ ◦ β̂−1).

A.3 Moduli proiettivi
Definizione A.3.1 (Modulo libero). Siano M un R-modulo ed X ⊆ M , allora diremo
che M è generato da X se ogni elemento m ∈M può essere scritto come R-combinazione
lineare di un numero finito di elementi di X, cioè

m =
∑
x∈X

λxx dove λx ̸= 0 per un numero finito di x ∈ X.

Se questa scrittura è unica diremo che X è una R-base per M ed in tal caso diremo che
M è un R-modulo libero.

Osservazione A.3.2. Se R è un campo allora ogni R-modulo è libero per il teorema di
esistenza di una base negli spazi vettoriali.

Proposizione A.3.3 (Proprietà universale dei moduli liberi). Siano F un R-modulo
libero con base X, M un R-modulo, i : X ↪→ F inclusione, φ : X −→ M una funzione,
allora esiste un’unica mappa φ̃ : F −→M che rende commutativo il diagramma

X M

F

φ

i
φ̃

Dimostrazione. Basta costrire φ̃ come segue:
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F
φ̃−→M∑

x∈X
λxx 7−→

∑
x∈X

λxφ(x)

questa mappa è evidentemente R-lineare e fa commutare il diagramma voluto. Essa è ben
posta grazie al fatto che X è una base per F . ■

Corollario A.3.4. Ogni modulo M è un quoziente di un modulo libero F . In tal caso
diremo che una base per F è un insieme di generatori per M .

Dimostrazione. Sia M un R-modulo e X un set di suoi generatori, allora considero il
modulo libero F := ⊕

x∈X
R con mappa di inclusione X ∋ x i7−→ (δx, y)y∈X dove δ è la delta

di kroneker, allora se φ : X −→ M è l’inclusione di X in M possiamo costruire φ̃ per la
proprietà universale ed avremo M ∼= F/ ker φ̃ ■

Definizione A.3.5 (Modulo proiettivo). Sia P un R-modulo. Allora le seguenti condi-
zioni sono equivalenti:

• Il funtore HomR(P,−) è esatto;

• Se ψ ∈ HomR(M,N) è un morfismo suriettivo di R-moduli, allora il morfismo
di gruppi abeliani HomR(P, ψ) : HomR(P,M) −→ HomR(P,N) è suriettivo, cioè se
φ ∈ HomR(P,N) allora esiste φ̃ ∈ HomR(P,M) che faccia commutare il diagramma;

M N

P

ψ

φ̃ φ

• Se π : M −→ P è una mappa R-lineare suriettiva, allora π si spezza, cioè esiste
σ : P −→M tale che π ◦ σ = IdP ;

• esistono Q,M R-moduli con M libero, tali che P ⊕Q ∼= M .

diremo che P è proiettivo se soddisfa una di queste condizioni equivalenti.

Dimostrazione. vedi [Rot08, Cp. 3]. ■

Osservazione A.3.6. Sia M un R-modulo libero, allora M ⊕ 0 ∼= M , quindi M è proiet-
tivo.

A.4 Moduli piatti
Definizione A.4.1 (Modulo piatto). Sia M un R-modulo destro. Si dice che M è piatto
se il funtore prodotto tensoriale M ⊗R (·) è esatto.

Proposizione A.4.2. Sia P un R-modulo proiettivo destro, allora P è piatto.

Dimostrazione. Vedi [Rot08, Cp. 3, pg. 132]. ■
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A.5 Moduli finitamente generati
Definizione A.5.1. Un R-modulo M si dice finitamente generato se ammette un
insieme finito di generatori (vedi A.3.4).

Teorema A.5.2 (Teorema di struttura di moduli finitamente generati su P.I.D.). Sia R
un dominio ad ideali principali (P.I.D.) e sia M un modulo finitamente generato su R.
Allora:

1. M è isomorfo a una somma diretta della forma

Rr ⊕R/(d1)⊕R/(d2)⊕ · · · ⊕R/(dt)

dove r ≥ 0 è il rango libero di M e i di sono elementi di R tali che d1 | d2 | · · · | dt;

2. I generatori d1, d2, . . . , dt sono determinati univocamente a meno di unità in R.

Dimostrazione. Vedi [Jac12, Cp. 3. pg. 187] ■
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