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Introduzione

L’oggetto principale di questa tesi sono gli spazi CAT(0), cioé spazi metrici che
soddisfano la disuguaglianza CAT(0). Tale disuguaglianza incapsula il concetto di
curvatura non positiva in geometria riemanniana e ci permette di trattarlo in un

contesto molto pit ampio, quello degli spazi metrici geodetici.

Questo studio trova origine in un lavoro di A.D. Alexandrov del 1957, in cui viene
data una serie di definizioni equivalenti su cosa significa per uno spazio metrico
essere a curvatura limitata superiormente da un numero reale k. Una di queste
viene poi messa in risalto da Gromov che le da il nome di disuguaglianza CAT(k)
(le cui lettere indicano le iniziali di E.Cartan, A.D.Alexandrov e A.Topogonov, i
quali hanno contribuito significativamente allo studio della nozione di curvatura);

forniamo alcuni elementi preliminari per comprenderla.

Uno spazio metrico X si dice geodetico se per ogni coppia di punti esiste una
geodetica, cio¢ un cammino tra essi che sia isometrico ad un segmento [0,{]. Un
triangolo geodetico ¢ il dato di tre punti, detti vertici, e di tre geodetiche che li
connettono, dette lati. L’idea e, per ogni triangolo geodetico A in X, di considerare
un triangolo A su R?, detto triangolo di comparazione, tale che la distanza tra i suoi
vertici sia uguale alla distanza tra i vertici del primo. Diciamo che X soddisfa la
disuguaglianza CAT(0) se la distanza tra ogni coppia di punti in A & minore o uguale
della distanza dei corrispettivi punti in A. Diciamo invece che X ¢ a curvatura non

positiva se ¢ localmente CAT(0).

Gia nei suoi primi lavori Alexandrov decide di considerare i triangoli di compa-
razione non solo in R? ma anche negli spazi M7, i quali: se k < 0 sono definiti
come il piano iperbolico H? con la funzione distanza riscalata di un fattore 1/v/—k;
se k = 0 come il piano Euclideo; se k& > 0 come la sfera S? con la metrica riscalata
di un fattore 1/vk. La disuguaglianza CAT(k) & definita in modo analogo alla di-
suguaglianza CAT(0), considerando pero il triangolo di comparazione nello spazio
M.

Come detto sopra, l'oggetto principale di questo studio sono gli spazi CAT(0),

ma introdurremo anche la nozione di CAT(1) (Sezione 2.2), che giochera un ruolo



importante nell'ultimo capitolo. Gli spazi CAT(k), per gli altri k reali, non verranno
trattati.

Lo scopo della tesi e dimostrare il ” Teorema di Cartan-Hadamard” per la geome-
tria metrica, cioe una generalizzazione di Gromov del famoso teorema di geometria
riemanniana. Questo afferma che una condizione locale come quella di curvatura
non positiva, per spazi completi e connessi, si estende globalmente sul rivestimento

universale.

Una proprieta degli spazi CAT(0) & di essere contraibili, quindi il teorema ha
come conseguenza che, se uno spazio topologico connesso ammette una metrica
completa e nonpositivamente curva, allora ¢ asferico. Vediamo quindi come una

condizione geometrica aiuti a determinare fatti topologici.

Per usare il Teorema di Cartan-Hadamard ci serve uno spazio con una metrica
nonpositivamente curva, o un metodo per determinare se uno spazio topologico la
ammette. Ci viene in aiuto il Criterio di Gromov, che introdurremo nell’ultimo
capitolo. Questo criterio ci dice che un complesso metrico, ovvero un complesso
simpliciale localmente finito che dotiamo di una metrica, & a curvatura non positiva
se e solo se il link di ogni suo vertice ¢ CAT(1), dove il link rappresenta la 'geometria
infinitesima’ dello spazio attorno ad un punto. In particolare, nel caso dei complessi
metrici 2-dimensionali, la condizione di avere il link CAT(1) equivale alla condizione
di non aver loop di lunghezza maggiore di 27 nel link.

Se quindi abbiamo uno spazio topologico con la stessa omotopia di un complesso
simpliciale che ammette una curvatura non positiva, allora e asferico. Abbiamo
quindi una condizione sufficiente per determinare se uno spazio e asferico.

Nel primo capitolo, nelle prime due sezioni, introdurremo alcuni concetti base
per lo studio degli spazi CAT(0). Nelle due sezioni seguenti daremo gli strumenti
utili alla dimostrazione di Cartan-Hadamard: capiremo infatti come si puo trasferire
una metrica da uno spazio metrico al suo rivestimento universale. Nelle ultime due
sezioni, invece, studieremo due particolari costruzioni di spazi metrici, il cono su
uno spazio metrico ed i complessi metrici.

Nel secondo capitolo introdurremo gli spazi CAT(0), daremo alcune definizioni
equivalenti utilizzando la nozione di angolo introdotta nel primo capitolo, e dimo-
streremo alcune proprieta di questi spazi. Seguira un introduzione veloce sugli spazi
CAT(1) e un teorema che in un qualche senso collega gli spazi CAT(0) e CAT(1),
che sara uno strumento fondamentale per la dimostrazione del Criterio di Gromov.

Il terzo capitolo si concentrera unicamente sulla dimostrazione del Teorema
di Cartan-Hadamard, che consistera nella ’costruzione a mano’ del rivestimento

universale dello spazio considerato, per poi mostrare le sue proprieta.



Nell’'ultimo capitolo dimostreremo il Criterio di Gromov e forniremo alcuni

esempi su come utilizzarlo.
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Capitolo 1

Spazi metrici

1.1 Geodetiche e angoli

Definizione 1.1. Sia (X, d) spazio metrico. Una curva ¢ : [0,]] - X da z a y si

dice geodetica se
d(c(t),c(t)) =t —t'| Vt,t' €[0,1].

In particolare si ha che d(z,y) = [. Indichiamo la sua immagine con [z,y], che
chiamiamo segmento (a volte abuseremo del termine geodetica indicando con esso il
segmento [z, y]).
Chiamiamo geodetica linearmente riparametrizzata una curva c: [0,1] — X tale
che
d(c(t),c(t)) = At —t'| vt,t' €[0,1].

Quindi ad ogni geodetica ¢ corrisponde una geodetica ¢ linearmente riparametrizza-
ta, prendendo ¢(t) = ¢(At), con A = d(z,y).

Un sottoinsieme C' di uno spazio geodetico si dice convesso se ogni segmento tra
due punti di C' sta tutto in C'. Diciamo che I'inviluppo convesso di un insieme C' e
I'intersezione di tutti i convessi contenenti C, quindi questa definizione coincide con
quella standard nello spazio euclideo.

Una geodetica locale ¢ una curva ¢ : I — X tale che per ogni t € I, con [

intervallo chiuso, esiste € > 0 per cui

ClIN[t—e,t+¢]

¢ una geodetica.
Uno spazio metrico X si dice (unicamente) geodetico se esiste una (unica) geo-

detica tra ogni coppia di punti di X. Se cio vale per geodetiche locali, X si dice
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(unicamente) local-geodetico.

Se invece per ogni coppia di punti a distanza minore di r esiste una (unica)
geodetica, allora si dice che X ¢ (unicamente) r-geodetico.

Se X & unicamente (local-)geodetico, diciamo che le geodetiche (locali) variano
in modo continuo con gli estremi se, indicando con c(x,y) la riparametrizzazione

lineare dell'unica geodetica (locale) da = a y, prendiamo z,, — x e y,, — y, allora

(T, Yn) = (2, y)

uniformemente.

Chiamiamo triangolo geodetico il dato di tre punti x, y, z che chiamiamo vertici, e
di tre segmenti [z, y], [y, 2], [z, 2| che chiamiamo lati. Lo indichiamo con A(z,y, z) (o
eventualmente con A([z,vy], [y, 2], [z, x])). A volte abuseremo del termine triangolo

geodetico indicando con esso e con il simbolo A(x, y, z) 'unione delle tre geodetiche

[z, 9], [y, 2], [z, z].

Osservazione 1.1.1. Sia z € [z,y] segmento, allora la disuguaglianza triangolare

diventa banale, cioe
d(z,y) = d(z,z) +d(y, 2).

Infatti se ¢ : [0,{] — X la geodetica di immagine [z,y], con z = ¢(t), allora

d(z,z)+d(z,y) =t =0+ |l —t| =
=l=d(z,y)

Definizione 1.2. Sia (X, d) spazio metrico e siano z,y,z € X. Definiamo il trian-

golo di comparazione /\(z,y, z) per la tripla di punti z,y, z come I'unico triangolo

d(z,y) = d(T,9), d(y,2)=d(y,2), d(z,z) =d(7,3).

Se il triangolo geodetico A(x,y, z) esiste, diciamo che A(z,y,z) & triangolo di
comparazione per N(x,y, z).

Un punto p € [Z,7] (0 in un altro lato) viene detto punto di comparazione di
p se d(z,p) = d(z,p). Gli angoli interni del triangolo di comparazione vengono
chiamati angoli di comparazione e si indicano con Z,(y, z) (e analogamente per gli

altri vertici).

Osservazione 1.1.2. Dati z,y,z € X e Z,7%, Z loro punti di comparazione, le scritture

A(Z,7,%) e Az, y, 2) sono equivalenti.
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Il triangolo di comparazione sopra definito esiste sempre. Infatti chiamando
a=d(z,y), b=d(x,z2), c=d(y,z), prendiamo un punto T € R? e costruiamo due
segmenti [Z,7| e [Z,Z] di lunghezza a e b rispettivamente, che si incontrano con un

angolo v, dove «y € [0, 7] & I'unica soluzione di
> =a*+b* — 2abcosy | (1.1)

la legge del coseno in R, per cui la distanza tra y e z ¢ c.

Definizione 1.3 (Angolo di Alexandrov). Sia X uno spazio metrico e siano cq :
[0,a0] = X e ¢;:[0,a1] — X due geodetiche tali che ¢o(0) = ¢;(0).

Per ogni ty € [0,a0) e t; € [0,a;) consideriamo il triangolo di comparazione
A(co(0), co(to), ci(t1)) e Pangolo di comparazione Zo)(co(to), c1(t1))-

Definiamo 1'angolo di Alexandrov tra cqg e ¢; come il numero Z(cy,c;) € [0, 7]

tale che
L(cg,cr) =lm  sup  Zeyo)(colto), e1(t)).

e—0 0<to,t1<e€

Notiamo come su R? 'angolo di Alexandrov coincide con 1’angolo usuale, quindi
I'angolo di comparazione Z,(z,y) si puo scrivere come Z5([7,z], [Z,7]).

Nel caso in cui X sia unicamente geodetico, scrivere Z,(z,y) al posto di
Z.([z, 7], |y, z]) non crea ambiguita. Nel caso in cui X non fosse geodetico, se abbia-
mo fissato un triangolo geodetico A(z,y, z) con lati [z, ], [y, 2], [z, ], indicheremo

con Z,(x,y) 'angolo Z,([z, x], [#,y]) quando non crea ambiguita.

dlg(t), P()

Z oy (), (1))

dig(t), v(¥)

t ¥

Zoo (@), 9 ())

?(0)

Figura 1.1: Notiamo come I’angolo di comparazione dipende da quali punti scegliamo
lungo le geodetiche. In questa immagine le geodetiche sono nominate ¢ e ¢ invece
che ¢y e ¢y.

Osserviamo come valgano le proprieta di simmetria e positivita per 1’angolo

di Alexandrov sopra definito. Si puo inoltre mostrare che questo definisce uno
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pseudometrica nello spazio (dei germi) delle geodetiche, infatti vale la seguente

proposizione:

Proposizione 1.4. Sia X uno spazio metrico. Siano ci,co € c3 tre geodetiche con

lo stesso punto iniziale, allora
L(ey,e0) < ZL(er,e3) + L(es, ca).
Dimostrazione. Vedi [BH99| p.10. O

Osservazione 1.1.3. Sia r € [p,q| diverso da p e gq. Allora

ZT’([pa ’l“], [’I“, Q]) = .

Questo perché p,r e ¢ appartengono alla stessa geodetica, quindi il triangolo di
comparazione Z(p, r,q) ¢ degenere per I'Oss per cui ’angolo di comparazione
Z.(p,q) sara sempre uguale a 7 per ogni ¢ > 0. Segue la tesi dalla definizione di

angolo di Alexandrov.

Lemma di Alexandrov 1.5. Sia X geodetico. Siano x,y,p € X e sia z € [x,y],

allora

Zy([z,p), [2,9]) — Zo([2, 9], [2, 2]) ¢
Z([Z,p], [Z>y]) -m

N
NI

[z 0l [2,2]) +

hanno lo stesso segno.

Figura 1.2: Lemma ci dice che a > <= 1+ >7
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Dimostrazione. Siano A = A(Z,7,D), N = A(Z,Z',p) triangoli di comparazione
per A(z,y,p) e Az, z,p) rispettivamente.

Prolunghiamo [Z,Z'] fino al punto 7 tale che d(z,y) = d(Z,7’). Per la legge del
coseno, l'angolo interno di un triangolo e crescente in funzione della lunghezza del

lato opposto, per cui

Z([@, 7], [7,79]) — Za([z. 7, [7.7]) e
42/([2/71_?]7 [§/7y]) - 42’([5/7ﬁ]7 {z/7y/])

hanno lo stesso segno. Mentre per come abbiamo scelto 77 vale
47([2,7]_9]7 [2/77]) =T = 43’([2/7ﬁ]7 [Elﬂf])'
m

Per le dimostrazioni successive ci servira una nuova terminologia: dati due punti
z,y € R? (si generalizza anche per S? e altri spazi), ¢’¢ un’unica retta che passa
per x e y, che separa il piano in due componenti connesse. Diciamo che due punti
z,w € R? stanno dalla parte opposta rispetto a [x,y] se sono in componenti connesse

diverse.

Osservazione 1.1.4. Nel caso in cui i due numeri del Lemma di Alexandrov [1.3 sono
positivi, vale anche

d(z,p) +d(p,y) > d(@,7') + d(Z,7)

dove A(Z,p,Z') e A(y,p,Zz') sono i triangoli di comparazione per A(z,p,z) e
A(y,p, z) rispettivamente, posti in modo che T e ¥ siano dalla parte opposta ri-
spetto a [p,Z']. Sia poi § I'unico punto tale che z’' € [z,9] e d(Z,7) = d(Z',7) (vedi
Fig. [.3).

Allora per la legge del coseno vale d(p,7) > d(p, 3), da cui

d(T,p) +d(p,y) = d(@,p) +d(p,§) = d(T,9) = d(T,Z') +d(Z, ) = d(Z,7) +d(Z,7),
dove la penultima uguaglianza ¢ perché z' € [z, g].

Esempio 1.1.1. Consideriamo come spazi la circonferenza S' e la sfera S?, che

dotiamo della metrica d tale che d(A, B) ¢ 'unico numero in [0, 7] che soddisfa
cosd(A,B)=(A,B),

con (,) prodotto scalare standard. (Si dimostra che ¢ metrica tramite la Prop|l.4).
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&l

Figura 1.3: Triangoli di comparazione di A(x,p,z) e A(y,p,z) posti in modo che
[p,Z'] € in comune.

Si dimostra che sono spazi completi, geodetici e sono w-unicamente geodetici.
Un segmento tra A, B € S? ¢ I'arco minore tra A e B ottenuto dall’intersezione tra
il piano passante per 0, A, B e la sfera (vedi Fig{l.4)).

Figura 1.4: Geodetica in S?

Se d(A,B) < m allora questa & unica, mentre se d(A,B) = 7, i due punti
sono antipodali, e quindi esistono infiniti piani passanti per 0, A, B, per cui infinite
geodetiche.

Si dimostra anche che esiste un’analoga della legge del coseno per cui, come nel
caso euclideo, un lato varia in funzione dell’angolo opposto nel triangolo. Grazie a
cio si dimostra 'esistenza dei triangoli di comparazione (per triangoli con perimetro

inferiore a 27) analogamente al caso euclideo (per una trattazione completa guardare

[BHO9] p.16).

1.2 Lunghezza di una curva

Data una curva ¢ : [a,b] — X, indichiamo con ¢ la sua inversa, cioe la curva tale che
¢(t) =cla+b—1t). Date ¢1 : [a1,b1] = X e ¢3 : [ag, bs] = X curve tali che ¢1(by) =

¢2(ag), definiamo la loro concatenazione come la curva ¢ : [aq, by + by — ag] — X tale
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c(t) =c1(t), pert € lay,b]
C(t):CQ(ag—b1+t)7 p@TtE [bhbl—f-bg—ag].

Definizione 1.6. Sia X uno spazio metrico. La lunghezza ¢(c) di una curva c :

[a,b] = X @

n—1

t(c) = sup Z d(c(ti), c(ti+r))-

Questo numero € non negativo o e infinito. Una curva viene detta rettificabile se la

sua lunghezza e finita.

Esempio 1.2.1 (Un esempio di curva non rettificabile). Consideriamo lo spazio me-
trico X = [0,1]. Sia 0 < t; < --- < t, < ... una successione infinita in
[0,1] che converge a 1 per n — oo. Sia ¢ : [0,1] — X una curva tale che
c(0) = 0 e c(t,) = > o (=1)*1/k. Questa non & una curva rettificabile dato
che d(c(t,),c(tps1)) = 1/n, quindi la sua lunghezza ¢ limitata inferiormente dalla

serie armonica, che diverge.

Lemma 1.7. Sia X uno spazio metrico e c: [a,b] — X una curva. Allora

(1) U(c) = d(c(a), c(b))
(2) se ¢ é una mappa monotona da [a', V] a [a,b], allora ¢(c) = {(co @).

(Da cui seque che la lunghezza di una curva non cambia se viene

riparametrizzata linearmente).
(3) Se c é la concatenazione di due curve ¢y e cq, allora £(c) = {(cy) + €(c2)
(4) wvale €(c) = ((¢), con ¢ cammino inverso di ¢
(5) se ¢ é una curva rettificabile di lunghezza l, allora la funzione

A [a,b] — [0,]]
t — L(Clla)

e continua e monotona.

Dimostrazione. Le proprieta (1), (2), (3) e (4) seguono direttamente dalla definizione
di lunghezza di una curva.

Mostriamo (5). Sia € > 0. Per il punto (3) e la definizione di continuita, se
riusciamo a dividere [a, b] in un numero finito di sottointervalli tale che la lunghezza

di ¢ ristretto a ciascuno di essi ¢ minore di € abbiamo finito.
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Per uniforme continuita di ¢ (continua su [a, b] compatto), possiamo trovare § > 0
tale che d(c(t),c(t')) < €/2 per ogni t,t" € [a,b] con [t — /| < 9.

Dato che ¢ e rettificabile, possiamo trovare una partizione a = to < t; < --- <
t, = b tale che

T
L

d(c(t;), c(tivr)) > U(c) —€/2.

Il
=)

A meno di prendere una partizione piu fine, possiamo supporre che |t; — t;41] < §
peri=0,...,k—1, e quindi d(c(t;), c(tiz1)) < €/2.
Ora {(c) = Zf;ol 0(cit: t:,11) Per (3), quindi dalla disuguaglianza sopra otteniamo

T
L

[yt t01) — dle(ti), e(tiv))] < €/2

I
o

%

dove ogni addendo & non negativo per definizione di lunghezza, quindi ognuno di

essi ¢ minore di €/2, da cui
(it b)) < €/2+d(c(ts), c(tivr)) <€/2+€/2=¢

e quindi la tesi. O

1.3 Spazi di lunghezza

In questa sezione parleremo spazi metrici la cui distanza tra due punti ¢ data dall’e-
stremo inferiore delle lunghezze dei cammini tra essi. In questo contesto ¢ naturale
introdurre metriche per le quali la distanza tra due punti puo essere infinita. Ov-
viamo a questo problema da subito considerando l'insieme ordinato [0, 00| con la
convenzione che a + 0o = oo per ogni a € [0, 0.

Con questo possiamo generalizzare la nozione di metrica ad una mappa d :

X x X — [0,00] che soddisfa gli assiomi classici delle metriche.

Definizione 1.8. Sia (X, d) uno spazio metrico. Definiamo d la metrica di lunghezza

associata a d come la funzione d : X x X — [0, 00| tale che

d(z,y)= inf £(v),
(r.y) = _nf 07)

dove Q(X, z,y) ¢ I'insieme delle curve rettificabili in X da = a y. Se non c¢’¢ nessuna
curva rettificabile da z a y diciamo che d(z, %) = co.

Diciamo che X & uno spazio di lunghezza se d = d.
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Proposizione 1.9. Sia (X, d) uno spazio metrico, allora

(1) d & una metrica (nel senso generalizzato descritto sopra),

(2) d(z,y) > d(x,y) per ogni v,y € X,

(3) se c ¢ una curva in (X,d), allora lo ¢ anche in (X, d),

(4) se c ¢ una curva rettificabile in (X, d), allora lo ¢ anche in (X, d),

(5) la lunghezza di una curva c in (X, d) e in (X,d) ¢ la stessa.

Dimostrazione. 1 punti (1) e (2) seguono dalla definizione di lunghezza. (3) ¢
implicato da (2).
(4) segue dal Lemma [1.7(5). Infatti, dato € > 0, il punto (5) del lemma ci dice

che
i) = U Vag) — 1 Vfar)) < €

se t,t" abbastanza vicini. Quindi
d(c(t),c(t")) = inf () = inf G <
(c(t), c(t)) 17 () 12 ;:1 (Vts-tisa]) < 1€

prendendo una partizione abbastanza piccola di [0, — ¢'].
Mostriamo (5). Sia ¢ : [a,b] — X cammino, con £(c) lunghezza rispetto a d e
{(c) lunghezza rispetto a d. Vale £(c) > £(c) per (2), mentre

n—1

l(c) = sup Z d(c(ti), c(tiv1))

a=to<t1 <--<tn=b’,

< sup Zﬁ Clltstinn]) = L(C)-

a=to<t1<-- <tn—b

Quindi £(c) = £(c). O
Lemma 1.10. Ogni spazio geodetico ¢ di lunghezza.
Dimostrazione. Siano x,y € X e c¢: [0,l] = X geodetica da x a y, allora

lc) = sup Zd (tiy1)) =

a= t0<t1< <tn_b

= sup Z |tiv1 — ti| =

a= t0<t1< <tn_b

=1l =d(z,y).
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Se v € Q(X,z,y) si ha ((y) > d(z,y) per il Lemma [1.7(1), quindi

d(z,y) =L(c)= inf L(y)

YEQ(X,z,y)

da cui la tesi. O

Esistono perd spazi di lunghezza non geodetici, per esempio R"™ \ {0} con la
metrica indotta da R™ ¢ di lunghezza, ma non c¢’¢ nessuna geodetica tra un punto e
il suo antipodale.

Una condizione sufficiente affinché uno spazio di lunghezza (in cui le distanze

sono finite) sia geodetico, ¢ data dal seguente teorema:

Teorema 1.11 ("Hopf-Rinow”). Sia X spazio di lunghezza. Se X é completo e

localmente compatto allora
e X ¢ proprio, cioe le palle chiuse sono compatte, e
e X ¢ geodetico.

Dimostrazione. Vedi [BH99| p.35. O

1.4 Metrica suil rivestimenti

Definizione 1.12. Sia (X, d) uno spazio metrico e p : X — X un suo rivestimento.

Dotiamo X della pseudometrica
d,(Z,y) = inf {K(p oc)|eccurvain X tra 7 e gj} :
La chiamiamo metrica indotta da p (dimostriamo sotto che ¢ una metrica).

Questa ¢ anche una metrica, infatti se d,(Z,7) = 0, allora per ogni € > 0, esiste
una curva ¢ : [0,1] — X da # a j tale che {(po¢) < ¢, per cui d(z,y) < d(x,y) = 0,
essendo p o ¢ un cammino da x = p(Z) a y = p(y). Quindi abbiamo z = y, da cui

segue che ¥ = ¢, essendo p un omeomorfismo locale.
Osservazione 1.4.1. Dotando X della metrica d,, si ha che p non incrementa le

distanze.

Dimostrazione. Siano T,y € X, allora

p(Z,9) > inf L) =d(p(z),p(y))

1
c€Q(X,p(%),p(7))
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con la prima disuguaglianza che segue dal fatto che {poc | ¢ € Q(X,JZ’,Q)} C

Q(X, p(%),p(7)), mentre la seconda disuguaglianza segue dal Lemma [L.7)(1). O

Proposizione 1.13. Sia X uno spazio di lunghezza, e p : X — X un suo

rivestimento. Sia dy, la metrica indotta da p, allora
(1) se mettiamo a X la metrica d,, allora p e un’isometria locale,
(2) d, € una metrica di lunghezza,
(3) d, é l'unica metrica che soddisfa (1) e (2).

Dimostrazione. Mostriamo (1). SiaZ € p~!(z) C X esiano U intorno ben coperto di
z e U intorno di # tale che P omeomorfismo su U. Chiamiamo s : U — U 'inversa
di p7, e sia 7 > 0 tale che B(x,2r) C U. Mostriamo che s induce un’isometria da
B(z,r) C X a B(z,r) C X.

Siano y,z € B(z,r) e € € (0,7). Dato che X & uno spazio di lunghezza esiste

una curva c contenuta in B(z, 2r) tale che
l(c) <d(y,z)+ e
da cui, essendo s o ¢ una curva in X, siha

dp(5(y), 5(2)) < d(y, 2) + €

per definizione di d,. Questo per ogni € > 0 piccolo, per cui

dp(s(y), s(2)) < d(y,2).

Per 1'Osservazione si ha che d,(s(y),s(z)) > d(y,z), da cui 'uguaglianza.
Quindi abbiamo

s: B(xz,r) = s(B(x,r)) C B(z,r)

che lascia invariate le distanze. Ma p o s ¢ lidentita su B(x,r), quindi s(B(z,7)) =
B(z,r), da cui (1).

Mostriamo (2). Le locali isometrie preservano le lunghezza dei cammini, quindi

l(poc)=L)

Basta infatti prendere una partizione 0 < t; < --- < ¢, < 1 di [0, 1] tale che ¢(¢;) e

¢(t;+1) sono in un stesso intorno per cui p & un’isometria, e ogni partizione pit fine
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avra questa proprieta. Quindi

dy(Z,5) = inf Llpoc)= inf {(c)
ceQ(X &,§) ceQ(X i,§)
da cui d, metrica di lunghezza.
Mostriamo (3). Sia d; una metrica che soddisfa (1) e (2). Per (1) si ha che

l'identita ¢ un’isometria locale

(X.d, (X, dy)

\ l

quindi preserva la lunghezza delle curve. Ma per (2) d; & di lunghezza, quindi id &

un’isometria globale. O

Osservazione 1.4.2. Guardando la dimostrazione di (1) capiamo che, per dimostrare
il teorema, basta che X sia localmente uno spazio di lunghezza, cioe per ogni punto
di X deve esistere un intorno che ¢ di lunghezza [[| con la metrica indotta. Infatti

basta prendere nella dimostrazione un r > 0 piccolo a sufficienza.

Notiamo che se le palle (anche solo minori un certo raggio) in X sono convesse,
cioe ogni coppia di punti nella palla e collegata da un’unica geodetica tutta contenuta
nella palla, allora queste sono di lunghezza.

Infatti essendo geodetiche, 'estremo inferiore nella definizione della metrica e

proprio la lunghezza della geodetica.

Osservazione 1.4.3. Sempre guardando la dimostrazione di (1), capiamo che se p &
un rivestimento, allora dotando X della metrica d,, p rimane un rivestimento.
Infatti i vari B(z,r) diventano i nuovi intorni ben coperti del rivestimento; le

loro preimmagini sono disgiunte essendo disgiunti i vari U.

Ora un risultato che ci servira nel capitolo |3 cioe una condizione sufficiente per

avere un rivestimento.
Proposizione 1.14. Sia p : X — X una mappa tra spazi metrici tale che
(1) X ¢é connesso,

(2) p é un’isometria locale,

'L’inf & preso sulle curve in tutto lo spazio, non solo nell’intorno.
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(3) X é localmente unicamente geodetico, e le geodetiche variano in modo continuo

con gl estremi localmente,
(4) X ¢ completo.
Allora p € un rivestimento.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che esiste un unico sollevamento per ogni
cammino. Sia c¢: [0,1] — X cammino con punto iniziale z € X, e sia & € p~'(z).
Essendo p un omeomorfismo locale, in un intorno di x si ha un unico sollevamento

¢, per cui p(¢(t)) = ¢(t) per ogni t € [0,a), per un certo a > 0. Sia
S=A{te[0,1] | p(c(s)) = c(s) Vs €[0,1]}

che ¢ non vuoto, dato che 0 € S.
S e aperto dato che p € un omeomorfismo locale, quindi per ogni t5 € S, il
sollevamento in un intorno di c(ty) esiste, per cui si ha un sollevamento per ¢4 -
S ¢ chiuso. Prendiamo t,, € [0,a) C S che converge ad a; essendo p un’isometria

locale, abbiamo

d(c(tn), c(tm)) < LClitntm) = LClftn,tm])- (1.2)

Ma (¢(cjo4,]))n € R & di Cauchy, dato che la funzione ¢ —— £(cjo,) € continua per
il Lemma , quindi la successione ¢ convergente. Allora per la successione
&(t,) & di Cauchy in X, e quindi converge a &(a) per completezza, con p(é(a)) = c(a)
per continuita di p e c¢. Quindi a € S.

L’unicita del sollevamento segue semplicemente dal fatto che X & Hausdorff e
che p ¢ un omeomorfismo locale. Si dimostra facendo vedere che, se ¢, ¢ cammini
tali che ¢(0) = ¢/(0), 'insieme H in cui ¢ e ¢ coincidono ¢ (non vuoto) sia aperto
che chiuso.

Infatti se coincidono in un punto allora coincidono anche in un intorno di esso,
essendo p un omeomorfismo locale. Percio H e aperto. Se invece non coincidono in
un punto h, le due immagini di esso tramite ¢ e ¢’ stanno in due aperti disgiunti U e
U’, essendo X Hausdorff. Per continuita, esiste un intorno V di & tale che c(V)CU
e d(V) CU'. Per cui c e non coincidono in nessuno punto di V. Segue che il
complementare di H e aperto, quindi H e chiuso. Infine € non vuoto perché contiene
0.

Essendo X connesso per archi (dato che ¢ connesso e localmente connesso per

archi) si ha che p & una suriezione tra ogni componente connessa di X e X.
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Ora fissato ¥ € p~!(x), siar > 0 tale che la palla B(x,r) ¢ unicamente geodetica,
per cui per ogni y € B(x,r) denotiamo con ¢, : [0,1] — B(x,r) 'unica geodetica
linearmente riparametrizzata da = a y e con ¢, il suo sollevamento da .

Definiamo la mappa sz : B(z,7) — X tale che y — &,(1) e mostriamo che & un
omeomorfismo con un aperto di X. Per farlo basta dire che sz ¢ continua, dato che

la sua inversa p ¢ un omeomorfismo locale.

Fissato y € B(z,r), copriamo 'immagine di ¢, con un numero finito di palle
By € B(xz,r) in modo che ¢,([(k —1)/n,k/n]) C By, per k =1,...,n; per (2) esiste
una funzione continua s : By — X tale che sk o p e l'identita su By e tale che
se(cy(t)) = sz(cy(t)) per ogni t € [(k —1)/n, k/n].

Dato che le geodetiche variano in modo continuo con gli estremi in B(x,r), se
prendo § > 0 sufficientemente piccolo, per ogni z tale che d(y, z) < d vale ¢, ([(k —
1)/n,k/n]) C By.

Quindi la funzione 5 : B(y,d) x [0,1] — X tale che 3(z,t) = sgp(c.(t)) se t €
[(k —1)/n, k/n| sara ben definita, dato che sj1 e s; coincidono in B(y,d) x {k/n}
per l'uguaglianza s(c,(t)) = sz(cy(t)), e continua perché le geodetiche variano in
modo continuo.

In particolare, la funzione s; coincide con z —— §(z,1) in B(y,d), per cui &
continua in y.

Quindi abbiamo che p~'(B(x, 7)) ¢ 'unione degli aperti sz(B(z,r)) al variare di
T € p~(x), e p ristretta ad ognuno di questi aperti & un omeomorfismo con B(x, 7).
Rimane solo da controllare che questi sono disgiunti.

Sia § € sz(B(z,r))(s#(B(z,r)) con &, 7 € p~'(x), quindi i sollevamenti di
¢,(g) con punti iniziali e ' finiscono entrambi in §, quindi coincidono per unicita
del sollevamento (considerando il cammino inverso). In particolare & = #’, da cui la
tesi. [l

1.5 Alcune costruzioni

1.5.1 Complessi metrici

Sia (X, d) uno spazio metrico con una relazione d’equivalenza ~ e sia X = X/ ~.

Definiamo su X la pseudometrica quoziente

d(f, y) = inf Z d(zi, yi)
i=1
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dove inf & preso sull'insieme delle successioni C' = (x1, y1, T2, Y2, - - . , Tn, Yy ) di punti
di X talichexy €2, 9y, €9ey; ~x 1 peri=1,...,n—1. Una tale successione ¢

chiamata n-catena tra x e 9.

Definizione 1.15 (Simplessi euclidei/sferici). Chiamiamo n-simplesso euclideo S
I'inviluppo convesso di n 4+ 1 punti in RY che non sono contenuti in un piano di
dimensione n — 1, con la metrica indotta da quella euclidea, e questi punti vengono
detti vertici di S. Una faccia T C S e definita come 'inviluppo convesso di un
sottoinsieme non vuoto dei vertici di S. Se T' # S, viene detto che T e una faccia
propria di S. L’interno di un simplesso e l'insieme dei punti che non appartengono

a nessuna faccia propria.

Analogamente E| si ha la definizione di n-simplesso sferico sostituendo RY con
S™ e la metrica euclidea con quella sferica descritta nell’Esempio Richiediamo

pero che i vertici scelti stiano tutti in una palla aperta di raggio m/2.

Definizione 1.16 (Complessi (simpliciali) metrici euclidei/sferici). Sia {S)}rea una

famiglia di simplessi euclidei. Sia X = [J (S\ x {A}) ['|la loro unione disgiunta, e
AGA

K = X/ ~ con ~ relazione d’equivalenza, dotato della pseudometrica quoziente.
Siano p : X — K la proiezione naturale e py : S\ — K tale che py(x) := p(x, \).

Diciamo che K & un complesso (simpliciale) metrico euclideo se
(1) per ogni A € A la mappa p, ¢ iniettiva, e

(2) se pxa(Sx) N (Sy) # 0 allora esiste un’isometria hyy da una faccia Ty C Sy

a una faccia Ty C Sy tale che p(z, A) = p(z’, ') se e solo se x' = hyy(x).

Richiediamo inoltre che K sia localmente finito, cioe per ogni x € K esiste un
intorno che interseca solo un numero finito di n-simplessi.

Un sottoinsieme S C K viene detto n-simplesso se € 'immagine tramite qualche
py di una faccia n-dimensionale di S).

Definiamo la dimensione di un complesso metrico come la dimensione massima

dei simplessi che lo compongono.

Analogamente si ha la definizione di complesso metrico sferico sostituendo R
con SV e la metrica euclidea con quella sferica descritta nell’Esempio [1.1.1]
Quando diciamo complesso metrico, senza specificare se euclideo o sferico, stiamo

considerando entrambi.

2Utilizzando la nozione di inviluppo convesso in uno spazio geodetico data a inizio capitolo.
3Dotiamo l'unione disgiunta della metrica d tale che d((x,)\),(z',A)) = da(z,2') e
d((z,A), (@', X)) := 00 se A # N
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Definizione 1.17 (Supporto, Stella). Dato un complesso metrico K, e un punto
xr € K, definiamo il supporto di x come 'unico simplesso supp(z) che che contiene
x nel suo interno, mentre definiamo la stella di x come I'unione dell’interno dei

simplessi che contengono z, e la indichiamo con st(z).

Osservazione 1.5.1. Sia S un simplesso di un complesso metrico K. Chiamiamo dg
la metrica su S data da R"™ (o S”, in base a se il complesso ¢ euclideo o metrico) e
d la metrica su S indotta da K.

In generale abbiamo che dg(x,y) > d(x,y). Per esempio se consideriamo il
complesso in Figura abbiamo che dg(A, B) = 3 mentre d(A, B) = 2.

¥ q

Figura 1.5: Grafo metrico in cui dg > d

Tuttavia, essendo i complessi metrici localmente finiti, e possibile suddividere i
vari simplessi in simplessi piu piccoli, affinché valga I'uguaglianza ds = d per ogni

S simplesso, lasciando invariata la metrico del complesso (vedi Figll1.6)).

A

Figura 1.6: Abbiamo suddiviso il grafo metrico dell’esempio precedente in simplessi
piu piccoli. Ora vale dg = d per ogni S simplesso.

Per le dimostrazioni seguenti, supponiamo quindi che dg = d per ogni simplesso

S.

Lemma 1.18. La pseudometrica quoziente sul complesso metrico é una metrica, ed

e di lunghezza.
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Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che CZ(SIZ, y) > 0 se x # y. Possiamo supporre
x,y abbastanza vicini, altrimenti la tesi ¢ banale, in modo che siano nello stesso
intorno per cui il complesso e finito.

Ora facciamo un po’ di considerazioni sulle catene da = a y. Utilizzando la disu-
guaglianza triangolare ed essendo d un estremo inferiore per definizione, possiamo

supporre:
e che ;.1 # y; per ogni 1,
e che tutti i punti della catena siano nell’intorno per cui il complesso ¢ finito

e che x; e y; non siano entrambi nell’interno di una stessa faccia, quindi lungo

tutta la catena non saranno presenti due punti nell’interno di una stessa faccia.

Possiamo quindi considerare solo catene finite, la cui lunghezza sara al piu pari al
numero di facce nell’intorno.

Riassumendo, se il numero di facce che intersecano I'intorno ¢ n, l'insieme su cui
prendiamo 'estremo inferiore sara formato dalle catene da z a y di lunghezza al piu
n. Ogni punto della catena e preso da una faccia, e le facce sono insiemi compatti.

Stiamo quindi cercando un estremo inferiore su un’unione finita di compatti, che
e compatta. La definizione di d diventa quindi il minimo in un insieme di numeri
positivi (essendo i vari d(z;,y;) > 0), quindi la metrica & positiva.

Mostriamo che ¢ d di lunghezza. Sia a = ai(x,y), quindi per ogni € > 0 esiste

una n-catena tra x e y tale che

€

Zd(iﬁi,yi) <aty

i=1
Essendo la metrica d sull'unione disgiunta dei simplessi una metrica di lunghezza
(dato che ogni simplesso ¢ di lunghezza), per ogni i = 1,...,n esiste un cammino ¢;
da z; a y; di lunghezza inferiore a d(z;,y;) + ¢/n.

Sia ¢ la concatenazione delle curve p o ¢;, dove p e la proiezione al quoziente.
Essendo cf(x, y) < d(z',y’) per ogni z’,y tale che p(z') = z, p(y') = y, vale che ¢ &
una curva tra x e y nel complesso metrico di lunghezza minore di a + €. Dato che

cio vale per ogni € > 0, si ha la tesi. [
Dunque e lecito chiamare la pseudometrica d come metrica quoziente.
Lemma 1.19. La metrica quoziente su un complesso metrico e completa.

Dimostrazione. Basta provare che ogni successione di Cauchy ammette una

sottosuccessione convergente.
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Sia (z,,), di Cauchy, per cui esiste N € N tale che x,, e x,,, per ogni n,m > N,
sono contenuti in una stessa palla in cui il complesso metrico ¢ finito.

Essendo finito, possiamo prendere una sottosuccessione di (x,,), tutta contenuta
in uno stesso simplesso. Su di esso la metrica € completa, per cui abbiamo che la

sottosuccessione converge, essendo di Cauchy, da cui la tesi. O

Osserviamo come un complesso metrico sia localmente compatto, essendo local-
mente finito, quindi per ogni punto esiste un intorno che & unione finita di compatti,
che quindi ¢ compatto.

Considerando cio, i precedenti due lemmi e il fatto che la distanza tra ogni due

punti ¢ finita, possiamo applicare il Teorema di Hopf-Rinow [1.11} per cui vale:
Teorema 1.20. Un complesso metrico ¢ uno spazio metrico completo e geodetico.

Esempio 1.5.1. Un complesso metrico connesso G di dimensione uno si dice grafo
(simpliciale) metrico. 1 simplessi di dimensione 1 che lo compongono vengono detti
lati, mentre quelli di dimensione 0 vertici.

Ogni lato sara di lunghezza [ pari alla distanza dei vertici che abbiamo scelto,
quindi possiamo parametrizzarlo tramite una geodetica ¢ : [0,{] — G.

Chiamiamo loop la concatenazione di alcune di queste curve, che ha stesso punto

finale e iniziale. Richiediamo che la curva ottenuta sia iniettiva fuori dal punto

iniziale (vedi Fig[1.7).

Figura 1.7: Grafo con due loop (i triangoli con vertici 1,4,5 e 7,8,9)

Definizione 1.21 (Link di simplessi/complessi metrici). Sia z € S con S simplesso.
Definiamo il link di x come l'insieme delle classi di equivalenza ~ delle geodetiche
[z,y] in S, dove y € st(x) \ {z} e [z,y1] ~ [z, y2] se [z,11] C [z, 2], e lo denotiamo
con Lk(zx, S).

Definiamo la distanza tra due geodetiche [z,y1] e [z, y2] come

Zo(Y15Y2),
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cioé 'angolo in z del triangolo A(z,y1,y2) C S.
Sia ora x € K con K complesso metrico. Definiamo il link di x come il quoziente
dell’'unione disgiunta degli Lk(z, Sy) al variare di Sy C K simplesso contenente x,

indotto dal quoziente K = (HS,\) / ~. Lo denotiamo con Lk(z, K).
)

Notiamo come se # € K ¢ un vertice, allora Lk(z, K) ¢ un complesso metrico

sferico, per cui valgono le proprieta dimostrate sopra.

Esempio 1.5.2. Dato un complesso metrico 2-dimensionale, il link di un suo vertice
e un grafo metrico che ha un vertice per ogni faccia 1-dimensionale e un lato per

ogni faccia 2-dimensionale che contiene il vertice, di lunghezza pari all’angolo su
quest’ultimo (vedi Figl.g).

So O

Figura 1.8: Complesso metrico e suo link

I risultati di questa sezione valgono piu in generale per i complessi poliedrali

localmente finiti, spazi per cui si possono attaccare i simplessi piu liberamente.

1.5.2 Cono su uno spazio metrico

Definizione 1.22. Dato uno spazio metrico (Y, d), definiamo il cono C(Y) su Y
come il quoziente dello spazio Y x [0,+00) secondo la relazione di equivalenza
[(z,0) ~ (y,0) Va,y € Y.

Indichiamo la classe di punti (y,t) con ty se t # 0 e quella di (y,0) con 0. Dati

due punti x = ty, 2’ = t'y’ definiamo la funzione d¢ tale che
de(z,2')? = 12 + % — 2t cos d(y, /),

dove d,r(y, y’) = min{ﬂ, d(y7 y/)}

Esempio 1.5.3. Consideriamo lo spazio S'. Abbiamo che C'(S') ¢ isometrico a R?

tramite

C(S') — R?
tr—1-x
dove vediamo S' C R2%  Questa ¢ un’isometria per la legge del coseno in RZ.

Analogamente si ha C(S") isometrico a R™.
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Lemma 1.23. d- ¢ una metrica

Dimostrazione. La proprieta simmetrica e la positivita della metrica seguono
facilmente dalla definizione; noi mostriamo la disuguaglianza triangolare.
Consideriamo x; = t;y; per i = 1,2, 3, vogliamo mostrare d(z,x3) < d(z1,x2) +
d(xq,x3).
Se uno dei t; = 0, allora la disuguaglianza segue dalla disuguaglianza in R?, dato
che le distanze sono le stesse per cio che mostriamo pit avanti nell’Osservazione

1.5.3. Quindi supponiamo t; > 0 per ogni ¢ = 1,2, 3 e consideriamo due casi:

(1): d(yr, y2) + d(yo,ys) < .
Dalla disuguaglianza triangolare in Y segue che d(y1,y3) < m. Considero
quindi tre punti y1,7s, 73 € S? tali che d(y;,y;) = d(vi, y;) per i,j = 1,2, 3.

Ora C({y1,92,y3}) € isometrico a C({71, 72, y3}) C C(S?) = R3 con la metrica
indotta da C(Y) e C(S?) rispettivamente, come nell’esempio sopra, quindi

utilizzo la disuguaglianza triangolare in R3.

(2): d(yr,y2) + d(y2,y3) = 7.
Considero tre punti 7,7, %3 € S* tali che d(y1, %) = dx(y1,92) e d(Ya2,73) =
dr (Y2, Y3)-
Identifichiamo C(S') con R%. Se 7; = t;7; per i = 1,2,3, allora d(z,75) =
d(71,T3), d(za, x3) = d(Tz,T3) e d(z1,x3) < d(x1,0) + d(0, z3) = t1 + 3.
Infine, essendo la somma degli angoli d(y71,v2) + d(7z2,¥3) > 7, per l’Oss
vale d(T1,Ta) + d(T2, T3) > d(0,x1) + d(0, z3) = t1 + t3; quindi unendo tutto si
ha

d(l’l, 333) S tl + t3 S d(fl,fg) + d(fg,fg) = d($1, .2?2) + d(afg, .233).

]

Osservazione 1.5.2. Osserviamo che la distanza tra due punti z = ty e 2’ = t'y’ e
d(z,2') =tsea’ =0eche Zy(x,2') = d.(y,y) se t,t' > 0.

Inoltre vale che, se d(y;,y2) > 7, ¢’& un segmento [xy, 25|, con z; = t;y;, che passa
per 0. Infatti vale d.(y1,y2) = 7, quindi d(z1,x2) = t; + to, per cui il segmento &

I'immagine della geodetica [0,¢; + to] — X tale che

(tl — t)’yl, sete [O, tl}
(t — tl)yz, set e [tl, tg]
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Proposizione 1.24. Siano x1 = t1y; e xo = toys € C(Y). Allora

(1) Seti,ta >0 e d(ys,y2) < m, ¢’ una biezione tra l'insieme delle geodetiche da

x1 a x9 in C(Y) e linsieme delle geodetiche da y1 a ys in'Y.
(2) In tutti gli altri casi ¢’e un unica geodetica tra x, € xo, € questa passa per 0.

In particolare si ha

C(Y) (unicamente) geodetico <= Y (unicamente) m-geodetico

Dimostrazione. Mostriamo (1). Consideriamo un segmento [y;,72] € Y. Il cono
C([y1,12]) € C(Y) ¢ isometrico ad un settore in R?, che ¢ convesso, e quindi abbiamo
un segmento che connette x; e x5 in C([y1, ya)).

Viceversa, consideriamo un segmento [r1, 2] C X, con z; = t;y; per i = 1,2,
e sia x = ty € [r1,x9]. Osserviamo come ¢ deve essere > 0, altrimenti d(zq,x2) =
d(x1,0) + d(0,z3) = t; + 5 per l’Oss., e quindi d(y1,y2) > 7 per la definizione
di metrica del cono, che va contro le ipotesi. Quindi la proiezione ty — y di [1, x5
su Y e ben definita.

Vogliamo provare che I'immagine di [z, 25| tramite questa proiezione & un seg-
mento che connette y; e y, in Y; per questo & sufficiente mostrare che d(y,y) +
d(y,y2) = d(y1,y2).

Consideriamo i triangoli di comparazione A, = A(0, 7, 77), A, = A(0, T, T3) per
le tripla (0,x, 1), (0,x,z5) rispettivamente, posti in modo che Ty e T siano dalla
parte opposta rispetto a [0, 7] (vedi Fig. Quindi per la definizione di metrica del
cono, I’angolo di A, in 0 & pari d.(y1,y), mentre 'angolo di A, in 0 & pari d,(y, y2)

(vedi FiglL.9). Ma
(@7, 7)+d(T,T2) = d(21,2)+d(z, 22) = d(z1,22) < d(21,0)+d(0, 72) = d(T7,0)+d(0, 72)

dove la seconda uguaglianza e la disuguaglianza valgono essendo [z, 23] segmento,
con 0 ¢ [zr1, 5], mentre le altre valgono per come abbiamo preso i triangoli di
comparazione; per cui d(y;,y) + d(y,y2) < m (in particolare d,(y1,y) = d(y1,y) e
dx(y, y2) = d(y, y2))-

Sia infine A(@,:ﬁl,@) triangolo di comparazione per la tripla (0,2, x9), il cui

angolo in 0 & d(y1,2). Ma

d<x_17 x_2> S d(x_17f) + d(fJ flf_2> - d(‘rhx) + d(I,fEQ) = d('xh IQ) - d(f17f2)7
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quindi dalla legge del coseno d(y1,vy) + d(y,y2) < d(y1,y2). La disuguaglianza

contraria ¢ data dalla disuguaglianza triangolare. Da cui 'uguaglianza.

)

A\

0

Figura 1.9: Triangoli di comparazione nella dimostrazione

Mostriamo (2). Mostriamo il caso d(y1,y2) > m, dato che per t; = 0 0ty = 0
¢ banale. Infatti se t; = 0 (o analogamente t, = 0), supponiamo ci siano due
geodetiche. Sia x € [0, x5] punto in una delle due geodetiche, e consideriamo il
triangolo di comparazione di A(0,z,z5). Questo ¢ degenere essendo d(0,z3) =
d(0,z) 4+ d(x,z3), e i due triangoli sono isometrici per l’Oss., quindi & degenere
anche A(0, z, z9), per cui le due geodetiche coincidono.

Ora mostriamo che la geodetica scritta nell’Oss[I.5.2] & 'unica geodetica tra z;
e Io.

Consideriamo ora il caso t1,t2 > 0 e d(y1,y2) > m. Basta mostrare che se
r = ty, d(zy,z) + d(z,z2) = d(x1,22) e d(z1,x) < t; allora y = y;. Come nella
parte (1), costruiamo i due triangoli di comparazione A, e /\,, che hanno angolo
in 0 rispettivamente d.(y1,y) e d(y,42), che per ipotesi hanno somma maggiore o

uguale di 7; ma

d(T1, T)+d(T, T3) = d(z1, v)+d(z, 29) = d(z1,2) = d(x1,0)+d(0, 22) = d(7T71,0)+d(0, T3)

dove la penultima uguaglianza vale essendo 0 € [z1, z5]. Tuttavia cio e vero solo se
entrambi i triangoli A; e A, sono degeneri, caso in cui z sta lungo la congiungente

di 0 e x1, e quindi y = y;. O]

Corollario 1.25. C(Y) ¢é (unicamente) geodetico se e solo se esiste una palla

centrata nel vertice di C(Y') convessa (e unicamente geodetica,).

Dimostrazione. Basta mostrare se esiste una palla centrata nel vertice di C'(Y') con-
vessa (e unicamente geodetica) allora Y & (unicamente) m-geodetico, la tesi segue

dal teorema.
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Sia palla convessa intorno al vertice di raggio 2t > 0 e siano y1,y» € Y tali che
d(y1,y2) < m. Allora i punti 1 = ty; e xo = ty, sono connessi da una geodetica, e
quindi dal punto (1) del teorema precedente c¢’e¢ una geodetica che connette y; e ys.
Inoltre, sempre per il punto (1), questa ¢ unica se e solo se la geodetica tra z; e

€ unica. Segue la tesi. O

Osservazione 1.5.3. Dato Y spazio metrico, consideriamo un triangolo geodetico sul
suo cono C(Y') con un vertice coincidente col vertice del cono. Allora il triangolo &

isometrico al suo triangolo di comparazione.

Dimostrazione. Dato un triangolo geodetico A(0,x1,z5) C C(Y) con z; = t;y; per
i = 1,2, consideriamo il suo triangolo di comparazione A (0,77, Z3), che quindi ha
dx(y1,y2) come angolo in 0.

Iniziamo mostrando che la distanza tra i punti di [0,21] e [0,22] non varia
passando al triangolo di comparazione (vedi Fig.

AO.7,7

) m
A((J: 1, Ta) T
X1 q2
Q1
q1
0 0

Figura 1.10: Dobbiamo mostrare che i due tratti in rosso hanno la stessa lunghezza

Prendiamo due punti ¢; = hyy; € [0,21],¢2 = haoys € [0, 22], a distanza hy e hy
da 0 rispettivamente, e siano ¢y, ¢z loro punti di comparazione. La loro distanza sara
data da

d(q1,q2)* = b3 + h3 — 2h1hy cos dr(y1, y2) = d(T1, @)*

dato che angolo in 0 ¢ lo stesso per A0, xq, 23) e A0, q1, o).

Ora mostriamo che la distanza tra i punti [0, z1] e [z, 22] non varia passando
al triangolo di comparazione (vedi Fig[l.11]). Analogamente per [0, z»] e [z1, z2]; da
cui si ha la tesi.

Prendiamo x = hy € [z1,22]. Se mostriamo che il triangolo di comparazione
A = A0, 771, ) della tripla (0,21, 2) & proprio A(0, 71, ), con T € [T7, T3] punto di

comparazione di x, allora applicando il ragionamento sopra otteniamo che
d(q1,x) = d(q1,7)

dato che z € [0, 2] e g1 € [0, 2;]. In modo analogo si procede per ¢s.



Capitolo 1. Spazi metrici 24

JAN RIS B
x

2 G2
Q1

0

Figura 1.11: Dobbiamo mostrare che i due tratti in rosso hanno la stessa lunghezza

Per mostrarlo, basta dire che la distanza tra 0 e & ¢ proprio d(0,7). Ma i lati
[0,71] e [71, 7] sono lunghi rispettivamente ¢, e t3 + h? — 2t;hcosd,(y1,y), mentre

Pangolo in 0 di A ¢ d(y1,); quindi il lato [0, #] & lungo h, da cui la tesi. O

Ora un teorema che ci rivela l'utilita della costruzione del cono che abbiamo
fatto:

Teorema 1.26. Sia x € K con K complesso metrico. Allora esiste € > 0 per cui

B(z,€) ¢ isometrico ad una palla di raggio € intorno al vertice di C'(Lk(x, K)).

Dimostrazione. Identifichiamo B palla intorno al vertice di C'(Lk(x, K)) con B(z, €)
tramite una funzione B — B(z,€) che manda tu in v € K tale che d(xz,v) =t e
che sta lungo il segmento nella classe di u che contiene v. Se prendiamo e minore
del minimo della distanza tra = e i simplessi non contenuti in st(x), questa & una
biezione, dato che ¢’¢ un unico segmento tra x e ogni v € B(z,€).

Ora mostriamo che la metrica indotta per restrizione su B(x,¢€) e la metrica d¢
del cono indotta dalla biezione su B(z, €) coincidono, da cui l'isometria.

Siano v,u € B(x,€) e v geodetica tra v e u. Prendiamo una partizione 0 = t; <

ty <--- <t, =14di|0,1] in modo che 7, sia contenuto tutto in un simplesso.

tit1)

Consideriamo A = A(z,v,u) e lo dividiamo in piccoli triangoli A; =
A(x,y(t;),v(tix1)). Per cui ogni A\; ¢ in un simplesso, e quindi & isometrico al
suo triangolo di comparazione in R?, quindi soddisfa CAT(0) (vedi Deff2.1). Dal

Lemma otteniamo che A soddisfa CAT(0), allora

d(z,y(t)) < d(T,~(t)) per la disuguaglianza CAT(0)
)) per convessita della metrica euclidea (vedi Def[2.9)
)) essendo A(Z,v(0),7v(1)) triangolo di comparazione

<te+ (1 —1t)e dato che v(0),v(1) € B(x,¢)
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Quindi v sta tutta in B(z, €), per cui B(z, €) ¢ geodetico, e quindi la sua metrica
¢ di lunghezza per il Lemma Inoltre de ¢ geodetica per la Propl1.24] essendo il
link m-geodetico, e quindi anch’essa ¢ di lunghezza.

Osserviamo che abbiamo due metriche di lunghezza che, per costruzione, coin-
cidono sui simplessi, che sono anch’essi di lunghezza con la metrica indotta per
restrizione.

In conclusione abbiamo che le due metriche coincidono, infatti dati due punti

x,y € B(x,¢) vale
d(x,y) =infl(c) = infz l(c;) > Zinfl(ci) =d(z,z1)+ -+ d(zn,y)
i=0 =0

dove i ¢; sono una restrizione di ¢ contenuta tutta in un simplesso. La prima ugua-
glianza vale essendo la metrica su B(z,€) di lunghezza, mentre ['ultima essendo di
lunghezza le metriche sui simplessi.

Per la disuguaglianza triangolare si ha la disuguaglianza contraria, e quindi 1'u-
guaglianza. Quindi la distanza tra due punti dipende solo dalle metriche sui singoli

simplessi, per cui le due metriche coincidono. O

Osservazione 1.5.4. Per come ¢ definito € nella dimostrazione del teorema, I'insieme
delle palle B(v,¢€) al variare di v vertice in K, ricopre tutto K.
Inoltre, nella dimostrazione, abbiamo anche mostrato che ognuna di queste palle

€ uno spazio metrico geodetico.






Capitolo 2

Spazi CAT(0)

2.1 Proprieta degli spazi CAT(0)

Definizione 2.1. Sia X uno spazio metrico e A un triangolo geodetico e A il trian-
golo di comparazione associato. Diciamo che A soddisfa la disuguaglianza CAT(0) (o
piu semplicemente soddisfa CAT(0)) se per ogni x,y € A con punti di comparazione
Z,7 € A vale

d(x,y) < d(T,7).

Uno spazio metrico si dice CAT(0) se & geodetico e ogni triangolo geodetico soddisfa
CAT(0). Mentre uno spazio metrico che ¢ localmente CAT(0) si dice a curvatura
non positiva. (Nello scrivere la disuguaglianza utilizzeremo sempre d al posto di dg

per alleggerire la notazione).

p
Figura 2.1: La disuguaglianza CAT(0).
Ora definiamo cio che sara la proprieta pitt importante degli spazi CAT(0):

Definizione 2.2. Diciamo che una metrica d su X ¢ convessa se date ¢ : [0,1] — X

e d :[0,1] — X geodetiche linearmente riparametrizzate vale
d(c(t), ¢ (t)) < (1 = )d(c(0),¢(0)) + td(c(1), €' (1))

per ogni t € [0, 1].

27
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Lemma 2.3. Se X ¢ CAT(0), allora la sua metrica é convessa.

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente che ¢(0) = ¢/(0), e consideriamo il trian-
golo di comparazione A per A(c(0),¢(1),c(1)). Essendo nel piano euclideo, ed
essendo geodetiche, si ha d(c(t),d(t)) = td(c(1),d(1)) = td(c(1),d (1)), mentre

per la condizione CAT(0) si ha d(c(t),d(t)) < d(c(t),d(t)). Da queste si ha
d(e(t),d(t)) < td(e(1),d(1)).

Sia ora ¢’ : [0,1] — X una geodetica linearmente riparametrizzata tra c(0) e

d(1). Applichiamo il punto precedente a ¢,¢” e a ¢/, ¢’ orientate inversamente, da

cul
d(c(t), " (1)) < td(c(1),c"(1)),
d(c'(t), ¢"(1)) < (1= 1)d(c'(0), "(0))
Quindi per la disuguaglianza triangolare, si ha la tesi. O

Ora altre proprieta degli spazi CAT(0) (alcune di queste proprieta si possono

dimostrare usando solo la convessita della metrica).
Proposizione 2.4. Sia X uno spazio CAT(0), allora

(1) X ¢ unicamente geodetico, e le geodetiche variano in modo continuo con gli

estrems.
(2) Ogni geodetica locale in X ¢é una geodetica.

(3) Ogni palla in X é convessa (cioé ogni coppia di punti nella palla é collegata

da un’unica geodetica tutta contenuta nella palla).
(4) X ¢é contraibile.

Dimostrazione. Mostriamo (1). Siano p,q € X e siano [p, q|, [p, q]' due geodetiche.
Siano ora r € [p,q| e ' € [p,q|" tali che d(p,r) = d(p,r’).

Spezziamo [p, q| in due geodetiche [p, ] e [r, q] e notiamo che il triangolo di com-
parazione in R? di A([p,q]’, [p,7],[r,q]) & degenere, per cui i punti di comparazione
di r e r’ sono uguali.

La disuguaglianza CAT(0) implica che d(r,r") = 0, cioe r = 7', e quindi al variare
di r si ha [p,q] = [p, q]

Siano ora p,,q, successioni in X tali che p, — p e ¢, — ¢. Siano ¢,c¢, ri-
spettivamente le geodetiche [p, ql, [pn, ¢n] linearmente riparametrizzate. Allora per

convessita si ha



29 2.1. Proprieta degli spazi CAT(0)

d(c(t), en(t)) < td(g, gn) + (1 = )d(p, pn) — 0

per cui

[¢n, Pa] = [P, d]
uniformemente.
Mostriamo (2). Sia ¢ : [0,]] — X una geodetica locale. Definiamo
S={tel0,I] | ¢y geodetica}
per cui:
e S non vuoto, dato che 0 € S.
e S =¢10) con ¢(t) = d(c(0),c(t)) — t continua, quindi S chiuso.

e S aperto. Dato t, € S, esiste € € (0,1 — o) tale che ¢jty—c 9+ geodetica.
Abbiamo quindi che ¢jj040], €|to,t0+¢ SONO geodetiche, per cui se consideriamo
A = A (c(0),c(to), c(to+e€)), vale che, per 'unicita delle geodetiche, ¢([0, to+e€])

¢ I'unione di due lati di A.

Allora il triangolo di comparazione A & degenere, infatti se non lo fosse, prendo
x € [c(to —€),c(to)] e y € [c(to), c(to + €)], per cui z,y in una stessa geodetica,

e quindi

d<f7 y) < d<f> c(tO)) + d(c<t0)ay) = d(l‘, C(to)) + d<c<t0)7 y) - d($, y)

dove la prima uguaglianza vale per la definizione di triangolo di comparazio-
ne, mentre la seconda per 1’Osservazione [1.1.1, Ma questo e assurdo per la
disuguaglianza CAT(0), per cui anche A ¢ degenere, e quindi ¢jj 44 ¢ una

geodetica.

Mostriamo (3). Siano z,y € B(z,€¢) C X. Prendiamo la geodetica ¢ tra = e y,
e consideriamo il triangolo geodetico A(z,y, z). Per la condizione CAT(0) abbiamo
che
d(z,c(t)) < d(z,c(t) < e
dato che in R? le palle sono convesse.

Mostriamo (4). Segue da (1) che dato zg € X, la mappa

Teo t X X [0,1] = X
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che associa a (y,t) il punto a distanza td(zo,y) da y lungo la geodetica [xg,y] &

continua. Questa ¢ una retrazione per deformazione di X in x;. O

Proposizione 2.5. Sia X uno spazio geodetico. Allora sono equivalenti:
(1) X e CAT(0);

(2) se A(p,q,r) & un triangolo geodetico in X e A(p,q,r) ¢ il suo triangolo di

comparazione, allora per ogni x € [q,r] vale

d(p,r) < d(p,T)
con T € [q,T] punto di comparazione di x;

(3) se A(p,q,r) & un triangolo geodetico in X e A(p,q,r) ¢ il suo triangolo di

comparazione, allora per ogni x € [q,r] e ogni y € [p,r], con x,y # p, vale

Zp(x> y) é Zp(Q? 7’),

(4) L’angolo di Alexandrov tra i lati di ogni triangolo geodetico é minore o uguale

dell’angolo tra 1 lati corrispondenti del triangolo di comparazione.

Dimostrazione. L'implicazione (1) = (2) ¢ ovvia.
L’implicazione (3) = (4) ¢ data dal fatto che

S Zy(e(t), (1) < Zpla7)
per l'ipotesi di (3), per cui vale anche facendo tendere € a 0.
Mostriamo (1) <= (3). Siano A = A(p,q,7), = € [p,q], y € [p,7], con
T,y # p, esia A= A(p,x,y). Siano A = A(p,q,7) e A = A(p,7',7') triangoli di
comparazione di A e A’ rispettivamente. Allora per la legge del coseno si ha

d(@,y) < dz,y) = L(T.Y) < 43(T.7)

con d(z,y) = d(T,7), Ly(@.7) = Zy(a,y) e £3(T,9) = £5(7.T) = Zy(q,7) per
definizione di triangolo e angolo di comparazione.

Mostriamo (2) = (3). Con le notazione sopra, sia N = A(p,z",7") triangolo di
comparazione di A" = A(p,x,r). Usando (2) su A” si ha d(z,y) < d(T",7"), con
7" € [p, 7] punto di comparazione di y € [p,r], e d(Z',¥') = d(x,y), da cui

L@ Y) < £p(@",7") (2.1)
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per la legge del coseno. Usando (2) su A si ha d(z,r) < d(Z,7), con d(z,r) =

d(z",7"), da cui come prima
L@, 7") < Lp(7,T) (2.2)

dove Z5(Z,7) = £5(q,T) per definizione di angolo di comparazione. Quindi unendo
e si ha la condizione (3).

Mostriamo (4) = (2). Sia A = A(p,q,r) e sia x € [q,7], con x # q,r, e sia
[z, p] una geodetica. Siano 7,~" gli angoli Z.(p,q), Z.(p,r) rispettivamente, e sia
B =2y p).

Prendiamo A = AP, q,7), N = A(p,T, q),Z’ = A(p,z,7) triangoli di compara-
zione di A, A(p, z, q), /\(p, z, r) rispettivamente, e li posizioniamo su R? in modo che
g e T siano dalla parte opposta rispetto a [p,Z]. Siano 7,7 angoli di comparazione
di v, ', mentre 3, 3 angoli di comparazione di §in A e A.

Per la disuguaglianza triangolare, e dato che x € [¢, ], abbiamo che
v++' > Z.q,r) =T.

Quindi per (4) si ha
T+y 2w
Allora per il Lemma di Alexandrov
B<p

da cui d(p, z) = d(p,T) < d(p, &) per legge del coseno (vedi Fig2.2)), quindi vale (2).
[l

p

Figura 2.2: Il Lemma di Alexandrov ci dice che 3 > 3 essendo 7 + 7 > .
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Esempio 2.1.1. Gli spazi S' e S? non sono CAT(0), infatti come abbiamo visto tra

ogni punto e il suo antipodale esistono piu geodetiche, quindi viene meno la proprieta

(1) della Prop[2.4]
A A
Q A

Figura 2.3: Le due geodetiche tra un punto e il suo antipodale in S!.

2.2 Un’altra curvatura

Lo 70" in CAT(0) puo essere sostituito con altri numeri reali, cambiando anche lo
spazio base in cui andiamo a comparare i triangoli. In questo caso prendiamo i
triangoli di comparazione in S?; sappiamo dall’Es|1.1.1| che esistono se i triangoli

hanno perimetro minore di 2.

Definizione 2.6. Uno spazio m-geodetico si dice CAT(1) se dato A triangolo geo-
detico con perimetro minore di 27 e A C S? il suo triangolo di comparazione, per

ogni z,y € A e rispettivi punti di comparazione T,y € A vale
d(z,y) < d(T,7).

Gli spazi CAT(0) e CAT(1) sono strettamente legati, infatti

Teorema 2.7. Sia Y spazio metrico. Allora
Y ¢ CAT (1) <= C(Y) ¢ CAT(0).

Dimostrazione. Supponiamo che Y sia CAT(1). 1l cono & geodetico per la Prop7
quindi ci basta mostrare la disuguaglianza CAT(0). Consideriamo un triangolo sul
cono. Se un vertice ¢ zero, allora per 'Oss[[.5.3] vale la disuguaglianza, quindi
supponiamo che tutti i vertici non siano zero.

Siano x; = t;y; per i = 1,2,3 i vertici. Consideriamo i tre casi:
(1) d(y1,y2) + d(ya, y3) + d(ys, y1) < 27,

(2) d(y1,y2) + d(y2,y3) + d(ys, y1) > 2w ma d(y;,y;) <7 Vi,j=1,2,3.
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(3) Uno dei d(y;,y;) € > .

Caso (1). Consideriamo un triangolo A(y1,y2,y3) C Y, e un triangolo di compa-

ad una biezione C(A) C R?® — C(A), e il triangolo A(F7,73,73) € C(A), con
T; = t;J;, puo essere visto come triangolo di comparazione per A(xy, za, x3).

Allora dati T = ty, 2’ = t'y/ punti di comparazione per z = ty, 2’ = t'y/, abbiamo
d(y,y') < d(y,y') disuguaglianza CAT(1), e quindi

d(T,2')* = t* + 17 — 2tt' cos d (7, V')
> 1% 4+t — 2t cosd(y,y) = d(z,2')?,

da cui la tesi, essendo le distanze numeri non negativi.

Caso (2). Siano A(0, 47, 45), A(0, 21, 45) i triangoli di comparazione in R? per
A0, x1, 22), A0, 21, x3) rispettivamente, scelti in modo che 75, 73 siano dalla parte
opposta rispetto a [0, 73],

Sia A(0, %, #3) triangolo di comparazione in R? per A(0,z,,25). Dalla de-
finizione di metrica del cono e dalla legge del coseno, abbiamo Zz(@1,23) =

d(y1,y2), £5(T1,73) = d(y1,y3), Lo(22, T3) = d(y2,ys), quindi
L5(To, T3) = 21 — Ly(T2, 71) — L5(T3, T1) < d(y2, y3) = £Lo(42, 73)

da cui d(@2, 73) < d(%9,73) = d(9, x3) per la legge del coseno.

Ora sia A(T7, 73, T3) triangolo di comparazione in R? di A(xy, x5, 23), per cui

L (T3, 73) > 2, 13) per legge del coseno

2 (T2, 73) per disuguaglianza triangolare.

Per cui la condizione (4) della Proposizione [2.5| ¢ soddisfatta.

Caso (3). Supponiamo d(yi,ys) > 7, quindi per [1.24] il segmento [z1,z3] &
I'unione di [z1,0] e [0, z3].

Siano A, = A(0,77,73), Ay = A(0,73,73) triangoli di comparazione per
A0, 21, 22), A0, 29, 3), scelti in modo che Ty, T3 siano dalla parte opposta rispetto
a [0, 7).

La somma degli angoli in 0 di A} e Ay & dr(y1,v2) + dx(y2,y3) > 7. (Infatti se

uno dei due addendi &€ > 7 vale, mentre se sono entrambi < 7 si usa la disuguaglianza
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triangolare per cui sara > d(ya,y3) > 7).

Ora raddrizzando 1'unione di questi due triangoli per ottenerne uno di compa-
razione per A(x1, 2, x3) (vedi Fig[2.4), il Lemma di Alexandrov ci assicura che
gli angoli non diminuiscono, e quindi A(xy, s, x3) soddisfa CAT(0), dato che lo
soddisfavano A(0, xy, z2), A(0, x9, x3) per I’OSS..

Raddrizziamo

v

d
&
8
]

L

Figura 2.4: Raddrizzando 'unione dei due triangoli (raddrizzamento in cui lasciamo
fissi Ty e le lunghezze di [Z7, T3] e [T3, T3]), il Lemma di Alexandrov ci dice che a < o
e f < f', quindi continua a valere la condizione CAT(0).

Ora rimane da mostrare che Y ¢ CAT(1) se C(Y) ¢ CAT(0). Essendo C(Y)
CAT(0), quindi unicamente geodetico, per la Prop abbiamo che Y e unicamente
m-geodetico.

Sia A = A(y1, ys, y3) un triangolo geodetico in Y con perimetro minore di 27, e
sia A = AW, 72, 73) € S? un suo triangolo di comparazione.

Consideriamo il triangolo A" C C(A) C C(Y') con vertici @; = ty; per i = 1,2, 3.
Dato che C(A) C C(S?) = R3, consideriamo A\ il triangolo di comparazione per A’
immerso in C(A), con vertici T; = t7;.

Se & = ty € [xq, x3], il suo punto di comparazione ¢ T = ty, con y € S* punto di
comparazione per y.

Per ipotesi, d(z1,2) < d(Z1,T), quindi per la definizione di metrica del cono
abbiamo d(y1,y) < d(71,7). O

Guardando la dimostrazione, osserviamo che per dimostrare che Y ¢ CAT(1)
¢ servito solo il fatto che un intorno del vertice di C(Y') ¢ CAT(0). Infatti per il
Corollario abbiamo che C'(Y') & unicamente geodetico se e solo se lo € una palla

attorno al vertice. Segue quindi:

Corollario 2.8. Sia Y uno spazio metrico. C(Y') é CAT(0) se e solo se esiste un
intorno del vertice di C(Y') che ¢ CAT(0).



Capitolo 3
Cartan-Hadamard

In questo capitolo andremo a dimostrare come la nozione locale di curvatura non po-
sitiva di uno spazio con alcune proprieta si estenda globalmente sul suo rivestimento
universale.

Osserviamo che se uno spazio metrico connesso € a curvatura non positiva, allora
¢ localmente contraibile (Prop[2.4(4)), e quindi ammette un rivestimento universale.
Si ricordi la nozione di metrica indotta dal rivestimento (Def[1.12)).

Teorema di Cartan-Hadamard. Sia X uno spazio metrico completo e connesso.
Se X ¢ a curvatura non positiva, allora il suo rivestimento universale, con la metrica
indotta dal rivestimento, ¢ CAT(0).

Corollario 3.1. Se uno spazio topologico connesso ammette una metrica completa

e non positivamente curva, allora e asferico.

Dimostrazione. Per la Prop[2.4(4) e il Teorema di Cartan-Hadamard, il rivestimento

universale e contraibile, quindi lo spazio e asferico. O

3.1 Un lemma fondamentale

D’ora in poi utilizzeremo liberamente il termine geodetica (locale) per indicare le

geodetiche (locali) linearmente riparametrizzate.

Lemma 3.2. Sia X uno spazio metrico. Supponiamo che la metrica sia localmente
convessa e localmente completa. Sia c : [0,1] — X una geodetica locale da x a y. Sia
€ > 0 tale che per ogni t € [0,1] la metrica indotta sulla palla chiusa B(c(t),2¢) sia

completa e convessa. Allora:

(1) per ogni T,y € X tali che d(x,T) < € e d(y,y) < €, esiste un'unica geodetica
locale ¢ : [0,1] — X tra T e 7 tale che la funzione t — d(c(t),c(t)) € una

funzione convessa.

35



Capitolo 3. Cartan-Hadamard

36

(2) L) < l(c)+d(z,T)+ d(y, 7).

Prima di dimostrare il lemma, vediamo subito una conseguenza. Ricordiamo che
uno spazio metrico si dice (unicamente) local-geodetico se esiste un’unica geodetica

locale tra ogni coppia di punti dello spazio.

Corollario 3.3. Nelle ipotesi del lemma, se X é unicamente (local-)geodetico, allora

le geodetiche (locali) variano in modo continuo con gli estremi.

Dimostrazione. Siano x,, vy, successioni in X tali che z,, = x e y, — vy, e sia ¢, la
geodetica (locale) con estremi z,, e y,. Quindi per ogni € > 0, esiste N € N tale che

d(x,,x) < €ed(y,,y) < € per ogni n > N, per cui:

d(cn(t),c(t)) < td(xn,z) + (1 —t)d(yn, y) per il Lemma [3.2
<te+(l—tle=e¢

per ogni n > N. O

Dimostrazione Lemma[3.4 Proviamo per prima l'unicita di ¢. Siano ¢, ¢” : [0,1] —

X due geodetiche locali che rispettano la condizione in (1), per cui
d(c(t),d(t)) < td(c(0),c(0)) + (1 —t)d(c(1),d(1)) <te+ (1 —tle=¢

per ogni ¢ € [0,1]. Analogamente d(c(t),c"(t)) < e per ogni ¢t € [0,1], quindi
c(t),c"(t) € Ble(t),2e).

Dato che la metrica su B(c(t),2¢) & convessa, la funzione t — d(c'(t),c"(t)) &
localmente convessa, quindi convessa (essendo localmente convessa su un intervallo
in R). Siccome in piu valgono ¢’(0) = ¢”(0) e /(1) = ¢"(1), allora ¢ = ¢”.

Ora mostriamo che (1) implica (2). Osserviamo che per una geodetica locale ~y

valgono le proprieta

per t > 0 sufficientemente piccolo. Per cui se abbiamo ¢, ¢’ geodetiche locali tali
che d(c(t),cd(t)) < e e d(c(t),"(t)) < e per ogni t € [0,1] e tali che ¢(0) = ¢’(0),
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allora per ¢ > 0 abbastanza piccolo si ha

te(c") = d(c"(0), (1)) = d('(0), (1) <
<d(d(0),d(t) +d(c (1), c"(t)) <
< H(C) + td(d (1), (1))

e quindi 4(¢") < 4(d) +d(d(1),c"(1)). Sia ora @ 'unica geodetica tra T e y che
soddisfa la condizione (1) del lemma.

Applicando Pargomento precedente con ¢ =¢ e ¢’ = ¢ otteniamo £(¢) < £(¢) +
d(y,7); mentre applicandolo a ¢/(t) = ¢(1 —t) e ¢" = @(1 — t) otteniamo (7)) <
¢(c) + d(x,Z). Ora unendole si ottiene la condizione (2).

Proviamo l'esistenza in (1). Dato A > 0, consideriamo la seguente proprieta:

P(A). Per ogni a,b € [0,1] tali che 0 < b—a < A e ogni p,q € X tali che
d(c(a),p) < € e d(c(b),q) < €, esiste una geodetica locale € : [a,b] — X tale che
¢la)=p ec(b) =q ed(c(t),c(t)) < e per ogni t € [a,b].

Se mostriamo P(A) vale per A > 1, abbiamo la tesi. Osserviamo che, essendo X
localmente convesso, P(A) ¢ vera per A < €/{(c), infatti d(c(a), c(b)) = l(cjjap) < €.

Per cui se proviamo che se vale P(A) allora vale P(3A4/2) abbiamo finito.

Quindi supponiamo che P(A) sia vera, e siano a,b € [0,1] tali che 0 < b —a <
3A/2. Dividiamo [a,b] in tre parti uguali con estremi a < a; < by < b. Siano p,q
tali che d(c(a),p) < € e d(c(b),q) < e.

Procedendo ricorsivamente costruiremo due successioni (p,,) e (g,) nell'intorno di
raggio € di ¢(ay) e ¢(by) rispettivamente. Successivamente costruiremo una geodetica
locale da a a b come in P(3A/2), prendendo 'unione della geodetica da p al limite
di (g,) e la geodetica da g al limite di (p,) (vedi Fig[3.1).

Definiamo quindi py := ¢(a1),q0 := c(by). Assumendo che p,_1,¢,—1 siano

definite, usiamo P(A) per costruire le geodetiche locali
e ¢, :la,b] > X trapeq,

e ¢ :lay,b] > X trap, 1eq

n

tali che d(c(t),c,(t)) < e per t € [a,b] e d(c(t),c,(t)) < e per t € [ay,b]. Siano
qUindi Pn = Cn(al) € 4n ‘= C;L(bl)
Dato che la metrica di B(c(t),e) € convessa, allora la funzione ¢t +—

d(cn(t), cnt1(t)) € localmente convessa, e quindi convessa. Inoltre d(po,p1) < €/2
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e d(qo, 1) < €/2, infatti

U

(c(ar), c1(ar))

d(e(a),er(a)) + d(clbr), ea(bn))

d(p07p1) -

AN
N Ao —

dato che c¢(a) = p = ¢,(a) per ogni n. Analogamente si ha d(qo,q1) < €/2. Inoltre

d(pmanrl) = d(cn(al)a Cn+1(a1>>

1

1
< (@), ra(@) + 3(eabr), s (1)

1
— ~d(g,_
2 (qn 1, Qn)

d(pp—1,pn)- Quindi si ottiene che

e analogamente d(gp, gn11) < %

€
d<pn7 pn+1) < W

€
d(Gns Gn+1) < BYEs)

per ogni n € N, e quindi (p,)n € (¢n)n sono di Cauchy in B(pg,e€) e B(qo,e¢)

rispettivamente, quindi convergono ai punti p.., oo rispettivamente.

Ora la funzione t — d(c,(t), cpy1(t)) € convessa e limitata da d(g,11, ) < €/2";
quindi anche (c,(t)), & di Cauchy nella palla completa B(c(t),€) per ogni t € [a, by].
Analogamente (c,(')), ¢ di Cauchy in B(c/(t'), €) per ogni ' € [ay,b].

Quindi le geodetiche locali ¢,, ¢/, convergono uniformemente a delle geodetiche
locali ¢y : [a,b1] = X, : [a1,0] = X,

Queste, ristrette all’intervallo [ay, b;], sono due geodetiche locali da ps, a ¢oo; ma

by —a; = A/3 < A, per cui ¢, = ¢ su [ag, b1] per 'unicita mostrata all’inizio.

Infine la geodetica locale

da p a ¢ e quella che cercavamo.
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c e b b
o 3. Py 9y C; _
p c' ci q
1 P GN
c(a) ¢ Po=c(a)) go=c(b) c(b)

Figura 3.1: Costruzione di .

3.2 Costruzione del rivestimento universale

Costruiamo a mano cio che sara il rivestimento universale del nostro spazio.

Definizione 3.4. Sia X spazio metrico e sia o € X. Definiamo X’xo come lo spazio
delle geodetiche locali ¢ : [0,1] — X con punto iniziale xg, insieme alla mappa Zg

costante in xy. Diamo a X, la metrica

d(c, ) :==sup{d(c(t),d(t)) |t €]0,1] }

e definiamo exp : X,, — X come la mappa ¢ — ¢(1).

Assunzione. Da adesso fino alla fine del capitolo assumiamo che X sia lo spazio
delle wpotesi del Teorema di Cartan-Hadamard, cioé uno spazio metrico connesso,

completo e a curvatura non positiva.

Ora l'obiettivo e dimostrare che exp : X,, — X e il rivestimento universale

(Teorema [3.8).

Proposizione 3.5. X, ¢ contraibile, in particolare ¢ semplicemente connesso.

Dimostrazione. Si ha la retrazione per deformazione r : X,, x [0,1] = X,, data da
(¢, 8) — 1r4(c), dove
rs(c) : [0,1] = X
t — c(st).
Questa e continua perché le geodetiche in X variano in modo continuo con gli
estremi, essendo X localmente CAT(0). O

Proposizione 3.6. exp : X, — X ¢ unisometria locale.

Dimostrazione. Sia ¢ € X,, e ¢(1) € X la sua immagine tramite exp. Sia € > 0
come nel Lemma [3.2] e sia w € X tale che d(c(1),w) < e.

Allora, per il Lemma , esiste un’unica ¢ € Xxo geodetica locale da ¢(0) a w
tale che

d(c(t),2(t)) < (1 — td(e(1),w) < (1 —t)e < e,
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quindi passando al sup vale ci(c,E) < €. Questo ci dice che c’e una biezione tra
B(c,€) C X,, e Blc(1),€) C X.
Ragionando come sopra, se d(c(1), w) = ¢, < ¢, allora d(c(t),¢(t)) < € per ogni

t € [0, 1]; inoltre d(c(1),¢(1)) = €, da cui per definizione di sup si ha

d(c,¢) = e,
che dimostra la tesi. O

Proposizione 3.7. X,, ¢ completo.

Dimostrazione. Sia (¢,)n di Cauchy in X,,, quindi, dalla definizione di d (Def.,
si ottiene che per ogni ¢t € [0, 1] la successione (c,(t)), ¢ di Cauchy in X, e quindi

convergente in X per completezza. Dunque vale
d(cn(t), c(t)) <€

per ogni ¢ € [0, 1], per una certa funzione t — c(t), e allora vale passando al sup,¢(g -
Se mostriamo che ¢ — ¢(t) € una geodetica locale, allora abbiamo che d(c,,c) <€, e
quindi si ha convergenza in Xxo.

Intanto ¢t +— c¢(t) & continua, dato che le ¢, sono continue e convergono
uniformemente a c.

Mostriamo che ¢ una geodetica locale. Per ogni ¢, prendiamo ¢ > 0 tale che
B(c(t),e) ha metrica indotta convessa (questo e esiste per la Prop3.0), e siano
d > 0 tale che ¢([t — §,t + d]) C B(c(t),€) (esiste per continuita), e N € N tale che
cn([t —6,t+9]) € B(c(t), €) per ogni n > N (esiste per convergenza puntuale). A
meno di diminuire ¢, supponiamo che ¢, |;—s5:+4) sia una geodetica. Sia ora y I'unica

geodetica in B(c(t),€) tra c¢(t — 6) e ¢(t + J). Per la disuguaglianza triangolare
d(c(v),7(v)) < d(c(v), en(v)) + d(en(v), 7(v))
con ¢, e 7y geodetiche locali. Per convessita
d(cn(v),7(v)) S wvd(ca(t = 6),7(t = 0)) + (1 = v)d(ca(t +6),7(t +6)) = 0

percio si ha d(c(v),y(v)) = 0, cioé ¢ =~y per v € [t — J,t + J]. Questo per ogni t,

quindi ¢ ¢ una geodetica locale. O

Ora le due proposizioni precedenti c¢i dicono che le condizioni (2),(4) della

Propl1.14|sono vere, mentre la (3) ¢ implicata dal fatto che X ¢ localmente CAT(0)
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utilizzando la Prop[2.4[1). La (1) vale per I'assunzione iniziale. Quindi, utilizzando
anche la Prop[3.5] vale il seguente teorema:

Teorema 3.8. exp: X,, — X & il rivestimento universale di X.

Ora una proprieta importante del rivestimento universale appena costruito. In
questa dimostrazione quando parliamo di classe di omotopia di cammini ci riferiamo

a classi di omotopia con estremi fissati.

Proposizione 3.9. Xxo e unicamente local-geodetico e le geodetiche locali variano

m modo continuo con i suoi estrema.

Dimostrazione. Se mostriamo che e unicamente local-geodetico, il fatto che le
geodetiche locali variano in modo continuo con gli estremi segue dal Corollario [3.3]

Dividiamo la dimostrazione in 2 punti:
(1) C’¢ un’unica geodetica locale tra o e ogni altro punto di Xa:0~
(2) C’¢ un’unica geodetica locale tra ogni coppia di punti in X, .

Mostriamo (1). Osserviamo che ¢ & una geodetica locale in X, se e solo se
expo ¢ e una geodetica locale in X. Questo perché exp e un’isometria locale, quindi
d(exp(é(t)),exp(c(t'))) = d(é(t),é(t')) = |t — t'| a meno di prendere t,t" tali che
¢(t) e ¢(t') sono nello stesso intorno per cui exp & un’isometria. Per le proprieta di

rivestimento sui sollevamenti, si ha in particolare che esiste una biezione

{geodetiche locali in X da zo} +— {geodetiche locali in X,, da Zo}
cr— (s = r(c9))

con r come nella Prop3.5] che ha come punto finale proprio ¢. Quindi per ogni
S f(xo, s+ r(c, s) € 'unica geodetica locale da Zg in c.

Mostriamo (2). Dati p,q € X,,, siccome X,, & semplicemente connesso, ¢’
un’unica classe di omotopia di cammini tra p e ¢, e exp induce una biezione tra
questa ed una classe di cammini in X, per le proprieta dei rivestimenti (sollevamento
dell’omotopia e unicita del sollevamento dei cammini).

Se mostriamo che ogni classe di cammini in X contiene un’unica geodetica locale,
abbiamo finito, essendo exp un’isometria locale. Per ogni xy € X, abbiamo Xxo
rivestimento universale. Ora ogni classe di cammini da 2y a x; ¢ in biezione con una
classe di cammini da Zy a 1, che contiene un’unica geodetica locale per il punto
(1), e quindi anche la classe in X ne contiene solo una. Al variare di zo in X si ha
il punto (2). O
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Ora dobbiamo fare attenzione con le seguenti metriche.

e d ¢ la metrica che abbiamo considerato finora su X,,, definita come

d(c,d) :=sup{d(c(t),d(t))|t €[0,1]};

e Indichiamo con d, la metrica d.;, indotta dal rivestimento exp : X,

(vedi Def|1.12]);

o d & la metrica di lunghezza associata a d (vedi Def..

— X

0

Ora 'obiettivo & dimostrare che X,, con la metrica d, indotta dal rivestimento
¢ unicamente geodetico (Prop . A tal fine, ci servira prima sapere che (f(xo, dy)
€ uno spazio unicamente local-geodetico, cosa che al momento sappiamo solo per

(Xay, d). Questa proprieta si ”trasferisce” a (X,,,d,) grazie ai due fatti seguenti.
Fatto 1. Vale d, = d.

Dimostrazione. Proviamo che le mappe

exp : (X, dy) — (X, d), (3.1)

exp: (Xyp,d) — (X, d) (3.2)

sono isometrie locali. Essendo entrambe le metriche su Xxo di lunghezza, la tesi
seguira dunque dalla Propl1.13(3).

La ¢ un’isometria locale per l’Oss.. Infatti exp : (X,,,d) — (X,d) &
gia un rivestimento e le palle sufficientemente piccole di (X, d) sono convesse, per
cui anche di lunghezza.

Dato che (X,d) ¢ localmente CAT(0) e exp : (X,,d) — (X,d) & un'iso-
metria locale, le palle di raggio sufficientemente piccolo in (X,,CO,J) sono convesse
(Prop{2.4(3)). In particolare le palle sufficientemente piccole in (X,,,d) sono di
lunghezza, cioe d = d localmente.

Prendendo come intorni I'intersezione delle palle per cui (XIO, ci) e di lunghezza
e delle palle per cui exp : (X,,,d) — (X, d) & un’isometria locale, si ha che la (3.2)
e un’isometria locale.

]

Fatto 2. Per ogni curva c : [0,1] = X,, vale

c geodetica locale rettificabile con d, <= c geodetica locale rettificabile con d.
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Dimostrazione. Per il Fatto [1| vale che d, = d. Per la Prop si ha che c ¢ una
curva rettificabile con d se e solo se lo & con cf, e che ha la stessa lunghezza nelle due
metriche.

Infine il seguente diagramma

(Xxov CZ) Z—d> (Xxm dp)

cxp le:vp

(X, d)

ci dice che, essendo le due exp delle isometrie locali, la proprieta di essere geodetica

locale rimane invariata scambiando le due metriche. O

Quindi per i due fatti precedenti e per I’Osservazione [1.4.3] abbiamo che:

(1) exp: (Xuy,dy) — (X, d) € un rivestimento;

(2) (X4, d,) © unicamente local-geodetico, localmente CAT(0) e localmente

completo.
D’ora in poi utilizzeremo X per indicare lo spazio di lunghezza (Xaco, dy,).
Proposizione 3.10. X ¢ unicamente geodetico.

Dimostrazione. Per ogni p,q € X, sia Cpg o [0,1] — X Dunica geodetica locale tra p

e ¢. Se mostriamo che per ogni v : [0, 1] — X rettificabile e per ogni t € [0, 1] vale

£<CW(O)N(t)) < E(V\[O,t});

si ha £(c,4) = d(p, q) per ogni p e ¢, essendo X uno spazio di lunghezza. Ma essendo
queste geodetiche locali uniche, e dato che la restrizione di una geodetica locale ad

un intervallo rimane una geodetica locale, abbiamo che

K(CP,QI[t,t/]) = d(cnq(t)v Cp7q(t/)) v, t,

da cui

n

d(cpq(t), cpa(t)) = Llcpqpe) = sup Zd<cp,q(ti)> Cpq(tiv1)) =

/
t<to<-<tn<t' ;5

n
>ty — i = [t =
=0
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essendo ¢, , una geodetica locale. Mentre per la disuguaglianza triangolare abbiamo

d(cpq(t), cpqlt <Z|¢52+1 ti] = |t —t,

da cui d(c,4(t), cpq(t)) = |t — 1], cioe ¢,, geodetica.

Mostriamo la condizione enunciata sopra. Sia
S={tel0,1] | E(CV(O),V(t)) < £(7|[0aﬂ) V7 rettificabile} C [0, 1].
Allora

¢ S ¢ non vuoto, dato che per ¢ piccolo c4(g),(;) € una geodetica per la Prop(2)
essendo X localmente CAT(0).

e S ¢ chiuso. La funzione f,(t) = £(cy0)t) — £(Vj0,q) € continua per il Lemma
1.7/(5), quindi f'(0) & chiuso, e

e S aperto. Sia ty € S, per cui {(cy0)1) < (Vo) per ogni t < 5. Se
prendiamo e > 0 sufficientemente piccolo, per il Lemma (2) abbiamo che

IN

U(cy0)7(t0)) + d(7(0),7(0)) + d(v(to), v (to + €)) <
E( Oto])_{_e(’Y\[totoJre]) €(7|[0t0+6})

£(ey(0)x(to+e))

per cui ogni t <ty + € sta in S.

]

Osservazione 3.2.1. X & localmente completo e localmente convesso, essendo exp :
X — X un’isometria locale, per cui per Corollario si ha che le geodetiche in X

variano in modo continuo con gli estremi.

3.3 Dimostrazione Cartan-Hadamard

In questa parte ci servira la definizione di CAT(0) mediante gli angoli di Alexandrov

come esposta nella Proposizione [2.5((4)
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Lemma di incollamento 3.11. Sia X geodetico. Sia &N = A([p, 1], [, ¢2], [q1, q2))

triangolo geodetico e sia r € [q1, qz]. Siano ora

Ay = A([pv QI]7 [p7 7”], [‘har]) €
AQ = A([p, QQ]v [p, T]? [QZJ T])

triangoli geodetici.. Se /A1 e Ny soddisfano la condizione CAT(0), allora anche A
la soddisfa.

q2

" Ap, a2l [p, 7], [g2,7])

Alp,ail, [p, 71 [q1,7])

Dimostrazione. Se r = ¢, oppure r = ¢o, 'enunciato ¢ banale. Supponiamo r
q1,¢. Siano A, = A(B,7,q,) e Ay = A(P,T,Gy) triangoli di comparazione per A e
Ao, posizionati sul piano in modo che il lato [p, 7| sia in comune e che g e g, siano
dalla parte opposta rispetto a [p, 7).

Per 1'Oss[l.1.3 e la Prop[l.d, Z.(p,q1) + Z:(p,q2) > Z.(q1.q2) = 7, da cui
Z.(p,q1) + Z:(p,q2) > 7 per la condizione CAT(0).

Ora per il Lemma di Alexandrov e per la condizione CAT(0) si ha

an (p, Q2) > qu( ) > Zf]l (p7 ) qu (p7 QQ)

e analogamente Z,(p,q1) > 24 (D, 1)
Sia ora A = A(p, G1, G2) triangolo di comparazione per A. Allora:

d(@y,q,) < d(@,,7) +d(T, )
=d(q1,7r) + d(ge,7) essendo 1, g; vertici di A,
=d(q1,q2) dato che r € [q1, o]
=d(q1,q2) essendo Gy, §o vertici di A.
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Allora vale

Lo(q1,q2) > Zp(q1,7) + £p(r,q2)  per la disuguaglianza sopra
> ZLy(q1,7) + £,(r,q2)  per la condizione CAT(0)
> Zy(q1,q2) essendo Z pseudometrica per la Prop[1.4]

Ora siamo pronti a dimostrare il teorema di Cartan-Hadamard. L’idea e quella
di, dato un triangolo geodetico, dividerlo in tanti piccoli triangoli geodetici ognuno
contenuto in un intorno in cui X & CAT(0), per poi usare ripetutamente il Lemma
di incollamento [3.11]

Figura 3.2: Partizione in triangoli che soddisfano CAT(0).

Dimostrazione di Cartan-Hadamard. Sia N = A(qo, q1, p) un triangolo geodetico in
X. Sia ¢ : [0,1] = X la geodetica (unica per Prop tra q; e qo, e per ogni
s € [0,1], sia ¢, : [0,1] = X la geodetica tra p e g(s). Quindi i lati di A sono
q([0,1]), co([0, 1]) e ([0, 1]).

Siccome le geodetiche in X variano in modo continuo con gli estremi, allora la

funzione -
c:[0,1] x[0,1] - X
(s,t) — cs(t)
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¢ continua. Per cui possiamo prendere due partizioni di [0, 1]

O=sp <1<~ <s,=1

O=th<ti < ---<tp=1

tali che ¢([s;_1, 8i] X [tj_1,t;]) € U;; € X, con U;; CAT(0) con la metrica indotta da
X.

Consideriamo per ogni i < k i triangoli geodetici A; con lati ¢, ([0, 1]), ¢s, ([0, 1])
e q([si—1,s;]). Usi ripetuti del Lemma di incollamento ci permetteranno di
verificare la condizione CAT(0) su ogni A\; per ottenerla su A.

Ora dividiamo ogni A; in 2k — 1 triangoli geodetici A}, A2, A?, AL Af tali

che:
e A! contenuto in Uy con vertici p, ¢, ,(t1) e ¢, (t1).

e AJ contenuto in Uy, con vertici c,, , (t;_1), s, (tj_1) € cs,_, (t;).

e A contenuto in Uy; con vertici ¢, (t;), ¢s,(tj_1) € ¢, (t;).

Usando ripetutamente il Lemma di incollamento, dato che ogni triangolo geode-
tico sopra considerato ¢ in un intorno CAT(0), si ha che A; soddisfa CAT(0), per
cui anche A, da cui la tesi (vedi Fig{3.2). O

Esempio 3.3.1. Gli spazi §? e P?(R) non ammettono una metrica completa e non-
positivamente curva, dato che hanno come rivestimento universale S? che non ¢

contraibile.






Capitolo 4
Criterio di Gromov

Vogliamo avere un criterio per costruire spazi a curvatura non positiva o per de-
terminare se uno spazio topologico ammette una metrica nonpositivamente curva.
Questo ci dara anche una base di esempi di spazi a cui applicare il Teorema di

Cartan-Hadamard. Ci viene in aiuto il criterio di Gromov:

Criterio di Gromov. Un complesso metrico euclideo € a curvatura non positiva

se e solo se il link di ogni suo vertice ¢ CAT(1).

Dimostrazione. Sia v un vertice di K complesso metrico. Per il Teorema [1.26] esiste
€ > 0 per cui B(v,¢€) ¢ isometrico ad una palla centrata nel vertice di C'(Lk(v, K)),
che per il Teor2.7 e il Cor2.§ & CAT(0) se e solo se Lk(v,K) & CAT(1). Per
l’Oss abbiamo che, in tal caso, ogni punto ha un intorno CAT(0). O

In particolare, per avere un criterio visivamente pit immediato, consideriamo
i complessi metrici 2-dimensionali K, per cui Lk(z, K) ¢ un grafo metrico la cui
lunghezza dei lati e pari all’angolo in x dei simplessi che contengono x. Abbiamo
che la condizione di essere CAT(1) diventa una condizione che riguarda i loop (come
definiti nell’Es[1.5.1)) in Lk(x, K), con x vertice. Vale il seguente teorema:

Teorema 4.1. Un complesso metrico euclideo 2-dimensionale K ha curvatura non
positiva se e solo se per ogni vertice v, ogni loop in Lk(v, K) ha lunghezza almeno
2.

Dimostrazione. Per il Criterio di Gromov, basta mostrare che un grafo metrico non
ha loop di lunghezza minore di 27 se e solo se ¢ CAT(1).

Se il grafo metrico & CAT(1), riscrivendo la dimostrazione della Prop[2.4(1) si
ha che ¢ unicamente m-geodetico. Se ci fosse un loop di lunghezza minore di 2,

spezzandolo a meta otterremmo due curve diverse di lunghezza minore di 7. Queste

49
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curve sarebbero geodetiche perché sarebbero le uniche, e quindi le piu corte, che
collegano i due punti.
Viceversa se non esistono loop di lunghezza minore di 27, allora ogni triangolo

geodetico di perimetro minore di 27 ¢ degenere, perché altrimenti sarebbe un loop.
[

Esempio 4.0.1. Diamo inizialmente due esempi semplici, ma che danno un’idea su

come controllare la condizione sui link del Teorema [4.1].

(1) Consideriamo il complesso metrico ottenuto attaccando sei triangoli come in
Figura [£.1 Quattro di questi sono rettangoli, gli altri due no; li attacchiamo

con isometrie in modo che I’angolo attorno ai vertici sia maggiore di 27. Infatti

A D
= =

Figura 4.1: Complesso metrico omeomorfo al cilindro. Gli attaccamenti considerati
sono contrassegnati da colori e frecce (i lati i azzurro sono gli unici non incollati).

il link del vertice al centro ¢ il grafo a destra nella Figura 4.2} in cui la somma
delle lunghezze dei vari lati € maggiore di 27, mentre il link degli altri vertici e
come il grafo al centro o il grafo a sinistra nella Figura[4.2] quindi non contiene
loop. Tuttiiloop hanno percio lunghezza maggiore di 27, per cui la condizione
del Teorema [4.1] ¢ soddisfatta.

[~

Figura 4.2: Link dei vertici del complesso in Figura .
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Il complesso considerato e quindi a curvatura non positiva, quindi il suo rivesti-
mento universale, che ¢ R x [0, 1], ammette una metrica CAT(0) (ovviamente
lo sapevamo: bastava prendere la metrica euclidea su R? e restringerla su
R x [0, 1]).

Consideriamo il complesso metrico in Figura , attaccando dei triangoli come
a formare una corona circolare. I triangoli rettangoli che attacchiamo sono

isometrici a quelli dell’esempio (1).

Figura 4.3: Complesso metrico omeomorfo a S! x [0, 1].

Su uno dei triangoli del complesso, ci costruiamo sopra uno spazio analogo
all’esempio (1), come in Figura . Cioe consideriamo lo spazio dell’esempio

(1), e attacchiamo il triangolo in basso a sinistra di Figf4.1] al triangolo in

basso a sinistra di Figl4.3|

Figura 4.4: Incolliamo il complesso considerato con lo spazio dell’esempio (1).
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Controlliamo ora i link dei vari vertici. Sul bordo interno della corona circolare,
I'unico link con loop € quello in basso a sinistra, dove abbiamo attaccato gli
altri triangoli. Su quest’ultimo, come nell’esempio (1), saranno presenti solo
loop di lunghezza maggiore di 27. I link di tutti gli altri vertici non hanno
loop. La condizione del Teor[4.1] & quindi soddisfatta.

Segue che il rivestimento universale ammette una metrica CAT(0), e in parti-
colare ¢ contraibile, cioe il complesso metrico ¢ asferico (anche in questo caso
lo sapevamo gia; il complesso metrico ¢ infatti omotopo ad un bouquet di due

circonferenze).

(3) Mostriamo che la superficie topologica chiusa e orientata ammette una metrica
completa e nonpositivamente curva se e solo se ha genere positivo.

Infatti se ¢ = 0 abbiamo la sfera, che non & asferica, e quindi per il Cor[3.]]
non ammette una tale metrica. Se invece g > 0, possiamo ottenere la superficie

triangolando un 4g-agono regolare, come in Figura 4.5

(a) Genere 2. (b) Genere 3.

Figura 4.5: Triangolazione delle superfici chiuse e orientate di genere 2 e 3.

Con queste triangolazioni le superfici non sono complessi simpliciali, ma suddi-
videndo baricentricamente ogni triangolo, come in Figura lo diventano. Suddi-
videndo in questo modo vengono aggiunti dei vertici, quindi dobbiamo controllare
anche i loro link. Ma questi sono tutti loop di lunghezza 27, quindi non creano
problemi per 'utilizzo del Criterio di Gromov.

Ci rimangono da controllare i vertici della prima suddivisione in Figura [4.5h.
Quello al centro ha come link un loop di di lunghezza 27, quindi va bene. I rima-
nenti vertici sul bordo dell’esagono (in Figura [4.5h) sono tutti identificati tra loro
dall’incollamento, quindi rimane un solo vertice da controllare.

Gli angoli interni di un n-poligono regolare hanno valore 7w(n — 2)/n, che & cre-

scente per n > 2 e vale 2 per n = 4, quindi il link nel vertice sara un grafo metrico
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Figura 4.6: Suddivisione baricentrica del complesso in Figura , in modo da farlo
diventare un complesso simpliciale.

con un loop di lunghezza non minore di 2. La condizione del Teord.1] & dunque
soddisfatta.
(Il Criterio di Gromov vale anche per complessi poliedrali localmente finiti, per

cui anche la triangolazione in andava bene.)

4.1 Un particolare tipo di esempi

Ora un paio di esempi semplici per ”giocare” un po’ con i complessi metrici.

In [Hat02] pag.52 viene spiegato come, dato un gruppo G' = (g, | 73), costruire un
CW-complesso con gruppo fondamentale GG. L’idea ¢ quella di prendere un bouquet
di circonferenze, dove ogni circonferenza rappresenta un generatore g,, e attaccarci
delle 2-celle nei loop dati dalle relazioni rg.

Vogliamo utilizzare una costruzione analoga, con i complessi metrici al posto dei
CW-complessi. Quindi dato un gruppo G = (g, |73), vogliamo se possibile ottene-
re uno complesso metrico a curvatura non positiva utilizzando il Criterio di Gro-
mov, ottenendo quindi un K (G, 1), cioe uno spazio topologico asferico con gruppo

fondamentale G (lo spazio sara asferico per il Corollario .

Esempio 4.1.1. (1) Sia G = (a,b|a*» =1). Consideriamo il complesso metrico
in Figura svolgera il ruolo del bouquet di circonferenze spiegato so-
pra. Questo e formato da due triangoli al posto delle due circonferenze, da-
to che il triangolo ¢ il complesso simpliciale pit semplice per descrivere una

circonferenza.

I tre lati del triangolo in alto li prendiamo di lunghezza 1/3, mentre del trian-
golo in basso di lunghezza 2/3. 1l triangolo sopra rappresenta il generatore a,

mentre quello sotto il generatore b.
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(a) Bouquet (b) 2-cella

Figura 4.7: Complessi metrici per costruire il K (G, 1).

Ora, se lavorassimo con i CW-complessi, dovremmo attaccare una 2-cella al

cammino dato da a?b.

Dato che lavoriamo con complessi metrici, prendiamo come 2-cella un triangolo
T, con l'ipotenusa di lunghezza 2 e i cateti di lunghezza 1, e triangoliamolo
come in Figura [4.7b] La triangolazione serve per attaccare il Bouquet e la
2-cella, in modo da ottenere un complesso metrico. Ogni lato del bordo di T’
deve quindi essere diviso in tre segmenti di lunghezza 1/3 per i cateti e 2/3

per l'ipotenusa, in modo da poterli incollare al Bouquet.

L’attaccamento della due celle sara quindi quello in figura[4.8], cioe incollando il
bordo al cammino a?b del bouquet. Avremo quindi due lati del bordo incollati
lungo il cammino a (il triangolo in alto del bouquet) e 'altro lato incollato

lungo il cammino b (il triangolo in basso del bouquet).

Osserviamo che con questo incollamento non abbiamo pitl un complesso sim-
pliciale, ma possiamo supporre che lo sia a meno di una suddividere baricentri-
camente. Infatti i vertici aggiunti con la suddivisione baricentrica hanno tutti
un loop di lunghezza 27 come link (come nell’Esempio [£.0.1[3)), quindi non
danno problemi per il Criterio di Gromov. Quindi considereremo solo i link
nei vertici del complesso senza la suddivisione baricentrica (quello in Figura
4.8h)).

Ora controlliamo i loop nei link dei vertici. Osserviamo che, per come abbia-
mo incollato, il complesso metrico ha 5 vertici A, B, C, B’,C" (in figura quelli

equivalenti sono indicati dalla stessa lettera).

I vertici C' e B hanno come link una circonferenza di raggio 27. I link nei

restanti vertici A, C’, B’ invece non hanno loop. La condizione del Teorema

[.1]é quindi soddisfatta. Abbiamo ottenuto un K(G, 1) per G = {a,b|a’b = 1).
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B

c’

el
NN N

A

(a) Bouquet (b) Triangolo T" usato come 2-cella

Figura 4.8

(Osserviamo come G ¢ isomorfo a Z, per cui come K (G, 1) bastava prendere

S!, che ¢ a curvatura non positiva).

Sia G = (a,b|a*h® =1). Procediamo come nell’esercizio precedente, ma

cambiando la 2-cella.

Prendiamo un quadrato, e lo triangoliamo come in Figura Consideriamo
il bouquet di triangoli dell’esercizio precedente , prendendo pero tutti i
lati della stessa lunghezza, e incolliamo il bordo del quadrato al bouquet come
in ﬁguram (I'incollamento sul bouquet e quello dell’esercizio precedente, in
Figura .

Anche in questo caso il complesso non e simpliciale, ma vale lo stesso discorso

dell’esempio precedente, per cui possiamo considerare solamente i vertici di

questo complesso, e non quelli aggiunti tramite la suddivisione baricentrica.

A S ¢ S5y B yy oA
7 7 777
N
N v
\
B c’
14
N\
N v
(o B
v
N v
v
4-44 44 yal
A AR e AR q A
(a) 2-cella (b) attaccamento 2-cella

Figura 4.9: Attaccamento del bouquet con il bordo della 2-cella.
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Controlliamo i link. I vertici C, B,C’, B" hanno un intorno come quelli in
figura [4.10a], quindi ogni loop nei link dei vertici ha lunghezza non minore di
2m. Per il vertice A 'intorno e come quello in figura quindi anche qua

il link del vertice non ha loop di lunghezza minore di 27.

La condizione del Teor[4.1] & soddisfatta, dunque il complesso costruito & un
K(G,1) per G = (a,b|a®b? = 1).

SN Y N VS A
2 2 e e 4
1‘ ‘\ / |‘ lr
N g N NG ’/ s

(a) Intorno dei vertici B, C, B, C’ rispettivamente.

y// A ///
—‘—/WT—%*
// / v///

(b) Intorno del vertice A.

Figura 4.10: Intorno dei vertici del complesso.
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