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Introduzione

Motivazione e contesto delle equazioni di Kolmogorov

Le equazioni di Kolmogorov rivestono un ruolo fondamentale nella teoria dei processi sto-

castici, descrivendo l'evoluzione temporale delle densità di probabilità associate a sistemi

dinamici in�uenzati da fenomeni aleatori. Grazie alla loro versatilità, queste equazio-

ni trovano applicazione in numerosi campi scienti�ci, dalla �sica statistica alla �nanza

matematica, o�rendo un quadro teorico rigoroso per modellare variabili come velocità,

posizione e prezzi di asset �nanziari.

L'origine di tali equazioni può essere illustrata considerando un processo stocastico bidi-

mensionale (Vt, Yt)t≥0, generato da un moto browniano standard (Wt)t≥0. La dinamica del

processo è descritta dalle seguenti equazioni:

Vt = v0 + σWt, Yt = y0 +

∫ t

0

Vs ds,

dove Vt rappresenta la velocità e Yt la posizione. In particolare, Vt evolve a partire dalla

velocità iniziale v0, in�uenzata da un disturbo stocastico proporzionale a σ, mentre Yt

varia come integrale della velocità.

La densità di probabilità associata al processo (Vt, Yt), indicata con

p = p (t, v, y, v0, y0) ,

soddisfa una speci�ca equazione di�erenziale parabolica degenere, nota come equazione

di Kolmogorov :
1

2
σ2∂

2p

∂v2
+ v

∂p

∂y
=
∂p

∂t
, t > 0, (v, y) ∈ R2.

Questa equazione si distingue per la sua natura degenere: il termine di�usivo

1

2
σ2∂

2p

∂v2
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opera esclusivamente sulla variabile v, mentre il termine di trasporto

v
∂p

∂y

collega le variabili v e y senza introdurre di�usione diretta lungo y. Tale peculiarità

rappresenta una s�da analitica, poiché l'assenza di di�usione completa può in�uire sulla

regolarità delle soluzioni.

Nel 1934, Kolmogorov dimostrò che, per ogni t > 0, la densità p è una funzione regolare

nonostante la degenerazione dell'equazione. Questo risultato, sorprendente per l'epoca, è

spiegato dalla proprietà di ipoellitticità. Tale concetto, successivamente formalizzato da

Hörmander, stabilisce che l'operatore di�erenziale associato

L :=
1

2
σ2 ∂

∂v2
+ v

∂

∂y
− ∂

∂t
,

propaga la regolarità delle soluzioni, anche in presenza di di�usione limitata a una sola

variabile.

Un caso emblematico si veri�ca quando σ = 1, in cui l'equazione di Kolmogorov ammette

una soluzione esplicita per la densità p, derivata da Kolmogorov stesso ([11]):

p =

√
3

2πt2
exp

(
−(v − v0)2

t
− 3

(v − v0) (y − y0 − tv0)

t2
− 3

(y − y0 − tv0)2

t3

)
.

Questo esempio evidenzia il potenziale dell'ipoellitticità come strumento analitico per ga-

rantire la regolarità delle soluzioni e studiarne le proprietà. Più in generale, tale proprietà

consente di analizzare sistemi stocastici complessi e di derivare formule di valore me-

dio fondamentali per comprendere le caratteristiche dinamiche e statistiche di operatori

di�erenziali degeneri.

Le formule di valore medio: dal Laplaciano agli operatori

di Kolmogorov

Le formule di valore medio rappresentano uno strumento fondamentale nell'analisi delle

equazioni di�erenziali parziali, fornendo una caratterizzazione precisa delle funzioni ar-

moniche nel contesto del Laplaciano. Sia Ω ⊂ RN un dominio aperto e sia u ∈ C2 (Ω) una

funzione armonica, ovvero una funzione che soddisfa l'equazione ∆u = 0 in Ω. Per ogni
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palla Br (x) ⊂ Ω, centrata in x e di raggio r, valgono le seguenti formule di valore medio:

u (x) =
1

HN−1 (∂Br (x))

∫
∂Br(x)

u (y) dHN−1 (y) ,

u (x) =
1

LN (Br (x))

∫
Br(x)

u (y) dy.

Qui, HN−1 rappresenta la misura di Hausdor� di dimensione N − 1, che corrisponde alla

misura della super�cie, mentre LN denota la misura di Lebesgue di dimensione N , ovvero

il volume. La prima formula esprime il valore di u in x come media sul bordo della palla

∂Br (x), mentre la seconda lo interpreta come media sul volume interno della palla Br (x).

Queste identità non solo caratterizzano le funzioni armoniche, ma costituiscono il fonda-

mento di risultati importanti come il principio del massimo forte e la disuguaglianza di

Harnack. Il principio del massimo forte a�erma che una funzione armonica non costante

raggiunge il proprio massimo solo sul bordo del dominio. La disuguaglianza di Harnack,

invece, stabilisce che per ogni funzione armonica non negativa esiste una costante C > 0

tale che:

sup
Br(x)

u ≤ C inf
Br(x)

u,

per ogni palla B4r (x) ⊂ Ω. Questi risultati evidenziano le proprietà strutturali delle fun-

zioni armoniche e il controllo che le formule di valore medio forniscono sul comportamento

delle soluzioni.

Formule di valore medio per l'operatore del calore

Un'estensione naturale delle formule di valore medio si trova nel contesto dell'operatore

del calore ∂t −∆. In questo caso, le palle euclidee vengono sostituite da insiemi parabo-

lici, che ri�ettono la natura spazio-temporale dell'equazione. Studi pionieristici in questa

direzione sono stati condotti da Pini [17] e Hadamard [8], che hanno introdotto versioni

paraboliche delle formule di valore medio, consentendo un'analisi rigorosa delle soluzioni

dell'equazione del calore.

Queste formule mantengono molte delle proprietà delle loro controparti ellittiche, come il

principio del massimo forte e la disuguaglianza di Harnack, adattate al contesto parabo-

lico. Tale estensione evidenzia l'unità concettuale tra il caso ellittico e quello parabolico,

dimostrando la coerenza teorica tra diversi tipi di equazioni di�erenziali.
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Estensione alle equazioni di Kolmogorov

Le formule di valore medio trovano una naturale generalizzazione anche nel contesto de-

gli operatori di Kolmogorov, come quelli descritti in precedenza. Tuttavia, l'estensione

richiede signi�cativi adattamenti delle tecniche classiche. Invece delle palle euclidee o pa-

raboliche, si utilizzano insiemi di super-livello de�niti tramite la soluzione fondamentale

dell'operatore.

Sia Γ (z0; z) la soluzione fondamentale di un operatore di Kolmogorov ipoellittico, con

z0 ∈ RN+1 punto iniziale e r > 0 un parametro. L'insieme di super-livello si de�nisce

come:

Ωr (z0) :=

{
z ∈ RN+1 : Γ (z0; z) >

1

r

}
.

Nel caso di operatori con coe�cienti costanti, la soluzione fondamentale può essere espres-

sa in forma esplicita e il bordo topologico ∂Ωr (z0) si con�gura come una varietà liscia.

Questa regolarità consente l'uso di strumenti analitici come il teorema della divergenza e

la formula di co-area, che permettono di derivare formule di valore medio speci�che per

gli operatori ipoellittici.

Queste generalizzazioni conducono a versioni ipoellittiche della disuguaglianza di Harnack

e consolidano il legame profondo tra le proprietà delle soluzioni di operatori ellittici, para-

bolici e ipoellittici. In de�nitiva, le formule di valore medio dimostrano la loro centralità

e versatilità nell'analisi di sistemi matematici complessi.

Obiettivi della tesi

L'obiettivo principale di questa tesi è sviluppare una teoria completa delle formule di

valore medio per gli operatori di Kolmogorov con coe�cienti costanti. Questo lavoro si

basa su un approccio che combina metodi classici dell'analisi matematica con tecniche

avanzate. Due classi fondamentali di formule vengono introdotte e analizzate:

1. Formule basate sul teorema della divergenza e sulla formula di co-area, che forniscono

una base analitica solida per derivare risultati generali.

2. Formule ottenute tramite il metodo della discesa di Hadamard, che permettono di

costruire formule con nuclei regolari, ampliando il dominio di applicabilità.
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Questo duplice approccio consente di approfondire la comprensione teorica delle formule

di valore medio e di estenderne l'utilizzo a contesti più generali.

Le formule di valore medio si dimostrano fondamentali per studiare le proprietà qualitative

delle soluzioni degli operatori ipoellittici. Tra le principali applicazioni sviluppate in

questa tesi si annoverano:

� Versioni ipoellittiche della disuguaglianza di Harnack e del principio del massimo

forte.

� Un teorema unilaterale di tipo Liouville per particolari classi di operatori di Kol-

mogorov.

Questi risultati evidenziano come le proprietà di regolarità e simmetria tipiche degli

operatori ellittici e parabolici possano essere estese e adattate al caso degli operatori

degeneri.

Struttura della tesi

La tesi è articolata in cinque capitoli, organizzati come segue:

Capitolo 1: Operatori di Kolmogorov e ipoellitticità

In questo capitolo vengono introdotti gli operatori di Kolmogorov con coe�cienti costanti

e il concetto di ipoellitticità. Si fornisce una caratterizzazione rigorosa delle condizioni

necessarie e su�cienti a�nché un operatore del secondo ordine sia ipoellittico, con parti-

colare attenzione alla struttura matriciale sottostante.

Capitolo 2: Simmetrie e struttura di gruppo

Si analizzano le simmetrie intrinseche degli operatori di Kolmogorov, quali traslazioni e

dilatazioni, e la loro in�uenza sulle soluzioni. Viene discusso il ruolo della struttura di

gruppo associata agli operatori nello studio delle loro proprietà fondamentali.

Capitolo 3: Stime asintotiche e comportamento globale

Il capitolo si concentra sulle stime asintotiche che collegano l'operatore di Kolmogorov

alla sua parte principale. Tali stime sono cruciali per descrivere il comportamento delle

soluzioni su domini estesi e per sviluppare analisi qualitative e quantitative.

Capitolo 4: Formule di valore medio per gli operatori di Kolmogorov
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Questo capitolo costituisce il nucleo della tesi. La prima sezione è dedicata alle formule

di valore medio derivate utilizzando strumenti classici, come il teorema della divergenza

e la formula di co-area. Nella seconda sezione vengono introdotte formule più ra�nate,

basate sul metodo della discesa di Hadamard, caratterizzate da nuclei regolari e maggiore

generalità.

Capitolo 5: Applicazioni delle formule di valore medio

In quest'ultimo capitolo si esplorano le applicazioni delle formule di valore medio a

problemi speci�ci, tra cui:

� Varianti ipoellittiche della disuguaglianza di Harnack.

� Versioni generalizzate del principio del massimo forte.

� Un teorema unilaterale di tipo Liouville.

In particolare, vengono presentate diverse varianti della disuguaglianza di Harnack e del

principio del massimo forte, nonché un teorema unilaterale di tipo Liouville per particolari

classi di operatori di Kolmogorov. Questi risultati mettono in evidenza la potenza e la

versatilità delle formule di valore medio nell'analisi di operatori di�erenziali alle derivate

parziali.
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Capitolo 1

Operatori di Kolmogorov a Coe�cienti

Costanti

In questo capitolo viene introdotto in modo formale l'operatore di Kolmogorov con coef-

�cienti costanti, accompagnato da un'analisi dettagliata delle sue principali proprietà

strutturali e funzionali. Un'attenzione particolare è rivolta al concetto di ipoellitticità nel

contesto degli operatori di�erenziali del secondo ordine, con una descrizione approfondita

delle condizioni necessarie e su�cienti per la sua validità.

1.1 Nozioni Preliminari

Sia z = (x, t) = (x1, . . . , xN , t) ∈ RN+1, dove x ∈ RN rappresenta la componente spaziale

e t ∈ R quella temporale. Consideriamo un operatore di�erenziale del secondo ordine

de�nito nella forma:

L = divx (A∇x) + 〈x,B∇x〉 − ∂t, (1.1)

dove ∇x = (∂x1 , . . . , ∂xN ) rappresenta il gradiente rispetto alle variabili spaziali, e divx

denota la divergenza rispetto alla variabile x. Le matrici A = (ai,j)i,j=1,...,N e B =

(bi,j)i,j=1,...,N sono matrici reali costanti di dimensione N × N , con A simmetrica e se-

mide�nita positiva.

Il termine 〈x,B∇x〉 descrive una deriva lineare nello spazio, che rappresenta dinamiche

non conservative, mentre il termine −∂t introduce l'evoluzione temporale. Qui 〈·, ·〉 indica

il prodotto scalare standard in RN .

Questa formulazione estende la de�nizione classica degli operatori di Kolmogorov inclu-
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dendo fenomeni di di�usione combinati a drift lineari. La scelta di coe�cienti costanti

consente di sempli�care l'analisi del comportamento asintotico delle soluzioni, o�rendo

una base per derivare proprietà analitiche generali.

Lo studio dell'operatore L si fonda sulle metodologie sviluppate in [1] e [18], che costitui-

scono il riferimento teorico principale per questa trattazione.

1.2 Ipoellitticità e Soluzione Fondamentale

In questa sezione viene introdotto il concetto di ipoellitticità, elemento fondamentale

nell'analisi degli operatori di�erenziali. Analizzeremo tale proprietà per un operatore del

secondo ordine L, de�nito su un aperto Ω ⊂ RN+1.

De�nizione 1.2.1. Un operatore di�erenziale L si dice ipoellittico se, per ogni soluzione

distribuzionale u ∈ L1
loc (Ω) dell'equazione Lu = f , vale la seguente implicazione:

f ∈ C∞ (Ω) =⇒ u ∈ C∞ (Ω) .

Questa de�nizione stabilisce una stretta connessione tra la regolarità delle soluzioni del-

l'operatore L e quella del termine sorgente f .

Nel celebre lavoro di Hörmander [9], è stato dimostrato che l'ipoellitticità dell'operatore

de�nito in (1.1) è equivalente alla seguente condizione algebrica:

Ker (A) non contiene sottospazi non banali invarianti rispetto a B. (1.2)

Per meglio comprendere tale condizione, si introducono due matrici associate all'operatore,

che dipendono dal parametro t ∈ R:

E (t) = exp
(
−tBT

)
, (1.3)

C (t) =

∫ t

0

E (s)AET (s) ds. (1.4)

Hörmander ha dimostrato che la condizione (1.2) è equivalente al richiedere che:

C (t) > 0, ∀t > 0, (1.5)

ossia, la matrice C (t) deve essere de�nita positiva per ogni t > 0. Questo requisito

garantisce che l'operatore possieda una e�cace capacità di propagazione delle informazioni

spaziali.
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La condizione (1.5) può essere reinterpretata in termini geometrici utilizzando campi

vettoriali associati all'operatore. Si considerino i seguenti operatori di�erenziali del primo

ordine:

Xj =
N∑
k=1

aj,k∂xk , j = 1, . . . , N, e Y = 〈x,B∇x〉, (1.6)

dove Xj rappresenta combinazioni lineari delle derivate spaziali, con pesi determinati dai

coe�cienti della matrice A, mentre Y descrive una deriva lineare associata alla matrice

B.

In questo contesto, la condizione (1.5) risulta equivalente al criterio di Hörmander:

rank (Lie {X1, . . . , XN , Y } (x)) = N, ∀x ∈ RN , (1.7)

dove Lie {X1, . . . , XN , Y } denota l'algebra di Lie generata dagli operatori X1, . . . , XN , Y .

Questa condizione garantisce che l'algebra di Lie generata da tali campi vettoriali sia

su�cientemente ricca da coprire l'intero spazio RN . Ciò implica che la di�usione associata

all'operatore L possa raggiungere ogni direzione dello spazio, confermando l'ipoellitticità.

Proposizione 1.2.2. Le condizioni (1.2), (1.5) e (1.7) sono equivalenti.

Dimostrazione. Per dimostrare l'equivalenza, analizziamo ciascuna coppia di condizioni,

dimostrando come una implichi l'altra.

Passo 1: (1.5) implica (1.9)

Poiché A è una matrice simmetrica e semide�nita positiva, segue che C (t) ≥ 0 per ogni

t > 0. Inoltre, �ssato ξ ∈ RN , la funzione t 7→ 〈C (t) ξ, ξ〉 è monotona non decrescente.

Se la condizione (1.5) non fosse veri�cata, esisterebbero t > 0 e ξ 6= 0 tali che:

〈C (s) ξ, ξ〉 = 0, ∀s ∈ (0, t] .

Sostituendo nella de�nizione di C (t) data in (1.4), otteniamo:

〈AET (s) ξ, ET (s) ξ〉 = 0, ∀s ∈ (0, t] .

Da ciò segue che:

AET (s) ξ = 0, ∀s ∈ (0, t] .

Utilizzando lo sviluppo in serie di Taylor della matrice esponenziale E (s) = exp
(
−sBT

)
,

possiamo scrivere:

ET (s) =
∞∑
k=0

(−1)k sk

k!

(
BT
)k
.
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Inserendo questa espressione, otteniamo:(
∞∑
k=0

(−1)k sk

k!
ABk

)
ξ = 0, ∀s ∈ (0, t] .

Da ciò deduciamo che:

ABkξ = 0, ∀k ≥ 0. (1.8)

Passo 2: (1.9) implica (1.5).

Supponiamo che ABkξ = 0 per ogni k ≥ 0. Allora, per costruzione, 〈C (t) ξ, ξ〉 = 0 per

ogni t > 0. Questo contraddice la de�nizione di C (t) > 0 per ogni t > 0 a meno che

ξ = 0. Questo dimostra l'equivalenza tra la condizione (1.5) e la seguente:

ABkξ = 0, ∀k ≥ 0 =⇒ ξ = 0. (1.9)

Passo 3: (1.2) è equivalente a (1.9).

Consideriamo lo spazio:

V =
{
ξ ∈ RN : ABkξ = 0, ∀k ≥ 0

}
.

Questo spazio V è il più grande sottospazio B-invariante contenuto in Ker (A). La con-

dizione (1.9) richiede che V = {0}. Questo equivale a dire che Ker (A) non contiene

sottospazi non banali invarianti per B, che è esattamente la condizione (1.2).

Passo 4: (1.9) è equivalente a (1.7).

La condizione di Hörmander (1.7) richiede che l'algebra di Lie generata dagli operatori

X1, . . . , XN , Y abbia rango massimo N . Questo è equivalente a dire che non esistono

vettori ξ 6= 0 tali che ABkξ = 0 per ogni k ≥ 0, il che corrisponde alla condizione (1.9).

Conclusione.

Abbiamo dimostrato che le condizioni (1.2), (1.5) e (1.7) sono tutte equivalenti.

Osservazione 1.2.3. Dalla dimostrazione della Proposizione 1.2.2, si deduce che la

condizione (1.5) è equivalente alle seguenti a�ermazioni:

(a) Esiste t > 0 tale che C (t) è de�nita positiva;

(b) Per ogni t < 0, C (t) non è de�nita positiva;

(c) Esiste t < 0 tale che C (t) non è de�nita positiva.
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Le equivalenze appena enunciate mettono in evidenza il legame tra la positività di C (t)

su determinati intervalli temporali e le sue proprietà di invertibilità. Tali condizio-

ni sono strettamente correlate alla condizione di Hörmander (1.7), la quale garantisce

l'ipoellitticità dell'operatore L.

De�nizione 1.2.4. Denotiamo con K la classe degli operatori di Kolmogorov della for-

ma (1.1), che soddisfano la condizione di Hörmander (1.7) o, in maniera equivalente, le

condizioni (1.2) e (1.5).

Gli operatori appartenenti alla classe K rappresentano una generalizzazione signi�cativa

degli operatori ellittici classici. Per tali operatori, esiste una soluzione fondamentale

esplicita, come discusso in [9]. Quando la condizione (1.5) è soddisfatta, la soluzione

fondamentale assume la forma:

Γ (z; ζ) = Γ (x, t; ξ, τ) = Γ (x− E (t− τ) ξ, t− τ) , z = (x, t) , ζ = (ξ, τ) , (1.10)

dove Γ (x, t) = Γ (x, t; 0, 0) (il caso con il polo nell'origine) è data da:

Γ (x, t) =


0, se t ≤ 0,

(4π)−
N
2√

det(C(t))
exp

(
−1

4
〈C−1 (t)x, x〉 − t tr (B)

)
, se t > 0.

(1.11)

La funzione Γ (·; ζ) costituisce una soluzione fondamentale per l'operatore L appartenente

alla classe K e gode delle seguenti proprietà:

� Regolarità: Γ ∈ C∞
(
RN+1 \ ζ

)
, ovvero è in�nitamente di�erenziabile su RN+1

eccetto nel punto ζ, dove presenta una singolarità.

� Ben de�nita: Poiché C (t) è de�nita positiva per ogni t > 0, la funzione Γ risulta

ben de�nita per tali tempi.

In virtù del suo ruolo di soluzione fondamentale per l'operatore L, Γ consente di rappre-

sentare funzioni test u ∈ C∞0
(
RN+1

)
mediante la seguente formula:

u (z) = −
∫
RN+1

[Γ (z, ·)L (u)] (ζ) dζ.

Tale espressione fornisce una rappresentazione esplicita di u in termini della soluzione

fondamentale Γ, evidenziando come quest'ultima agisca da nucleo per l'operatore L su

RN+1.
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1.3 Struttura a Blocchi delle Matrici A e B

In questa sezione si esamina la struttura a blocchi delle matrici A e B, evidenziando

come essa sia correlata alla classe degli operatori di Kolmogorov K. Per ogni k ≥ 0 e

j = 1, . . . , N , si de�niscono i campi vettoriali iterati nel seguente modo:

X(j,0) = Xj, X(j,k+1) =
[
X(j,k), Y

]
, (1.12)

dove Xj e Y sono de�niti in (1.6). Un operatore di�erenziale generico Z =
∑N

k=1 ck∂xk

viene identi�cato con il vettore dei suoi coe�cienti c = (c1, . . . , cN).

Si de�niscono quindi i sottospazi generati dai campi vettoriali iterati come segue:

Vk = span
{
X(j,i) : j = 1, . . . , N, i = 0, . . . , k

}
, k ≥ 0. (1.13)

La condizione di Hörmander (1.7) garantisce l'esistenza di un intero r ≥ 0 tale che Vr =

RN . Si de�nisce dunque:

r = min
{
k ≥ 0 : Vk = RN

}
.

Il numero r rappresenta il minimo indice per cui l'insieme dei campi vettoriali generati

raggiunge il rango massimo in RN .

Ogni campo X(j,k) corrisponde alla j-esima riga della matrice ABk. Ciò permette di

esprimere Vk come:

Vk =
(
ker (A) ∩ ker (AB) ∩ · · · ∩ ker

(
ABk

))⊥
. (1.14)

Ne consegue la seguente successione di sottospazi:

V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vr = RN ,

con Vi 6= Vi−1 per ogni 1 ≤ i ≤ r. Qualora per un certo i ≥ 1 si avesse Vi = Vi−1, si

avrebbe Vk = Vk−1 per ogni k ≥ i, in contraddizione con la minimalità di r.

Per descrivere le dimensioni di tali sottospazi, si introducono i seguenti parametri:

p0 = dim (V0) , pi = dim (Vi)− dim (Vi−1) , 1 ≤ i ≤ r.

Si dirà che un insieme {u1, . . . , uN} costituisce una base canonica di RN per l'operatore

(1.1) se rappresenta una base ortonormale che rispetta la struttura a catena dei sottospazi

V0, . . . , Vr. In altre parole, ciascun sottospazio Vi è generato dai primi p0 + p1 + · · · + pi

vettori della base {u1, . . . , uN}.
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Proposizione 1.3.1. Sia L ∈ K un operatore di tipo Kolmogorov, e si consideri una

base canonica di RN per L. Rispetto a tale base, le matrici A e B presentano la seguente

struttura a blocchi:

A =


A0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0

 , (1.15)

e

B =



∗ B1 0 · · · 0

∗ ∗ B2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

∗ ∗ ∗ · · · Br

∗ ∗ ∗ · · · ∗


, (1.16)

dove i blocchi soddisfano le seguenti proprietà:

A0 è una matrice quadrata non singolare di rango p0; (1.17)

Bj è una matrice pj−1 × pj di rango pj, per j = 1, 2, . . . , r; (1.18)

p0 ≥ p1 ≥ · · · ≥ pr ≥ 1, p0 + p1 + · · ·+ pr = N ; (1.19)

i blocchi denotati con ∗ nella matrice B possono assumere valori arbitrari. (1.20)

Viceversa, se le matrici A e B soddisfano le condizioni (1.15)�(1.20), allora l'insieme di

vettori {e1, . . . , eN}, de�nito come

ei =
(

0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . . , 0

)
, i = 1, . . . , N,

costituisce una base canonica di RN per l'operatore L.

Dimostrazione. Supponiamo che {u1, . . . , uN} sia una base canonica di RN per l'operatore

L. Rispetto a tale base, si può dimostrare che la matrice A assume la forma speci�cata in

(1.15) e soddisfa la proprietà (1.17). Inoltre, si può riscrivere la matrice B in una forma

a blocchi:

B =


B0,0 B0,1 B0,2 · · · B0,r

B1,0 B1,1 B1,2 · · · B1,r

...
...

...
. . .

...

Br,0 Br,1 Br,2 · · · Br,r

 ,
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dove ciascun blocco Bi,j è una matrice di dimensioni pi × pj.

Consideriamo ora il prodotto AB:

AB =


A0B0,0 A0B0,1 A0B0,2 · · · A0B0,r

0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 .

Poiché la j-esima riga di AB rappresenta X(j,1), si ha che

X(j,1) ∈ Vj = span
{
X(j,0), X(j,1) : j = 1, . . . , N

}
.

Ne consegue che A0B0,2 = 0, . . . , A0B0,r = 0 e rank (A0B0,1) = p1. Poiché A0 è non

singolare, si deduce che B0,2 = 0, . . . , B0,r = 0 e rank (B0,1) = p1. Da ciò, B1 = B0,1 è una

matrice p0 × p1, e si ottiene p1 ≤ p0.

Passiamo ora al prodotto AB2 = (AB)B. La matrice B può essere rappresentata come:

B =


∗ B1 0 · · · 0

B1,0 B1,1 B1,2 · · · B1,r

...
...

...
. . .

...

Br,0 Br,1 Br,2 · · · Br,r

 ,

e il prodotto AB2 risulta:

AB2 =


∗ ∗ A0B1B1,2 · · · A0B1B1,r

0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 .

Poiché la j-esima riga di AB2 rappresenta X(j,2), applicando lo stesso ragionamento,

otteniamo che rank (A0B1B1,2) = p2 e

A0B1B1,3 = 0, . . . , A0B1B1,r = 0. (1.21)

Dato che rank (B1,2) ≥ rank ((A0B1)B1,2) e B2 = B1,2 è una matrice di dimensioni p1×p2,

segue che rank (B2) = p2 e p2 ≤ p1.

Inoltre, poiché Ker (A0B1) = {0} (essendo A0B1 di rango p1), dall'equazione (1.21) segue
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che B1,3 = 0, . . . , B1,r = 0. Pertanto, la matrice B assume la seguente struttura a blocchi:

B =



∗ B1 0 0 · · · 0

∗ ∗ B2 0 · · · 0

B2,0 B2,1 B2,2 B2,3 · · · B2,r

...
...

...
...

. . .
...

Br,0 Br,1 Br,2 Br,3 · · · Br,r


.

Iterando questo procedimento, si ottiene la struttura desiderata per B, completando così

la dimostrazione della prima parte della proposizione.

Viceversa, se le matrici A e B soddisfano la forma speci�cata nelle equazioni (1.15)�(1.20),

allora, per ogni indice i, il prodotto ABi può essere espresso come:

ABi =


∗0 · · · ∗i−1 Ci 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

 ,

dove ∗j rappresenta un blocco p0 × pj e Ci = A0B1 · · ·Bi è una matrice p0 × pi di rango

pi. Per convenzione, si assume che C0 = A0 quando i = 0.

Dalla relazione (1.13), considerando che X(j,k) rappresenta la j-esima riga di ABk, pos-

siamo concludere che:

Vk = span

(
eh : 0 ≤ h ≤

k∑
i=0

pi

)
, 0 ≤ k ≤ r.

In altre parole, l'insieme {e1, . . . , eN} costituisce una base ortonormale per i sottospazi

V0, . . . , Vr.

Osservazione 1.3.2. Sotto le ipotesi della Proposizione 1.3.1, l'operatore L può essere

rappresentato in una forma di particolare rilevanza, organizzata in termini di quadrati di

campi vettoriali. In particolare, se la matrice costante A è simmetrica e de�nita positiva,

esiste una matrice A
1
2 = (ãi,j)i,j=1,...,N , simmetrica e de�nita positiva, tale che A = A

1
2A

1
2 .

Questa proprietà permette di esprimere L come somma di quadrati di campi vettoriali

nella forma:

L =
N∑
i=1

X2
i + Y,

dove i campi vettoriali Xi e Y sono de�niti come:

Xi =
N∑
j=1

ãij∂xj , i = 1, . . . , N, Y = 〈x,B∇x〉 − ∂t.
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Tale rappresentazione si dimostra particolarmente vantaggiosa per lo studio del principio

del massimo forte applicato agli operatori appartenenti alla classe K.

Osservazione 1.3.3. Da questo momento in poi, per la classe di operatori K, conside-

reremo come base di RN la base canonica. In altri termini, le matrici costanti A e B

verranno assunte nella forma descritta dalle equazioni (1.15)-(1.20). Questa scelta non

solo sempli�ca l'analisi, ma garantisce anche una maggiore coerenza nei calcoli successivi.
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Capitolo 2

Operatori di Kolmogorov e Strutture di

Gruppo Invarianti

In questo capitolo ci proponiamo di analizzare la struttura di gruppo che emerge su RN+1

a partire dalle proprietà algebriche associate agli operatori di Kolmogorov. Tale struttura,

intrinsecamente non euclidea, è stata introdotta inizialmente nei lavori di Garofalo e Lan-

conelli [6] e successivamente sviluppata in maniera sistematica da Negrini e Scornazzani

[15], nonché da Lanconelli e Polidoro [18]. L'interesse verso questa struttura risiede nella

sua invarianza rispetto all'operatore L, una caratteristica che consente di approfondire

l'analisi delle proprietà geometriche e analitiche correlate.

Nella seconda parte del capitolo ci concentreremo su una sottoclasse di operatori di Kol-

mogorov, invariante rispetto a una famiglia speci�ca di dilatazioni. Analizzeremo le prin-

cipali proprietà di questa sottoclasse, mettendo in evidenza le conseguenze strutturali e

le implicazioni analitiche che ne derivano.

2.1 Gruppi di Lie

Introduciamo una struttura algebrica non commutativa su RN+1 che sostituisce la geo-

metria euclidea classica nell'ambito dello studio degli operatori di Kolmogorov. Sia L

un operatore appartenente alla classe K. De�niamo un'operazione tra due elementi

(x, t) , (ξ, τ) ∈ RN+1 come segue:

(x, t) ◦ (ξ, τ) = (ξ + E (τ)x, t+ τ) , (2.1)
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dove E (τ) è una matrice dipendente dal parametro τ . Tale operazione conferisce a RN+1

una struttura di gruppo non commutativa, la quale ri�ette la complessità delle simmetrie

proprie degli operatori di Kolmogorov.

Si può dimostrare che
(
RN+1, ◦

)
costituisce un gruppo, con elemento neutro (0, 0) e inverso

di un elemento (ξ, τ) de�nito dalla relazione:

(ξ, τ)−1 = (−E (−τ) ξ,−τ) , ∀ (ξ, τ) ∈ RN+1. (2.2)

Tale struttura di gruppo riveste particolare importanza poiché permette l'applicazione dei

metodi propri della teoria dei gruppi di Lie all'analisi dell'operatore L. L'introduzione di

questa struttura amplia in modo signi�cativo le possibilità di indagine, consentendo di

sfruttare le simmetrie intrinseche dell'operatore.

De�niamo, per ogni ζ ∈ RN+1, l'operatore di traslazione a sinistra `ζ :

`ζ : RN+1 7→ RN+1, `ζ (z) = ζ ◦ z. (2.3)

Un operatore L ∈ K si de�nisce invariante a sinistra rispetto al prodotto ◦ se soddisfa la

proprietà:

`ζ ◦ L = L ◦ `ζ , ∀ζ ∈ RN+1.

Tale invarianza si traduce in una simmetria per la soluzione fondamentale Γ (z; ζ) associata

all'operatore L, che soddisfa la relazione:

Γ (z; ζ) = Γ
(
ζ−1 ◦ z; 0

)
= Γ

(
ζ−1 ◦ z

)
, ∀z, ζ ∈ RN+1, z 6= ζ. (2.4)

Questa identità, derivata dalle equazioni (1.10), evidenzia come l'invarianza rispetto al

gruppo di traslazioni a sinistra sempli�chi signi�cativamente lo studio delle soluzioni,

permettendo di sfruttare appieno le simmetrie insite nel problema.

Osservazione 2.1.1. Sebbene l'attenzione sia rivolta prevalentemente agli operatori

ipoellittici della classe K, è importante sottolineare che la de�nizione del prodotto di Lie ◦

non dipende dalla condizione di Hörmander. Di conseguenza, la struttura di gruppo rima-

ne valida anche per operatori che, pur condividendo una forma analoga, non soddisfano

necessariamente i criteri di ipoellitticità. Tale osservazione apre interessanti prospettive

per lo studio di famiglie di operatori più ampie.
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2.2 La Sottoclasse K0

All'interno della vasta famiglia K degli operatori di Kolmogorov, emerge una sottoclasse

K0 di particolare interesse, contraddistinta dalla sua invarianza rispetto a speci�ci gruppi

di dilatazioni. Tale proprietà consente di indagare le simmetrie intrinseche degli operatori,

rivelando strutture geometriche e analitiche altrimenti di�cili da identi�care. Lo studio

della sottoclasse K0 o�re una prospettiva più approfondita sulle connessioni tra dinamiche

stocastiche e la geometria del problema.

De�nizione 2.2.1. Si de�nisce un gruppo di dilatazioni in RN+1 una famiglia di trasfor-

mazioni G =
{
λM
}
λ>0

, dove ciascuna dilatazione λM è parametrizzata da λ > 0 e agisce

su RN+1 tramite una matrice M , simmetrica e de�nita positiva.

Le dilatazioni appartenenti al gruppo G agiscono in maniera anisotropa sulle coordinate di

RN+1, scalando ciascuna direzione in accordo con i coe�cienti determinati dagli autovalori

di M .

De�nizione 2.2.2. Un operatore L ∈ K si dice omogeneo di grado 2 rispetto al gruppo

di dilatazioni G (o G-invariante) se soddisfa la seguente relazione:

L ◦ λM = λ2
(
λM ◦ L

)
, ∀λ > 0, (2.5)

oppure, in modo equivalente, se per ogni funzione test u ∈ C∞0
(
RN+1

)
, vale:

L
(
u
(
λMz

))
= λ2 (Lu)

(
λMz

)
, ∀λ > 0, z ∈ RN+1.

La condizione di invarianza sopra descritta implica che l'operatore L preserva la propria

struttura sotto l'azione delle dilatazioni appartenenti al gruppo G, modulando esclusi-

vamente un fattore di scala λ2. Questa simmetria sempli�ca l'analisi degli operatori,

consentendo di sfruttare le proprietà delle dilatazioni.

De�nizione 2.2.3. Denotiamo con K0 la famiglia degli operatori L ∈ K invarianti ri-

spetto a un gruppo di dilatazioni G. In altri termini, K0 comprende tutti gli operatori che

soddisfano la condizione di commutatività con le dilatazioni del gruppo G.

Questa proprietà di invarianza esercita un'in�uenza diretta sulla struttura dell'operatore

L e, in particolare, si ri�ette nella forma della matrice B associata. Per gli operatori

appartenenti a K0, la matrice B rimane invariata sotto le trasformazioni indotte dalle
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dilatazioni del gruppo G. In altre parole, la struttura di B non viene modi�cata dalle

dilatazioni, consentendo una caratterizzazione più dettagliata degli operatori L ∈ K0.

Questo approccio sfrutta le simmetrie per dedurre proprietà analitiche e geometriche

altrimenti meno evidenti.

Proposizione 2.2.4. Sia L ∈ K un operatore di Kolmogorov invariante rispetto a un

gruppo di dilatazioni G =
{
λM
}
λ>0

. Si a�erma che L è G-invariante se, e solo se, nella

forma canonica della matrice B, de�nita in (1.16), tutti i blocchi indicati con ∗ sono nulli.

Di conseguenza, la matrice B assume la seguente struttura:

B =



0 B1 0 · · · 0

0 0 B2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · Br

0 0 0 · · · 0


. (2.6)

In questo caso, il gruppo di dilatazioni ha la seguente forma:

λM = diag(λIp0 , λ
3Ip1 , . . . , λ

2r+1Ipr , λ
2), ∀λ > 0, (2.7)

dove Ik denota la matrice identità di dimensione k × k.

Tale struttura ri�ette come l'invarianza rispetto alle dilatazioni condizioni la forma della

matrice B, facilitando l'identi�cazione e l'analisi delle proprietà strutturali degli operatori

L nella classe K0.

Dimostrazione. Consideriamo un gruppo di dilatazioni G =
{
λM
}
λ>0

su RN+1, tale che

l'operatore L commuti con le trasformazioni di G. Denotiamo con (mi,j (λ))i,j=1,...,N+1 gli

elementi della matrice λM . Sia p un parametro reale e de�niamo le seguenti due funzioni:

u (z) = ept, v (z) = u
(
λMz

)
,

dove z = (x, t) ∈ RN+1. Poiché u dipende esclusivamente dalla coordinata temporale,

i termini di di�usione e di drift si annullano quando L viene applicato a u. Si ottiene

quindi:

(Lu)
(
λMz

)
= −pu

(
λMz

)
= −pv (z) .
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D'altra parte, calcoliamo Lv (z) esplicitando l'azione dell'operatore L su v (z). Proceden-

do, otteniamo:

Lv (z) =

(
p2

N∑
i,j=1

ai,jmN+1,i (λ)mN+1,j (λ)

+ p
N∑

i,j=1

bi,jzimN+1,j (λ)− pmN+1,N+1 (λ)

)
v (z) .

L'invarianza dell'operatore L rispetto al gruppo G impone la seguente relazione funzionale:

L
(
u
(
λMz

))
= λ2 (Lu)

(
λMz

)
, ∀λ > 0, ∀zi ∈ R, 1 ≤ i ≤ N.

Da tale uguaglianza è possibile ricavare le seguenti condizioni necessarie a�nché L risulti

essere G-invariante.

1. Condizione sui coe�cienti quadratici:

N∑
i,j=1

ai,jmN+1,i (λ)mN+1,j (λ) = 0.

Questa condizione implica l'annullamento completo dei termini quadratici nella

rappresentazione dell'operatore.

2. Condizione sui termini lineari:

N∑
i,j=1

bi,jzimN+1,j (λ) = 0.

Tale equazione richiede che la somma dei termini lineari si annulli per ogni z e λ.

3. Condizione sul termine costante:

mN+1,N+1 (λ) = λ2.

Questa uguaglianza stabilisce una relazione speci�ca tra il fattore di scala associato

al termine costante e la matrice di dilatazione.

Utilizzando la prima condizione e considerando la forma canonica della matrice A, de�nita

in (1.15), si deduce che:

mN+1,i (λ) = 0, per 1 ≤ i ≤ p0, ∀λ > 0. (2.8)
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Questo risultato implica che, per i primi p0 indici, i termini mN+1,i (λ) della matrice di

dilatazione devono necessariamente essere nulli per ogni valore di λ.

Analogamente, considerando la seconda equazione in combinazione con la condizione

precedente, si ottiene:

N∑
j=p0+1

bi,jmN+1,j (λ) = 0, per 1 ≤ i ≤ N. (2.9)

Questa relazione implica che i coe�cienti mN+1,j (λ), per j > p0, debbano soddisfare

speci�che condizioni di annullamento in funzione dei coe�cienti della matrice B. Poiché

B può essere rappresentata in forma a blocchi diagonale, come indicato in (1.16), possiamo

sfruttare la relazione (2.9) per derivare:

BT
1 (mp0+1,N+1, . . . ,mp0+p1,N+1)T = (0, . . . , 0)T ,

dove B1 è una matrice di dimensione p0 × p1 e rango p1 (con p1 ≤ p0). Questa relazione

implica direttamente che:

mN+1,i (λ) = 0, per p0 + 1 ≤ i ≤ p0 + p1, ∀λ > 0.

Estendendo questo ragionamento agli altri blocchi della matrice B, si arriva alla conclu-

sione generale:

mN+1,i (λ) = 0, per 1 ≤ i ≤ N, ∀λ > 0. (2.10)

Questa condizione evidenzia che tutti gli elementi della colonna mN+1,i (λ), con i ≤ N ,

devono essere nulli. Ciò ri�ette una struttura speci�ca della matrice di dilatazione coerente

con l'invarianza dell'operatore rispetto al gruppo di dilatazioni.

Passiamo ora a de�nire due funzioni di prova utili a veri�care ulteriormente le condizioni

di invarianza:

U (z) = epzi+qzj , V (z) = U
(
λMz

)
,

dove p, q, λ ∈ R e 1 ≤ i, j ≤ N . Consideriamo ora l'azione dell'operatore L su tali

funzioni. Calcoliamo (LU)
(
λMz

)
come segue:

(LU)
(
λMz

)
=

(
p2ai,i + 2pqai,j + q2aj,j +

N∑
h=1

(pbh,i + qbh,j)
(
λMz

)
h

)
V (z) .
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Procediamo ora con il calcolo di LV (z) espandendo in termini dei coe�cienti della matrice

A e delle componenti di λM :

LV (z) =

(
p2

N∑
h,k=1

ah,kmi,h (λ)mi,k (λ) + 2pq
N∑

h,k=1

ah,kmi,h (λ)mi,k (λ) ·

·
N∑

h,k=1

ah,kmi,h (λ)mj,k (λ) + q2

N∑
h,k=1

ah,kmj,h (λ)mj,k (λ)

+
N∑

h,k=1

bh,kzh (pmi,h (λ) + qmi,k (λ))

)
V (z) .

(2.11)

L'invarianza dell'operatore L rispetto al gruppo di dilatazioni G impone la seguente

relazione fondamentale:

(LV ) (z) = λ2 (LU)
(
λMz

)
, ∀λ > 0, z ∈ RN+1.

Pertanto, poiché i parametri p, q, i, j in (2.11) sono scelti arbitrariamente, le seguenti

equazioni di compatibilità devono essere soddisfatte:

λ2A = M (λ)AM (λ) , (2.12)

λ2M (λ)B = BM (λ) , (2.13)

dove M (λ) denota la matrice i cui elementi sono dati da (mi,j (λ))i,j=1,...,N .

Per procedere a un'analisi più dettagliata delle equazioni (2.12) e (2.13), consideriamo le

matrici M (λ) e B suddivise in blocchi di dimensione pi× pj. Denotiamo i singoli blocchi

come Mi,j (λ) e Bi,j, rispettivamente, con i, j = 0, . . . , r.

Partendo dall'equazione (2.12) e sfruttando la forma canonica della matrice A descritta

in (1.15), possiamo esprimere i blocchi della matrice A come segue:

λ2A0 = M0,0 (λ)A0M0,0 (λ) ,

Mi,0 (λ)A0M0,0 (λ) = 0, 1 ≤ i ≤ r.

Poiché la matrice M (λ) è de�nita positiva e simmetrica, ne consegue che anche M0,0 (λ)

deve essere simmetrica e de�nita positiva. Di conseguenza, possiamo concludere che:

M0,0 (λ) = λIp0 ,

e, in virtù della condizione di annullamento che coinvolge Mi,0 (λ), otteniamo:

Mi,0 (λ) = 0, 1 ≤ i ≤ r.
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Passiamo ora all'analisi dell'equazione (2.13), considerando la struttura a blocchi della

matrice B come descritto in (1.16):Bj−1,j = Bj, se 1 ≤ j ≤ r,

Bi,i+1 = 0, se 1 ≤ i ≤ r − 1.

Considerando l'equazione (2.13) per il blocco B0,0, si ottiene:

λ3B0,0 = λB0,0, ∀λ > 0,

da cui segue che:

B0,0 = 0.

Richiamando nuovamente l'equazione (2.13), procediamo con l'analisi dei blocchi B0,i:

λ3B0,i = B0,1M1,i (λ) , per 2 ≤ i ≤ r.

Poiché B0,1 = B1 è di rango massimo e si veri�ca che B0,i = 0 per ogni i ≥ 2, ne deriva

che i termini della matrice devono soddisfare le seguenti condizioni:

M1,1 (λ) = λ3Ip1 , M1,i (λ) = 0, 2 ≤ i ≤ r.

Questo schema si ripete iterativamente per ogni blocco della matrice, portando alla

conclusione generale sulla struttura di M (λ):

M (λ) = diag
(
λIp0 , λ

3Ip1 , . . . , λ
2r+1Ipr , λ

2
)
.

Inoltre, risulta che:

Bi,j = 0, quando i ≥ 0 e j ≤ i.

Questi risultati completano la dimostrazione della parte "solo se" della proposizione, di-

mostrando che, a�nché L sia G-invariante, le matrici M (λ) e B devono necessariamente

presentare la struttura indicata. In altre parole, l'invarianza impone precise proprietà

strutturali alle matrici associate, che si possono interpretare come vincoli speci�ci sulle

dilatazioni e sulle interazioni tra i termini quadratici e lineari dell'operatore di�erenziale.

La direzione "se" della proposizione è lasciata come esercizio. La dimostrazione di tale im-

plicazione è più diretta, poiché è su�ciente veri�care le equazioni di invarianza utilizzando

le forme speci�che delle matrici M (λ) e B precedentemente determinate.
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Osservazione 2.2.5. D'ora in avanti, indicheremo con D (λ) la dilatazione (2.7) che

commuta con un operatore L ∈ K0, e con D0 (λ) la restrizione di D (λ) a RN , ovvero la

matrice N ×N de�nita come:

D0 (λ) = diag
(
λIp0 , λ

3Ip1 , . . . , λ
2r+1Ipr

)
,

dove Ipi denota la matrice identità di dimensione pi × pi. La famiglia (D0 (λ))λ>0 è nota

come la famiglia di dilatazioni spaziali.

Si osserva che:

det (D (λ)) = λp0+3p1+···+(2r+1)pr+2,

da cui è naturale introdurre la seguente de�nizione.

De�nizione 2.2.6. Gli interi

Q := p0 + 3p1 + · · ·+ (2r + 1) pr, Q+ 2, (2.14)

sono rispettivamente denominati dimensione omogenea di RN rispetto a (D0 (λ))λ>0 e

dimensione omogenea di RN+1 rispetto a (D (λ))λ>0. Infatti, si ha:

det (D0 (λ)) = λQ, det (D (λ)) = λQ+2, ∀λ > 0. (2.15)

Inoltre, indicheremo Q come la dimensione omogenea spaziale di RN+1 rispetto alla

famiglia (D (λ))λ>0.

De�nizione 2.2.7. Se la matrice B ha la forma descritta in (2.6), de�niamo la struttura

G0 =
(
RN+1, ◦, (D (λ))λ>0

)
,

come un gruppo di Lie omogeneo.

Proposizione 2.2.8. Se L ∈ K0, allora è soddisfatta la seguente proprietà distributiva:

D (λ) (ζ ◦ z) = (D (λ) ζ) ◦ (D (λ) z) , (2.16)

e inoltre:

D (λ) z−1 = (D (λ) z)−1 . (2.17)
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Dimostrazione. Poiché L ∈ K0, la matrice B associata è nilpotente. Pertanto, l'esponen-

ziale della matrice si esprime come:

E (t) =
r∑

k=0

(−1)k
tk

k!

(
BT
)k
.

Questa espressione, insieme alle Proposizioni 1.3.1 e 2.2.4, conduce alla relazione:

E
(
λ2t
)

= D0 (λ)E (t)D0

(
1

λ

)
, (2.18)

dove (D (λ))λ>0 rappresenta la famiglia di dilatazioni associata all'operatore L, come

indicato in Kuptsov [13].

Consideriamo la relazione:

D (λ)D
(√

t
)

= D
(√

λ2t
)
,

che, combinata con (2.18), consente di scrivere:

D (λ) (ζ ◦ z) = D (λ) (ξ + E (τ)x, t+ τ)

=
(
D0 (λ) ξ +D0 (λ)E (τ)x, λ2t+ λ2τ

)
=
(
D0 (λ) ξ + E

(
λ2τ
)
D0 (λ)x, λ2t+ λ2τ

)
= (D (λ) ζ) ◦ (D (λ) z) .

Tale relazione dimostra la proprietà (2.16).

Per dimostrare la proprietà (2.17), consideriamo:

D (λ) z−1 = D (λ) (−E (t)x,−t)

=
(
−D0 (λ)E (t)x,−λ2t

)
=
(
−E

(
λ2t
)
D0 (λ)x,−λ2t

)
= (D (λ) z)−1 .

Pertanto, è dimostrato che:

D (λ) z−1 = (D (λ) z)−1 .

De�nizione 2.2.9. Una funzione misurabile u su G0 si dice omogenea di grado α ∈ R

rispetto alla famiglia (D (λ))λ>0, o D (λ)-omogenea di grado α, se soddisfa la seguente

proprietà:

u (D (λ) z) = λαu (z) , ∀z ∈ RN+1, ∀λ > 0.
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Un operatore di�erenziale X è detto omogeneo di grado β ∈ R rispetto a (D (λ))λ>0 se:

Xu (D (λ) z) = λβ (Xu) (D (λ) z) , ∀z ∈ RN+1, ∀λ > 0,

per ogni funzione u su�cientemente regolare. Inoltre, se u è omogenea di grado α e X è

omogeneo di grado β, allora Xu è omogenea di grado α− β.

Osservazione 2.2.10. Considerando i campi vettoriali degli operatori di Kolmogorov

de�niti in (1.6), si osserva che i campi X1, . . . , XN sono omogenei di grado 1, mentre il

campo Y è omogeneo di grado 2 rispetto alla famiglia (D (λ))λ>0.

Proposizione 2.2.11. Se L ∈ K0, allora Γ = Γ (·; 0), la soluzione fondamentale dell'o-

peratore L con polo nel punto ζ = 0, è omogenea di grado −Q rispetto alla famiglia di

dilatazioni (D (λ))λ>0.

Dimostrazione. Dato che L ∈ K0 e commuta con le dilatazioni (D (λ))λ>0, e poiché Γ =

Γ (·; 0) rappresenta la soluzione fondamentale di L con polo nel punto ζ = 0 = (0, 0),

possiamo scrivere:

L (Γ (D (λ) z)) = λ2D (λ) (LΓ (z)) = −λ2D (λ) δ = −λ−Qδ, ∀z ∈ RN+1,

dove δ denota la misura di Dirac con supporto in {(0, 0)}.

Da questa relazione segue che:

Γ (D (λ) z) = λ−QΓ (z) , ∀z ∈ RN+1 \ {0} , ∀λ > 0. (2.19)

Ciò dimostra che Γ è D (λ)-omogenea di grado −Q rispetto alla famiglia (D (λ))λ>0.

Osservazione 2.2.12. Dalla proposizione 2.2.11 e dalla proprietà (2.17), è possibile

dimostrare l'omogeneità di Γ (0; ·) rispetto alle dilatazioni D (λ). In particolare, si ha:

Γ (0;D (λ) z) = Γ
(
(D (λ) z)−1 ; 0

)
= Γ

(
D (λ) z−1

)
= λ−QΓ

(
z−1
)

= λ−QΓ (0; z) .

Pertanto, Γ (0; ·) risulta essere omogenea di grado −Q rispetto alla famiglia di dilatazioni

(D (λ))λ>0.

Consideriamo ora la struttura della matrice C (t), de�nita in (1.4), nel caso in cui L ∈ K0,

come formalizzato nella seguente proposizione.
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Proposizione 2.2.13 (L. P. Kuptsov [12], [13]). Se L ∈ K0, allora, per ogni t > 0, la

matrice C (t) può essere espressa come:

C (t) = D0

(√
t
)
C (1)D0

(√
t
)
, (2.20)

dove C (t) è la matrice de�nita in (1.4). Inoltre, se Γ rappresenta la soluzione fondamen-

tale dell'operatore L con polo nel punto (0, 0), allora vale la relazione:

Γ (x, t) = cN t
−Q

2 exp

(
−1

4
〈C−1 (1)D0

(
1√
t

)
x,D0

(
1√
t

)
x〉
)
, (2.21)

dove cN è una costante positiva espressa da:

cN = (4π)−
N
2 (det (C (1)))−

1
2 . (2.22)

Dimostrazione. Poiché Γ è omogenea rispetto a D (λ) di grado −Q (come dimostrato in

(2.19)), per ogni x ∈ RN e t > 0 si ha:

λ−Q =

(
det (C (t))

det (C (λ2t))

) 1
2

· exp

(
−1

4
〈C−1

(
λ2t
)
D0 (λ)x,D0 (λ)x〉+

1

4
〈C−1 (t)x, x〉

)
.

Da questa relazione si deduce che:

D0 (λ)C−1
(
λ2t
)
D0 (λ) = C−1 (t) ,

e scegliendo λ = 1√
t
, si ottiene l'equazione (2.20). In�ne, ricordando che

det (D0 (λ)) = λQ,

le espressioni (2.21) e (2.22) derivano direttamente dall'equazione (2.20).
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Capitolo 3

La Parte Principale dell'Operatore di

Kolmogorov

In questo capitolo viene introdotto il concetto di parte principale dell'operatore di Kolmo-

gorov, un elemento essenziale per comprendere la struttura dell'operatore. Verranno inol-

tre forniti strumenti analitici per lo studio della regolarità delle soluzioni, indispensabili

per l'analisi delle loro proprietà qualitative. In�ne, si discuterà un importante risultato di

stima asintotica, che permette di confrontare la soluzione fondamentale dell'operatore di

Kolmogorov con quella della sua parte principale, evidenziando le connessioni intrinseche

tra i due e fornendo una base per ulteriori sviluppi teorici.

3.1 De�nizioni Preliminari

De�nizione 3.1.1. Sia B la forma canonica della matrice associata all'operatore L ∈ K,

de�nita come in (1.16). Indichiamo con B0 la matrice ottenuta annullando ogni blocco

∗ presente in B, secondo la de�nizione data in (2.6). De�niamo quindi l'operatore L0

come la parte principale di L, ottenuta sostituendo la matrice B con B0 nell'espressione

generale (1.1). In modo esplicito, si ha:

L0 = divx (A∇x) + 〈x,B0∇x〉 − ∂t. (3.1)

È immediato veri�care che L0 ∈ K0.
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De�nizione 3.1.2. Sia z = (x, t) ∈ RN × R. Introduciamo la seguente semi-norma,

de�nita da:

‖z‖B = |t|
1
2 + |x|B , |x|B =

N∑
j=1

|xj|
1
qj ,

dove i parametri qj rappresentano gli esponenti delle dilatazioni (D (λ))λ>0 de�nite come:

D (λ) = diag
(
λq1 , . . . , λqN , λ2

)
.

Osservazione 3.1.3. La semi-norma ‖·‖B è omogenea di grado 1 rispetto alla famiglia

di dilatazioni (D (λ))λ>0; in particolare, vale la seguente relazione:

‖D (λ) z‖B = λ ‖z‖B , ∀λ > 0, z ∈ RN+1.

Inoltre, ricordiamo che in RN+1 tutte le norme sono equivalenti. Pertanto, in letteratura

esistono diverse de�nizioni alternative della semi-norma considerata. Ad esempio, in [14] è

proposta una de�nizione equivalente: per ogni z = (x1, . . . , xN , t) ∈ RN+1 \ {0}, la norma

di z è de�nita come l'unica soluzione positiva r dell'equazione:

xq11

r2q1
+
xq22

r2q2
+ · · ·+ xqNN

r2qN
+
t2

r4
= 1.

Sulla base di questa norma, introduciamo ora una quasi-distanza.

De�nizione 3.1.4. De�niamo la quasi-distanza d : RN+1 × RN+1 7→ [0,+∞[ come:

d (z, w) =
∥∥z−1 ◦ w

∥∥
B
, ∀z, w ∈ RN+1, (3.2)

dove l'operazione è de�nita rispetto al gruppo di Lie G, dotato della traslazione sinistra

◦ e della norma ‖·‖B, associata alla parte principale dell'operatore L0.

Osservazione 3.1.5. La quasi-distanza d è invariante rispetto alle traslazioni. Inoltre,

soddisfa le seguenti proprietà fondamentali:

1. d (z, w) = 0 se e solo se z = w, per ogni z, w ∈ RN+1;

2. Per ogni insieme compatto K ⊂ RN+1, esiste una costante CK ≥ 1 tale che, per

ogni z, w, ζ ∈ K:

d (z, w) ≤ CKd (w, z) , d (z, w) ≤ CK (d (z, ζ) + d (ζ, w)) .
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La De�nizione 3.1.4 è formulata per gruppi di Lie generali, non necessariamente omo-

genei. Si osserva che, nel caso particolare dei gruppi omogenei, la costante CK risulta

indipendente dall'insieme compatto K (cfr. Proposizione 2.1 in [14]).

De�nizione 3.1.6. Sia α una costante positiva tale che α ≤ 1, e sia Ω un sottoinsieme

aperto di RN+1. Una funzione f : Ω 7→ R è detta Hölder continua di esponente α in Ω

rispetto al gruppo G =
(
RN+1, ◦

)
e alle dilatazioni (D (λ))λ>0 (in breve, Hölder continua

di esponente α, f ∈ Cα (Ω)) se esiste una costante positiva k > 0 tale che:

|f (z)− f (ζ)| ≤ kd (z, ζ)α , ∀z, ζ ∈ Ω.

Alla funzione limitata f ∈ Cα (Ω) associamo la seguente norma Hölderiana:

|f |α,Ω = sup
Ω
|f |+ sup

z,ζ∈Ω: z 6=ζ

|f(z)− f (ζ)|
d (z, ζ)α

. (3.3)

Inoltre, diciamo che una funzione f è localmente Hölder continua, e scriviamo f ∈ Cα
loc (Ω),

se f ∈ Cα (Ω′) per ogni sottoinsieme compatto Ω′ ⊂ Ω.

Osservazione 3.1.7. Sia Ω un sottoinsieme limitato di RN+1. Se f è Hölder continua

di esponente α nel senso euclideo usuale, allora f è anche Hölder continua di esponente

α secondo la de�nizione introdotta in 3.1.6. Viceversa, se f ∈ Cα (Ω), allora f è Hölder

continua di esponente β nel senso euclideo, dove β = α
2r+1

e r è la costante introdotta in

(1.16).

3.2 Confronto tra le Soluzioni Fondamentali di L e L0

L'obiettivo principale di questa sezione è dimostrare il seguente teorema.

Teorema 3.2.1. Sia L un operatore della forma (1.1) appartenente alla classe K, e sia L0

la sua parte principale. Denotiamo con Γ (rispettivamente Γ0) la soluzione fondamentale

di L (rispettivamente L0), con polo in (0, 0). Allora, per ogni b > 0, esiste una costante

positiva a tale che:
1

a
Γ0 (z) ≤ Γ (z) ≤ aΓ0 (z) , (3.4)

per ogni z ∈ RN+1 tale che Γ0 (z) ≥ b. Inoltre, si ha a = a (b)→ 1 quando b→∞.

Per dimostrare il risultato enunciato, inizieremo presentando alcuni lemmi preliminari.

Siano C (t) e C0 (t) le matrici de�nite in (1.4), rispettivamente associate agli operatori L

e L0. Il lemma seguente stabilisce una relazione asintotica tra queste matrici.
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Lemma 3.2.2. Siano (Ci,j (t))i,j=0,...,r e (C0,i,j (t))i,j=0,...,r le decomposizioni a blocchi delle

matrici C (t) e C0 (t), rispettivamente. Allora, per t→ 0 e i, j = 0, . . . , r con i ≥ j, vale

la seguente relazione:

Ci,j (t) = C0,i,j (t) (1 + tO (1)) , (3.5)

dove O (1) denota una matrice limitata su ]0, 1].

Dimostrazione. Consideriamo l'espansione:

E (s) =
2r∑
k=0

(−1)k
sk

k!

(
BT
)k

+O
(
s2r+1

)
, quando s→ 0. (3.6)

Utilizzando questa espressione, otteniamo:

E (s)AET (s) =
2r∑
k=0

(−1)k
sk

k!
Fk +O

(
s2r+1

)
, quando s→ 0, (3.7)

dove

Fk =
k∑
j=0

(
k

j

)(
BT
)j
ABk−j. (3.8)

Dimostreremo che la relazione asintotica (3.5) deriva dalla particolare struttura delle

matrici Fk, la quale dipende dalla forma canonica di A e B.

Osserviamo che, per la struttura delle matrici A e B, si ha:

ABm =


∗(1) · · · ∗(1) C̃m 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

 ,

dove C̃m = A0B1 · · ·Bm si trova nella (m + 1)-esima colonna e possiede rango massimo.

I blocchi indicati come ∗(1) derivano dalla moltiplicazione di A0 con un certo blocco Bj e

almeno un blocco ∗ della matrice B. È cruciale notare che, nel caso in cui L = L0, tutti

i blocchi ∗(1) sono nulli.

Analizziamo ora il prodotto
(
BT
)j
ABm, che si presenta nella seguente forma a blocchi:

(
BT
)j
ABm =



∗(2) · · · ∗(2) ∗(2) 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

∗(2) · · · ∗(2) ∗(2) 0 . . . 0

∗(2) · · · ∗(2) C̃m 0 · · · 0

0 . . . 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0


, (3.9)
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dove il blocco C̃m = BT
j · · ·BT

1 A0B1 · · ·Bm ha rango massimo e si trova in posizione

(j + 1,m+ 1). I blocchi ∗(2) presentano proprietà analoghe a quelle dei blocchi ∗(1), e

sono nulli quando L = L0.

A partire dalle equazioni (3.8) e (3.9), si può veri�care che la partizione a blocchi della

matrice Fk soddisfa le seguenti proprietà:

(i) Ogni blocco in posizione (j + 1,m+ 1), con 0 ≤ j,m ≤ r e m+ j > k, è nullo.

(ii) Il blocco in posizione (j + 1,m+ 1), conm+j = k, è dato da BT
j · · ·BT

1 A0B1 · · ·Bm.

(iii) Ogni blocco in posizione (j + 1,m+ 1) con m+ j < k, è una somma di blocchi ∗(2),

e quindi nullo se L = L0.

Di conseguenza, per j,m ∈ N con 0 ≤ m ≤ j ≤ r, il blocco (j + 1,m+ 1) della matrice

E (s)AET (s) in (3.7) è espresso come:(
E (s)AET (s)

)
j+1,m+1

=BT
j · · ·BT

1 A0B1 · · ·Bm (−1)k
sk

k!
·

·
(

1 + ∗(3)
1 s+ · · ·+ ∗(3)

2r−ks
2r−k

)
+O

(
s2r+1

)
, quando s→ 0,

(3.10)

dove k = j +m+ 2 e i blocchi ∗(3)
j hanno proprietà simili a quelle dei blocchi ∗(2).

Quando L = L0, la matrice B è nilpotente, sempli�cando ulteriormente l'espressione

(3.10). In questo caso, il termine di resto O (s2r+1) e i blocchi ∗(3) si annullano. Integrando

l'espressione (3.10) su [0, t], si veri�ca in�ne la validità di (3.5), completando così la

dimostrazione.

Lemma 3.2.3. Sia M (t) de�nita come:

M (t) = D0

(
1√
t

)
(C (t)− C0 (t))D0

(
1√
t

)
, per t > 0, (3.11)

allora vale la seguente stima:

‖M (t)‖ = O (t) , quando t→ 0. (3.12)

Dimostrazione. Consideriamo M (t) = (Mi,j (t))i,j=0,...,r. Dal Lemma 3.2.2, per i ≥ j, si

ha:

Mi,j (t) = D0

(
1√
t

)
i,i

C0,i,j (t)O (t)D0

(
1√
t

)
j,j

= D0

(
1√
t

)
i,i

C0,i,j (t)D0

(
1√
t

)
j,j

O (t)

= C0,i,j (1)O (t) , quando t→ 0.

(3.13)
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Poiché M (t) è una matrice simmetrica, la stima (3.12) segue immediatamente.

Lemma 3.2.4. Sia t ∈ R. Allora valgono le seguenti relazioni:

〈C (t)x, x〉 = 〈C0 (t)x, x〉 (1 + tO (1)) , quando t→ 0, (3.14)

〈C−1 (t)x, x〉 = 〈C−1
0 (t)x, x〉 (1 + tO (1)) , quando t→ 0, (3.15)

dove O (1) indica una funzione limitata su RN × ]0, 1].

Dimostrazione. Partendo dalle equazioni (3.11) e (2.20), si ottiene:

〈(C (t)− C0 (t))x, x〉
〈C0 (t)x, x〉

=
〈M (t) y, y〉
〈C0 (1) y, y〉

,

dove x = D0

(
1√
t

)
y, per ogni x ∈ RN e t > 0. Applicando il Lemma 3.2.2, si ottiene la

relazione (3.14).

Analogamente, si ricava:

〈
(
C−1

0 (t)− C−1 (t)
)
x, x〉

〈C−1 (t)x, x〉
=
〈C (t)C−1

0 (t)C (t) y, y〉 − 〈C (t) y, y〉
〈C (t) y, y〉

.

Questa espressione può essere riscritta nella forma:

〈(C (t)− C0 (t))C−1
0 (t) (C (t)− C0 (t)) y, y〉
〈C (t) y, y〉

− 〈(C (t)− C0 (t)) y, y〉
〈C (t) y, y〉

= R (x, t) + S (x, t) ,

(3.16)

dove x = C (t) y.

Utilizzando la relazione (3.14), si ottiene:

〈C (t) y, y〉
〈C0 (t) y, y〉

= 1 + tO (t) , (3.17)

e

S (x, t) =
〈C0 (t) y, y〉
〈C (t) y, y〉

· 〈(C (t)− C0 (t)) y, y〉
〈C0 (t) y, y〉

= tO (t) . (3.18)

D'altra parte, ponendo y = D0

(
1√
t

)
z, dalla relazione (3.11) si deduce:

〈(C (t)− C0 (t))C−1
0 (t) (C (t)− C0 (t)) y, y〉
〈C0 (t) y, y〉

=
〈M (t)C−1

0 (1)M (t) z, z〉
〈C0 (1) z, z〉

, (3.19)

da cui, applicando il risultato (3.12), si deduce che R (x, t) = t2O (1). In�ne, utilizzando

le relazioni (3.16), (3.17) e (3.18), otteniamo l'espressione (3.15) per t > 0. Un argomento

analogo completa la dimostrazione per t < 0.

Ora siamo pronti per la dimostrazione del Teorema 3.2.1.
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Dimostrazione del Teorema 3.2.1. Siano C (t) e C0 (t) le matrici de�nite in (1.4), associate

rispettivamente agli operatori L e L0. Utilizzando il risultato (3.14) del Lemma 3.2.3, e

ricordando che il determinante di una matrice simmetrica de�nita positiva è il prodotto

dei suoi autovalori, determinabili tramite un metodo mini-max sulla forma quadratica

associata, otteniamo:

det (C (t)) = det (C0 (t)) (1 + tO (1)) , quando t→ 0+. (3.20)

Dalla relazione (3.15), inoltre, si ricava:

exp

(
−1

4
〈C−1 (t)x, x〉

)
= exp

(
−1

4
〈C−1

0 (t)x, x〉
)
· exp

(
t〈C−1 (t)x, x〉O (1)

)
. (3.21)

Se Γ0 (x, t) > b,

〈C−1
0 (t)x, x〉 ≤ 2Q log

((cN
b

) 2
Q 1

t

)
. (3.22)

Il Teorema 3.2.1 segue immediatamente dalle espressioni (1.11), (3.20), (3.21) e (3.22).

Osservazione 3.2.5. È rilevante notare che la relazione (3.4) non è in generale valida

per le soluzioni fondamentali Γ (z; ζ) e Γ0 (z; ζ) quando ζ 6= 0.

Per chiarire questo punto, consideriamo il seguente esempio. Sia Γ la soluzione fondamen-

tale dell'operatore

L = ∂2
x1

+ x1∂x2 + x2∂x2 − ∂t,

e sia Γ0 la soluzione fondamentale della sua parte principale:

L0 = ∂2
x1

+ x1∂x2 − ∂t.

Dalla stima (3.20), interpretando correttamente le notazioni, si ottiene:

lim
t→0+

det (C (t))

det (C0 (t))
= 1.

De�niamo ora x (t) = (E (t)− E0 (t)) ξ. Si ha quindi:

lim
t→0+

Γ (E (t) ξ, t; ξ, 0)

Γ0 (E (t) ξ, t; ξ, 0)
= lim

t→0+
exp

(
1

4
〈C−1

0 (t)x (t) , x (t)〉
)
. (3.23)

Un calcolo diretto delle matrici E (t) ed E0 (t) mostra che, scegliendo ξ = (0, 1), si ottiene:

x (t) = −t (1 +O (t)) ξ, quando t→ 0+.

Poiché le dilatazioni che commutano con L0 sono della forma

D (λ) =
(
λ, λ3, λ2

)
, λ > 0,
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si ha:

D0

(
1√
t

)
x (t) = −t−

1
2 (1 +O (t)) ξ, quando t→ 0+.

Di conseguenza, si ottiene:

lim
t→0+

t〈C−1
0 (t)x (t) , x (t)〉 = lim

t→0+
t〈C−1

0 (1)D0

(
1√
t

)
x (t) , D0

(
1√
t

)
x (t)〉

= 〈C−1
0 (1) ξ, ξ〉 6= 0.

Combinando questa relazione con (3.23), si conclude che:

lim
t→0+

Γ (E (t) ξ, t; ξ, 0)

Γ0 (E (t) ξ, t; ξ, 0)
= +∞.

Analogamente, si può dimostrare che:

lim
t→0+

Γ0 (E0 (t) ξ, t; ξ, 0)

Γ (E0 (t) ξ, t; ξ, 0)
= +∞.

Osservazione 3.2.6. Sia L un operatore appartenente alla classe K, de�nito da:

L = divx (A∇x) + 〈x,B∇x〉 − ∂t. (3.24)

Rispetto alla base canonica di RN , la matrice B associata all'operatore L può essere

rappresentata come segue (vedi Proposizione 1.3.1):

B =



B0,0 B0,1 0 0 · · · 0

B1,0 B1,1 B1,2 0 · · · 0

B2,0 B2,1 B2,2 B2,3 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

Br−1,0 Br−1,1 Br−1,2 Br−1,3 · · · Br−1,r

Br,0 Br,1 Br,2 Br,3 · · · Br,r


.

De�niamo ora l'operatore scalato Lλ come:

Lλ = λ2D (λ) ◦ L ◦D
(

1

λ

)
, (3.25)

dove (D (λ))λ>0 denota il gruppo di dilatazioni che commuta con la parte principale L0

di L. Si osservi che Lλ = L per ogni λ > 0 se e solo se L = L0. In e�etti, ciò avviene

poiché:

Lλ = divx (A∇x) + 〈x,Bλ∇x〉 − ∂t, (3.26)
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dove A è la matrice de�nita in (3.24) e Bλ è espressa come:

Bλ =



λ2B0,0 B0,1 0 · · · 0

λ4B1,0 λ2B1,1 B1,2 · · · 0

λ6B2,0 λ4B2,1 λ2B2,2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

λ2rBr−1,0 λ2r−2Br−1,1 λ2r−4Br−1,2 · · · Br−1,r

λ2r+2Br,0 λ2rBr,1 λ2r−2Br,2 · · · λ2Br,r


.

La parte principale dell'operatore L si ottiene ponendo λ = 0 in (3.26). Dai risultati dei

Lemmi 3.2.2 e 3.2.4, si ricava:

〈Cλ (t)x, x〉 = 〈C0 (t)x, x〉
(
1 + tλ2O (1)

)
, (3.27)

〈C−1
λ (t)x, x〉 = 〈C−1

0 (t)x, x〉
(
1 + tλ2O (1)

)
, (3.28)

dove, �ssato arbitrariamente λ0 > 0, la funzione O (1) è uniformemente limitata per

(x, t) ∈ RN × ]0, 1[ e λ ∈ ]0, λ0[. Qui, Cλ (t) è la matrice de�nita in (1.4), con B sostituita

da Bλ.

Da (3.28) e tramite un procedimento analogo a quello utilizzato nella dimostrazione del

Teorema 3.2.1, segue il risultato seguente.

Corollario 3.2.7. Sia Γλ la soluzione fondamentale dell'operatore Lλ. Per ogni b > 0 e

a > 1, esiste un parametro λ0 = λ0 (a, b) > 0 tale che:

1

a
Γ0 (z) ≤ Γλ (z) ≤ aΓ0 (z) ,

per ogni λ ∈ ]0, λ0] e per ogni z ∈ RN+1 tale che Γ0 (z) ≥ b.

Osservazione 3.2.8. Dalla relazione (3.27), si deduce che:

det (Cλ (t)) = det (C0 (t))
(
1 + tλ2O (1)

)
, per t→ 0, (3.29)

uniformemente rispetto a λ ∈ [0, λ0], dove λ0 > 0 è un parametro �ssato arbitrariamente.

40



Capitolo 4

Formule di Media per Operatori di

Kolmogorov

Dopo aver analizzato in dettaglio le proprietà fondamentali dell'operatore di Kolmogo-

rov L, in questo capitolo ci concentriamo sullo sviluppo del nucleo centrale della nostra

indagine: la dimostrazione delle formule di media per l'operatore a coe�cienti costanti.

Questo studio rappresenta un aspetto essenziale della presente tesi, in quanto tali for-

mule costituiscono uno strumento chiave per comprendere la struttura delle soluzioni e il

comportamento degli operatori di Kolmogorov. L'analisi si avvierà attraverso lo studio di

casi più semplici, per poi essere estesa a nuclei che soddisfano condizioni di regolarità più

rigorose, evidenziando così la �essibilità delle tecniche proposte.

4.1 Formule del Valore Medio

De�nizione 4.1.1. Siano dati r > 0 e z0 ∈ RN+1. Si de�nisce Ωr (z0) come il seguente

insieme di super-livello relativo alla soluzione fondamentale Γ dell'operatore L ∈ K:

Ωr (z0) =

{
z ∈ RN+1 : Γ (z0; z) >

1

r

}
. (4.1)

Osservazione 4.1.2. Considerando la relazione di omogeneità della soluzione fondamen-

tale, espressa come Γ (z0; z) = Γ (z−1 ◦ z0; 0) = Γ
(
0; z−1

0 ◦ z
)
, l'insieme Ωr (z0) può essere

riformulato nella forma:

Ωr (z0) = z0 ◦ Ωr (0) , (4.2)
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dove z0 ◦ Ωr (0) denota la z0-traslazione sinistra di Ωr (0), de�nita come:

z0 ◦ Ωr (0) = {z0 ◦ w : w ∈ Ωr (0)} .

Nel caso in cui L ∈ K0, assumiamo che G = (D (λ))λ>0 sia il gruppo di dilatazioni associato

a L, e che Q rappresenti la dimensione omogenea spaziale di RN+1 rispetto a G. In tale

contesto, si veri�ca la seguente relazione:

rΓ (0; z) = Γ
(

0;D
(
r−

1
Q

)
z
)
.

Da questa proprietà si deduce che:

Ωr (0) = D
(
r

1
Q

)
Ω1 (0) ,

e di conseguenza:

Ωr (z0) = z0 ◦
(
D
(
r

1
Q

)
Ω1 (0)

)
. (4.3)

Osservazione 4.1.3. Gli insiemi di livello della soluzione fondamentale Γ si sviluppano

interamente al di sotto del polo z0, che corrisponde al punto di singolarità. Tale sviluppo

è accompagnato da uno spostamento laterale causato dalla presenza del termine di drift

〈x,B∇x〉.

Proposizione 4.1.4. Gli insiemi di super-livello di Γ soddisfano le seguenti proprietà:

1.
⋂
r>0

Ωr (z0) = {z0}.

2. lim
r→0+

L(Ωr(z0))
r

= 0, dove L denota la misura di Lebesgue.

3. Per quasi ogni r > 0, la frontiera ∂Ωr (z0) è una super�cie di classe C∞.

Osservazione 4.1.5. Il risultato espresso in (4.3) implica che, se L ∈ K0, l'insieme Ωr (z0)

risulta essere compatto per ogni r > 0. Tuttavia, qualora L appartenga alla classe K ma

non alla sottoclasse K0, questa proprietà non può essere garantita, come dimostrato nel

seguente esempio.

Esempio 4.1.6. Consideriamo l'operatore

L = ∂2
x − x∂x − ∂t, (x, t) ∈ R2.
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Figura 4.1: Insieme di livello Ωr (z0) della funzione Γ nello spazio tridimensionale R3, con

polo de�nito nel punto z0 = (0, 0, 0) e raggio r = 8. Gli assi orizzontali x e y rappresentano

le componenti spaziali, mentre l'asse verticale z denota la componente temporale.

La soluzione fondamentale associata è data da

Γ (x, t) =
(
2π
(
1− e−2t

))− 1
2 exp

(
− x2

2 (e2t − 1)

)
, per t > 0,

mentre per t < 0 si ha:

Γ (0, 0;x, t) =
(
2π
(
1− e2t

))− 1
2 exp

(
− x2

2 (1− e2t)

)
.

Da tale espressione segue che:

Γ (0, 0; 0, t) =
(
2π
(
1− e2t

))− 1
2 > (2π)−

1
2 .

Di conseguenza, per ogni r ≥
√

2π, l'insieme Ωr (0, 0) risulta illimitato, in quanto include

la semiretta {(0, t) : t < 0}. Questo esempio dimostra che, qualora si consideri un opera-

tore L ∈ K che non appartiene alla sottoclasse K0, non si può garantire la compattezza

degli insiemi Ωr (z0) per ogni r > 0.

Proposizione 4.1.7. Supponiamo che L ∈ K. Per ogni z0 ∈ RN+1, per quasi ogni r > 0

tale che Ωr (z0) sia un insieme limitato, e per ogni funzione u ∈ C2,1
(

Ωr (z0)
)
, vale la

seguente formula di rappresentazione:

u (z0) =

∫
∂Ωr(z0)

Q (z0; z)u (z) dHN (z) +

∫
Ωr(z0)

Lu (z)

(
1

r
− Γ (z0; z)

)
dz, (4.4)
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dove il termine Q (z0; z) è de�nito come:

Q (z0; z) :=
〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉

|∇zΓ (z0; z)|
. (4.5)

Inoltre, per ogni r > 0, la seguente espressione risulta valida:

u (z0) =
1

r

∫
Ωr(z0)

M (z0; z)u (z) dz +
1

r

∫ r

0

∫
Ωρ(z0)

Lu (z)

(
1

ρ
− Γ (z0; z)

)
dzdρ, (4.6)

dove M (z0; z) è de�nito da:

M (z0; z) =
〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉

Γ2 (z0; z)
. (4.7)

Dimostrazione. Sia L un operatore appartenente alla classe K. Consideriamo l'operatore

aggiunto L∗ di L, de�nito come:

L∗ = divx (A∇x)− 〈x,B∇x〉 − tr (B) + ∂t,

che ammette una soluzione fondamentale Γ∗ che soddisfa la seguente proprietà di simme-

tria:

Γ∗ (z0; z) = Γ (z; z0) , ∀z, z0 ∈ RN+1 : z 6= z0.

Per la de�nizione di soluzione fondamentale, si ha:

L∗Γ (z0; z) = L∗Γ∗ (z; z0) = 0, ∀z ∈ RN+1 : z 6= z0. (4.8)

Consideriamo ora due funzioni u, v ∈ C2,1 e osserviamo che:

uL∗v − vLu = u divx (A∇xv)− v divx (A∇xu)− u〈x,B∇xv〉 − v〈x,B∇xu〉

+ u∂tv + v∂tu− tr (B)uv.

Riorganizzando i termini, possiamo riscrivere questa espressione come:

uL∗v − vLu = u divx (A∇xv)− v divx (A∇xu)− 〈x,B∇x (uv)〉+ ∂t (uv)

− tr (B)uv.
(4.9)

Analizziamo ora il termine v divx (A∇xu)− u divx (A∇xv):

v divx (A∇xu)− u divx (A∇xv) = divx (vA∇xu− uA∇xv)− 〈A∇xu,∇xv〉

+ 〈∇xu,A∇xv〉.
(4.10)

Sfruttando la simmetria della matrice A, ovvero A = AT , otteniamo che:

〈A∇xu,∇xv〉 = 〈∇xu,A∇xv〉.
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Di conseguenza, combinando (4.9) e (4.10), possiamo scrivere:

uL∗v − vLu = divz (vA∇xu− uA∇xv, uv)− 〈x,B∇x (uv)〉 − tr (B)uv, (4.11)

dove la notazione divz = div(x,t) denota la divergenza totale rispetto alla variabile z =

(x, t).

Analogamente, il termine 〈x,B∇x (uv)〉 può essere riscritto come:

〈x,B∇x (uv)〉 = 〈BTx,∇x (uv)〉 = divx
(
uvBTx

)
− uv divx

(
BTx

)
. (4.12)

Considerando BT = (bi,j)i,j=1,...,N , calcoliamo la divergenza:

divx
(
BTx

)
= 〈∇x, B

Tx〉 =
N∑
i=1

∂

∂xi

(
N∑
j=1

bi,jxj

)
=

N∑
i=1

bi,i = tr
(
BT
)

= tr (B) .

Utilizzando questa identità insieme alle equazioni (4.11) e (4.12), si ottiene:

uL∗v − vLu = divz
(
vA∇xu− uA∇xv − uvBTx, uv

)
. (4.13)

Sia oraD ⊂ RN+1 un sottoinsieme aperto e limitato con bordo di classe C1 a tratti, e siano

u, v ∈ C2,1
(
D
)
. Applicando il teorema della divergenza all'equazione (4.13), otteniamo:∫

D

(uL∗v − vLu) dz =

∫
∂D

(
〈uA∇xv − vA∇xu− uvBTx, νx〉+ uvνt

)
dHN , (4.14)

dove ν ∈ RN+1 rappresenta il vettore normale uscente a ∂D. Nella formula precedente, le

componenti spaziali e temporali di ν, sono indicate esplicitamente come:

ν = (νx, νt) ∈ RN × R.

In particolare, ponendo v ≡ 1, l'equazione (4.14) si sempli�ca nella seguente identità:∫
∂D

(
〈A∇xu+ uBTx, νx〉 − uνt

)
dHN =

∫
D

Ludz. (4.15)

Sia ora z0 = (x0, t0) ∈ RN+1 e r > 0. Consideriamo l'insieme di super-livello Ωr (z0) e,

per ogni ε ∈ (0, r), de�niamo:

Ω(ε)
r (z0) := {z = (x, t) ∈ Ωr (z0) : t < t0 − ε} .

Scegliendo v = Γ (z0; ·), si osserva che v ∈ C∞
(
RN+1 \ {z0}

)
e che v = 0 per t ≥ t0.

Inoltre, dalla proprietà (4.8), segue che L∗v = 0 in Ω
(ε)
r (z0).

Introduciamo ora gli insiemi che descrivono le super�ci di livello:

ψr (z0) := ∂Ωr (z0) =

{
z ∈ RN+1 : Γ (z0; z) =

1

r

}
∪ {z0} ,
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e, per ogni ε ∈ (0, r), de�niamo:

ψ(ε)
r (z0) := {z = (x, t) ∈ ψr (z0) : t < t0 − ε} ,

I(ε)
r (z0) := {z = (x, t) ∈ Ωr (z0) : t = t0 − ε} .

Figura 4.2: Rappresentazione in R3 degli insiemi ψ(ε)
r (z0) (in viola) e I(ε)

r (z0) (in rosa),

con polo z0 = (0, 0, 0), raggio r = 8 e ε = 0.3. Gli assi orizzontali x e y rappresentano le

componenti spaziali, mentre l'asse verticale z denota la componente temporale.

Con queste notazioni, il bordo di Ω
(ε)
r (z0) può essere espresso come:

∂Ω(ε)
r (z0) = ψ(ε)

r (z0) ∪ I(ε)
r (z0) .

Inoltre, poiché Γ (z0; ·) ∈ C∞
(
RN+1 \ {z0}

)
, possiamo applicare il teorema di Dubovitski��

(Teorema A.0.4). Tale risultato garantisce che, per quasi ogni r > 0 l'insieme ψ(ε)
r (z0) è

una varietà N -dimensionale di classe C∞ in RN+1, per ogni ε ∈ (0, r).

Nel prosieguo, assumiamo �ssato un r > 0 tale che ψ(ε)
r (z0) sia una N -varietà di classe

C∞. Consideriamo u ∈ C2,1
(

Ωr (z0)
)
. Dato che Ω

(ε)
r (z0) è un sottoinsieme limitato di

Ωr (z0), possiamo applicare l'equazione (4.14) a u e alla funzione v = Γ (z0; ·) de�nita su

D = Ω
(ε)
r (z0). Otteniamo quindi:∫

Ω
(ε)
r (z0)

Γ (z0; z)Ludz

=

∫
ψ
(ε)
r (z0)∪I(ε)r (z0)

(
〈Γ (z0; z)A∇xu− uA∇xΓ (z0; z) + uΓ (z0; z)BTx, νx〉,
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che può essere riscritta come segue:∫
Ω

(ε)
r (z0)

Γ (z0; z)Ludz

=

∫
ψ
(ε)
r (z0)

(
〈Γ (z0; z)A∇xu− uA∇xΓ (z0; z) + uΓ (z0; z)BTx, νx〉

− uΓ (z0; z) νt
)
dHN

+

∫
I
(ε)
r (z0)

(
〈Γ (z0; z)A∇xu− uA∇xΓ (z0; z) + uΓ (z0; z)BTx, νx〉

− uΓ (z0; z) νt
)
dHN .

(4.16)

Osserviamo preliminarmente che:

ν = (νx, νt) = (0, 1) , su I(ε)
r (z0) ,

e

Γ (z0; ·) ≡ 1

r
, su ψ(ε)

r (z0) .

Utilizzando tali osservazioni, l'espressione precedente può essere riscritta nella forma:∫
Ω

(ε)
r (z0)

Γ (z0; z)Ludz =
1

r

∫
ψ
(ε)
r (z0)

(
〈A∇xu+ uBTx, νx〉 − uνt

)
dHN

−
∫
ψ
(ε)
r (z0)

u〈A∇xΓ (z0; z) , νx〉dHN

−
∫
I
(ε)
r (z0)

uΓ (z0; z) dHN .

(4.17)

Passiamo ora a considerare il limite per ε→ 0+ nell'equazione (4.17). Poiché Γ (z0; ·) è la

soluzione fondamentale con polo in z0, si ha che:

lim
ε→0+

∫
I
(ε)
r (z0)

u (z) Γ (z0; z) dHN (z) = u (z0) .

Applicando il teorema della convergenza dominata, l'equazione (4.17) si trasforma in:

u (z0) = −
∫

Ωr(z0)

Γ (z0; z)Ludz

+
1

r

∫
ψr(z0)

(
〈A∇xu+ uBTx, νx〉 − uνt

)
dHN

−
∫
ψr(z0)

u〈A∇xΓ (z0; z) , νx〉dHN .

(4.18)

In�ne, applicando l'identità (4.15) con D = Ωr (z0), si ottiene dalla (4.18):

u (z0) = −
∫
ψr(z0)

u〈A∇xΓ (z0; z) , νx〉dHN +

∫
Ωr(z0)

Lu

(
1

r
− Γ (z0; z)

)
dz, (4.19)
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dove si ricorda che:

νx = − ∇xΓ (z0; ·)
|∇zΓ (z0; ·)|

, su ψr (z0) \ {z0} , (4.20)

con ∇z = (∇x, ∂t) che rappresenta il gradiente totale. Da qui seguono le equazioni (4.4)

e (4.5). Si osservi inoltre che l'identità (4.19), come discusso in precedenza, risulta valida

per quasi ogni r > 0.

Sostituendo r con ρ e integrando rispetto a ρ nell'intervallo (0, r), otteniamo dalle equa-

zioni (4.19) e (4.20):

u (z0) =
1

r

∫ r

0

∫
{Γ(z0;z)= 1

ρ}
u〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉

|∇zΓ (z0; z) |
dHNdρ

+
1

r

∫ r

0

∫
Ωρ(z0)

Lu

(
1

ρ
− Γ (z0; z)

)
dzdρ.

(4.21)

Con un abuso di notazione, indichiamo con
{

Γ (z0; ·) = 1
ρ

}
l'insieme ψρ (z0). Si noti che

l'identità (4.19) è valida per quasi ogni ρ > 0, mentre (4.21) risulta valida per ogni r > 0.

E�ettuiamo ora un cambiamento di variabile nel primo integrale sul lato destro di (4.21),

ponendo y = 1
ρ
. Ciò permette di riscrivere tale integrale come:∫ r

0

∫
{Γ(z0;z)= 1

ρ}
u〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉

|∇zΓ (z0; z) |
dHNdρ

=

∫ +∞

1
r

1

y2

∫
{Γ(z0;z)=y}

u〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉
|∇zΓ (z0; z) |

dHNdy

=

∫ +∞

1
r

∫
{Γ(z0;z)=y}

u〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉
|∇zΓ (z0; z) |Γ2 (z0; z)

dHNdy.

(4.22)

Nell'ultima uguaglianza di (4.22) abbiamo utilizzato il fatto che l'integrazione interna

viene eseguita sull'insieme in cui Γ (z0; ·) = y.

Richiamiamo ora la formula della co-area (A.0.7): se f : RN 7→ R è una funzione

lipschitziana, allora per ogni funzione misurabile g : RN+1 7→ [0,∞) si ha l'identità:∫
RN+1

g (z) |∇zf (z) |dz =

∫
R

(∫
f−1(y)

g (z) dHN

)
dy. (4.23)

De�niamo ora la funzione g come segue:

g =
u〈A∇xΓ (z0; ·) ,∇xΓ (z0; ·)〉

Γ2 (z0; ·)
χΩr(z0),

dove χΩr(z0) denota la funzione indicatrice di Ωr (z0).

Poiché il gradiente di Γ (z0; ·), dato da

∇zΓ (z0; ·) = (∇xΓ (z0; ·) , ∂tΓ (z0; ·)) ,
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non si annulla quasi ovunque sull'insieme f−1 (y) =
{
z = (x, t) ∈ RN+1 : f (z) = y

}
, pos-

siamo riscrivere l'identità (4.23) nella forma più adatta ai nostri scopi:∫
RN+1

g (z) dz =

∫
R

(∫
f−1(y)

g (z)

|∇zΓ (z0; z) |
dHN

)
dy. (4.24)

Applicando la formula (4.24) all'integrale in (4.22), otteniamo:∫ +∞

1
r

∫
{Γ(z0;z)=y}

u〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉
|∇zΓ (z0; z) |Γ2 (z0; z)

dHNdy

=

∫
Ωr(z0)

u〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉
Γ2 (z0; z)

dz.

(4.25)

Sostituendo questa espressione all'interno dell'equazione (4.21), si ricava:

u (z0) =
1

r

∫
Ωr(z0)

u〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉
Γ2 (z0; z)

dz

+
1

r

∫ r

0

∫
Ωρ(z0)

Lu

(
1

ρ
− Γ (z0; z)

)
dzdρ,

da cui seguono direttamente le identità (4.6) e (4.7).

In particolare, nel caso in cui L ∈ K0, come indicato nell'Osservazione 4.1.2, il dominio

Ωr (z0) risulta limitato. Questo permette di enunciare il seguente risultato.

Proposizione 4.1.8. Sia L ∈ K0. Allora, per ogni z0 ∈ RN+1, per quasi ogni r > 0, e

per ogni u ∈ C2,1
(

Ωr (z0)
)
, si veri�ca la seguente identità:

u (z0) =

∫
∂Ωr(z0)

Q (z0; z)u (z) dHN (z) +

∫
Ωr(z0)

Lu (z)

(
1

r
− Γ (z0; z)

)
dz, (4.26)

dove Q (z0; ·) è de�nito in (4.5).

Inoltre, per ogni r > 0, vale la seguente identità:

u (z0) =
1

r

∫
Ωr(z0)

M (z0; z)u (z) dz +
1

r

∫ r

0

∫
Ωρ(z0)

Lu (z)

(
1

ρ
− Γ (z0; z)

)
dzdρ, (4.27)

dove M (z0; ·) è de�nito in (4.7).

De�nizione 4.1.9. Si de�niscono nuclei le quantità introdotte nelle formule di rappre-

sentazione (4.4) e (4.6):

Q (z0; z) :=
〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉

|∇zΓ (z0; z)|
,

M (z0; z) :=
〈A∇xΓ (z0; z) ,∇xΓ (z0; z)〉

Γ2 (z0; z)
.

49



In�ne, si osserva che, nel caso particolare in cui z0 = (0, 0), il nucleo M (z0; ·), de�nito in

(4.7), assume una forma esplicita, come enunciato nella proposizione seguente.

Proposizione 4.1.10. Sia L ∈ K. Allora si veri�ca la seguente identità:

M (0, 0;x, t) =
〈AC−1 (t)x,C−1 (t)x〉

4
. (4.28)

Dimostrazione. Poiché

Γ (0; z) = Γ
(
z−1; 0

)
= Γ (−E (−t)x,−t) ,

si può scrivere:
∇xΓ (0; z)

Γ (0; z)
= −1

2
ET (−t)C−1 (−t)E (−t)x. (4.29)

D'altra parte, consideriamo la seguente identità:(
ET (−t)C−1 (−t)E (−t)

)−1
= E (t)C (−t)ET (t)

=

∫ −t
0

E (t+ s)AET (t+ s) ds

=

∫ 0

t

E (s)AET (s) ds

= −C (t) .

Combinando questa relazione con l'equazione (4.29), otteniamo l'identità (4.28).

Osservazione 4.1.11. Supponiamo che la funzione u soddis� l'equazione Lu = 0 in

Ωr (z0). In tal caso, le formule di rappresentazione (4.4) e (4.6) si riducono a formule di

media. In particolare, valgono le seguenti relazioni:

u (z0) =

∫
∂Ωr(z0)

Q (z0; z)u (z) dHN ,

u (z0) =
1

r

∫
Ωr(z0)

M (z0; z)u (z) dHN+1.

4.2 Nuclei Più Regolari

A partire dall'equazione (4.6) e utilizzando il metodo di discesa di Hadamard, introdotto

originariamente da Kuptsov in [16], è possibile derivare formule di media che coinvolgono

nuclei dotati di una maggiore regolarità.

Il metodo di discesa si fonda sulla seguente osservazione: se u = u (x, t) è una soluzione

dell'equazione Lu = f , con L ∈ K, allora, per ogni m ∈ N, la funzione

ũ(m) (y, x, t) = u (x, t) , y ∈ Rm, (4.30)
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è una soluzione della seguente equazione modi�cata:

L̃(m)ũ(m) =
(
∆(m)
y + L

)
ũ(m) = f̃ (m), (4.31)

dove ∆
(m)
y indica l'operatore di Laplace in Rm rispetto alle variabili y = (y1, . . . , ym) e

f̃ (m) (y, x, t) = f (x, t) , y ∈ Rm.

Introdurremo ora alcune notazioni utili. Per ogni m ∈ N e r > 0, de�niamo le seguenti

quantità:

Γ(m) (z0; z) :=
Γ (z0; z)

(4π (t0 − t))
m
2

, (4.32)

Ω(m)
r (z0) :=

{
z ∈ RN+1 : Γ(m) (z0; z) >

1

r

}
, (4.33)

Nr (z0; z) := 2
√

(t0 − t) log (rΓ(m) (z0; z)), (4.34)

M (m)
r (z0; z) := ωmN

m
r (z0; z)

[
M (z0; z) +

m

m+ 2

N2
r (z0; z)

4 (t0 − t)2

]
, (4.35)

W (m)
r (z0; z) := mωm

(
Nm
r (z0; z)

rm
−Γ(m) (z0; z)

(4 (t0 − t))
m
2

2

)
·γ
(
m

2
;
N2
r (z0; z)

4 (t0 − t)

)
. (4.36)

Nelle espressioni sopra riportate:

� ωm rappresenta la misura di Lebesgue della palla unitaria in Rm,

� γ (a, x) =
∫ x

0
ta−1e−tdt denota la funzione Gamma incompleta inferiore.

Proposizione 4.2.1. Sia L ∈ K. Per ognim ∈ N, z0 ∈ RN+1, r > 0 e u ∈ C2,1
(

Ω
(m)
r (z0)

)
,

vale la seguente identità:

u (z0) =
1

r

∫
Ω

(m)
r (z0)

M (m)
r (z0; z)u (z) dz

+
1

r

∫ r

0

∫
Ω

(m)
ρ (z0)

W (m)
ρ (z0; z)Lu (z) dzdρ.

(4.37)

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, per ogni m ∈ N, l'operatore L̃(m) de�nito

in (4.31) appartiene alla classe K e può essere rappresentato nella forma generale (1.1),

sostituendo le matrici A e B associate all'operatore L con:

Ã(m) =

Im 0

0 A

 , B̃(m) =

0 0

0 B

 ,
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dove Im denota la matrice identità di dimensione m ×m, mentre A e B sono le matrici

originali associate a L.

Pertanto, possiamo applicare una formula di media analoga a quella in (4.6). In partico-

lare, per ogni (y0, z0) ∈ Rm+N+1, r > 0 e ũ(m) ∈ C2,1
(

Ω̃
(m)
r (y0, z0)

)
, si ha:

ũ(m) (y0, z0) =
1

r

∫
Ω̃

(m)
r (y0,z0)

M̃ (m) (y0, z0; y, z) ũ(m) (y, z) dydz

+
1

r

∫ r

0

∫
Ω̃

(m)
ρ (y0,z0)

L̃(m)ũ(m) (y, z)

(
1

ρ
− Γ(m) (y0, z0; y, z)

)
dydzdρ.

(4.38)

Qui, Ω̃
(m)
r (y0, z0) è de�nito come:

Ω̃(m)
r (y0, z0) :=

{
(y, z) ∈ Rm+N+1 : Γ̃(m) (y0, z0; y, z) >

1

r

}
, (4.39)

dove Γ̃(m) (y0, z0; ·, ·) rappresenta la soluzione fondamentale dell'operatore L̃(m) con polo

in (y0, z0).

Nel de�nire l'insieme di super-livello Ω̃
(m)
r (y0, z0), non imponiamo una condizione di li-

mitatezza, giusti�cando ciò con la seguente osservazione: per ogni punto �ssato (η, ζ) ∈

Rm+N+1, si ha

lim
|(y,z)|→∞

Γ̃(m) (η, ζ; y, z) = 0. (4.40)

Per veri�care questa a�ermazione, consideriamo i casi τ ≤ t e τ > t. Se τ ≤ t, si ha

Γ̃(m) (η, ζ; y, z) = Γ̃(m) (η, ξ, τ ; y, x, t) = 0. D'altra parte, se τ > t, vale la disuguaglianza

Γ̃(m) (η, ζ; y, z) ≤ (4π)−
m+N

2 (τ − t)−
m
2 (det (C (τ − t)))−

1
2 .

Poiché la funzione s 7→ det (C (s)) è crescente su ]0,∞[, il termine a destra tende a zero

per τ − t→∞. Ne segue che

lim
|(y,x)|→∞

(
sup

0≤τ−t≤T
Γ̃(m) (η, ζ; y, z)

)
= 0, ∀T > 0.

Questa proprietà implica che l'espressione in (4.40) è valida e, di conseguenza, l'insieme

di super-livello Ω̃
(m)
r (y0, z0) risulta limitato per ogni r > 0.

Supponiamo ora che Γ sia la soluzione fondamentale dell'operatore L. È possibile dimo-

strare che la funzione Γ̃(m) (y0, z0; ·, ·) può essere espressa nella forma seguente:

Γ̃(m) (y0, x0, t0; y, x, t) = Γ (x0, t0;x, t)H(m) (y0, t0; y, t) , (4.41)
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doveH(m) rappresenta la soluzione fondamentale dell'equazione del calore in Rm, associata

all'operatore ∆
(m)
y − ∂t. In particolare, H(m) può essere esplicitamente de�nita come:

H(m) (y0, t0; y, t) =

(4π (t0 − t))−
m
2 exp

(
− |y0−y|

2

4(t0−t)

)
, se t0 > t,

0, se t0 ≤ t.

(4.42)

Sfruttando l'espressione in (4.41), possiamo dedurre la forma del nucleo M̃ (m) (y0, z0; ·, ·)

associato all'operatore L̃(m):

M̃ (m) (y0, z0; y, z) = M (z0; z) +
|y0 − y|2

4 (t0 − t)2 .

Applichiamo ora la formula del valore medio in (4.38) alla funzione ũ(m), de�nita in (4.30).

Questo porta alla seguente identità:

u (z0) =
1

r

∫
Ω̃

(m)
r (y0,z0)

M̃ (m) (y0, z0; y, z)u (z) dydz

+
1

r

∫ r

0

∫
Ω̃

(m)
ρ (y0,z0)

(
1

ρ
− Γ̃(m) (y0, z0; y, z)

)
Lu (z) dydzdρ.

(4.43)

Poiché u dipende esclusivamente dalla variabile z, possiamo integrare (4.43) rispetto alla

variabile y. Utilizzando le de�nizioni di Ω̃
(m)
r (y0, z0) e di Γ̃(m) (y0, z0; ·, ·) in (4.39) e (4.41),

rispettivamente, si ottiene:

Ω̃(m)
r (y0, z0) =

{
(y, z) ∈ Rm+N+1 : r

Γ (z0; z)

(4π (t0 − t))
m
2

> exp

(
|y0 − y|2

4 (t0 − t)

)}
. (4.44)

Esaminiamo ora il primo integrale nel lato destro di (4.43). Può essere riscritto come:∫
Ω̃

(m)
r (y0,z0)

M̃ (m) (y0, z0; y, z)u (z) dydz

=

∫
Ω̃

(m)
r (y0,z0)

(
M (z0; z) +

|y0 − y|2

4 (t0 − t)2

)
u (z) dydz

=

∫
Ω

(m)
r (z0)

(∫
{|y0−y|<Nr(z0;z)}

(
M (z0; z) +

|y0 − y|2

4 (t0 − t)2

)
dy

)
u (z) dz

=

∫
Ω

(m)
r (z0)

M (m)
r (z0; z)u (z) dz,

(4.45)

dove Ω
(m)
r (z0) e M (m)

r (z0; ·) sono stati de�niti rispettivamente in (4.33) e (4.35).

Per quanto riguarda il secondo integrale presente nel lato destro di (4.43), osserviamo che:∫ R

0

e
−r2
c rm−1dr =

c
m
2

2

∫ R2

c

0

e−rr
m
2
−1dr =

c
m
2

2
γ

(
m

2
;
R2

c

)
, (4.46)
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dove γ (·, ·) denota la funzione Gamma incompleta inferiore. Alla luce di questa relazione,

è possibile riscrivere il secondo integrale nella forma seguente:∫
Ω̃

(m)
ρ (y0,z0)

(
1

ρ
− Γ̃(m) (y0, z0; y, z)

)
Lu (z) dydz

=

∫
Ω

(m)
ρ (z0)

∫
{|y0−y|<Nρ(z0;z)}

1

ρ
− Γ (z0; z)

exp
(
− |y0−y|

2

4(t0−t)

)
(4π (t0 − t))

m
2

dy

Lu (z) dz

=

∫
Ω

(m)
ρ (z0)

W (m)
ρ (z0; z)Lu (z) dz,

(4.47)

dove Wρ (z0; ·) è de�nito in (4.36).

In�ne, applicando un argomento analogo a quello utilizzato nella dimostrazione di (4.40),

si può dimostrare che:

lim
|z|→∞

Γ (z0; z)

(4π (t0 − t))
m
2

= 0,

il che garantisce la compattezza dell'insieme di super-livello Ω
(m)
r (z0).

Osservazione 4.2.2. Dall'espressione in (4.34) si deduce la seguente stima:

0 ≤ N2
r (z0; z) ≤ 4 (t0 − t) log

(
r exp (− (t0 − t) tr (B))

(4π)
m+N

2 (t0 − t)
m
2

√
det (C (t0 − t))

)
, (4.48)

e, utilizzando le relazioni in (3.20) e (2.20), si ottiene:√
det (C (t0 − t)) = (t0 − t)

Q
2 (c0 +O (t0 − t)) , quando t→ t0, (4.49)

dove c0 è una costante positiva e Q rappresenta la dimensione omogenea spaziale di RN

rispetto al gruppo di dilatazioni associato all'operatore L0, ossia la parte principale di L.

Pertanto, per ogni r > 0, combinando le relazioni (4.34), (4.48) e (4.49), si ottiene in�ne:

Nm
r (z0; z) = (t0 − t)

m
2

(
log

(
1

t0 − t

))m
2

O (1) , quando t→ t0. (4.50)

Osservazione 4.2.3. La stima (4.50) si applica in modo uniforme rispetto al parametro

λ per la famiglia di operatori Lλ de�niti in (3.25). Più precisamente, �ssato un valore

arbitrario λ0 > 0, indicando con Nr,λ il nucleo de�nito in (4.34) relativo all'operatore Lλ,

si ha, per ogni r > 0:

Nm
r,λ (z0; z) = (t0 − t)

m
2

(
log

(
1

t0 − t

))m
2

ω (t, λ) , (4.51)

dove la funzione ω (t, λ) soddisfa la seguente condizione:

sup
0≤λ≤λ0

ω (t, λ) = O (1) , quando t→ t0. (4.52)
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La dimostrazione di tale risultato si basa sulla stima:

√
det (Cλ (t0 − t)) = (t0 − t)

Q
2
(
c0 +O

(
λ2 (t0 − t)

))
,

che discende direttamente dall'espressione in (3.27). Seguendo un procedimento analogo

a quello impiegato nella dimostrazione di (4.50), si ottengono le relazioni (4.51) e (4.52).
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Capitolo 5

Disuguaglianza di Harnack e Teoremi di

Liouville per Operatori di Kolmogorov

In questo capitolo si applicano le formule di valore medio per l'operatore di Kolmogorov,

con particolare attenzione alla disuguaglianza di Harnack, al principio del massimo forte e

ai teoremi di tipo Liouville. La sezione principale riguarda la disuguaglianza di Harnack,

presentata in diverse formulazioni, sia su cilindri standard sia su domini non cilindrici,

estendendo i risultati classici agli operatori ipoellittici e invarianti per dilatazioni.

Segue il principio del massimo forte, che garantisce che, se una soluzione non negativa si

annulla in un punto, allora rimane identicamente nulla nell'intero insieme raggiungibile

da quel punto. In�ne, i teoremi di tipo Liouville caratterizzano le soluzioni limitate

e inferiormente limitate, con particolare attenzione al comportamento asintotico e alla

costanza delle soluzioni globalmente limitate.

5.1 Principio del Massimo Forte

Si enuncia il principio del massimo forte relativo all'operatore di Kolmogorov con coe�-

cienti costanti, ricordando che tale operatore può essere espresso nella forma di Hörman-

der:

L =
N∑
k=1

X2
k + Y,

come descritto nell'Osservazione 1.3.2. Per sviluppare il discorso, introduciamo prelimi-

narmente alcuni concetti essenziali.

56



De�nizione 5.1.1. Sia L un operatore de�nito come in (1.1). Una mappa

γ : [0, T ] 7→ RN+1

si de�nisce curva L-ammissibile se è assolutamente continua e soddisfa la seguente rela-

zione:

γ̇ (s) =
m∑
k=1

ωk (s)Xk (γ (s)) + Y (γ (s)) , per quasi ogni s ∈ [0, T ], (5.1)

dove ω1, . . . , ωm ∈ L1 [0, T ].

De�nizione 5.1.2. Sia Ω ⊂ RN+1 un aperto e sia L un operatore de�nito come in (1.1).

Per ogni (x0, t0) ∈ Ω, si de�nisce l'insieme raggiungibile come:

A(x0,t0) (Ω) =
{

(x, t) ∈ Ω : ∃γ : [0, T ] 7→ Ω L-ammissibile,

tale che γ (0) = (x0, t0) , γ (T ) = (x, t)
} (5.2)

Osservazione 5.1.3. Le nozioni di curva parabolica e di insieme di propagazione per

l'operatore del calore H sono analoghe, nel caso dell'operatore di Kolmogorov L, rispet-

tivamente a quelle di curva L-ammissibile e di insieme raggiungibile.

Osservazione 5.1.4. La struttura dell'insieme A(x0,t0) dipende in modo signi�cativo

dall'insieme Ω. Ad esempio, nel caso in cui Ω = ]−1, 1[2 × ]−1, 0[ ⊂ R3, si ottiene:

A(0,0,0) = {(x, y, t) ∈ Ω : |x| ≤ |t|} .

Figura 5.1: Rappresentazione dell'insieme A(0,0,0).
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Enunciamo di seguito una formulazione della disuguaglianza di Harnack, risultato cen-

trale per la dimostrazione del principio del massimo forte. La dimostrazione di tale

disuguaglianza sarà fornita nella sezione successiva.

Teorema 5.1.5. Sia Ω ⊂ RN+1 un aperto e sia L un operatore de�nito come in (1.1).

Sia u ≥ 0 una soluzione dell'equazione Lu = 0 in Ω. Per ogni punto z0 = (x0, t0) ∈ Ω e

per ogni insieme compatto K ⊂ int
(
A(x0,t0)

)
, esiste una costante CK > 0, dipendente solo

da z0, Ω, K e L, tale che:

sup
K
u ≤ CKu (z0) . (5.3)

Come conseguenza della disuguaglianza di Harnack 5.1.5, si può dimostrare il seguente

principio:

Teorema 5.1.6. Sia Ω ⊂ RN+1 un aperto e sia L un operatore de�nito come in (1.1).

Sia u ≥ 0 una soluzione dell'equazione Lu = 0 in Ω. Dato un punto (x0, t0) ∈ Ω, se

u (x0, t0) = 0, allora si ha u (x, t) = 0 per ogni (x, t) ∈ A(x0,t0).

Dimostrazione. Grazie alla disuguaglianza di Harnack 5.1.5, considerando un insieme

compatto K ⊂ int (Az0), si ottiene:

sup
K
u ≤ CKu (z0) .

Poiché u ≥ 0, l'ipotesi u (z0) = 0 implica che u (z) = 0 per ogni z ∈ K. Di conseguenza,

per continuità di u, si conclude che u (z) = 0 per ogni z ∈ Az0 .

5.2 Disuguaglianza di Harnack

Sia L un operatore appartenente alla classe K, de�nito nella forma:

L = divx (A∇x) + 〈x,B∇x〉 − ∂t.

Indichiamo con L0 la parte principale di L e con (D (λ))λ>0 il gruppo di dilatazioni asso-

ciato a L0. In questa sezione si dimostra una disuguaglianza di Harnack per le soluzioni

non negative dell'equazione Lu = 0, la quale è invariante rispetto al gruppo (D (λ))λ>0.

Per gli operatori appartenenti alla classe K0, la disuguaglianza di Harnack può esse-

re dimostrata in modo relativamente semplice, sfruttando l'invarianza di L rispetto alle

dilatazioni D (λ) e alle traslazioni sinistre `ζ . La dimostrazione si basa sulla seguente

formulazione della disuguaglianza di Harnack debole.
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Teorema 5.2.1 (Bony [3], Teorema 7.1). Sia Ω un aperto di RN+1 e sia T un sottoinsieme

denso di Ω. Allora, per ogni insieme compatto K ⊂ Ω, esistono punti z1, . . . , zp ∈ T e

una costante c > 0 tali che:

sup
K
u ≤ c (u (z1) + · · ·+ u (zp)) ,

per ogni soluzione C∞ non negativa dell'equazione Lu = 0 in Ω.

L'ipoellitticità di L e il risultato precedente consentono di enunciare la seguente proposi-

zione.

Proposizione 5.2.2. Sia (un)n∈N una successione di soluzioni dell'equazione Lu = 0, con

L ∈ K, tale che un ≤ un+1 per ogni n ∈ N. Indichiamo con u il limite della successione

(un)n∈N e supponiamo che u < ∞ in ogni punto di un sottoinsieme denso di Ω. Allora,

si ha: u <∞ in ogni punto di Ω, u ∈ C∞ (Ω) e Lu = 0 in Ω.

Dimostrazione. Dal Teorema di Bony segue che la successione (un)n∈N converge unifor-

memente su ogni sottoinsieme compatto di Ω alla funzione u, il che implica u ∈ C (Ω).

Inoltre, poiché Lun = 0 in Ω per ogni n ∈ N, si ha Lu = 0 inD′ (Ω). Grazie all'ipoellitticità

di L, ne consegue che u è una soluzione classica C∞ (Ω) dell'equazione Lu = 0.

De�niamo il seguente insieme:

Kr (z0, ε) := Ωr (z0) ∩
{

(x, t) ∈ RN+1 : t ≤ t0 − εr
2
Q

}
, ε > 0, (5.4)

dove Ωr (z0) denota l'insieme di super-livello associato alla soluzione fondamentale Γ del-

l'operatore L, come de�nito in (4.1).

È ora possibile enunciare il seguente risultato.

Teorema 5.2.3. Sia L ∈ K0 e sia Ω un aperto di RN+1. Allora, per ogni ε ∈
(

0, c
2
Q

N

)
,

esiste una costante c = c (ε) > 0 tale che:

sup
Kr(z0,ε)

u ≤ cu (z0) , (5.5)

per ogni soluzione non negativa u dell'equazione Lu = 0 in Ω, per ogni z0 ∈ Ω e per ogni

r > 0 tale che Ω2r (z0) ⊂ Ω, dove cN è la costante positiva de�nita in (2.22).

Dimostrazione. Per via dell'invarianza dell'operatore L rispetto alle traslazioni sinistre `ζ

e alle dilatazioni D (λ), possiamo assumere, senza perdita di generalità, che z0 = (0, 0) e
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r = 1 (vedi (4.3)).

Supponiamo, per assurdo, che la disuguaglianza (5.5) non sia valida. In tal caso, esiste

una successione (un)n∈N di funzioni C∞ (Ω), con un ≥ 0 e Lun = 0 in Ω, tale che:

sup
K1(0,ε)

un > 4nun (0) . (5.6)

Per ogni n ∈ N, si ha un (0) 6= 0. Infatti, se un (0) = 0, allora, utilizzando la formula

della media (4.27), si avrebbe M (0; z)un (z) = 0 per ogni z ∈ Ω2 (0). Poiché M (0; z) > 0

quasi ovunque (vedi (4.28)), ne segue che un ≡ 0 in Ω2 (0), in contraddizione con l'ipotesi

un ≥ 0 e un 6≡ 0.

De�niamo ora:

wn (z) :=
un (z)

un (0)
, w (z) :=

∞∑
n=1

wn (z)

2n
. (5.7)

Si ha che w (0) = 1, e l'insieme

T := {z ∈ Ω : w (z) < +∞} ,

non è vuoto. Inoltre, applicando la formula della media (4.27) con r = 2, otteniamo:

1

2

∫
Ω2(0)

M (0; z)w (z) dz =
∞∑
n=1

wn (0)

2n
= 1.

Figura 5.2: Rappresentazione in R3 degli insiemi Ω2r (z0) (in grigio) e Kr (z0, ε) (in rosso),

con z0 = (0, 0, 0), r = 8 ed ε = 0, 3. Gli assi orizzontali x e y rappresentano le componenti

spaziali, mentre l'asse verticale z denota la componente temporale.
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Poiché M (0; z) > 0 quasi ovunque in Ω2 (0), si conclude che T ∩Ω2 (0) è un sottoinsieme

denso di Ω2 (0). Applicando la Proposizione 5.2.2 alla successione delle somme parziali

della serie
∑∞

n=1
wn(z)

2n
, otteniamo w ∈ C∞ (Ω2 (0)), il che implica che w è limitata su

K1 (0, ε).

D'altra parte, dalla disuguaglianza (5.6) si ha:

sup
K1(0,ε)

w ≥ 1

2n
sup
K1(0,ε)

wn ≥ 2n, ∀n ∈ N.

Questo porta a una contraddizione, concludendo la dimostrazione.

Successivamente, introduciamo ulteriori notazioni: consideriamo il cubo unitario H1 (0),

de�nito come:

H1 (0) := [−1, 1]N × [−1, 0] ,

e il relativo bordo inferiore:

H−1 (0) := [−1, 1]N × {−1} .

Per ogni z0 ∈ RN+1 e r > 0, de�niamo:

Hr (z0) := z0 ◦D (r)H1 (0) , H−r (z0) := z0 ◦D (r)H−1 (0) ,

dove D (r) rappresenta il gruppo di dilatazioni associato all'operatore L.

Figura 5.3: Rappresentazione in R3 degli insiemi Hr (z0) (in giallo) e H−r (z0) (in nero),

con z0 = (0, 0, 0) e r = 2. Gli assi orizzontali x e y rappresentano le componenti spaziali,

mentre l'asse verticale z denota la componente temporale.
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Grazie al Teorema 5.2.3, è possibile ottenere una formulazione della disuguaglianza di

Harnack applicabile ai cosiddetti "cilindri" Hr (z0).

Teorema 5.2.4. Sia L ∈ K0 e sia Ω ⊂ RN+1 un insieme aperto. Esistono due costanti

positive θ = θ (L) e c = c (L) tali che:

sup
H−
θr(z0)

u ≤ cu (z0) , (5.8)

per ogni soluzione non negativa u di Lu = 0 in Ω, e per ogni z0 ∈ Ω e r > 0 tali che

Hr (z0) ⊂ Ω.

Dimostrazione. Senza perdita di generalità, possiamo assumere che z0 = 0. Dimostreremo

l'esistenza di due costanti σ = σ (L) > 0 e λ = λ (L) > 0 tali che:

D (σ) (Ω1 (0)) ⊂ H1 (0) , D (λ)
(
H−1 (0)

)
⊂ (Ω1 (0) ∩ {t ≤ −ε}) = K1 (0) . (5.9)

La prima inclusione in (5.9) è immediatamente veri�cabile. Ci concentriamo ora sulla

dimostrazione della seconda inclusione. Un punto (ξ, τ) ∈ Ω1 (0) soddisfa la relazione:〈
C−1 (1)D0

(
1√
−τ

)
E (−τ) ξ,D0

(
1√
−τ

)
E (−τ) ξ

〉
< 4 log

(
cN

(−τ)
Q
2

)
, (5.10)

(vedi (2.21)). Inoltre, è noto che (vedi (2.18)):

D0

(
1√
−τ

)
E (−τ) = E (1)D0

(
1√
−τ

)
.

Conseguentemente, esiste una costante positiva a = a (L) tale che la relazione (5.10) è

soddisfatta se il punto (ξ, τ) veri�ca:∣∣∣∣D0

(
1√
−τ

)
ξ

∣∣∣∣2 ≤ a log

(
cN

(−τ)
Q
2

)
. (5.11)

D'altra parte, un punto (ξ, τ) appartiene a D (λ)
(
H−1 (0)

)
se e solo se τ = −λ2 ed esiste

x ∈ RN , con |x| ≤ 1 tale che ξ = D0 (λ)x. Per veri�care la seconda inclusione in (5.9),

osserviamo che è possibile de�nire λ = λ (L) > 0 ed ε = ε (L) > 0 tali che:

|x|2 ≤ a log
( cN
λQ

)
, ε ≤ λ2 ≤ 1,

per ogni x ∈ RN con |x| ≤ 1.

De�niamo i seguenti parametri:

ρ =
(σr)Q

2
, θ =

σλ

2
1
Q

,
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e utilizziamo la relazione (5.9) per ottenere:

Hr (0) = D (r)H1 (0) ⊃ D (rσ) (Ω1 (0)) = Ω2ρ (0) , (5.12)

e analogamente:

H−θr (0) = D (θr)H−1 (0) ⊂ D

(
θr

λ

)
(Ω1 (0) ∩ {t ≤ −ε}) = Kρ (0, ε) . (5.13)

Applicando il Teorema 5.2.3 e le inclusioni stabilite in (5.12) e (5.13), si ottiene:

sup
H−
θr(0)

u ≤ sup
Kρ(0,ε)

u ≤ cu (0) ,

per ogni soluzione non negativa u dell'equazione Lu = 0 in Ω e per ogni r > 0 tale che

Hr (0) ⊂ Ω. Questo conclude la dimostrazione.

Osservazione 5.2.5. La disuguaglianza di Harnack espressa in (5.8) è invariante rispetto

al parametro r, in quanto la costante c non dipende da r.

Il Teorema 5.2.4 rimane valido per ogni operatore appartenente alla classe K. Passiamo

ora a dimostrare un ulteriore risultato.

Teorema 5.2.6. Sia L ∈ K e sia Ω ⊂ RN+1 un sottoinsieme aperto. Per un valore �ssato

di m ≥ 3, per ogni ε ∈
(

0, c
2
Q

N

)
e per ogni r0 > 0, esiste una costante c = c (ε, r0) > 0

tale che:

sup
K

(m)
r (z0,ε)

u ≤ cu (z0) , (5.14)

per ogni soluzione non negativa u dell'equazione Lu = 0 in Ω, con u ∈ C2,1 (Ω), e per

ogni z0 ∈ Ω, r ∈ (0, r0] tale che Ω2r (z0) ⊂ Ω.

Nella disuguaglianza (5.14), adottiamo la seguente notazione, analoga a quella introdotta

in (5.4):

K(m)
r (z0, ε) := Ω(m)

r (z0) ∩
{

(x, t) ∈ RN+1 : t ≤ t0 − εr
2

Q+m

}
. (5.15)

Dimostrazione. Grazie all'invarianza dell'operatore L rispetto alle traslazioni a sinistra,

possiamo senza perdita di generalità supporre z0 = 0. Introduciamo il parametro λ =

r
1

m+Q e de�niamo il seguente operatore scalato:

Lλ = λ2D (λ)LD

(
1

λ

)
, (5.16)
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dove (D (λ))λ>0 rappresenta il gruppo di dilatazioni associato a L0, la parte principale

dell'operatore L.

De�niamo inoltre:

uλ (z) = u (D (λ) z) , ∀z ∈ RN+1.

Sotto queste condizioni, possiamo veri�care che:

Lλuλ = 0, in D

(
1

λ

)
Ω, (5.17)

dato che per ipotesi Lu = 0 in Ω. Analogamente, la soluzione fondamentale Γλ associata

all'operatore Lλ soddisfa:

Γλ (z) = λQΓ (D (λ) z) , ∀z ∈ RN+1.

Per dimostrare la disuguaglianza (5.14) nel caso z0 = 0, è su�ciente veri�care la seguente

relazione:

sup
K

(m)
1,λ (0,ε)

v ≤ cv (0) , (5.18)

per ogni λ ∈ [0, λ0], dove λ0 = r
1

m+Q

0 , e per ogni soluzione non negativa v di Lλv = 0, con

v ∈ C2,1
(
D
(

1
λ

)
Ω
)
, de�nita in D

(
1
λ

)
Ω.

Nella disuguaglianza (5.18), utilizziamo la seguente de�nizione:

K
(m)
r,λ (0, ε) := Ω

(m)
r,λ (0) ∩

{
(x, t) ∈ RN+1 : t ≤ −εr

2
Q+m

}
, (5.19)

dove:

Ω
(m)
r,λ (ζ) :=

{
z ∈ RN+1 : Γλ (ζ; z) (4π (τ − t))−

m
2 >

1

r

}
. (5.20)

Consideriamo ora una soluzione non negativa v ∈ C2,1
(
D
(

1
λ

)
Ω
)
di Lλv = 0. Utilizzando

la formula del valore medio, espressa in (4.37), possiamo scrivere:

v (0) =
1

2

∫
Ω

(m)
2,λ (0)

M
(m)
2,λ (0; z) v (z) dz, (5.21)

dove M (m)
r,λ (0; z) rappresenta il nucleo associato all'operatore Lλ con r = 2, come de�nito

in (4.35).

Poiché vale l'identità: D
(

1
λ

)
Ω

(m)
2r (0) = Ω

(m)
2,λ (0), e Ω

(m)
2r (0) ⊂ Ω, ne segue che l'insieme

Ω
(m)
2,λ (0) è contenuto in D

(
1
λ

)
Ω.

Utilizzando la de�nizione del nucleo riportata in (4.35), possiamo esprimere:

Mλ (0; z) =
〈A∇xΓλ (0; z) ,∇xΓλ (0; z)〉

Γ2
λ (0; z)

≥ 0.
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Inoltre, si veri�ca la seguente disuguaglianza:

M
(m)
2,λ (0; z) ≥ m

m+ 2
ωm

Nm+2
2,λ (0; z)

4t2
. (5.22)

Nell'insieme Ω
(m)
3
2
,λ

(0), sfruttando le de�nizioni e le relazioni (4.34) e (5.20), possiamo

scrivere:

N2,λ (0; z) >

(
−4t log

(
4

3

)) 1
2

. (5.23)

Combinando le espressioni (5.21), (5.22) e (5.23), otteniamo:

v (0) ≥ cm

∫
Ω

(m)
3
2 ,λ

(0)

(−t)
m−2

2 v (z) dz, (5.24)

dove cm è una costante positiva dipendente esclusivamente da m.

Introduciamo ora l'insieme:

Kλ := Ω
(m)
3
2
,λ

(0) ∩
{
z ∈ RN+1 : t ≤ −ε

}
.

Grazie alla disuguaglianza (5.24), possiamo quindi dedurre che:

v (0) ≥ cmε
m−2

2

∫
Kλ

v (z) dz. (5.25)

Per completare la dimostrazione del Teorema 5.2.6, è necessario fare riferimento al Lemma

5.2.7, riportato di seguito. Grazie alla disuguaglianza (5.25) e al Lemma 5.2.7, si può

concludere che, per ogni punto ζ ∈ K(m)
1,λ (0, ε), vale la seguente relazione:

v (0) ≥ cmε
m−2

2

∫
Ω

(m)
s,λ (ζ)

v (z) dz

≥ cm
k
ε
m−2

2

∫
Ω

(m)
s,λ (ζ)

M
(m)
s,λ (ζ; z) v (z) dz

=
scm
k
ε
m−2

2 v (ζ) .

Per concludere la dimostrazione del Teorema 5.2.6, è su�ciente dimostrare il seguente

lemma. Si noti, inoltre, che la prima parte del lemma può essere interpretata come una

sorta di "disuguaglianza triangolare geometrica" applicata alla funzione (ζ; z) 7→ 1
Γ(ζ;z)

.

Lemma 5.2.7. Si veri�cano le seguenti proprietà:

(i) Per ogni λ0 > 0, esiste una costante positiva s = s (λ0,m) tale che:

Ω
(m)
s,λ (ζ) ⊂ Kλ,

per ogni ζ ∈ K(m)
1,λ (0, ε) e per ogni λ ∈ [0, λ0].
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(ii) Per ogni λ0 > 0, esiste una costante positiva k = k (λ0,m, s) tale che:

M
(m)
s,λ (ζ; z) ≤ k, (5.26)

per ogni z ∈ Ω
(m)
s,λ (ζ) e per ogni ζ ∈ K(m)

1,λ (0, ε).

Dimostrazione. (i) Per semplicità di notazione, de�niamo:

Γ
(m)
λ (ζ; z) = (4π (τ − t))−

m
2 Γλ (ζ; z) .

Dobbiamo dimostrare che esiste una costante s > 0 tale che, per ogni λ ∈ [0, λ0] e per

ogni ζ ∈ K(m)
1,λ (0, ε), vale la seguente implicazione:

Γ
(m)
λ (ζ; z) ≥ 1

s
=⇒ Γ

(m)
λ (0; z) ≥ 2

3
. (5.27)

Quando ζ ∈ K1,λ (0, ε), si ha:

Γ
(m)
λ (0; ζ) ≥ 1, τ ≤ −ε.

Di conseguenza, si può scrivere:

Γ
(m)
λ (0; z) ≥ Γ

(m)
λ (0; z)

Γ
(m)
λ (0; ζ)

.

Poiché t ≤ τ ≤ −ε, esiste una costante δ = δ (ε, λ0) > 0 tale che:

Γ
(m)
λ (0; z)

Γ
(m)
λ (0; ζ)

≥ 2

3
,

per ogni λ ∈ [0, λ0] e per ogni coppia di punti z, ζ ∈ Ω
(m)
2,λ (0) tali che:

|z − ζ| ≤ δ, t, τ ≤ −ε.

Per dimostrare la (5.27), è su�ciente veri�care l'esistenza di una costante s = s (λ0,m) >

0 tale che:

ζ ∈ K(m)
1,1 (0, ε) , Γ

(m)
λ (ζ; z) ≥ 1

s
=⇒ |z − ζ| ≤ δ. (5.28)

Se Γ
(m)
λ (ζ; z) ≥ 1

s
, allora:

1

s
≤ Γ

(m)
λ (ζ; z) ≤ (4π)−

m+N
2 (τ − t)−

m
2 (det (Cλ (τ − t)))−

1
2 ,

da cui segue che:

d (λ, τ − t) := (4π)
m+N

2 (τ − t)
m
2 (det (Cλ (τ − t)))

1
2 < s. (5.29)
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La funzione (λ, σ) 7→ d (λ, σ) risulta continua e strettamente crescente rispetto a σ. Inol-

tre, per ogni valore �ssato λ, si ha che d (λ, τ − t) → ∞ al tendere di σ a in�nito, con

d (λ, 0) = 0. Di conseguenza, de�nendo c (λ, ·) = d−1 (λ, ·), la funzione (λ, s) 7→ c (λ, s) è

continua e soddisfa c (λ, 0) = 0 per ogni λ.

Utilizzando le relazioni (3.29) e (2.20), si può scrivere:

Γ
(m)
λ (ζ; z) ≥ 1

s
=⇒ d (λ, τ − t) = (τ − t)

m+Q
2 (c0 + ω (s)) , (5.30)

dove c0 = c0 (L) > 0 e ω (s) = ω (L, λ, s) → 0 per s → 0, uniformemente rispetto a

λ ∈ [0, λ0].

Facendo uso della forma esplicita di Γλ e facendo riferimento alle equazioni (3.28) e (2.20),

si dimostra che, per ogni k ∈ N, esiste una costante s = s (λ0,m, k) > 0 tale che:

Γ
(m)
λ (ζ; z) ≥ 1

s
=⇒ |ξ − Eλ (τ − t)x| ≤ δ

k
, (5.31)

dove Eλ denota la matrice de�nita in (1.3) associata all'operatore Lλ. Inoltre, esiste un

insieme compatto F ⊂ RN+1, dipendente esclusivamente da m e λ0, tale che:

K
(m)
1,λ (0, ε) ⊂ F, ∀λ ∈ [0, λ0] . (5.32)

Combinando le relazioni (5.30), (5.31) e (5.32), si ottiene immediatamente la validità della

relazione (5.28), completando così la dimostrazione della parte (i) del Lemma 5.2.7.

Per quanto concerne la parte (ii) del lemma, si deve dimostrare una stima per il nucleoMλ,

de�nito in (4.7) e associato all'operatore Lλ. Precisamente, per ogni insieme compatto

F ⊂ RN+1 e per ogni s > 0, esiste una costante k0 = k0 (F, λ0,m, s) > 0 tale che:

Mλ (ζ; z) ≤ k0

(
1

τ − t
log

(
1

τ − t

)
+ 1

)
, (5.33)

per ogni ζ ∈ F , z ∈ Ω
(m)
s,λ (ζ) e λ ∈ (0, λ0).

La dimostrazione della parte (ii) segue dalla stima (5.33), in combinazione con le relazioni

(4.35), (4.51), (5.29), (5.30) e (5.32).

Ponendo σ = τ − t e y = x− Eλ (τ − t) ξ, il nucleo Mλ (ζ; z) si può riscrivere come:

Mλ (ζ; z) =
1

4
〈AC−1

λ (σ) y, C−1
λ (σ) y〉 =

1

4

∣∣∣A 1
2C−1

λ (σ) y
∣∣∣2 .

Inoltre, si ha:

A
1
2C−1

λ (σ) y =

(
A

1
2D0

(
1√
σ

))
D0

(√
σ
)
C−1
λ (σ)D0

(√
σ
)
D0

(
1√
σ

)
y

=
1√
σ
A

1
2Fλ (σ)D0

(
1√
σ

)
y,
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dove si è de�nito:

Fλ (σ) = D0

(√
σ
)
C−1
λ (σ)D0

(√
σ
)
.

Quindi, possiamo scrivere:

Mλ (ζ; z) ≤ 1

4σ
‖A‖

∥∥∥F 1
2
λ (σ)

∥∥∥2
∥∥∥∥F 1

2
λ (σ)D0

(
1√
σ

)
y

∥∥∥∥2

=
1

4σ
‖A‖ ‖Fλ (σ)‖ 〈C−1

λ (σ) y, y〉.
(5.34)

Poiché z ∈ Ω
(m)
s,λ (ζ), risulta:

〈C−1
λ (σ) y, y〉 ≤ 2 log

(
s2

(4π)N+m σm det (Cλ (σ))

)
. (5.35)

Inoltre, dalla relazione (3.29) si ricava:

det (Cλ (σ)) = c0σ
Q
(
1 + λ2σO (1)

)
, c0 = det (C0 (1)) . (5.36)

Applicando il risultato di (3.28), si ottiene la seguente stima per ‖Fλ (σ)‖:

‖Fλ (σ)‖ = max
|ξ|=1
〈C−1

λ (σ)D0

(√
σ
)
ξ,D0

(√
σ
)
ξ〉

≤ max
|ξ|=1
〈C−1

0 (σ)D0

(√
σ
)
ξ,D0

(√
σ
)
ξ〉
(
1 + λ2σO (1)

)
=
∥∥C−1

0 (1)
∥∥ (1 + λ2σO (1)

)
.

Questa stima, insieme a (5.35), (5.36) e (5.34), porta direttamente alla disuguaglianza

(5.33).

Analogamente alla dimostrazione del Teorema 5.2.4, è possibile derivare dal Teorema 5.2.6

il seguente risultato:

Teorema 5.2.8. Sia L ∈ K e sia Ω un sottoinsieme aperto di RN+1. Esistono costanti

positive θ = θ (L), c = c (L) e r0 = r0 (L) tali che:

sup
H−
θr(z0)

u ≤ cu (z0) ,

per ogni soluzione non negativa u dell'equazione Lu = 0 in Ω, e per ogni z0 ∈ Ω e

r ∈ (0, r0] tali che Hr (z0) ⊂ Ω.

Concludiamo ora questa sezione dimostrando il Teorema 5.1.5.
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Proposizione 5.2.9. Sia Ω ⊂ RN+1 un insieme aperto e sia u ≥ 0 una soluzione di

Lu = 0 in Ω. Fissato z0 ∈ Ω, per ogni z ∈ int (Az0), esistono un intorno aperto Uz di z e

una costante Cz > 0 tali che:

sup
Uz

u ≤ Czu (z0) . (5.37)

Dimostrazione del Teorema 5.1.5. Per ogni z ∈ K, consideriamo l'insieme aperto Uz

fornito dalla Proposizione 5.2.9. Ne consegue:

K ⊂
⋃
z∈K

Uz.

Poiché K è compatto, esiste un ricoprimento �nito

K ⊂
⋃

j=1,...,mK

Uzj .

Dalla Proposizione 5.2.9 segue che:

sup
Uzj

u ≤ Czju (z0) , j = 1, . . . ,mK .

De�nendo CK = maxj=1,...,mK Czj , si conclude la dimostrazione.

5.3 Teoremi di tipo Liouville

Il principale obiettivo di questa sezione consiste nel presentare una dimostrazione di natura

puramente analitica di un teorema di tipo Liouville "al tempo t = −∞" per il seguente

operatore di Kolmogorov de�nito in RN+1:

L := ∆x + 〈x,B∇x〉 − ∂t, (5.38)

dove ∆x rappresenta l'operatore di Laplace, mentre 〈·, ·〉 e ∇x indicano rispettivamente il

prodotto scalare e il gradiente in RN .

Il teorema di Liouville associato all'operatore (5.38) è formulato come segue.

Teorema 5.3.1. Sia u una soluzione regolare dell'equazione

Lu = 0 in RN+1.

Se infRN u > −∞, allora vale la seguente proprietà:

lim
t→−∞

u (x, t) = inf
RN+1

u, per ogni x ∈ RN .
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Dal Teorema 5.3.1 segue direttamente un risultato di tipo Liouville per le soluzioni limitate

dell'equazione Lu = 0. Per un risultato analogo, si rimanda al Teorema 3.6 in [19].

Teorema 5.3.2. Sia u una soluzione regolare e limitata di

Lu = 0, in RN+1.

Allora, u è una funzione costante.

Dimostrazione. Siano

m = inf
RN+1

u e M = sup
RN+1

u.

Applicando il Teorema 5.3.1 alle funzioni M − u e u−m, si ottiene per ogni x ∈ RN :

0 = inf
RN+1

(M − u) = lim
t→−∞

(M − u (x, t)) ,

e

0 = inf
RN+1

(u−m) = lim
t→−∞

(u (x, t)−m) .

Di conseguenza, si ha M = m, il che implica che u è costante.

Il Teorema 5.3.1 deriva a sua volta da una disuguaglianza di Harnack di tipo "globale"

per soluzioni non negative dell'equazione Lu = 0 in RN+1. Per formulare questa disugua-

glianza, è utile ricordare che L è invariante rispetto alle traslazioni a sinistra sul gruppo

di Lie G =
(
RN+1, ◦

)
, dove la legge di composizione ◦ è de�nita in (2.1).

Per ogni z0 ∈ RN+1, de�niamo il "paraboloide" associato a z0:

P (z0) = z0 ◦ P,

dove

P =

{
(x, t) ∈ RN+1 : t < −|x|

2

4

}
.

Basandoci su un approccio utilizzato in [5] per operatori parabolici classici e sfruttando

le proprietà di media delle soluzioni di Lu = 0, si dimostra la seguente disuguaglianza di

Harnack.

Teorema 5.3.3. Sia z0 ∈ RN+1 e sia u una soluzione regolare non negativa di

Lu = 0, in RN+1.

Esiste una costante positiva C, indipendente da u e z0, tale che

u (z) ≤ Cu (z0) ,

per ogni z ∈ P (z0).
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La dimostrazione di questo risultato è rinviata a [10]. In questa sede, mostriamo come

esso consenta di dedurre il Teorema 5.3.2 utilizzando il seguente lemma.

Lemma 5.3.4. Per ogni x ∈ RN e per ogni z0 ∈ RN+1, esiste un numero reale T =

T (x, z0) tale che

(x, t) ∈ P (z0) , ∀t < T.

Dimostrazione del Teorema 5.3.2. Sia u una soluzione regolare e limitata inferiormente

dell'equazione Lu = 0 in RN+1. De�niamo

m = inf
RN+1

u.

Per ogni ε > 0, esiste zε ∈ RN+1 tale che

u (zε)−m < ε.

Applicando il Teorema 5.3.3 alla funzione u−m, otteniamo

u (z)−m < C (u (zε)−m) < Cε, (5.39)

per ogni z ∈ P (zε), dove la costante C > 0 è indipendente da z e da ε.

Fissiamo ora x ∈ RN . Per il Lemma 5.3.4, esiste T = T (zε, x) ∈ R tale che (x, t) ∈ P (zε)

per ogni t < T . Di conseguenza, dalla relazione (5.39) segue che

0 ≤ u (x, t)−m ≤ Cε, ∀t < T.

Passando al limite per t→ −∞, si ottiene

lim
t→−∞

u (x, t) = m.
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Appendice A

Varietà e Insiemi di Livello

Nella presente appendice, introduciamo e formalizziamo gli strumenti e i concetti essenzia-

li, come le varietà e gli insiemi di livello, che sono stati utilizzati nella dimostrazione delle

formule di media esposte nel Capitolo 4. Tali nozioni forniscono il quadro teorico neces-

sario per comprendere i risultati discussi e per contestualizzare le proprietà geometriche

impiegate nelle analisi.

De�nizione A.0.1 (Varietà). Sia M ⊆ RN , con M 6= ∅. Diciamo che M è una p-varietà

di classe Ck in RN , con p, k ∈ N, 1 ≤ p ≤ N − 1, k ≥ 1, se per ogni punto a ∈M esistono

un aperto Ω ⊂ RN e una funzione f ∈ Ck
(
Ω;RN−p) tali che:

� M ∩ Ω = {x ∈ Ω : f (x) = 0};

� rank (df (a)) = N − p (ovvero, rank (Jf (a)) = N − p).

Il numero naturale p è denominato dimensione della varietà M .

Esempio A.0.2. Sia Ω un aperto di RN e f ∈ Ck (Ω;R), con k ≥ 1. Si consideri l'insieme

f−1 ({c}) = {f = c} := {x ∈ Ω : f (x) = c} , c ∈ R.

Tale insieme è detto insieme di livello di f . Se f−1 ({c}) 6= ∅ e

∇f (x) 6= 0, ∀x ∈ f−1 ({c}) , (A.1)

allora f−1 ({c}) è una (N − 1)-varietà di classe Ck in RN .

Per veri�care ciò, de�niamo la funzione g : Ω 7→ R, come g (x) = f (x)− c. In tal caso:

f−1 ({c}) = {x ∈ Ω : g (x) = 0} , g ∈ Ck (Ω;R) .
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Inoltre, osserviamo che il jacobiano di g, Jg = ∇f , soddisfa

rank (Jg) = 1, ∀x ∈ f−1 ({c}) ,

come richiesto.

Nel 1942, A. Sard ha dimostrato un risultato di grande rilievo nell'analisi di�erenziale,

formulato nel seguente teorema:

Teorema A.0.3 (Sard [20]). Siano Mm e Nn due varietà di�erenziabili di classe C∞,

rispettivamente di dimensione m e n. Sia f : Mm 7→ Nn una mappa di classe Ck. Se

k > max (m− n, 0), allora

Hn (f (Crit (f))) = 0.

Nel Teorema A.0.3 e in quanto segue, adottiamo la convenzione secondo cui Hs rappre-

senta la misura di conteggio per s ≤ 0. Inoltre, per una mappa Ck, f : Mm 7→ Nn, con

k ≥ 1, l'insieme dei punti critici di f è de�nito come:

Crit (f) := {x ∈Mm : rank (Jf ) < n} .

Diversi anni dopo il lavoro di Sard, A. Ya. Dubovitski�� generalizzò questo risultato,

ottenendo il seguente teorema:

Teorema A.0.4 (Dubovitski��, [4], [2]). Siano Mm e Nn due varietà di�erenziabili di

classe C∞, rispettivamente di dimensione m e n. Sia f : Mm 7→ Nn una mappa di classe

Ck. De�nendo s = m− n− k + 1, si ha:

Hs
(
f−1 (y) ∩ Crit (f)

)
= 0, per quasi ogni y ∈ Nn rispetto a Hn. (A.2)

Osservazione A.0.5. Nel Teorema A.0.4, se k > max (m− n, 0), allora s = m−n− k+

1 ≤ 0. In questo caso, Hs coincide con la misura di conteggio, e quindi l'equazione (A.2)

diventa:

f−1 (y) ∩ Crit (f) = ∅, per quasi ogni y ∈ Nn rispetto a Hn. (A.3)

Questo implica che il Teorema A.0.4 generalizza il teorema classico di Sard, includendolo

come caso particolare.

Osservazione A.0.6. Il teorema di Dubovitski�� implica che, per quasi ogni y ∈ Nn

rispetto a Hn, l'insieme di livello f−1 (y) può essere decomposto in:
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� la parte regolare f−1 (y) \ Crit (f), che è una (m− n)-varietà di classe Ck;

� la parte critica f−1 (y) ∩ Crit (f), che ha misura Hs nulla.

Questa decomposizione risulta coerente con le proprietà geometriche evidenziate nell'E-

sempio A.0.2.

Un ulteriore strumento fondamentale connesso a questi risultati è la formula di co-area,

che collega la misura sugli insiemi di livello alla misura globale nel dominio della mappa.

Teorema A.0.7 (Formula di co-area [7]). Sia f : RN 7→ R una mappa lipschitziana e sia

g : RN 7→ [0,∞] una funzione misurabile. Allora:∫
RN
g (x) |∇f (x)| dx =

∫
R

(∫
f−1(y)

g (x) dHN−1 (x)

)
dy. (A.4)

Segue direttamente dai Teoremi A.0.4 e A.0.7 il seguente importante corollario, che sta-

bilisce una relazione tra l'integrale della norma del gradiente di una mappa e la misura

HN−1 delle intersezioni degli insiemi di livello regolari con un insieme misurabile:

Corollario A.0.8. Sia f : RN 7→ R una mappa di classe C1, e sia Ω un aperto limitato

di RN . Allora, per ogni B ∈ B (Ω), vale la seguente formula:∫
B

|∇f (x)| dx =

∫
R
HN−1

(
B ∩ f−1 (y) \ Crit (f)

)
dy.

Dimostrazione. Dal Teorema A.0.4, scegliendo k = 1, m = N , e n = 1, si ottiene s =

N − 1. Pertanto, per quasi ogni y ∈ R rispetto alla misura di Hausdor� H1, risulta:

HN−1
(
f−1 (y) ∩ Crit (f)

)
= 0. (A.5)

Inoltre, il Teorema A.0.7 si applica a qualsiasi mappa f ∈ C1
(
RN ;R

)
. Considerando la

funzione indicatrice g = χΩ, dove Ω è un aperto limitato di RN , le equazioni (A.4) e (A.5)

implicano che: ∫
Ω

|∇f (x)| dx =

∫
R
HN−1

(
Ω ∩ f−1 (y)

)
dy

=

∫
R
HN−1

(
Ω ∩ f−1 (y) \ Crit (f)

)
dy <∞.

Osservando che la relazione precedente vale per ogni insieme B ∈ B (Ω), si ottiene:∫
B

|∇f (x)| dx =

∫
R
HN−1

(
B ∩ f−1 (y) \ Crit (f)

)
dy.

La tesi segue direttamente.
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dal profondo del cuore, per tutto ciò che hai fatto per me.

Un pensiero va ai miei compagni di corso, con cui ho condiviso giornate intense, pranzi

veloci e �le in�nite alla macchinetta del ca�è. Grazie per la compagnia, per le risate e

per aver reso questo percorso più leggero e divertente. Voglio ringraziare anche i miei

amici di sempre, quelli che non hanno condiviso con me l'università, ma che sono stati

una presenza fondamentale. Grazie per i momenti di relax, per le conversazioni che mi

hanno aperto nuovi orizzonti e per essere sempre stati al mio �anco, anche da lontano.

La vostra amicizia è uno dei doni più preziosi che ho, e ve ne sono in�nitamente grato.

Un ringraziamento speciale è per i miei coinquilini modenesi. In questi sei anni ho trovato

molto più di un appartamento: ho trovato una famiglia. Grazie per avermi fatto sentire

a casa, accettato e libero di essere me stesso. Questo senso di appartenenza sarà sempre

con me, ovunque andrò.

In�ne, l'ultimo, e forse il più importante, pensiero è per una persona speciale che non è

più qui: mia sorella Giulia. Sei stata il mio faro, il mio esempio, sempre pronta a darmi

consigli su tutto - dalle scelte importanti ai miei tentativi, spesso disastrosi, di vestirmi

con stile. Anche ora, so che continui a vegliare su di me, probabilmente scuotendo la testa

ogni volta che sbaglio qualcosa. Mi manchi ogni giorno, ma sento il tuo amore e la tua

forza in ogni mio passo. Grazie per essere stata una sorella meravigliosa e un sostegno

ineguagliabile.

A tutti voi, grazie. Questo traguardo non è solo mio: è nostro.
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