ALMA MATER STUDIORUM - UNIVERSITA DI BOLOGNA

SCUOLA DI SCIENZE

Corso di Laurea in Matematica

Coomologia di de Rham e isomorfismo con la
coomologia singolare

Tesi di Laurea in Geometria

Relatore: Presentata da:
Andrea Petracci Emanuele Pazzini

Anno Accademico 2023/2024






Introduzione

L’obiettivo di questa tesi ¢ quello di analizzare il legame tra la topologia di una va-
rietd e il suo complesso delle forme differenziali. Questo legame ¢é espresso dal Teorema
di de Rham, che si va a collocare in quella famiglia di teoremi che evidenziano un legame
tra proprieta topologiche e differenziali delle varieta, quali i teoremi di Poincaré-Hopf
o di Riemann-Roch. Nel primo capitolo introduciamo il problema in un contesto piu
semplice, analizzando il caso di 1-forme su aperti di R", dando una prima debole versio-
ne del teorema di de Rham e mostrando come questo possa essere usato per il calcolo
del primo gruppo di coomologia. Nel secondo capitolo diamo una definizione generale
di forme differenziali su varieta, introducendo strumenti della teoria dei fasci tramite i
quali potremo costruire per ogni k intero non negativo il fascio Q%, delle k-forme diffe-
renziali su M. Nella seconda parte del capitolo costruiamo il differenziale esterno, che
nel complesso coomologico delle forme giochera il ruolo di differenziale. I ponte tra la
coomologia delle forme differenziali e la coomologia delle catene singolari € la possibilita
di integrare le prime lungo le seconde. Per questa ragione nel terzo capitolo affrontia-
mo l'argomento dell’integrazione di forme. Piu nello specifico, inizieremo definendo il
concetto di orientabilita per una varieta differenziabile e vedremo come questo sia ca-
ratterizzabile attraverso il fascio delle forme di grado massimo. La possibilita di definire
I'integrale di forme a supporto compatto su varieta orientate ¢ un semplice argomento
di partizioni dell’'unita, che discutiamo nella seconda sezione. Concludiamo il terzo capi-
tolo dando una dimostrazione del classico Teorema di Stokes, che generalizza il teorema
fondamentale del calcolo integrale dell’analisi reale in una variabile. Nel quarto capitolo
introduciamo finalmente la coomologia di de Rham, definendo forme chiuse ed esatte e
sfruttando la semplice osservazione che tutte le forme esatte sono chiuse, vale a dire che
per il differenziale esterno d vale la relazione d o d = 0. Nella prima sezione del capitolo
ci dedichiamo esclusivamente a due risultati: la coomologia dello spazio euclideo R" e
il classico teorema di Mayer-Vietoris. Queste proprieta della coomologia di de Rham
sono tutto quello che serve per poter dimostrare il Teorema di de Rham. L’obiettivo

della seconda sezione & quello di mostrare una versione del Teorema di Stokes che in
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questa tesi abbiamo denominato Teorema di Stokes per 'integrazione su catene, e che ci

permettera di dimostrare la buona positura della forma bilineare
HE(M) % Hy(M,R) = R, (lw], []) = /w

e dell’omomorfismo di de Rham associato Jyr: H5(M) — H¥(M,R), che definiamo
nella terza sezione. Una volta dimostrato che quest’ultimo sia un isomorfismo, i risultati
classici della topologia algebrica come la dualita di Poincaré, il teorema di Kiinneth e
soprattutto I'invarianza per omotopia seguono. A questo punto avremo dimostrato quindi
che la coomologia del complesso delle forme, costruito tramite strumenti differenziali, € in
realta un invariante topologico. Concludiamo la tesi mostrando qualche esempio di come
I'utilizzo delle forme permetta di trovare piuttosto facilmente generatori per i gruppi di
coomologia di varieta. L’importanza di questi esempi risiede nel fatto che, come nel caso
del toro e dello spazio proiettivo complesso, questo permetta a sua volta di determinare

'anello di coomologia (a coefficienti reali) della varieta.
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Capitolo 1

Il caso delle 1-forme su aperti di R"

1.1 1-forme su aperti di R”

Definizione 1.1.1. Dati un aperto U C R™ e k € N U {oo}, una I-forma di classe
C* su U ¢ una applicazione w: U — (R™)* della forma w(z) = >_,_, wi(z)dx; dove le
w;: U — R sono funzioni C* e i dz; sono gli elementi della base duale alla base canonica

di R™. Se le w; sono continue, diremo che w ¢ una (1-)forma continua.

Quindi quello che una 1-forma fa & associare ad ogni punto del dominio U un elemento
del duale con una certa regolaritda C* muovendosi lungo i punti di U. L’idea dietro alle
pitt generali k-forme, che tratteremo a partire dalla Sezione 2.1, sara analoga: ad ogni

punto assoceremo non pitt un funzionale lineare, ma una forma multilineare alternante.
Definizione 1.1.2. Data w una 1-forma su un aperto U C R", diremo che:
e w ¢ esatta se esiste f: U — R™ di classe C* tale che df = w, con df il differenziale
di f;
o w ¢ localmente esatta se esiste {Ux} ricoprimento aperto di U tale che wyy, ¢ esatta

per ogni A;

e w ¢ chiusa se ¢ di classe C! e per ogni 1 < i, < n vale

8wi B 8wj

Nota. Nel seguito, per cammino in uno spazio topologico X intenderemo una funzione

continua 7y: [a,b] = X, con a,b € Rea <b.

Definizione 1.1.3. Data una forma localmente esatta w su un aperto U C R" e un

cammino 7: [a,b] — R", diremo che una funzione f: [a,b] — R & una primitiva di w lungo

1
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v se f ¢ continua e soddisfa la seguente condizione: per ogni t € [a, b], esiste V' intorno

di v(t) in U tale che w)y sia esatta con primitiva F': V' —= R e fi,-1(v) = F o y-1(1).

Proposizione 1.1.4. Data una 1-forma localmente esatta w su un aperto U C R" e un
cammino continuo 7y: [a,b] — U, esiste una primitiva di w lungo v e questa ¢ unica a

meno di una costante additiva.

Dimostrazione. Sia {U,} un ricoprimento aperto tale che wyy, sia localmente esatta per
ogni A. Siccome [a,b] ¢ uno spazio metrico compatto e v ¢ continuo, per il teorema
del numero di Lebesgue [Manl5, Teorema 11.23| esistono a =ty < t; < --- < t, = b
tali che v([t;, t;41]) C U; per ogni i = 0,...,n — 1 e per qualche U; nel ricoprimento;
osserviamo che y(t;,1) € U;NU;y1. Sia F; una primitiva di w|y;; @ meno di sommare una
costante a Fjy, possiamo assumere Fj(t;11) = Fii1(ti41). Definiamo ora f: [a,b] — R,
f(t) = Fi(v(t)), t € [t;,ti11]. La funzione cosi definita ¢ continua ed ¢ una primitiva di
w lungo 7. Se g & un’altra primitiva di w lungo ~, per definizione ogni ¢ € [a, b] ammette
un intorno su cui f — g é costante. Ma allora f — g ¢ localmente costante su un insieme

connesso, dunque € costante. 0
Diamo ora la definizione di integrale di una 1-forma lungo un cammino:

Definizione 1.1.5. Sia w una l-forma su un aperto U C R" e sia v: [a,b] — U un

cammino; diamo le seguenti definizioni di wntegrale di w lungo :

1. se w é localmente esatta, poniamo

=10~ f@) (L.1)

ol

dove f é una primitiva di w lungo ~;

2. se v & C! a tratti, poniamo
b
[w= [ oo o (1.2
¥ a

Osservazione 1.1.6. Le due definizioni di integrale date in (1.1) e (1.2) sono ben poste.
Nel caso in cui w sia localmente esatta, 1’esistenza di una primitiva f di w lungo ~ &
garantita dalla Proposizione 1.1.4, da cui segue anche che la quantita f(b) — f(a) non
dipende dalla primitiva considerata. Per la seconda basta osservare che I'integrando ¢ una
funzione almeno continua, dunque integrabile. Inoltre, le definizioni sono compatibili.
Infatti, dati w localmente esatta e v un cammino C' a tratti, possiamo considerare

Up, ..., U, aperti tali che wyy, sia esatta e una sequenza di punti a =ty <t <--- <1,
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tali che v([t;,t;+1]) C U;. Come nella Proposizione 1.1.4, sia f la primitiva data da
f(t) = Fz<7<t)); te [ti,ti+1]. Allora

[ eooeoa=Y [ mearwa - o - .

Osservazione 1.1.7. Nel caso particolare in cui w sia una forma esatta con primitiva
F su un aperto U C R"™ ¢ chiaro che, fissato un cammino v: [a,b] — U, una primitiva
di w lungo questo cammino € la composizione F' o . Allora vale anche che fvw =
F(y(b)) — F(v(a)). In particolare vale quindi che se w & esatta in U, il suo integrale

lungo un qualsiasi cammino chiuso in U ¢é nullo.

Esempio 1.1.8. Su R? \ {0} consideriamo la 1-forma w = wzjryyg dx + xgﬁyQ dy. Questa ¢

D —y N_ x> _ 9/ = : \ )
ay(wzﬂg) = T = 8z<x2+y2>' Tuttavia non ¢& esatta: per

vederlo basta integrare la forma lungo il cammino chiuso ~: [0,27] — R? \ {0}, ~(¢) =

chiusa, perché ¢ C! e vale

(cos(t),sin(t)), ottenendo fvw = 21w # 0. L’Osservazione 1.1.7 ci dice allora che w non

puo essere esatta.

Esempio 1.1.9. Imitando ’Esempio 1.1.8 possiamo definire forme chiuse ma non esatte

sulU =R2\{pi,...,p,}: basta considerare w; = (x_zigé/:g/yi_ym dzr + (x_xi;”zf(;_yi)z dy (con

pi = (x;,y;)) e restringerla ad U. Come sopra, queste forme sono chiuse ma non esatte.

Vogliamo ora dare una caratterizzazione delle forme chiuse; ricordiamo il seguente

risultato.

Lemma 1.1.10. Sia w una 1-forma chiusa su un aperto U C R” stellato. Allora w &

esatta.

Dimostrazione. Fissato ¥ il punto rispetto al quale U ¢ stellato, per ogni z € U sia
Ye: [0,1] = U, v.(t) =T+ t(x —T). Vogliamo mostrare che la funzione data da F': U —
R

Y

¢ una primitiva di w in U. Per ogni 1 < k < n e x € U fissati, definiamo G(t) =
wi(72(t)). Allora

n
awi

Gt =3 P (1) (i~ 7) = 3 O (elt) - (i~ )




4 1. Il caso delle 1-forme su aperti di R"

da cui

= /1 G'(t)t+ G(t)dt = 1- Gi(1) = 0- Gx(0)
= wi ()
O

Proposizione 1.1.11. Una 1-forma w definita su un aperto U C R"™ ¢ chiusa se e solo

se ¢ di classe C'! e localmente esatta.

Dimostrazione. Se w ¢ chiusa, basta applicare il Lemma 1.1.10 ad ogni palla aperta
contenuta in U. Viceversa, sia {U,}, un ricoprimento aperto di U tale che per ogni A
wyu, € esatta su Uy con primitiva F), di classe C? perché w ¢ di classe C*. Allora per

ogni \ vale che
c%)i o 82F>\ o 62F)\ . 8&)]-
81‘]' B 81‘](%1 n 8%8% N al‘l

da cui la tesi. O

Teorema 1.1.12. Sia w una 1-forma localmente esatta su un aperto U C R" e siano

1, V2 : [a,b] = U due cammini omotopi (tramite un’omotopia a estremi fissati). Allora

[o=[w
7 72

Dimostrazione. Sia §: [0,1] x [0,1] — U un’omotopia ad estremi fissati tra v, e 7 e sia
{Ux} un ricoprimento aperto tale che wy, sia esatta per ogni A. Siccome § & continua
con dominio uno spazio metrico compatto, per il teorema del numero di Lebesgue esistono
due sequenze 0 =tg <t; < ---<t,=1lel =35y < s <---<8, =1 tali che per ogni
0 <i,j <n—1,valga §([t;, tis1] X [s5,5541]) C Uy, per qualche ); ;. Possiamo quindi
considerare, per ogni 7, j, una primitiva di WUy, F;;: Uy,; — R. Fissato j, a meno di
sommare una costante possiamo assumere F; ; 0 0fs,, 1 x[s;s551] = Fit1.j © Oftirs}xls; s;an]
e definire f;: [a,b] x [s;,5;41] = R, f;(t,s) = Fi;(6(t,s)) per t € [t;, tir1]. In questo
modo, per ogni s fissato f(-,s) & una primitiva di w lungo 6(+,s). Per concludere, a
meno di sommare delle costanti possiamo assumere f;(-,sj41) = fj41(-, Sj+1) per ogni
J < n (sono entrambe primitive di w lungo (-, sj41) e incollando otteniamo una funzione

f:00,1] x [0,1] — R tale che f(-, s) ¢ una primitiva di w lungo d(+, s) per ogni s € [0, 1]).
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Ma 6 ¢ un’omotopia ad estremi fissati, dunque fg(. gw = f(1,s) — f(0,s) non dipende

da s. La tesi segue. O]

Teorema 1.1.13. Sia w una 1-forma localmente esatta su un aperto U C R". Allora

sono equivalenti le seguenti:
1. w é esatta;
2. per ogni cammino chiuso 7: [0,1] — U, si ha che fyw =0.

Dimostrazione. Se w é esatta su U allora possiamo considerare una sua primitiva F': U —
R (unica a meno di costante additiva) e ottenere che per ogni v cammino chiuso, f7 w =
F(y(1)) — F(~(0)) = 0. Viceversa supponiamo sia vera (2). Fissati x,y € U definiamo
Q(U, z,y)ag l'insieme dei cammini dal punto z al punto y tali che esistano 0 = ¢, <
ty < -+ <t, =1 con Y., parallelo ad uno degli assi cartesiani di R". Allora per
ipotesi, per ogni v € Q(U, x, T)ag, fww = 0. Fissiamo ora xy € U e definiamo F': U — R,
F(z) = f% w con v, € QU, xg, ). Osserviamo che la buona positura della funzione,
cioé I'indipendenza dal cammino scelto, & garantita da (2). Mostriamo ora che gTFj = wj
per ogni j = 1,...,n: siano x € U e h € R~ {0} tali che la palla aperta di raggio
|h| e centro x sia contenuta in U e consideriamo il cammino y(t) = = + the;. Allora
Vo kv € QU, zo,x + he;) e
1 h
F(x + hej) — F(x) = /w = / w;j(z + thej)hdt = / w;(z + se;) ds.
5 0 0

Per continuita di w;, per il teorema della media integrale applicato alla funzione [0, k] >
s — wj(z + se;) € Resiste 0 < € < h tale che ; foh w;(z+ se;) ds = wj(x+Ee;j) . Sempre

per continuita di w; abbiamo allora che % = wj, da cui la tesi. O
J

Due conseguenze dirette del risultato precedente e del Teorema 1.1.12 sono i seguenti

corollari.

Corollario 1.1.14. Siano w una 1-forma localmente esatta su un aperto U C R" con-
nesso, g € U un punto e F un insieme di cammini chiusi in U con punto base xq le cui
classi di omotopia generano (U, xp). Allora w & esatta se e solo se fvw = 0 per ogni

veF.

Corollario 1.1.15. Se w ¢ una 1-forma localmente esatta su un aperto U C R" sempli-

cemente connesso, allora w € esatta.
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1.2 Un primo accenno al Teorema di de Rham

Gli ultimi risultati nella sezione precedente evidenziano un legame tra la topologia
dell’aperto U (e in particolare il suo tipo di omotopia) e il comportamento delle forme
definite su U. L’obiettivo di questa tesi sara proprio di esprimere in forma rigorosa e
pitt completa la natura di questo legame. Concludiamo questo capitolo approfondendo
questo aspetto riformulandolo in termini piu espliciti, dando una prima (debole) versione

del piu generale teorema di de Rham.

Definizione 1.2.1. Dato un aperto U C R”, indichiamo con Z!(U) lo spazio vettoriale

reale delle 1-forme localmente esatte su U e con B'(U) quello delle 1-forme esatte. 11

Z'(U)
BYU)”

primo gruppo di coomologia di de Rham di U & il quoziente H%,(U) =

Definizione 1.2.2. Se G é un gruppo, definiamo il sottogruppo derivato di G' come il
sottogruppo G’ generato dall’insieme dei commutatori aba='b~! e I'abelianizzato di G

come il gruppo quoziente G/G’.

Ricordiamo che se U ¢é connesso per archi allora c¢’¢ un isomorfismo tra il primo
gruppo di omologia singolare a coefficienti in Z di U e l'abelianizzazione del gruppo
fondamentale di U in un punto z,, ottenuto a partire dall’omomorfismo h: m (U, z¢) —
H,(U,Z) che vede i cammini chiusi come 1-cicli [Hat02, Teorema 2A.1]. In questa sezione
identificheremo quindi H,(U,Z) con (U, x)* e diremo che due cammini chiusi sono

omologhi in U se sono equivalenti in H;(U,Z). Vale il seguente:

Teorema 1.2.3. Se w é una 1-forma localmente esatta su un aperto U C R" e se 7, e

~2 sono cammini omologhi in U allora f% w=J, w

Dimostrazione. Preso v € Q(U,v1(0),72(0)), definiamo 7 := ~y; %y *i(y2) *i(7y). Siccome
Y1 € 72 sono omologhi, la classe di omologia di 7 ¢ banale ed esistono quindi cammini
ar, Py, B € QU,71(0),71(0)) tali che 4 sia omotopo a aq x By *i(ay) *i(51) * - - - %
ay * P *i(ag) * i(Py). Allora per il Teorema 1.1.12

k
w— w= w = 0. []
/n /72 ZZI /Oéi*ﬁi*i(ai)*i(ﬁz‘)

Da questo teorema possiamo raffinare il Corollario 1.1.14:

Corollario 1.2.4. Sia w una 1-forma localmente esatta su un aperto U C R"™ connesso e
sia F un insieme di cammini chiusi le cui classi di omologia generano il gruppo abeliano

H,(U,Z). Allora w ¢ esatta se e solo se fvw = 0 per ogni v € F.
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Osservazione 1.2.5. Fissata una 1-forma localmente esatta w su un aperto U C R" e

fissato un punto € U, possiamo definire una funzione [w: Q(U,z,z) = R, v f7 w.

Proposizione 1.2.6. Se U C R" ¢ aperto e connesso, allora la mappa descritta nell’Os-

servazione 1.2.5 induce un omomorfismo iniettivo di spazi vettoriali reali
J: Hjp(U) — Homg(H, (U, Z), »—>/

Dimostrazione. Grazie all’Osservazione 1.1.7 e al Teorema 1.2.3 sappiamo che la mappa
descritta sopra ¢ ben posta come omomorfismo da H},(U) in Homg(H,(U,Z),R). Se F
¢ un insieme di cammini chiusi in U le cui classi di omologia generano Hy(U,Z) e se w &
una forma localmente esatta tale che f7 w = 0 per ogni v € F, per il Corollario 1.2.4 w &

esatta, dunque nulla in coomologia. Quindi la mappa J é un omomorfismo iniettivo. [J

Un fatto che dimostreremo pit avanti &€ che I’omomorfismo descritto sopra € in realta
biettivo. L’obiettivo principale di questa tesi € quello di estendere questo risultato,
dimostrando pitl in generale che la coomologia delle k-forme su varieta differenziabili &
isomorfa alla coomologia singolare a coefficienti in R. Questo risultato & solitamente noto

come Teorema di de Rham.

Esempio 1.2.7. Anche senza appellarci al pitt generale Teorema di de Rham, I'iniet-
tivita dell’applicazione J ci da gia informazioni sufficienti per calcolare il primo grup-
po di coomologia degli aperti degli Esempi 1.1.8 e 1.1.9: per il primo, sappiamo che
HY(R?* \ {0},Z) = Z, dunque Hom(H,(U,Z),R) = R e abbiamo trovato una for-
ma chiusa ma non esatta su U, dunque Hj,(U) = R. Allo stesso modo nel secondo,
HYR*~A{p1,...,pn},Z) 2 Z", quindi Hom(H, (U, Z),R) = R" e abbiamo trovato n for-
me chiuse ma non esatte su U le cui classi di coomologia sono linearmente indipendenti,

dunque Hj,(U) = R™.

Esempio 1.2.8. Vogliamo calcolare il primo gruppo di coomologia dell’aperto U = R? \.
C con C' = {(x,y,0) € R®| 22+y* = 1}; per farlo sfrutteremo la forma dell’Esempio 1.1.8.
Siano V' = ((0, +-00) x R) \ {(1,0)} con coordinate (r, 2) e w = g—y57zzd2 + 1 dr.

Detto v il generatore del gruppo fondamentale di V' otteniamo che w ¢ chiusa ma non

(r— 1)2+2’2

é esatta, in quanto fvw # 0 e dunque la sua classe di coomologia genera H(V).
Osserviamo che la funzione f: (0,1) xR — R, f(r, z) = arctan(-%7) ¢ tale che wj,1)xr =

df. Consideriamo una funzione p: (0, 400) — [0, 1] di classe C*® con p~*((0,1]) = (0, 3),

€ Pty = 1 e definiamo f: V — R,

) = p(r)f(r,z) se0<r<1

3
0 ser >4
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e =w—df. Perre (0, %), si ha che f(r, z) = f(r, z), quindi la 1-forma @ = w — df
1
2

definita su V' ¢ uguale a 0 se ristretta a (0,5) x R; inoltre @ ¢ chiusa e vale [w] = []

in coomologia, in quanto w — w = d f € BY(V). Osserviamo che la classe di omotopia

del cammino chiuso v: [0,1] — V, 4(t) = 1(cos(27t) + 1,sin(27t)) genera m (V, (2,0))

eche [ @= [ w=2m. Per finire, definiamo su U la 1-forma 7 data da 7(z,y, 2)(v) =
@(p(,y,2))(dp(ey,2(v) per ogni v € R?, con : U =V, (2,y,2) = (y/a? +y? 2), che
ha differenziale

T Y
Bty = | V7 VP
0 0 1

Questa e ancora C'*°. Inoltre é ancora localmente esatta. Infatti, se A C V' é un aperto

e g: A— R e tale che dg = &4 allora go p: ¢ '(A) — R ¢ tale che

d(g o ¢)(z,y,2)(v)

99 x dz(v) + %( i

o(,y, z))\/xQ:erQdy(v) + 5(90(56, Y, 2))dz(v)

= ar(sﬁ(iﬁ,yaz))\/ﬂ:w
= (ZJ(QO(LE,y, Z)) (hvl + \/#wqb 5 U3>

= w(p(x, Y, 2))NdP@y,2) (V) = Tip-1(a)(2, Y, 2) (V).

Dunque 7 ¢ ancora chiusa. Infine 7 ¢ non nullo in coomologia, perché detto 7: [0,1] — U,
3(t) = 3(cos(2nt) + 1,0,sin(27t)) il cammino chiuso la cui classe di omotopia genera

m(U,(3,0,0)), vale che 7(3(t))(7'(t)) = @(2(3(t))(dp57' (t)) = @(v(1))(7'(t)), da cui
faT = fﬂ/d} =21 #0. Ma H(U,Z) =2 Z, dunque H},(U) = R.



Capitolo 2

Forme differenziali

2.1 Forme differenziali su varieta

Vogliamo ora dare una definizione di forma differenziale che sia adeguata ad una
qualsiasi varieta differenziabile M. Nel seguito, un multi indice I sara una collezione di
indici crescenti, cio¢ I = {i; < -+ < ix}. Sia (U, (2%)) una carta locale per M, V C U

un aperto e per ogni p € V fissato definiamo dq:j; Ao A d:c;’“ la k-forma multilineare
0

Ozl

8 . .
Py Bl p) O Su una sua permutazione pari, —1

alternante su 7, M che vale 1 su (
su una sua permutazione dispari e 0 altrimenti. Con un po’ di algebra lineare ¢ facile
mostrare che I'insieme {dz]! A ... AdxlF}i<j <. <j<n forma una base di Alty(7,M), I'R-
spazio vettoriale delle k-forme multilineari alternanti su 7, M. Fissato V' C U, denotiamo
con dz’ la funzione V' 3 p — da) = dzl} A ... Adxlk € Alty(T,M) e data una funzione
f:V — R definiamo la moltiplicazione di dz! per f come segue: (fdz!)(p) = f(p)dx{?.
Con queste possiamo definire QF (V) come il C*°(V)-modulo libero con base {dz! | I C
{1,...,n},|I| = k}. Se fossimo in R™, potremmo fermarci qui: una k-forma differenziale
sarebbe un qualunque elemento di QF,(V), dove la carta locale che stiamo usando ¢
(R™, idgn»). Tuttavia anche in questo caso non sarebbe chiaro cosa succede ad una forma
quando si cambiano coordinate. Nel caso di varieta differenziabili il problema é ancora piu
evidente: se vogliamo poter definire una forma differenziale su tutta la varieta definendola
sulle carte della sua struttura differenziabile, dobbiamo assicurarci che sulle intersezioni

di domini coordinati la definizione che abbiamo dato sia consistente. Per poterlo fare,

introduciamo un po’ di terminologia e qualche risultato dalla teoria dei fasci:

Definizione 2.1.1. Sia R un anello commutativo. Un prefascio F di R-moduli su uno

spazio topologico X ¢ il dato di:
e per ogni U aperto di X, un R-modulo F(U);

9
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e per ogni coppia di aperti U,V C X con U C V, un omomorfismo di R-moduli
pvu: F(V) = F(U);

tali che valgano le seguenti proprieta:
1. per ogni aperto U C X, pyu = idr@wy;
2. se W C U CV sono aperti di X allora pyw o pvy = pvw.

Brevemente, un prefascio su X ¢ un funtore controvariante F dalla categoria Op(X)
degli aperti di X con i morfismi dati dalle inclusioni nella categoria degli R-moduli. Gli
elementi di F(U) si chiamano sezioni di F su U e gli omomorfismi pyy omomorfismi
di restrizione. In modo del tutto analogo si puo dare la definizione di prefasci di gruppi
abeliani, anelli, spazi vettoriali, eccetera. Se U C X ¢é aperto e F ¢ un prefascio su X
indichiamo con F|i; la restrizione del funtore F agli aperti di U; questo ¢ un prefascio su
U.

In caso si stiano trattando pit prefasci contemporaneamente useremo la notazione
pl- per indicare i morfismi py relativi al prefascio F. Se s € F(V) e U C V useremo

anche la notazione s = py,y(s) € F(U)

Definizione 2.1.2. Un prefascio F su uno spazio topologico X si dice fascio se per ogni

aperto U C X e per ogni ricoprimento aperto {U;} di U valgono le seguenti:
1. se f € F(U) ¢ tale che pyy,(f) = 0 per ogni ¢ allora f = 0;

2. se {f;} & una collezione di sezioni con f; € F(U;) per ogni i e se per ogni i e j vale

che pu, v,nu, (fi) = pu,vinu, (f;), allora esiste f € F(U) tale che py,(f) = fi.
Osserviamo che la (1) implica I'unicita della sezione f in (2).

Esempio 2.1.3. Data una funzione continua tra spazi topologici f: X — Y e un fascio
F su X, possiamo definire il fascio immagine diretta o pushforward su Y, indicato con
f+F, ponendo per ogni aperto U C Y, f,.F(U) = F(f~1(U)) e per ogni coppia di aperti
UV CYconUCYV, p{,g = pJ}”-—l(V),f—l(U)' Si verifica che f,F é un fascio.

Esempio 2.1.4. Se M ¢ una varieta differenziabile, possiamo considerare il fascio C%,

che all’aperto U C M associa 'anello delle funzioni su U a valori in R di classe C*.

Definizione 2.1.5. Se F, G sono prefasci su uno spazio topologico X, un omomorfismo
di prefasci é una collezione, per ogni aperto U C X, di omomorfismi ¢y : F(U) — G(U)
che commutino con gli omomorfismi di restrizione di F e G. Un omomorfismo di prefasci
si dira essere un isomorfismo se ogni ¢y lo é. Se F e G sono fasci si parlera di omomorfismsi

di fasci.
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Esempio 2.1.6. Dato un prefascio F su uno spazio topologico X, definiamo la spiga

dei germi di F nel punto x € X come il limite diretto

F, = lig]:(U)

Uszx

Il germe di s € F in x é la classe di equivalenza di s in F,. Per ogni sottoinsieme ¥ C X

definiamo I'(Y, F) come l'insieme delle funzioni f: Y — [[ F, che soddisfano:
yey

1. f(y) € F, per ogniy € Y;

2. per ogni Yo € Y, esistono un intorno aperto V di yp in Y e un elemento s € F(V)

tali che per ogni y € V valga f(y) = s,.

Chiaramente U — I'(U,F) definisce un prefascio su X, e ogni s € F(V) con V C X
aperto definisce un elemento di I'(V, F) dato dalla funzione z — s,, quindi abbiamo
un omomorfismo di prefasci ¢: F — I'(—,F). Non ¢ difficile mostrare che I'(—, F) ¢
in realta un fascio, detto il fascificato di F e che ¢: F — I'(—, F) ¢ un isomorfismo di

prefasci se e solo se F & un fascio.

Esempio 2.1.7. Dati due fasci F e G su uno spazio topologico X e un omomorfismo di
fasci ¢: F — G, possiamo considerare i prefasci Ker ¢(U) = Ker ¢y e Im ¢(U) = Im ¢y,
con U aperto in X, con i morfismi di restrizione dati da quelli di F per Ker ¢ e di G per
Im ¢. Il prefascio Ker ¢ ¢ un fascio, mentre Im ¢ in generale non lo é; per questo al suo

posto si considera il fascio Im ¢ = I'(—, Im ¢).

Definizione 2.1.8. Sia A un fascio di anelli su uno spazio topologico X. Un prefascio
di A-moduli su X ¢ il dato di:

e per ogni aperto U di X, un A(U)-modulo F(U);

e per ogni coppia di aperti U e V di X con U C V, un omomorfismo di gruppi
abeliani py: F(V) — F(U);

tali che valgano le seguenti proprieta:
1. per ogni aperto U di X, pyy = idrwy;
2. se W C U CV sono aperti di X allora pyw o pvu = pvw;

3. se U C V sono aperti di X e consideriamo s € F(V) ea € A(V) allora pi} ;(a)p{, ()

P{/E,U(as)-
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In particolare, un prefascio di A-moduli F su X ¢ un prefascio di gruppi abeliani su
X (dimenticandosi, per ogni U C X aperto, della moltiplicazione per elementi di A(U)
in F(U)). Un fascio di A-moduli ¢ un prefascio di A-moduli su X che sia un fascio di
gruppi abeliani. Uno spazio anellato ¢ il dato di uno spazio topologico X e di un fascio
di anelli A su X. Se (X,.A) ¢ uno spazio anellato e F,G sono fasci di A-moduli, un
omomorfismo di fasci di A-moduli ¢ un omomorfismo di fasci di gruppi abeliani ¢ tale

che per ogni aperto U, ¢y sia un omomorfismo di A(U)-moduli.

Esempio 2.1.9. Se (U, (z')) ¢ una carta locale per una varieta M e k € N U {oo},

definiamo il prefascio QF come segue:

e ad un aperto V. C M associamo il C$9(V)-modulo QF (V) definito all’inizio del

paragrafo;

e se VV C U sono aperti di M ei: V < U é l'inclusione, definiamo ’omomorfismo di

restrizione come la composizione py v (w) = Wy = w o

La dimostrazione che sia un fascio é piuttosto semplice: se V' C U, {V,} & un ricoprimento

aperto di V e Y frdz! € QF (V) ¢ una sezione tale che Wiy, = ]‘}Malx‘lvA = 0 per ogni
T T

A, siccome le dxlfvA formano una base per Qf(V), frv, = 0 per ogni A, quindi f; = 0 su

V' perché Cf° ¢ un fascio; questo dimostra la (1) nella definizione di fascio. Per la (2),

. by NP
sia {wy} con wy = fo( Vdz! € QF(VA) e wyuynu, = Waluynu,, Cioe fI(\U)mUM = fl(ﬁj)mUu;
T

di nuovo, sfruttando il fatto che Cf® € un fascio, questo implica che f 1(/\) = fI(“ ),

Il teorema che ci permettera di definire le k-forme globali su una varieta M é il

seguente.

Teorema 2.1.10. Sia {U;};c; un ricoprimento aperto di uno spazio anellato (X, A) e
supponiamo di avere per ogni ¢ un fascio di Ajy,-moduli F; su U; e per ogni coppia
di indici 7, j un isomorfismo di fasci di Ajy,~y,-moduli ¢i;: Fijvnv, — Fjuinu, tali che
valgano ¢; = id e pjr 0 v;; = @i su U; N U; N Ug. Allora esiste ed ¢ unico a meno
di isomorfismo il fascio di A-moduli F su X tale che per ogni i ci sia un isomorfismo

Vi Flu, — J; per cui valga ¢; = ¢;; 0 ¢; su U; N Uj.

Dimostrazione. Usiamo la notazione U;; = U; N U; (analogamente nel caso ci siano pit

indici). Se V' C X ¢ aperto definiamo

.F(V) = {(Si)iej S H«Fk(v N Uk) ‘ Qpij(si‘vmyij) = SijUij} :

keJ
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Le operazioni su questo insieme possono essere definite componente per componente. Se
V C X ¢ aperto, a € A(V) e s = (s;); € F(U) poniamo poi as = (q,s;); e se V C U &
aperto definiamo py v ((s;):) = (pgimUijvai(si))i. Questo ¢ un fascio di A-moduli su X.
Fissato k € J, vediamo che Fjy, = Fy: preso V' C Uy, definiamo ¢y : Fp(V) = Fy, (V),
s = (@ri(sjvnu,))i- 11 fatto che 1y (s) stia in F (V') ¢ garantito dalla relazione di cociclo
che soddisfano le ¢;; e che 9y sia un isomorfismo ¢ ovvio. Per finire, se G ¢ un altro
fascio con degli isomorfismi gi.: Gy, — F} tali che g; = ¢;; 0 g; su Uy; allora per ogni
V' C X possiamo definire 'omomorfismo gy : G(V) = F(V), s = (gr(sjvrv,))kes. Che
gv(s) € F(V) segue dal fatto che per definizione i gy commutano con le restrizioni e

dalla relazione g; = ;5 0 g; su Uy;:

eij(9i(syvu,)vou,;) = ©ij(9i(sivouy,)) = 9i(svaus,)-
La gy cosi definita ¢ un isomorfismo per ogni V. m

Adesso possiamo finalmente definire il fascio delle k-forme differenziali su una qua-

lunque varieta M.

Teorema 2.1.11. Sia M una varieta differenziabile e sia A = {(Ua,, ¥a)tacs la sua

struttura differenziabile. Per ogni k, valgono le seguenti:

. . . . . . . . . k k. .
1. per ogni coppia di indici v e 3 esiste un isomorfismo fuz: QUa|UaB — QUB|UaB’

2. esiste ed ¢ unico a meno di isomorfismo il fascio Q% di C5s-moduli su M tale che

per ogni « esista un isomorfismo g, : Q%Ua — Q’fja per cui valga fu3 0 go = gp su

Uap per ogni a e f3.

Dimostrazione. Siano (U,, ¢a) € (U, @) due carte locali per M e V C U, N Uz un
aperto. Per definizione, per ogni multi indice I e per ogni p € U, N Up fissato vale che
dzl,, = ZJ:adeé’p, a; € R. Lisomorfismo da Qf (V) a Q’f]ﬂ (V) ¢ allora dato dalla

matrice di cambio base da {dz,}; a {dz},,};, dove le a; sono funzioni C> di p perché

. 9 . 9
dxzal,p<8$;'31 |P> T dxzal,p<axﬂék ‘P)

0

aj = dl'ip (W p) = det
’ X
B
i 2] ] a

dxgc,p(amg |p) T dxloic,p<axék P)

e la matrice scritta ¢ una sottomatrice di Jac,, () (s © ¢,') che & una funzione C*. 11
fatto che gli isomorfismi siano dati dalle matrici di cambio base ci garantisce inoltre che

sia verifica la relazione di cociclo del Teorema 2.1.10. ]
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Definizione 2.1.12. Il fascio descritto nel Teorema 2.1.11 ¢é il fascio delle k-forme su
M. Se w € Qk (U) diremo che k ¢ il grado di w.

Osservazione 2.1.13. Se la varieta M ha dimensione n e k > n, il fascio Q%, & nullo.

In virtu della precedente osservazione diremo che una forma ha grado massimo se il

suo grado coincide con la dimensione della varieta.

Nota. Nel seguito scriveremo Q¥(M) al posto di Q%,(M), sottintendendo il fatto che il

fascio che stiamo considerando sia su M.

Definizione 2.1.14. Se w é una k-forma su una varieta M e X € un campo di vettori su
M, definiamo la contrazione di w con X come la (k —1)-forma definita, dati Y7,..., Yy 1

campi di vettori su M, da
LXo.J(YL c. 7Yk71) = w(X,le, . 7Yk71)-

Definizione 2.1.15. Date w € Q¥(M), n € Q"(M), definiamo il loro prodotto wedge
puntualmente: (w A n)(p) = w, A, per ogni p € M.

Osservazione 2.1.16. Il prodotto wedge di forme eredita le proprieta del prodotto wed-
ge definito sulle applicazioni multilineari alternanti. Se w,w’, n e & sono forme differenziali

su M valgono le seguenti proprieta:

e Bilineare: se f,g € C°(M), w € Q*(M) e n € Q*(M) allora
(fw+gw') A= flwAn)+ g(w An);

e Associativa:
wAMAE) = (wAn) AE;

e Anticommutativa: se w é una k-forma e n é una h-forma, vale
wAn= (=1 Aw.
Inoltre, il prodotto wedge di forme é compatibile con i morfismi di restrizione del fascio

Q%,. Si rimanda a |Leel3, Proposizione 14.11].

Osservazione 2.1.17. Fissata una carta locale (U,¢), se wy = >, frdz! e ny =

> 79 sdx? allora vale che

(WA = Z frgsda’ A da”

1,J
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Definizione 2.1.18. Data F': M — N C*® e w € Q%(V), definiamo il pullback di w
tramite F come la forma F*w € Q% (F~1(V)) data da

(F w)p(v1, .- vk) = wpey (dF,(v1), ..., dFp(vg))
per ogni p € F~(V) e per ogni vy,...,vx € T,M.
Proposizione 2.1.19. Se F': M — N ¢é una funzione C'*° valgono le seguenti:
L F*: Q& (V) — Qk (F7Y(V)) ¢ R-lineare;
2. se w e n sono forme su N allora F*(w An) = F*w A F*n;

3. in coordinate locali,

F*( Z Wiyoin Y™ A A dy')

1<i;<<ip<n

= Z (Wi © F)d(y" o F) A -+~ Nd(y™ o F).

1< < <ig<n
4. F* & compatibile con i morfismi di restrizione dei fasci Q% e QX;.

Dimostrazione. L'unica non banale ¢ la (3): per ogni p € U e per ogni vy, ..., v, € T,M

si ha che

(F*w)p(v1, ..., vg)
= Zwl dy dF (Ul) de(’”’ﬂ))

:wa (p))d(y™ o F) Ad(y™ o F)(vy,...,us).
I

O

Osservazione 2.1.20. Un caso particolare di (3) nella Proposizione 2.1.19 ¢ il seguente:
siano M ed N della stessa dimensione e w forma differenziale su N di grado massimo.
Siano poi (U, (z')) una carta locale per M, (V, (y")) una carta locale per Ned F: M — N
differenziabile con F'(U) C V. Allora, ricordando che dF" = Z gF da’ | si ha che

F*(fdy' A ... ANdy™) = (f o F)det(Jac(F))dz* A ... A dz",
dove con Jac(F) si intende la matrice jacobiana di F' vista in coordinate locali.

Osservazione 2.1.21. Le proprieta (1) e (4) della Proposizione 2.1.19 ci dicono che

F: M — N induce un omomorfismo di fasci di R-spazi vettoriali Q% — F,QF% .
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2.2 Differenziale esterno

Vogliamo ora estendere la nozione di differenziale di funzioni C*° (che sono gli elementi
di Q°(M)) alle forme differenziali di qualunque grado. Iniziamo definendolo su un aperto

U C R" con la seguente formula:

d (Z dexJ> = Zde A dx” (2.1)

dove J é una famiglia di indici strettamente crescenti.

Nota. La definizione e i risultati che mostreremo valgono anche per H" = {(z1,...,2,) €

R" | z,, > 0}, e dunque anche per varieta con bordo.
Proposizione 2.2.1. Dato U C R" aperto, valgono le seguenti:

1. d & R-lineare;
2. se w & una k-forma e 1 & una h-forma, d(w A7) = dw An + (—=1)kw A dn;
3. dod=0;

4. d commuta con il pullback: se U ¢ un aperto di R”, V é un apertodi R”, F: U — V

¢ una funzione C* e w € Ok, (V), allora

F*(dw) = d(F*w).

Dimostrazione. La linearita ¢ ovvia. Per mostrare 2, grazie alla linearita ci basta ve-
rificare l'uguaglianza quando w = f da!, n = ¢ dz’. Prima perd osserviamo che
d(h dz') = dh A dx! anche quando la famiglia di indici 1 non ¢ strettamente crescente:
quando in [ appare una ripetizione, questo ¢ ovvio; altrimenti basta considerare o una

permutazione degli indici tale che o[ sia crescente, da cui
d(h dz') = d((sgno)h dx”’) = sgno d(h dz’) = sgno dh A dz’ = dh A da’.
A questo punto si ha che
d((f dz") A (g dz”))
=d(fg dz" A da”)
=d(fg) Ndz" A dx’
= (g df + f dg) A da" A da’
= f dg Ndx' Ndz + (df Adx') A gda?
= (=) w A dn+dw A 1.
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La (3) segue dalla (2):
d(df A dx') = d(df) A da' — df Ad(dx’) =0

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che d(df) = 0 con f funzione. Il caso generale
segue per linearita. Infine, presa w = f dz! ed F: M — N si ha che
d(F*(f da'))
=d((foF)dz" oF)A...ANd(2™ o F))
=d(foF)ANdx" o F)A...Nd(z"* o F)
= F*(du A dz")
= F*(d(f dz"))

e I'uguaglianza segue di nuovo per linearita. O]

A questo punto é facile estendere il differenziale esterno su una varieta qualunque,

sul modello di quello definito per R™.

Teorema 2.2.2. Sia M una varieta differenziabile (con o senza bordo). Per ogni k e
per ogni aperto V C M esiste un’unica funzione dy : Q% (V) — Q5kF1(V), che soddisfi le

seguenti:
1. d é R-lineare;
2. se w ¢ una k-forma e 1 & una h-forma, d(w An) = dw An+ (—=1)kw A dn;
3. dod=0:

4. se f € C°V) = Q,(V), df ¢ il differenziale di f definito, per ogni campo di
vettori X su M, da df(X) = X(f).

Dimostrazione. Vediamo esistenza: se (U, ) ¢ una carta locale per M e w € QF(M),

definiamo
d(w) = e (d((™")w)) =Y dwy Ada’

con Y wy do! la scrittura locale di w rispetto a ¢ = (z%). Per prima cosa osservia-
T
mo che questa definizione non dipende dalla carta scelta: se (V,1) & una carta locale,

sull’intersezione U NV si ha che

(pov ) d((p™)w) =d(poy™ ) (¢ )w=dy ) w
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da cui segue che ¥*d((¢1)*w) = ¢*d((¢~1)*w), cio¢ la definizione ¢ indipendente dalla
scelta della carta (dove ovviamente sto restringendo w all’intersezione delle carte). A
questo punto le proprieta 1 - 4 seguono dalla Proposizione 2.2.1.

Per mostrare I'unicita, iniziamo osservando che un operatore d che soddisfa le ipotesi
del teorema ¢é locale, ovvero date w; e wy tali che w; = ws su un aperto U, si ha che
d(wijy) = d(we): poniamo n = wy — wy e siano p € U e ¢: M — R una bump function
C* con supporto contenuto in U e tale che ¢» = 1 su un certo intorno di p contenuto
in U. Allora ¥n é nulla su tutto M e si ha che d(¢yn) =dp An+Y dyp =4 ANdnp =10
perché ¢ ¢ identicamente 1 in un intorno di p. Ma allora dw,|, = dw,, e dalla generalita
di p segue l'uguaglianza su tutto U. Sia ora D un operatore che soddisfa le proprieta
nell’enunciato e mostriamo che Dw = dw per ogni w € QF(M) e per ogni k, dove d &
I'operatore descritto sopra. L’uguaglianza per le funzioni viene direttamente dalla (1),

mentre per forme del tipo df' A ... A df* si ha che

D(df* A ... Ndf)
=D(Df'A...ADFf¥)

:Z(—l)i_lDflA.../\DDfiA...Aka Grazie alla (2)
i=1
=0. Grazie alla (3)

Se w & una forma qualsiasi, fissato p € M e (U, ¢) una carta locale attorno a p, sappiamo
che wyy = Y wy da!. Siaw =Y &y di’ € QF(M) ottenuta tramite funzioni bump C*
a partire daj Wr, L1, ...,y in médo che valga wjy = @y in un intorno V- C U di p (per
dz" intendiamo il differenziale della funzione Z°: M — R. Su V, questo coincide con la
1-forma dz* della base di 2},(V)). Per quanto osservato sopra, D ¢ un operatore locale,

dunque D(wy) = D(@y) e da questo segue che
(Dw)p = (Dw), = (DZ‘DI dj[)p
I
= () Dy Ndi' +@; A Ddi'),
I
= (> day AdE"),
I
= (O wr Ada), = (dw),,.
I
]

Osservazione 2.2.3. d: Q%, — Q% & un omomorfismo di fasci di R-spazi vettoriali.
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Osservazione 2.2.4. Usando coordinate locali e le proprieta del pullback é facile osser-
vare che se F': M — N é C* e w é una k-forma su NN, vale dF*w = F*dw. In particolare

vale che d(wy) = d(i*w) = i*dw = (dw)y con U aperto di N e i: U — N l'inclusione.
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Capitolo 3

Integrazione di forme su varieta

3.1 Orientabilita

Di nuovo, iniziamo il paragrafo con un po’ di algebra lineare. Fissato uno spazio
vettoriale reale V' di dimensione n > 1, ricordiamo che dare un’orientazione a V' significa
scegliere una delle due classi di equivalenza rispetto alla seguente relazione di equivalenza
sull’insieme delle basi di V: {vq,...,v,} ~ {ws,...,w,} se e solo se la corrispondente
matrice di cambio base ha determinante positivo. E facile osservare che ~ ¢ una relazione
di equivalenza con due classi di equivalenza. Uno spazio vettoriale orientato sara dunque
il dato di uno spazio vettoriale V' e di una delle due classi date da ~. Spostiamoci ora su
una varieta liscia M e consideriamo due carte locali (U, (x%)), (V,(y?)) con UNV # @.
Sui rispettivi aperti coordinati, le coordinate locali definiscono dei riferimenti locali per
il fibrato tangente {%}i e {aiyj}j’ ovvero per ogni punto p nei rispettivi domini una
base per T,M. Cosa succede quando p € U NV? In questo caso abbiamo due basi per

lo stesso spazio vettoriale, dunque ha senso chiedersi chi sia la matrice di cambio base:
n

se 2|, = 21 aj,i%h, allora calcolando entrambi i lati nella funzione y/: UNV — R
]:
otteniamo che a;; = % e cioé che la matrice di cambio base non ¢ altri che lo jacobiano

della mappa di cambio di coordinate ¢ o p=! con ¢ = (y/), ¢ = (2°). Tutto questo

giustifica la seguente definizione.

Definizione 3.1.1. Definiamo la seguente relazione di equivalenza sulla struttura dif-
ferenziabile di una varieta connessa M: due carte locali (U, ), (V,1) sono equivalenti

se e solo se il determinante dello jacobiano di 1) o ¢~

¢ maggiore di zero in ogni punto
di (U N V). In questo caso diremo che le due carte sono equiorientate. E chiaro che,
fissato un punto p € M, questa definizione riflette la definizione di orientabilita data per

spazi vettoriali su 7, M. Un atlante A si dira essere un atlante orientato se ogni coppia

21
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di carte in A é equiorientata e due atlanti si diranno essere equiorientati se la loro unione
é ancora un atlante orientato. La relazione di equiorientabilita fra atlanti € una relazione
di equivalenza. Diremo che una varieta connessa M € orientabile se ammette un atlante
orientato. Se M ¢ orientabile, un’orientazione su M ¢é la scelta di una classe di equiva-
lenza data dalla relazione di equiorientabilita. Una carta locale si dira essere orientata
positivamente se appartenente a questa classe, orientata negativamente altrimenti. Per
convenzione, nel caso in cui la varieta abbia dimensione 0, un’orientazione per M ¢ la

scelta di una funzione che associ ad ogni punto +1.

Teorema 3.1.2. Una varieta differenziabile M ¢& orientabile se e solo se esiste una forma

differenziabile di grado massimo mai nulla.

Dimostrazione. Sia A = {(U,, ¢o)} un atlante orientato per M e sia {p, }o una partizione
dell’'unita subordinata agli aperti coordinati dell’atlante. Definiamo w = Y p,dzl A
-+ Adxl. Allora, in un intorno di ogni p € M si ha che w ¢ somma di 1?11 numero
finito di termini mai nulli e multipli positivi I'uno dell’altro, essendo dzl A -+ A dz" =
det(Jac(gq 0 5'))dah A--- Aday con det(Jac(pq 0 05')) positivo per ipotesi. Dunque w
é una forma definita globalmente e mai nulla.

Viceversa, data w € Q7,;(M) mai nulla e detta A la struttura differenziabile di M
poniamo At = {(U,¢) € A | w(z%,...,5%) > 0}. Che A sia un atlante segue dal
fatto che se p € M e (V,4) & una carta in p con dominio connesso allora o (V,¢) € A"
oppure possiamo considerare (V, 1) € A* con ¢ = (2!, 22, ..., 2", 2" ') e (z') = ¢. Che

AT sia orientato segue banalmente dal fatto che se (U, ¢), (V, %) sono carte in A™ allora

0 J\ . 0 0
w(a—yl,...,a—yn) = det(Jac(pop™)) w(@xl"“’ﬁx”>

su U NV, da cui segue che det(Jac(p o1p™!)) ¢ positivo. O

Una forma come quella nell’enunciato del Teorema 3.1.2 viene chiamata forma di

volume.

Osservazione 3.1.3. Se M ¢ una varieta di dimensione n orientata da una forma di
volume w e (U, (z')) ¢ una carta locale, la n forma dz' A -+ A dz" ¢ una n-forma mai
nulla su U, dunque deve esistere f € C>*(U) tale che fwy =dz* A--- Adz". Ma

0 0 0 0

l=ds' A--- "=y 5—) = — e,
dzr” A Adx (3:1:1’ 78]7”) fw(axla ’896")’

dunque (U, (2%)) ¢ orientata se e solo se f > 0.

Quanto discusso finora si applica anche a varieta con bordo. A priori perd, non é
detto che se M ¢é una varieta con bordo orientata, il suo bordo OM sia a sua volta una

varieta (senza bordo) orientata. Il seguente lemma risolve questo problema.
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Lemma 3.1.4. Siano Uy, U; aperti di H" con U; N H" # & e sia F: Uy — U; un
diffeomorfismo con determinante dello jacobiano sempre positivo. Allora la restrizione
Fuy n omn: Ug NOH™ — U; N OH™ ¢ un diffeomorfismo (se visto come mappa da R™ 1! in

sé) con determinante dello jacobiano sempre positivo.
Dimostrazione. Sirimanda a [AT11, Lemma 4.5.8]. O

Da questo otteniamo che se M é una varieta orientata e A é un atlante orientato, la

restrizione delle carte locali di A a M da un atlante orientato per OM.

Definizione 3.1.5. Sia M una varieta con bordo orientata e sia A un suo atlante orien-
tato. Definiamo I’ orientazione indotta su OM da M nel modo seguente: se M ha dimen-
sione pari, scegliamo 'orientazione su 0M tale che 'intersezione delle carte di A con M

dia un atlante positivo; altrimenti scegliamo 1’orientazione opposta.

La ragione di questa convenzione sara chiara quando tratteremo il Teorema di Stokes.

3.2 Integrazione

Abbiamo ora tutti gli strumenti per definire l'integrazione su varieta e per dimostrare

il classico teorema di Stokes.

Definizione 3.2.1. Dati un aperto U C R" e una n-forma n = fdz' A --- A da™ a

supporto compatto definita su U, poniamo

/n:/fdxl...dx"
U U

dove al secondo membro stiamo usando il classico integrale di Lebesgue.

Per estendere alle varieta la definizione di integrazione di forme a supporto compatto,

iniziamo dal seguente lemma.

Lemma 3.2.2. Sia w una forma di grado massimo su una varietd M con supporto
compatto e contenuto nell’intersezione di due carte locali equiorientate (U, ), (V, ).
Allora

/P(U)(¢_1)*W - /w(V) e

Dimostrazione. Iniziamo scrivendo

(¢ DV'w=fdz' A - Ndz" e (d)_l)*w =gdy' A--- Ady"”
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con f € C®(p(U)) e g € C®(p(V)). Siccome (P~1)*w = (g o) (¢7)*w, 'Osserva-

zione 2.1.20 ci dice che

g =det Jac(po ™) - fo(pou™).

Siccome le carte considerate sono equiorientate, det Jac(p o ™!) > 0. Questo, assieme
al fatto che il supporto di w é contenuto nell’intersezione dei domini delle carte, ci dice

che

[ owrye= [ wrye= [ gty
v(v) pwov) puav)
:/ det Jac(povp™t) - fo(pop™ ) dy'...dy"
Y(UNY)

= / fdx' ... da"
e(UNV)

- [ e s
o(U)

Il lemma precedente ci permette di definire 'integrale di una forma di grado massimo

a supporto contenuto in un’unica carta locale (U, ¢) ponendo:

IXE / L

Questa definizione ¢ ben posta sulle carte equiorientate a (U, ¢) grazie al Lemma 3.2.2,
mentre avra segno opposto se si considera una carta locale con orientazione opposta
rispetto a (U, ). Nel caso piu generale di una forma w a supporto compatto su M,

abbiamo bisogno del seguente lemma.

Lemma 3.2.3. Siano {(Ua, ¥a)}, {(Vs, ¢3)} due ricoprimenti di supp w con carte equio-
rientate e siano {p, }, {ps} due partizioni dell’unita subordinate rispettivamente al primo

e al secondo ricoprimento. Allora
Pa = / PpW.
X J =B o

Dimostrazione. Osserviamo intanto che la somma nell’enunciato ¢ sempre finita, perché
per definizione la famiglia dei supporti delle p, ¢ localmente finita (stessa cosa per le pg)
e il supporto di w & compatto.

Per ogni «, abbiamo che

/M pow = /M (Z/w) paw:; /M PsPat

B
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e sommando su « otteniamo

%:/Mpaw=§/Mpapaw

e siccome il supporto di ciascun pgp,w € contenuto nel dominio di un’unica carta, il suo

integrale non dipende dalla carta scelta per calcolarlo. Allo stesso modo otteniamo che

;/Mpaw—ngpﬁpaw

da cui segue la tesi. O
Possiamo adesso dare la seguente definizione.

Definizione 3.2.4. Sia w una forma di grado massimo a supporto compatto su una
varieta orientabile M, {(U,,¥a)} un atlante orientato per M e {p,}o una partizione

dell’'unita subordinata al ricoprimento {U,}. L’integrale di w su M &

S

Nel caso di varieta 0 dimensionali, una forma di grado massimo ¢ semplicemente una
funzione a valori in R. Se o: M — {£1} ¢ la funzione che definisce I'orientazione in

ciascun punto, definiamo l'integrale di f su M come ) o(p)f(p).
pEM

Il Lemma 3.2.3 ci dice che, fissata un’orientazione per la varieta M, questa definizione

é ben posta

Osservazione 3.2.5. Sia M una varieta compatta orientata e sia w una forma volume.
Allora [,,w > 0. Infatti possiamo considerare un atlante {(Ua,¢q)} orientato e una
partizione dell’unita {p,} subordinato a questo atlante. Grazie all’Osservazione 3.1.3,

sappiamo che wyy, = fodzy A -+ Ada? con le f, positive, dunque per definizione

/“’:Z/ (Pa 0 93") - (a0 95 )l A+ Ada;
M @a(Ua)

«

e questo ¢ maggiore di 0 perché le p, lo sono.

3.3 Teorema di Stokes

Teorema 3.3.1 (di Stokes). Sia M una varietd n dimensionale con bordo e orientata e

sia w una forma di grado n — 1 a supporto compatto. Allora

/dw:/ Wiam
M oM
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Dimostrazione. Sia {(U,, ¢o)} un atlante orientato per M tale che per ogni «, ¢, sia
un diffeomorfismo di U, con R™ o con H" che preserva l'orientazione. Per prima cosa
osserviamo che se il teorema vale per R" e per H" allora vale anche per M: presa {p,}
una partizione dell’unita subordinata a {U, }, per linearita basta verificare che il teorema

valga per ogni p,w:

| o) = /'Amw> é;%fwlfwmwm

/ )" (paw)
Jui

)* (paw)

Opa (U

Awmm 1) (o)

= / Pa-
oM

Ci basta quindi dimostrare il teorema per R" e per H". Per linearita e a meno di cambiare

coordinate, possiamo supporre w = f dz' A --- Adz"!, da cui
dw=df Ndz' N -+ ANdx™ !
0
—fdx" Adxt Ao Ada™ Tt

= oxn
ey g

+o0 af
_ (_1\n—1 1 n—1 _
/ndw—( 1) /R"—l(/oo 6x” >dx...dac 0

dove I'ultima uguaglianza ¢ dovuta al fatto che f ¢ a supporto compatto, dunque I'in-

Segue che

tegrale tra parentesi € nullo. Si ha quindi che fRn dw =0 = fa]Rn w = fg w. Per finire,

mostriamo il teorema per H": in questo caso, presa

w:Zgi(x’,x”)dxl/\~~/\(j£i/\~'/\dm”

i=1

vale che

Wigrn = gn (2, 0)dz* A -+ Ada"

/ w= / gn(2',0)dz" A - Ada™!
OH" Rn—1

da cui
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Calcoliamo ora an dw, iniziando dal fatto che

dw:d(Zgidxl/\~~/\ciszi/\~~/\dx”)
i=1

:Z(Z%dlj)dﬂjl/\'--/\dx’/\.../\dx

i=1 j=1

= 1) =2 drt A A da™,
;( ) 5 A x

Per ogni 1 < j <n —1, essendo g; a supporto compatto, vale che

agj 1 no__ oo +eo ag] J 1 T n—1 n o__

e inoltre

+o0
/0 %(z’,a:”)dx” = —gn(2,0).

Da queste segue che

_ dg
dw = (—=1)""1! gt dx"
/nw (=1) /an?x”x .
+ooag
= (=11 ™ ) dat .. da™ !
(=1) /R(/O 83:”x) v v

= (—1)n/ gn(2,0)dz" .. dx" ! :/ w
Rn71 OH™

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo potuto eliminare il (—1)" grazie alla definizione

data di orientazione indotta sul bordo. O

Osservazione 3.3.2. Se decidessimo di definire I'orientazione indotta sul bordo co-
me l'intersezione di un atlante orientato per M con M anche nel caso di varieta di

dimensione dispari, la formula di Stokes diventerebbe

[ o= [ v

La ragione per questa scelta non ¢ (solamente) estetica, ma ¢ una conseguenza del se-
guente risultato, che da un modo alternativo di indurre un’orientazione sul bordo di una

varieta.

Teorema 3.3.3. Sia M una varieta orientata con o senza bordo ed S una sottovarieta di
codimensione 1 di M. Se N é un campo vettoriale su M lungo S mai tangente ad S, allora
la sottovarieta ammette un’unica orientazione tale che per ogni p € S, {v1,...,v,_1} &
una base orientata per 7,5 se e solo se {N,,v1,...,v,_1} € una base orientata per T, M.
Inoltre, se w ¢ una forma volume per M e i: S < M ¢é l'inclusione, i*(¢.yw) € una forma

volume per S che induce la stessa orientazione di quella descritta sopra.
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Dimostrazione. Sirimanda a [Leel3, Proposizione 15.21| O

L’orientazione su S definita nel teorema ¢ quella da cui deriva la formula di Stokes

senza segni, quando S = OM e il campo considerato ¢ quello sempre uscente da 9M.



Capitolo 4

Coomologia

4.1 Coomologia di de Rham

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n e indichiamo con d*: Q*(M) —
QFFL(M) il differenziale esterno sulle k-forme globali. La relazione d**! o d* = 0 ci dice

che Im d* C Ker d**!'. Diamo le seguenti definizioni.

Definizione 4.1.1. Se w ¢ una k-forma su M, diremo che w ¢ esatta se w € Im d* 1,
mentre diremo che ¢ chiusa se w € Ker d**!. Definiamo il k-esimo gruppo di coomologia

di de Rham come lo spazio vettoriale quoziente

Ker d*

HYp(M) = Tm i1

Osservazione 4.1.2. Gli H5,(M) hanno una struttura di spazio vettoriale reale.

Osservazione 4.1.3. E chiaro che varieta differenziabili diffeomorfe abbiano gruppi di
coomologia isomorfi per ogni k. Il risultato principale di questa tesi sara dimostrare che
la coomologia di de Rham di una varieta differenziabile é un invariante molto piu forte,
e pit nello specifico che ¢ isomorfa alla classica coomologia singolare (a coefficienti in R),

che & un invariante omotopico.
Osservazione 4.1.4. Se M = [[,_ 4, M, con gli M, aperti, vale H5, (M) = T[4 Hir(M.,).

Proposizione 4.1.5. Sia M una varieta differenziabile e sia {M,}qaeca 'insieme delle
sue componenti connesse. Allora vale che H),(M) = RA. In altre parole, HJ,(M) conta

le componenti connesse della varieta.

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando che, se M ¢ connessa, allora Hi(M) = R: ricor-
diamo che, per definizione, H)z(M) = Ker d° con d°: Q°(M) = C*(M) — QM) il

29
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differenziale di funzioni. Ma una funzione f soddisfa df = 0 se e solo se é localmente
costante, ed essendo M connesso, f deve essere costante globalmente. Da questo segue

che H)5(M) = R. Adesso, se M ¢ l'unione di pitt componenti connesse, I’Osservazione
4.1.4 ci dice che H)p(M) = [],ca Hop(Mo) = [1,c4 R come voluto. O

Proposizione 4.1.6. Se M ¢ una varieta di dimensione n compatta, senza bordo e

orientata allora H}p(M) # 0.

Dimostrazione. Siccome M ¢ orientata, per il Teorema 3.1.2 esiste w € Q"(M) mai nulla.
Assumiamo per assurdo che w sia nulla in coomologia, vale a dire che esista o € Q"~1(M)

tale che dao = w. Ricordiamo che per ’Osservazione 3.2.5 deve essere f yw > 0. Ma

allora
0</w—/da—/ a=20
oM
(perché OM = @ per ipotesi) da cui l'assurdo. Dunque [w] ¢ un elemento non nullo di
Hip(M). 0

Uno dei risultati necessari alla costruzione dell’isomorfismo tra la coomolgia di de
Rham e la coomologia singolare ¢ la coomologia di R". Facciamo innanzitutto la seguente

osservazione.

Osservazione 4.1.7. Sia F': M — N una funzione di classe C* e sia F*: QF(N) —
QF(M) il suo pullback sulle k-forme. Siccome F*(dw) = d(F*w), abbiamo che

F*(Ker d%) C Ker d, e F*(Im d5') C Im d%;*,
dunque ¢ ben posto 'omomorfismo indotto
H*(N) 3 [w] = [F*w] € H*(M).

Chiameremo questa mappa il ['omomorfismo indotto da F in coomologia o pullback e lo

indicheremo sempre con F™.

Teorema 4.1.8. Sia M una varieta differenziabile e sia 7: M x R — M la proiezione
sul primo fattore. Per ogni ¢ty € R fissato, indichiamo con oy,: M — M x R la sezione
o, (p) = (p,to). Allora ©*: Hjp(M) — Hjp(M x R) ¢ un isomorfismo con inversa
oy c Hyp(M x R) = Hjp(M).

Dimostrazione. Vogliamo costruire un operatore di omotopia tra Id e 7* o o7 (a livello
delle forme), cio¢ un omomorfismo R-lineare K : QF(M x R) — Q¥1(M x R) tale che
valga

(Kod" +d" ' oK)w=(id— 7" o 0} )Jw (4.1)
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per ogni w € Q*(M x R). Ricordiamo che T, (M x R) = T,M & T,R e che T,R =

Span(Z2|,). Definiamo

t
0
(Kw)(p’t) :/(o.ua)(p,s) ds.

to
Siccome il differenziale esterno ¢ locale, ci basta mostrare la (4.1) su aperti della forma
U x R con (U, p) carta locale per M. In coordinate locali, una k-forma su U x R &
combinazione lineare di forme del tipo f dz®* A --- Adx® e f dt Adz™ A--- Adz® 1. Se
w=fdx" A--- Ndx", Kw = 0 mentre

Kdw =K (Z%dﬂ/\dw” Ao A da™ +g—{dt/\da:“ /\~--/\da:ik>
=1

tof i i
= ( ) E(p,s)ds) dz" N --- Ndx

= f(p,t)dx™ A --- Adx™ — f(p,to)dx™ A --- A dx'™

= (Id = 7" o0} )w.

Quindi in questo caso la (4.1) & soddisfatta. Sia ora w = f dt Adz™ A--- Adz*-1. In
questo caso (7" o0} )(w) =0 e dKw = w — Kdw. O

Corollario 4.1.9. La coomologia di R" ¢

R sek=0
0 sek=#0

Hyp(R") =

Dimostrazione. Se n = 1, sappiamo grazie alla Proposizione 4.1.5 che HJ,(R) = R.
Siccome R ha dimensione 1, tutte le 1-forme sono banalmente chiuse. Vediamo che sono

anche esatte: data w = f dz, ci basta definire

g(z) = / " i) de

ottenendo che dg = w. Possiamo quindi concludere per induzione sfruttando il Teorema
4.1.8. O

Osservazione 4.1.10. Il Corollario 4.1.9 ci permette di generalizzare la Proposizione
1.1.11 che avevamo mostrato per 1-forme su aperti di R™: se w € una k-forma chiusa su M,
possiamo ricoprire M di aperti coordinati con domini diffeomorfi ad R™. La restrizione

di w a ciascun dominio é allora esatta, dunque w é localmente esatta. Il viceversa & ovvio.

Osservazione 4.1.11. Sia M una varieta di dimensione n. Il Corollario 4.1.9 ci permette

di dimostrare che la successione di fasci di R-spazi vettoriali
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d0 dl an—1
cs > Q1 e > QY —— 0

¢ esatta, cioé che vale l'uguaglianza tra fasci Ker d¥ = Im d*~! per ogni k. Nella dimo-
strazione della Proposizione 4.1.5 abbiamo inoltre osservato che Ker d” ¢ uguale al fascio
delle funzioni localmente costanti, che indichiamo con R,,. Questo coincide con il fasci-
ficato del prefascio che ad ogni aperto U C M associa R e viene solitamente chiamato

fascio costante. Abbiamo quindi che la seguente successione € ancora esatta

d0 dt qn—1
0 »y Ry —— Q8 =C% >y Q1 > Oy —— 0

con ¢ l'inclusione. Questa successione prende il nome di risoluzione di de Rham.

Il secondo strumento di cui avremo bisogno ¢ una versione della successione di Mayer-
Vietoris. Per ottenerla, data una varieta M fissiamo due aperti Uy e U; tali che M =

Uy U U; e consideriamo le seguenti mappe di inclusione

da cui passando ai pullback al livello delle forme otteniamo il seguente diagramma

commutativo di R-spazi vettoriali

QO (Uy

/\
/

Qk (Ug N 1Y) (M)
Teorema 4.1.12. La successione corta
0= QF, (M) 25 ok (Uy) @ OF, () 70 0k (U, N UL — 0 (4.2)

€ esatta

Dimostrazione. Lesattezza in Qk (M) & ovvia. In Qf (Uy) @ Qk,(U,), abbiamo che se
w = (i5T,477) = (T, T, ) allora (j5 — j7)(w) = 0. Viceversa se (11,72) ¢ tale che
(45 — 71)(m,m2) = 0 allora le due forme coincidono su Uy N Uy, dunque per proprieta di
fascio esiste & € QF (M) tale che (if ®i7)(€) = (m1,m2). Resta l'esattezza in QF,(UyNUY).
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Fissata w € Q% (Uy N Uy) e {po, p1} partizione dell’'unita subordinata al ricoprimento
{Uy, U}, definiamo n € QF, (Uy),

pw  su UyNU;
’]7 =
0 su Uy \ supp p1

e definiamo 0’ € Qk,(U}),

) —pow su Uy NU;
’]’] =
0 su Uy \ supp po-

Allora
(Jo — J1)(m, n') = NMuonuy, — n\/UomUl = p1W + pow = w.

Ricordiamo il seguente teorema di algebra omologica.

Teorema 4.1.13. Sia
0sA LB %S e o0 (4.3)
una successione esatta corta di complessi coomologici. Allora esistono 6*: H*(C) —

H**1(A) al variare di k € Z tali che la successione
- —— HMA) 5 HYB) —£ HYC) —2— HMLY(A) — -
¢ esatta.

Dimostrazione. Sia [y] € H*(C). Per definizione, se indichiamo con d¢ il differenziale del
complesso C*, abbiamo che dcy = 0. Ma esattezza della 4.3 ci dice che G*: B¥ — C*
¢ suriettiva, dunque esiste 8 € B* tale che G*(3) = 7. Siccome deve essere df, o GF =
G*lodk e db.(v) = 0, GFTL(d%B) = 0, cioé dg 3 € Ker G**1. Di nuovo, I'esattezza di 4.3
ci dice che Im F*! = Ker G*¥, dunque esiste a € A**! tale che F**(a) = dgfB. Per
finire, mostriamo che questo a ¢ chiuso: basta usare il fatto che F¥™2od¥ = d’?l o Fk+1
da cui (F*2(dsa)) = dstH (FF(a)) = di™ B = 0 e siccome F¥+2 ¢ iniettiva (sempre per
esattezza di 4.3), deve essere d"'a = 0. Poniamo allora §*([y]) = [a]. Si pud dimostrare

che questo omomorfismo & ben posto ed ¢ quello cercato ([AT11, Teorema 5.1.23]). O

Osservazione 4.1.14. L’esattezza della successione (4.2) ci dice che esistono omomor-
fismi di connessione 6%: HY,(Uy N Uy) — HEEY (M) tali che
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C—— HE N (Up) @ HEN(U) —— HEZH Uy N 1Y)
)

(—> Hip(M) —— H}p(Uy) ® Hjp(Uy) —— Hjp(UyNUL) )

§

L Hig (M) —— Hyg' (Uo) & Hyg (Ur) ——— -

sia una successione esatta. L’omomorfismo di connessione di questa successione, detta
successione di Mayer Vietoris, sara fondamentale nello studio del Teorema di de Rham,
quindi andiamo a studiare come ¢ fatto. Sia [w] € H5,(Uy N Uy). Al livello delle forme,
w & immagine tramite i5 — if di una coppia di forme (79,71) e queste sono tali che
(i — 1) (dno, dny) = (dno)wenu, — (d)jvenw, = 0. Esiste dunque una forma chiusa o su
M tale che ayy, = dny e oy, = dm, e dunque d([w]) = [a]. Se {po, p1} ¢ una partizione
dell’'unita subordinata al ricoprimento {Uy, U; }, possiamo prendere 19 = pjw e 1y = —pow

come nella dimostrazione del Teorema 4.1.12 e siccome w € chiusa, otteniamo che la forma

p1w su Uy

a= (4.4)
—pow su Uy
soddisfa oy, = piw = d(p1w) e oy, = —pow = —d(pow), dunque
[pw]  sulp
o([w]) = (4.5)

[—pow] su Uy

4.2 Integrazione di catene

L’obiettivo di questa sezione ¢ quello di mostrare la formula di Stokes per l’integra-
zione su catene, in analogia con il Teorema di Stokes classico (Teorema 3.3.1); questa ci
permettera di definire, nella sezione successiva, 'isomorfismo di de Rham tra la coomo-
logia di de Rham e la coomologia singolare a coefficienti in R. Iniziando ricordando le

principali definizioni della coomologia singolare.

Definizione 4.2.1. Chiamiamo k-simplesso standard il sottoinsieme di R* definito da

k k
i=1

i=1
Un k-simplesso singolare in M sarda una mappa continua o: A¥ — M. Denotiamo

con Cx(M) lo spazio vettoriale reale libero sull’insieme dei k-simplessi singolari. Per

je{l, -, k} definiamo
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o A  ={recRF |z = Zf:l ti€i Zf:lti =1},
e A ={z R |z = 2%1 tie;, SOt =1}
177

e diciamo che 9;A* ¢ la i-esima faccia di A*. Per ogni j € {1,...,k} possiamo allora

definire Fjj: A*1 — 9;,AF  detta la i-esima mappa di faccia, nel seguente modo:

o [y, ..., xp-1) = (1— Zi-:ll Tiy T1y- e, The1),
L] E,k(Il, e ,ZL‘k_l) = (l’l, . ,Ij_1,07l’j+1, e ,l’k_l).

Per finire, definiamo la mappa di bordo 0: Cx(M) — Ck_1(M) come

k
0o = (—1)'ooFy

=0

sui simplessi singolari, ed estendiamo per linearita.

Nota. Nel seguito useremo liberamente teoria e risultati dell’omologia e della coomologia

singolare. Per i dettagli a riguardo si rimanda a [Hat02].

Definizione 4.2.2. Un k-simplesso singolare di classe C™ (o liscio) su M é una funzione
o: A¥ — M di classe C™, cioé tale che per ogni punto di A* esistano un intorno aperto
U C R" e una funzione n: U — M di classe C** tali che njax = 0. Definiamo il complesso
delle catene singolari di classe C™ (o lisce) come il complesso (C°(M),d), con Cp°(M)
lo spazio vettoriale reale libero sull’insieme dei simplessi singolari lisci. Questo € un
sottocomplesso di (C.(M),0) e possiamo quindi considerarne i gruppi di omologia, che
indichiamo con H°(M).

Teorema 4.2.3. L’inclusione di complessi i: C°(M) — C.(M) induce un isomorfismo
H®(M) = Hy(M) in omologia.

Dimostrazione. Sirimanda a [Leel3, Teorema 18.7]. O

Definizione 4.2.4. Siano M una varieta differenziabile, w una k-forma e o: A* — M

di classe C*°. Definiamo [’integrale di w su o come

/w I:/ (O-\int Ak>*w
o int Ak

dove con int A* intendiamo la parte interna di A*. Se c ¢ una catena singolare C°,

fo-xn -

c =), a,0;, definiamo
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Osservazione 4.2.5. Nonostante l'integranda nella Definizione 4.2.4 sia definita solo
nell'interno del simplesso, questa si estende facilmente ad una forma su tutto A*. Questo
perché o ¢ definita su tutto A* e su int(A*) vale la formula (3) della Proposizione 2.1.19,

dunque posso estendere (o)ar)*w su OA".
Vale una versione del Teorema 3.3.1 per le catene.

Teorema 4.2.6 (Teorema di Stokes per lintegrazione su catene). Sia M una varieta

differenziabile, w una (k — 1)-forma e ¢ una k-catena singolare liscia. Allora

/dw:/w.
c dec

Dimostrazione. Per linearita ci basta mostrare il teorema quando ¢ ¢ un simplesso sin-
golare liscio o: A¥ — M. Inoltre essendo o*w una (k — 1)-forma su AF, questa si scrive
come Zle ai(x)dz' A A dzi A -- - Adz* dove il cappuccio indica che da’ non & presente
nel prodotto wedge. Sempre per linearita dell’integrale é quindi sufficiente mostrare il
teorema quando o*w = a(x)dz' A -+ A dz' A -+ A da*. In questo caso abbiamo che

o*dw = do*w = (—1)i*1%dxl A --+- Adz*. La formula che vogliamo provare ¢ quindi

‘ B k iy
(~1) [ hdatddt = Z/ Fr(a(@)da A--- Adri A--- Adab)  (4.6)
Ak Ox! - Ak—1 s
7=0
con Fjr: AF=1 — AF la j-esima mappa di faccia di A* come descritta nella Definizione

4.2.1. Applicando il Teorema di Fubini, per il primo membro dell'uguaglianza in (4.6)

Ak A 0

_ 1 i1 i+l k
—/a(x,...,x ,1—E xj, )
A

J#i

—a(zt,. . 270,27 aR)) dat - dat - - - dat

vale

dove A ¢ il (k — 1)-simplesso ottenuto da A* omettendo la i-esima coordinata, che puo

essere identificato con A*~1 tramite il diffeomorfismo
) k=1 (.1 i—1 i1 k 1 =1k itl k-1
v A= A () e (et et at ).

Questo diffeomorfismo ha determinante (—1)"! dunque I'ultimo membro della (4.7)
diventa
(—1)i_1/ (a(:z:l,...,:zri_l,l—ij,:viﬂ,...,xk)
Ar i#i

—a(x,. 270,27 2 dat - dat - - dah
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Per definizione delle mappe di faccia, abbiamo che ]7;<,,€cl95z # 0 se e solo se 7 = 0 oppure

j =i, dunque per il membro di destra della (4.6) vale
k —_~
Z/ }Z*k(a(:v)d:vl/\---/\dﬂ/\---/\dﬂ“)
=0 Ak-1

= 1= a2t 2" dat - da
/Ak-la( Zx,x, ,x¥ ) dx T+

J#i
(—1)i/k 1a(x1,‘..,xi_l,O,xi,...,xk_l)dxl--~dxk_1.
Ak

da cui segue I'uguaglianza in (4.6). ]

4.3 1l teorema di de Rham

Per prima cosa, ricordiamo il seguente teorema

Teorema 4.3.1 (Teorema dei coefficienti universali). Siano G' un gruppo abeliano, C.
un complesso di catene di gruppi abeliani liberi con gruppi di omologia H,(C') e siano
H"(C,@G) i gruppi di coomologia del complesso delle cocatene Hom(C., G). Per ogni n

si ha una sequenza esatta corta
0 — Ext'(H,.1(C),G) —— H"(C,G) —— Hom(H,(C),G) — 0.
Dimostrazione. Si rimanda a [Hat02, Teorema 3.2] O

In questa tesi saremo interessati al caso G = R. In questo caso, essendo R un gruppo
abeliano iniettivo, vale che Ext!'(H,_,(C),R) = 0 per ogni n. Quindi per il Teorema
4.3.1, H"(C,R) = Hom(H,(C),R) e nel seguito identificheremo questi due gruppi.

I Teoremi 4.2.6 e 4.2.3 ci garantiscono la buona positura della seguente funzione
Tt HEp(M) — Homg (Hy(M),R), [w] / w,
()

dove definiamo

con ¢ una catena singolare liscia equivalente a c¢. Se ¢ e ¢ sono due catene lisce entrambe

equivalenti a ¢ in omologia, allora ¢ = ¢ + 0b con b liscia, da cui

Joo= Joe fyo= f
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perché w é chiusa. Se invece w e W’ sono equivalenti in coomologia, abbiamo che w' =

Jo= Joos fin= foo fon= [

perché ¢ é chiusa, dunque 0¢ = 0. Da questo segue che 'omomorfismo J,,, che chiamiamo

w + dn, da cui

omomorfismo di de Rham, € ben posto. Nel seguito, dato un aperto U di una varieta M,
scriveremo Jy; per indicare 'omomorfismo di de Rham tra i gruppi H:,(U) e H*(U;R).

Per prima cosa mostriamo la naturalita.
Proposizione 4.3.2. Valgono le seguenti:

1. Se F: M — N ¢ una funzione di classe C*°, il seguente diagramma commuta

H§R<N) — Hc’ch(M)

bl

H*(N,R) -2 H*(M,R)

2. Dati Uy, Uy aperti di M tali che UyUU; = M, siano § 'omomorfismo di connessione
della successione di Mayer-Vietoris per la coomologia di de Rham e 0* quello per

la coomologia singolare. Allora il seguente diagramma commuta

Hhp(Uy N Uy) —2— HESY(M)

ljUOr‘}Ul lﬁ M

HYUyN U, R) -2 HF(M,R)

Dimostrazione. Per la prima, sia w una k-forma su N. Allora per ogni k-simplesso

singolare liscio o: A* — M vale che

Do) = ([ )= ([ <) won

:/Foaw:/M<Foa)*w:/UF*U.;:JM(F*[wD([OD-

Per linearita, abbiamo mostrato la (1). Per la (2), iniziamo osservando che siccome
stiamo identificando H*(M,R) con Hom(Hy(M),R), Pomomorfismo di connessione 9*
della coomologia singolare ¢ semplicemente ’omomorfismo duale dell’omomorfismo di
connessione dell’omologia singolare, cioé 0*p = p o 0, per ogni ¢ € Hom(H(M),R).
Dunque per mostrare la (2) dobbiamo verificare che per ogni w € H%,(UyNU,) e per ogni
¢ € Hy(M,R) vale che Iy (3([w)) () = 0 Guoeun (D)) = Toown (W) (@:([e]).
Nell’Osservazione 4.1.14 abbiamo mostrato che, prese 7y € Qk,(Uy) e ;€ Q% (U))
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tali che Moy, — Mpvertn, = w e « € QFFY(M) tale che aiy, = dngy e apy, = dnp,
vale 0([w]) = [a]. Per 'omomorfismo 0, dell’omologia singolare invece, consideriamo
by € Cr(Up) e by € Ci(Uy) tali che by + by sia omologo a ¢ e a € Cyy1(Up NUy) tale
che a = 0by = —0by; allora 0.([c]) = [a]. A meno di cambiare rappresentanti possiamo

assumere che a e ¢ siano lisci, da cui

jM“““D)“"D:/ca:/bo“/bl‘“:/bod””/bldm
-/ e / = [ [m= [ o= 00w (D)

Teorema 4.3.3. Sia M una varieta di dimensione n e P una famiglia di aperti di M

]

che soddisfi le seguenti condizioni:
1. ogeP
2. se Uy,Uy e Uy N Uy sono elementi di P anche U; U Us lo ¢€;

3. se {U,} C P ¢ una famiglia numerabile di aperti a due a due disgiunti allora
[I,Ua €P;

4. se U C M é un aperto diffeomorfo a R™ allora U € P.
Allora M € P.

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando per induzione che se Uy, ..., U, sono tali che tutte
le loro intersezioni stanno in P allora U; U---U Uy, € P, dove il passo base ¢ 'ipotesi (2).
Supponendo sia vero per k — 1, abbiamo che U = U, U---UUi_1 € P e

k—1

Unu,=JWinty) eP

i=1

dacuiUUU, € P.
Mostriamo adesso che se {Uy}reny € P & una famiglia numerabile localmente finita

di aperti a chiusura compatta tale che Uy, N ---NU,, € P per ogni k € N e per ogni

Aty A in Ny allora U = |J Uy € P. Poniamo Iy = {0}, Wy = U e per k > 0
AEA
definiamo per induzione
k—1
Li=({k}U{jeN|j>kUnWe #2)~JL
i=0
we=J U

JE€Ik



40 4. Coomologia

con la convenzione Wy = @ se I, = &. Mostriamo che ogni I, é un insieme finito e
che Wy ¢ un aperto a chiusura compatta in P: per £ = 0 ¢ vero e supponiamo sia
vero per k — 1; allora W;_; ¢ compatto, dunque interseca solo un numero finito di Uy
perché {U,} ¢ una famiglia localmente finita. Quindi I; ¢ finito e Wj & unione finita
di aperti a chiusura compatta, dunque ¢ a chiusura compatta ed ¢ un elemento di P
(per quanto visto all’inizio della dimostrazione se W} non ¢ vuoto, per l'ipotesi (1) se
lo &). Per costruzione, | J Iy = N, da cui |JW), = U. Sia ora h tale che W, N W), # @.
k k

Allora deve essere h = k — 1; infatti se per assurdo fosse h < k — 1, dovrebbe esistere
Jj €Iy, > k> h+1tale che UyNW, # @. Ma allora si avrebbe che j € IpN...N I,
che ¢ assurdo per definizione degli I;,. Inoltre, Wy N Wj_; ¢ unione finita di intersezioni
di coppie di elementi della famiglia {U;} e quindi ¢ un elemento di P. Poniamo adesso
V, =Wy e Vi= W (4.8)
jEN jEN
Per costruzione, V, e V5 sono unione disgiunta e numerabile di elementi di P, dunque
appartengono a P. Inoltre vale che
VoV = UWQimWQi—l
i>1

cioé & unione numerabile di elementi di P a due a due disgiunti e quindi ¢ un elemento
di P. Abbiamo cosi che U ¢ un elemento di P.

Vediamo adesso che se (U, ) & una carta locale per M allora U € P. Poniamo
V = ¢(U) C R"™ e consideriamo un ricoprimento aperto, localmente finito e numerabile

{W;} di V tale che ogni elemento del ricoprimento sia della forma
I/I/j - (a17b1) XX (anybn)

per opportuni intervalli aperti e limitati (a;,b;) C R. Possiamo inoltre supporre che
la chiusura dei W; sia contenuta in V. Ma i W, sono diffeomorfi a R" e anche le loro
intersezioni finite lo sono. Allora {¢~*(W;)} ¢ un ricoprimento aperto, numerabile e
localmente finito di U i cui elementi sono a chiusura compatta e tale che ogni intersezione
finita é diffeomorfa ad R", cioé ogni intersezione finita sta in P. Allora anche U é un
elemento di P.

Infine, abbiamo che M é un elemento di P. Infatti possiamo considerare un atlante
numerabile e localmente finito {(W;,¢;)} di M fatto di aperti coordinati a chiusura
compatta. Siccome l'intersezione di aperti coordinati ¢ ancora un aperto coordinato,

I'unione dei W;, che ¢ proprio M, ¢ un elemento di P. O

Teorema 4.3.4 (Teorema di de Rham). Per ogni varieta differenziabile M, 'omomorfi-

smo di de Rham é un isomorfismo.
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Dimostrazione. Indichiamo con P la famiglia contenente l'insieme vuoto e gli aperti
U C M tali per cui Jy é un isomorfismo.

Per prima cosa osserviamo che se {U,} ¢ una famiglia di aperti di M disgiunti a due
a due e tali che ciascun U, sta in P, allora U = [[, U, € P, grazie all’'Osservazione 4.1.4
e alla Proposizione 4.3.2. Infatti per ogni o possiamo considerare l'inclusione i, : U, —

1., Ua ottenendo il seguente diagramma

HgR(Ha Ua) Z—a> HgR(Ua)

lj]_[a Ua ljUa

HY(I1, UasR) —=s H*(U,, R).
Da questo otteniamo

I1.
HZlfR(Hoz Ua) E— Ha HgR(UQ)

ljua Ua lHa v,

(], Ua,R) 1o T H*(U,, R).

e siccome [], 4 e [], Ju, sono isomorfismi, deve esserlo anche Jjy_v, : Hip(I11, Ua) —
H*I]1, Ua,R).

Vediamo ora che se U,V e U NV sono elementi di P, anche U UV lo é. Usando la
successione lunga di Mayer-Vietoris per entrambe le coomologie otteniamo il seguente

diagramma esatto per colonne e commutativo grazie alla Proposizione 4.3.2

HEL(UNV) v gRUNV,R)
HY WU UV) — 29 YU UV,R)

~ ~

Hip (U) @ Hii' (V) =% H=/(U.R) & B (V.R)

~ ~

HEWUNV) — 24 LU NV,R)
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Per il lemma dei cinque, Jyy € un isomorfismo.

Per finire, nel caso di sottospazi aperti U C M diffeomorfi ad R, il Corollario 4.1.9
per la coomologia di de Rham e l'invarianza per omotopia della coomologia singolare
ci dicono che H%5,(U) = H*(M,R) = 0 per ogni k # 0 dunque Jy ¢ banalmente un
isomorfismo in questo caso. Nel caso di k = 0, siccome entrambi i gruppi di coomologia
hanno dimensione 1, ci basta mostrare che J; non ¢ ’omomorfismo nullo. Ricordiamo che
un elemento di Hi,(U) ¢ una funzione localmente costante, mentre H°(U, R) ¢ generato
da un qualunque simplesso o: A = {0} — U. Quindi prendendo f la funzione costante
uguale a 1 su U, abbiamo che Iy ([f])([0]) = [, f = (fo0)(0) =1, da cui Jy & non nullo
e quindi necessariamente un isomorfismo.

Abbiamo quindi che P soddisfa tutte le ipotesi del Teorema 4.3.3, dunque M € P,
cioé Jpr: HYp(M) — H¥(M,R) ¢ un isomorfismo per ogni k. O

Osservazione 4.3.5. Osserviamo che date due forme chiuse w e n di grado rispettiva-
mente k e h, anche il loro prodotto wedge ¢ chiuso. Infatti d(w An) = dw An+ (—1)Fw A
dn = 0. Inoltre, se w = w' + dp e n & chiusa, vale che w Anp=w' An+d(p An).

Definizione 4.3.6. L’Osservazione 4.3.5 ci dice che ¢ ben posta I'applicazione bilineare
Nt Hip(M) x Hgp(M) — Hgg" (M), ([w], [n]) = [w A ).

Lo chiamiamo prodotto cup in coomologia di de Rham. Definiamo [’algebra di coomologia

di de Rham della varieta M come lo spazio vettoriale reale graduato
Hyp(M) = @ H§R<M)
k=0

con il prodotto dato dal prodotto cup.

E possibile dimostrare che l'isomorfismo di de Rham Jy,: HE. (M) — H*(M,R)
soddisfa Jp([w A 1)) = Ty ([w]) — Tu([n]) dove — ¢ il prodotto cup in coomologia
singolare. In questo modo, I'omomorfismo di de Rham diventa un isomorfismo tra le
R-algebre graduate Hjp(M) e H*(M,R). Sirimanda a [GH94, Pag.59-60].

Di seguito, ci poniamo il problema di trovare generatori dei gruppi di coomologia
per qualche esempio di varietd e vediamo come questo ci permetta anche di calcolarne
I’algebra di coomologia. Negli esempi daremo direttamente i gruppi di coomologia degli
spazi, senza dimostrazione. Questo perché una volta noto il Teorema 4.3.4, il calcolo
effettivo della coomologia puo essere fatto tramite i soliti strumenti della (co)omologia

singolare. Un possibile riferimento per questi calcoli ¢ [Hat02].
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Esempio 4.3.7. Ricordiamo che la coomologia della sfera S™ ¢ data da

v em o JR sek=0,n
Hyp(S") =
0 altrimenti.

Ci bastera dunque trovare una forma non esatta di grado n. Ricordando il Teorema 3.3.3

e considerando S™ come sottovarieta di codimensione 1 di R™*!, ci basta considerare la

forma volume w = da! A -+ A dz™! su R*"L. Identifichiamo il tangente ad S™ in
x = (z',...,2""") con liperpiano perpendicolare al vettore z e definiamo N = z';% +

-+ x"a%. La forma

n+1
7):LNw:Za:idxl/\-~Adx"/\--~/\dx"+1
i—1

¢ allora una forma volume, dunque genera HJJ,(S™) = R grazie all’Osservazione 4.1.6.
Prima del prossimo esempio, facciamo un’osservazione importante.

Osservazione 4.3.8. Sia M una varieta di dimensione n orientata, compatta e senza
bordo e siano wq, . ..,w, forme differenziali chiuse tali che w; A --- A wy sia una forma
volume per M. Allora per ogni iy < --- < i in {1,...,n} vale che w;; A--- Aw;, non &
esatta. Infatti, sia per assurdo w;, A--- Aw;, = da per qualche (k —1)-forma a. Dato un
multi indice J = {j; < --- < ji} scriviamo wy = wj, A---Aw;j,. Allorase I = {iy,... i}
vale che d(a Awye) = da Awy, = £wy; A -+ Aw,. Ma quest’ultima é una forma volume

per ipotesi, e quindi non puo essere esatta per 1’Osservazione 4.1.6.

Esempio 4.3.9. Ricordiamo che la coomologia del toro T" = [] S! & data da H%,(T") =
i=1

R() per ogni 0 < k < n. In questo esempio, cercheremo generatori di H}5(T") che
soddisfino l'ipotesi dell’Osservazione 4.3.8. Per iniziare, consideriamo su S! le due carte
locali p: St~ {1} — (0,27), 0 1(#) = € per ogni 6 € (0,27) e ¢: St {-1} —
(—m,m),v"1(0) = € per ogni § € (—m, ) e osserviamo che, su St \ {£1}, dp = dv,
dunque possiamo considerare la forma w data dall’incollamento di dy e dip. Questa
forma é chiusa perché localmente esatta. Mostriamo che non ¢é esatta: consideriamo il

cammino v: [0,1] — S, — €™, Allora abbiamo che
Jo=[ vu=[ 2do=o60)-elo) =27 £0.
v [0,1] (0,1)

Adesso vogliamo portare w su T". Sia m;: T" — S! la proiezione sull’i-esimo fattore.

Possiamo allora definire le forme w; = 7w, che sono ancora chiuse perché pullback e
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differenziale esterno commutano. Inoltre sono ancora non esatte. Per vederlo, conside-
riamo l'embedding p;: S' — T 2z — (1,...,2,...,1) dove z & nell’i-esima coordinata.
Allora

/ wi:/ (m; 0p; 0y)*w =21 # 0.
pioY (0,2)

Vogliamo mostrare che le classi di coomologia di queste 1-forme generano H}ip(T™). Ci

basta controllare che siano linearmente indipendenti, e per questo basta osservare che

/ W; = 27'('(51‘]‘
pioy

n

dove d;; ¢ il delta di Kronecker. Da questo segue che se ) a;[w;] = 0 allora, integrando,
i=1

deve essere a; = 0 per ogni 7. Vediamo adesso che wy A- - - Aw, & una forma volume su T".

Tornando su S', definiamo su S' \ {1} il campo V = (¢7!),Z e su S' \ {1} il campo
W = (7 1).2. SuS'\ {£1}, deve essere V = alW da cui a = V() = 2822 = 1

dunque possiamo incollare V' e W sulla circonferenza. Chiamiamo G il nuovo campo.
Ricordando che T, T" = @ Tr,(»S', posso considerare su T" il campo G; uguale a G nella

i=1
i-esima componente e 0 nelle altre. Osserviamo che w;(G;) = 9, ;. Allora vale che

wl/\---/\wn(Gl,...,Gn)zl.

Da questo segue che w; A - -+ A w, & una n-forma mai nulla su M, dunque é una forma
volume su T". L’Osservazione 4.3.8 ci dice allora che, per k fissato, le forme w;, A---Aw;,
danno elementi non nulli e linearmente indipendenti in coomologia, ed essendo proprio
(7) formano una base per Hljr(T™). Questo ci dice anche che Hj,(T") = H*(T",R) =
A\’ (R™), 'algebra esterna di R™.

Esempio 4.3.10. Per finire, studiamo i generatori della coomologia del proiettivo com-

plesso P"(C) che ricordiamo essere

P R sekeéparie <k <2n
HdR(P(C)):

0 altrimenti.

La strategia sara la stessa seguita per il toro: cercheremo un generatore per H3,(P"(C)) e

otterremo quelli di grado piu alto come sue potenze. Partiamo dalla 2-forma simplettica
n+1 ) )

standard su C"*! data da © = > dx' ANdy' con z; = x; +iy; € C, x;,y; le coordinate
i=1
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reali. E chiaro che questa sia chiusa. Osserviamo poi che

" = Z dl’a(l) A dya'(l) A A dxa(nJrl) A dya'(n+1)

ocGntl

= Z (—1)2 8@ dgt Adyt A - Adz™E A dy !

oec@ntl

=+ det Ady' A Ada" T A dy™ T

e questa & una (2n + 2)-forma mai nulla su C"*!'. Sia ora 7: S***! — P"(C) la proiezione
al quoziente e sia dm, il suo differenziale. Definiamo adesso, per ogni z € S**! e
v, v € TiyP™(C), wpy(vi,v2) = @.(wi,ws) con dm.(w;) = v;. Questa & ben posta
e definisce quindi una 2-forma chiusa sul proiettivo. Inoltre, w™ & una 2n-forma mai
nulla in quanto indotta su P*(C) da @™. Dunque [w*] € H2%(P"(C)) ¢ non nulla per
ogni 0 < k£ < n e abbiamo i generatori cercati. In questo caso abbiamo allora che
Hp(P"(C)) = (ﬂﬂ) con deg x = 2.
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