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Introduzione

In questa tesi si intende analizzare il Teorema di Riesz per l'integrale di Riemann-
Stieltjes, un risultato fondamentale in Analisi Funzionale che stabilisce una corrispon-
denza tra i funzionali lineari continui (su un intervallo compatto [a,b] C R) e le funzioni
di variazione limitata, attraverso 1'uso degli integrali di Riemann-Stieltjes. Per affrontare
questo argomento, € necessario esaminare dapprima l'integrale di Riemann-Stieltjes con-
siderando funzioni integrande e integratrici entrambe limitate su un intervallo compatto
[a,b] C R.

Nonostante la teoria dell’integrale di Riemann-Stieltjes sia ormai ben consolidata,
la sua introduzione risale al 1894, quando Stieltjes ne propose per la prima volta una
definizione. Successivamente, nel 1909, Riesz amplio e arricchi il lavoro di Stieltjes con
il noto risultato che oggi prende il nome di Teorema di Riesz. Questo teorema ha avuto
un impatto significativo sulla teoria degli spazi di Banach e sulla rappresentazione dei
funzionali. Tuttavia, ¢ importante notare che esistono diverse presentazioni dell’integrale
di Riemann-Stieltjes nella letteratura, tra cui quella proposta da Apostol [1]. La tesi
esaminera in dettaglio le differenze tra queste varie definizioni.

Dopo aver delineato il contesto storico e teorico dell’integrale di Riemann-Stieltjes e
del Teorema di Riesz, ¢ opportuno approfondire la definizione formale di questo integrale,
essenziale per la comprensione dei risultati che seguiranno. Siano f,g : [a,b] — R due
funzioni limitate, P = {xq, 21, ..., ¥, } una partizione dell’intervallo [a, b] e sia t; un punto
dell'intervallo [zy_1, zx], per ogni k = 1,....,n. L'integrale di Riemann-Stieltjes di f
rispetto a g ¢ definito (se esiste) come il valore reale fab f dg, tale che per ogni € > 0 esiste
d(e) > 0 tale che, per ogni partizione P di [a, b] purché sia || P|| := mkax(xk —xp_1) < 0(e)

e qualunque sia la scelta dei punti t, si ha

/ Fdg = f(ta)(g(ar) — glar))| <e.

Possiamo, quindi, comprendere meglio la rilevanza di questo strumento nel contesto
dell’Analisi Funzionale grazie al risultato principale di questa tesi. 11 Teorema di Riesz

afferma che, dato un qualsiasi funzionale lineare continuo ¢ definito sullo spazio C(]a, b))
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(munito della usuale norma del sup), esiste una funzione a variazione limitata g su [a, b]

tale che: )
<z><f>=/ fdg, VieC(ab).

In altre parole, per lo spazio delle funzioni continue su un intervallo [a, b], ogni funzionale
lineare continuo puo essere rappresentato come un integrale rispetto a una funzione a
variazione limitata. Inoltre, il teorema stabilisce una corrispondenza tra i funzionali
lineari continui e le funzioni a variazione limitata.

Per dimostrare il Teorema di Riesz per I'integrale di Riemann-Stieltjes, come proposto
in [2] e [3], sara necessario introdurre ulteriori strumenti e concetti. In particolare,
data una funzione f definita su [0, 1], si definisce polinomio di Bernstein di grado n

associato a f come
Bu(z) = kzzo £ (%) (Z) 2 (1 — )" *,

Questi polinomi sono importanti per 'approssimazione di funzioni su [0,1] e, per la
dimostrazione del teorema, risulta fondamentale il fatto che i coefficienti abbiano come
fattori delle immagini di f. Inoltre, saranno discussi i due Teoremi di Helly, che offrono
risultati significativi sulla convergenza di famiglie di funzioni a variazione limitata. Il
primo Teorema di Helly enuncia che, data una successione di funzioni a valori reali

(fn)nen definite sull’intervallo [a, b], se esiste M > 0 tale che
sup{|fu(z)|;n € N,z € [a,b]} < M, Vi f) <M, V¥néeN,

allora esiste una sottosuccessione di (f,,(z))nen che converge puntalmente su [a, b] a una
funzione f(x) a variazione limitata. In altre parole, data una successione di funzioni
equilimitate e con variazioni uniformemente dominate da una costante, allora si puo
estrarre una sottosuccessione puntualmente convergente ad una funzione a variazione
limitata. Si tratta quindi di un teorema di relativa compattezza.

Il secondo Teorema di Helly stabilisce che, data una funzione f continua su |a, b|
e una successione di funzioni (g, (z))nen che converge puntualmente a una funzione g(x)
su [a, b], se esiste M > 0 tale che V’(g,,) < M per ogni n, allora

b b
lim fdg, = / fdg.

n—oo a

Questo risultato e rilevante perché garantisce, sotto le condizioni di uniformita sulle
variazioni totali delle funzioni integratrici, il passaggio del limite sotto integrale per le
funzioni integratrici.

Oltre alla dimostrazione principale del Teorema di Riesz, sara fornita una dimostra-

zione alternativa che utilizza il Teorema di Hahn-Banach [6]. Questa dimostrazione offre
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un approccio diverso e complementare alla rappresentazione dei funzionali lineari at-
traverso gli integrali di Riemann-Stieltjes. Infine, sara considerata una generalizzazione
del Teorema di Riesz per funzionali lineari continui sullo spazio delle funzioni continue
definite su un insieme compatto arbitrario [7]. Questa estensione si basa su alcuni pre-
requisiti di Teoria della Misura, i quali non saranno trattati dettagliatamente in questa

sede.
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Capitolo 1

Proprieta generali dell’integrale di

Riemann-Stieltjes

1.1 Funzioni a variazione limitata

Da qui, per brevita di notazione, adotteremo le seguenti terminologie e notazioni.
Una partizione P di [a,b] ¢ un insieme finito di punti, diciamo P = {xg,z1,...,7,}
dove a := 9 < ¥y < ... < Tp_1 < x, =: b. Diremo che una partizione @ di |a,b|
¢ piu fine di un’altra partizione P di [a,b], se @ 2 P. Data una qualsiasi funzione g
definita sull’intervallo [a, b], useremo la notazione Agy per indicare la differenza Agy :=
g(xg) — g(xp_1), dove gli xy sono i punti che costituiscono la partizione di [a,b] data da

{a :=x0, 21, ..., 1,2, =: b}.

Definizione 1.1 (Funzione a variazione limitata e di variazione totale). Sia f
una funzione definita su [a,b]. Sia P = {xg,x1,...,x,} una partizione di [a,b] e poniamo
n

Y(P) := > |Afy| relativa alla partizione P. Definiamo variazione totale di f su |a, b
k=1
il numero reale definito da

VP(f) :=sup { Z(P) | P é partizione di [a, b]}
Diciamo che f ¢ una funzione a variazione limitata su |a,b] se V(f) < +oo0.

Lemma 1.2. Supponiamo f e g funzioni a variazione limitata su [a,b]. Allora f + g,

f—g e fg sono funzioni a variazione limitata su [a,b]. Inoltre si ha
V(If£9) <V +Vie) e V(f9) < gl V) + 1l V(g),

dove ||g||, == sup{lg(z)| : @ € [a,0]} e |[fll = sup{|f(z)] : = € [a, b]}.

1
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Dimostrazione. 1 casi relativi a f + g e f — g seguono direttamente dalle definizioni.
Appena piu complicato & mostrare la tesi per fg. Poniamo h(x) := f(z)g(z). Per ogni

partizione P di [a, b] abbiamo

|Ahy| =|f(zx)g(zr) — f(2p-1)g(xr-1)]
=|f(zr)g(zr) — f(xe-1)g(zr) + f(Tr-1)g(zr) — f(Tr-1)g(T)-1)]
<|f(zx)g(zn) = f(@r-1)g(@p)] + [ (@r-1)g(xr) — f(@e-1)g9(@p-1)]
=|Afkllg(@e)| + [Agell f(@r-)] < gl [ASEl + 1/ [lo0 [AGk]-

Questo dimostra sia che h & a variazione limitata, sia V(h) < |lg||.. V(f)+Ifll. V(g). O
Lemma 1.3. Se f é monotona su [a,b], allora f é a variazione limitata su |a,b).

Dimostrazione. Se f crescente, per ogni partizione P di [a, b] si ha Af > 0, quindi

SOIASI =D AL = (f(ar) — flaro1)) = f(b) — f(a),

e similmente se f decrescente. O]

Teorema 1.4. Sia f : [a,b] — R una funzione monotona. Allora l'insieme dei punti di

discontinuita di f € al piu numerabile.

Dimostrazione. Si supponga f crescente e sia F l'insieme dei punti di discontinuita di f
n (a,b). Per z € E si ha f(z7) < f(z7); allora a ogni punto in x di E si puo associare

un numero razionale r(x) tale che

fl@™) <r(x) < flah).

Per la monotonia di f, si ha che 71 < x implica f(x]) < f(z;). Si deduce allora
che r(xy) # r(xq). Si stabilisce cosi una corrispondenza biunivoca tra l'insieme E e un

sottoinsieme dei razionali. O

Lemma 1.5. Una funzione f a variazione limitata su [a,b] si puo scrivere come diffe-

renza di due funzioni crescenti.

1.2 Integrale di Riemann-Stieltjes

In questa sezione esamineremo due definizioni dell’integrale di Riemann-Stieltjes che
non sono del tutto equivalenti. Dimostreremo i risultati seguendo la seconda definizione,
meno generale, ma nelle trattazioni successive metteremo in luce le differenze tra le due

definizioni.
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Definizione 1.6. Siano date f : [a,b] — R una funzione limitata, P = {xg, 1, ..., Tn}
una partizione dell’intervallo [a,b] e sia ty un punto dell’intervallo [zy_1, k], per ogni
k=1,..,n. Sia inoltre o una funzione limitata su [a,b]. Definiamo somma di Riemann-

Stieltjes di f rispetto ad o una somma della forma
S(P, f,« Z F(t) Aoy,

Osservazione 1.7. Avvertiamo il lettore che la notazione S(P, f,a) per la somma di
Riemann-Stieltjes € una notazione imprecisa in quanto omette la dipendenza dalla n-upla
di valori (¢4, ..., t,). Per non appesantire ulteriormente la notazione tralasceremo questa
dipendenza, ma ¢ bene ricordarla per una pitt completa comprensione della definizione

appena data.

Definizione 1.8 (Integrale di Riemann-Stieltjes). Diciamo che f é Riemann-Stieltjes
integrabile rispetto ad o su [a,b], e scriviamo f € RS(a) su [a,b], se esiste un numero
reale A tale per cui, per ogni € > 0, esiste una partizione P. di [a,b] tale che per ogni

partizione P pit fine di P. e per ogni scelta dei punti ty in [xy_1, x|, si ha
|S(P,f704) _A| <Eé.

Quando un tale numero A esiste, esso & unicamente determinato e lo si denota con
fabfdoz 0 con f;f(x) da(x). Diciamo anche che l'integrale di Riemann-Stieltjes fabfda

esiste.

Definizione 1.9 (Integrale di Stieltjes). Sia [a,b] C R un intervallo compatto e f :
la,b] = R, g :[a,b] = R. Sia P = {a = xg,x1, ..., x,, = b} una partizione dell’intervallo
la,b] e t; un punto arbitrario di [x;_1,x;], j =1,2,... n.

Si dice che f ¢ integrabile secondo Stieltjes, o S-integrabile, relativamente a g su [a, b],
e scriviamo f € S(g) su [a,b], se esiste un numero reale I tale che per ogni e > 0 esiste
d(e) > 0 tale che per ogni partizione P di [a,b] purché sia | P|| = mkax(xk —ap_1) <de

qualunque sia la scelta dei punti t; risulta
u_ S(Pafvg)’ <é.

Questo 1, se esiste, si chiama integrale di Stieltjes della f rispetto a g su [a,b] e si denota
col simbolo fffdg.

Osservazione 1.10. Se f =1 allora, presa una qualsiasi partizione P,

S(P,1,«) ZAO%—& ala).
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Per I'arbitrarieta di P, segue

/abfda = a(b) - ala).

Teorema 1.11. Se fi, fo € S(g) su [a,b], allora af; + Bfs € S(g) su [a,b] per tutte le

costanti o, B, e si ha

/ab(afl+6fz)dg=a/abf1dg+5/abf2dg-

Dimostrazione. Poniamo h := «f; + Sfs. Data una partizione @ di [a,b], possiamo

scrivere
S(Q,h,9) =Y h(te)Agy = a ) filts)Age+ 5 fo(ts) Ag
k=1 k=1 k=1

=aS(Q, f1,9) + BS(Q, f2,9).

Si fissi ora un ¢ > 0, allora, poiché f; € S(g), esiste 4; > 0 tale che per ogni partizione

P con ||P|| < d; renda vera la disuguaglianza ’S(P, fi,9) — fab f1dg| < e. Analogamente

S(P. f2.9) = [} f2dg| < =

Prendiamo § = min {d;,d2} e consideriamo una partizione P tale che ||P| < 0, quindi

esiste 05 > 0 tale che per ogni partizione P con || P|| < d9 si ha

valgono le seguenti disuguaglianze

‘SPhg (/flngrﬂ/ fzdg)'

oS(P, f1.9) + BS(P, forg) < /fldgw/ fzdg)‘

b
< tal[ste o)~ [ ] +181[5(2 ) [ oy
< |ale +[Be,

e questo prova il teorema grazie all’arbitrarieta di e. O

Teorema 1.12. Se f € S(¢g1) e f € S(g2) su [a,b], allora f € S(agy + Bg2) su [a,b] per

tutte le costanti o, 3, e si ha

/abfdmglwgz) =a/abfdgl+6/abfdg2.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella del Teorema 1.11. O]

Teorema 1.13. Siano f e g due funzioni su [a,b] e sia c € (a,b). Se f € S(g) su |a,b],

/acfngr/cbfdg:/abfdg- (L1)

su la,c| e su [, b] allora



1.2 Integrale di Riemann-Stieltjes 5

Dimostrazione. Fissato € > 0 esiste § > 0 tale che se P = {a = z¢,21,..., 2, = ¢}
e @ = {c=xm Tmi1, -, Tmin = b} sono due scomposizioni finite di [a,c| e [¢,b] con
|P||, |Q] < ¢ risulta

b
s(PUQ.f9)- | fdg’ <3

€
< =

S(Pfg)— [ Fag) <

3

b

Percio

<,

/abfdg— [/:fdg+/cbfdg]

e quindi, per l'arbitrarieta di ¢, segue ’affermazione del teorema. O

Teorema 1.14. Sia ¢ € (a,b). Se due dei tre integrali in (1.2) esistono secondo la

Definizione 1.8, allora esiste anche il terzo e vale

/acfda+/cbfda:/abfda. (1.2)

Si noti che le ipotesi del Teorema 1.13 sono piu forti di quelle del Teorema 1.14. E
pero notevole osservare che i primi due S-integrali in (1.1) possono esistere senza che
esista il terzo. Dunque, per l'integrale secondo Stieltjes non vale ’analogo del Teorema

1.14 con le sue ipotesi; vediamolo nel seguente esempio.

Esempio 1.15. Sia
0 xe€l-1,0] 0 ze€[-1,0)

fz) = e g(z)=
1 ze(0,1], 1 zel0,1].

0 1
Allora [ fdge [ fdyg esistono e sono entrambi nulli. Perd f ¢ S(g) su [—1, 1]; se infatti
. 0

consideriamo una qualsiasi partizione P di [—1, 1] allora

> Ft)Age =D fte)(glar) — glar1))

(f(tk)(g(()) —g(xp-1)) + f(trs1)(9(xpr1) —9(0)) = f(tx) =0 seO0=uaz, € P
Y Ty Y
- se0¢ Pe
) (g(zr) — g(zr)) = f(tr) se Tp_1 < 0 < 2y,
\ \1’-/ 0
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dove nel primo caso si avrebbe ;1 <t < xp = 0 < tr11 < 241, mentre nel secondo
caso f(tx) vale 0 o 1 rispettivamente se ¢, < 0 o se t; > 0, poiché qui si ha zp_; <
tx,0 < x1. Questo prova che f non e S-integrabile perché per qualunque 0 si possono
costruire della partizioni P di [a,b] con ||P|| < d sia contenenti 0, sia non contenenti 0 e
con f(ty) = 1.

Teorema 1.16. Sia f funzione continua su [a,b] e g funzione a variazione limitata su

la,b]; allora f € S(g).

Dimostrazione. Possiamo supporre g crescente poiche ogni funzione a variazione limitata
e differenza di due funzioni crescenti. Considero una partizione P = {xg, x1, ..., 2, } di
la,b] e definisco my ;== min f(z) e My := [ max f(x). Siano

[Tr_1,2k] Tp_1,Tk

k=1

k=1
E ovvio che z < S (P, f,g9) < Z per ogni scelta dei punti ;. Si verifica facilmente che la
somma 2z non decresce e Z non cresce aggiungendo nuovi punti alla partizione. Da questo
segue che nessuna delle somme 2 possa essere maggiore delle somme Z. Denotiamo con
I il sup dell’insieme z di tutte le somme inferiori: I := sup z. Per ogni partizione e vero
che z < I < Z e di conseguenza |S(P, f,g) —I| < Z — z. Poiché f & continua su un
compatto e quindi uniformemente continua, scegliendo € > 0 si trova 0 > 0 tale che
|f(2") — f(2)] < e con |z" — 2’| <, allora si ha
M, —my <e k=1,2,---,n,
per | P|| < é. Percio
Z —z<elg(b) = g(a)],
e dunque
1S(P, f,9) = 1| < elg(b) — g(a)]

per | P|| < 4. In altre parole I = fabfdg. O
Osservazione 1.17. Sia g a variazione limitata su [a, b]. Condizione necessaria e sufficiente
affinche sia fab fdg =0 per ogni f € C([a,b]) & che sia g(b) = g(a) e g(x) = g(a) in ogni
punto z di (a,b) in cui g € continua.

Supponiamo f: fdg =0 per ogni f € C([a,b]). Anzitutto, essendo ff dg = 0 risulta
g(b) — g(a) = 0. Sia poi ¢ € (a,b) e g continua in ¢; posto

1 z € [a,c|
fal@)=q1-n(x—c) z€(c,c+?d)
0 T € e+ 1b],
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per tutti gli n € N per cui ¢+ = < b. Risultando f, € C([a,b]) si ha

OZ/abfndgz/acngr/cch}l[l—n(x—c)]dg;

/ac dg = g(c) — g(a),
/CCJFTIL[l —n(z —c)]dg

n—oo

1
<V (g) X o

percio g(c) — g(a) = 0.

Viceversa se g e variazione limitata su [a, ], g(a) = g(b) e g(x) = g(a) in ogni punto
x di (a,b) in cui g € continua, allora fffdg = 0 per ogni f € C([a,b]). Infatti, per ogni
£ > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni scomposizione finita {a := zg, z1, ..., z, =: b} di [a, ]

per cui max (xp — xp_1) < J risulta
k=1,2,....p
p
<e Vi, € [l’kfl,kak =1,2,...,p.

b
F(t)9(ex) — glap)] — / fdg

k=1

Poiché 'insieme dei punti di continuita di g € denso in [a, b] per il Teorema 1.4, scegliendo
T1,...,Tp—1 in tale insieme, si ha ’f; f dg‘ < ¢, e quindi, per 'arbitrarieta di e, f; fdg=
0.

Pertanto se g, h sono a variazione limitata su [a, b], f; fdg = fabfdh per ogni f €
C([a,b]) se e solo se g(b) —h(b) = g(a) — h(a) e g(x) — h(z) = g(a) — h(a) in tutti i punti

x di (a,b) in cui g e h sono continue (pit generale in cui g — h & continua).

Lemma 1.18. Se la funzione f é continua su [a,b] e a € a variazione limitata su |a, b],

/abfda

Dimostrazione. Presa un’arbitraria partizione P di [a, b], vale

allora

< [Iflle Va'(e)

IS(P, f,a)] =

Z f(te)Aay,
P

< lloe D A < [1£ll Vi (@)
k=1

La tesi e cosi provata. O

Teorema 1.19. Sia f(z) una funzione continua in [a,b] e sia o(z) una funzione costante
a tratti, ovvero esistono ci, ...,y € [a,b] tali che a < ¢; < a3 < ... < ¢y <beaé

costante in (a,cy1), (ck,cp—1) per k=1,2,....m —1 e in (¢y,b). Allora vale

/ fda = f(a) [a(a®) — a(a)] + Zf(ck) (o) — alcp)] + F(b) [eu(b) — a(b7)] .
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Dimostrazione. Si deduce facilmente che

V(o) = [ala®) — a(a@)] + 3 {[aler) — ale)] + [alc)) — alen)] } + [ab) — a(b7)]
= [a(a®) —a(a)] + ) [alef) — alep)] + [ab) — a(b7)],

quindi « & a variazione limitata su [a, b]. Ponendo ¢y = a, ¢,,11 = b, si ha

/ fda=3" / T pda =3 (o) [aled) — alen)] + Fleen) [alern) — alein)] )
a k=0 v ¢k k=0

Questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione 1.20. L’ipotesi di continuita di f garantisce 'esistenza dell’integrale. Infatti
si puo dimostrare che se la funzione integratrice & discontinua in un punto interno di [a, b]
la continuita della funzione integranda ¢ condizione sufficiente all’esistenza dell’integrale.

Nel seguente esempio mostriamo che I'integrale puo non esistere se f e discontinua.

Esempio 1.21. Siano

1 =0 2 =0
ax) = e f(z):=
0 z#0, 1 x#0.
Prendiamo lUintervallo [—1, 1] come intervallo di integrazione. Considerando una parti-

zione P contenente lo 0, si ha

S, f,o) = f(te) | (0) = a(zp—1) | + ftesr) | o(zeir) —a(0) | = ftr) = f(es1),
Y Ty i S o
dove 1 <t < xp =0 < {11 < xpy1. Notiamo che in base alla scelta di ¢y e .1, il
valore dellintegrale varia tra 0 (se entrambi sono diversi da zero), 1 (se solo tx1 # 0) e

—1 (se solo t; # 0). Quindi I'integrale non puo esistere.

1.3 Confronto tra le definizioni di integrale di Rie-

mann-Stieltjes

In questa sezione, esamineremo la relazione tra due definizioni dell’integrale di Rie-
mann-Stieltjes, dove la Definizione 1.9 e caratterizzata dall’uso del parametro di finezza
d(e) anziché la finezza della partizione come invece nella Definizione 1.8. Questa diffe-
renza mostra che la Definizione 1.8 € piu generale, in quanto la Definizione 1.9 puo essere
considerata un caso particolare di 1.8. Tuttavia, dimostreremo la non equivalenza delle

definizioni fornendo un controesempio piu avanti.
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Teorema 1.22. Se una funzione ¢ integrabile secondo Stieltjes nel senso della Definizione
1.9 allora ¢ integrabile anche secondo Riemann-Stieltjes nel senso della Definizione 1.8

e gli integrali coincidono.

Dimostrazione. Data f : [a,b] = R e « : [a,b] — R (limitate), supponiamo che esista [
tale che, per ogni dato € > 0, esista un d. > 0 tale che per ogni partizione P di [a, b] con

| P|| < 6 e per ogni scelta di ty € [xr_1,x)] per ogni k = 1,...,n, si ha

‘/\ — Z f(tk)AOék
k=1

Se 0. € come sopra, esiste certamente un n € N sufficientemente grande affinché (’_T“ < 0g;
consideriamo la partizione P. := {a := ¢, x1,...,x, =: b} ottenuta suddividendo |a, b]

b=a " Ne segue che ||P.|| = =% < §.. Consideriamo una generica

in n parti uguali a
partizione P di [a,b] tale che P O P., come vuole la Definizione 1.8. Banalmente
|P|| < [|P:]] < 6, quindi segue immediatamente la tesi del teorema poiché l'ipotesi
della Definizione 1.9 ¢ quindi verificata in particolare per ogni partizione P di [a, b] tale

che P D P.. ]

Osservazione 1.23. 1l fatto cruciale su cui si basa la dimostrazione precedente ¢ che
per tutte le partizioni @, P di [a,b] tali che @ 2 P, vale ||Q| < ||P]|, proprio grazie
alla definizione di parametro di finezza. Non e vero pero il viceversa. Banalmente,
considerate le partizioni di [0, 1], date da @ := {0, %, %, 1} e P := {0, %, 1}, si ha che

1

[QI=3<5=IPl ma QZPeQgP

La Osservazione 1.23 fa sospettare che le Definizioni 1.9 e 1.8 non siano equivalenti.
Per provarlo in modo rigoroso, dobbiamo provare che ci sono delle funzioni f che sono
RS-integrabili rispetto a g su un determinato intervallo [a, b] secondo la Definizione 1.8,

ma che non sono S-integrabili secondo la Definizione 1.9.
Teorema 1.24. Dato ¢ € (a,b), fissiamo tre numeri a(a), a(c), a(b) e definiamo
ala), sex € [a,c)
a(r) == alc), sex=c
a(b), sex € (cb].

Sia inoltre f definita su [a,b] in modo tale che almeno una delle due funzioni f o « sia
continua a destra di ¢ e almeno una delle due funzionit f o « sia continua a sinistra di

c. Allora si ha che f € RS(«) su [a,b] e vale

b
/ fda = £(¢) (alet) — aem)).
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Osservazione 1.25. 1l teorema resta valido anche se ¢ = a o0 se ¢ = b a patto di scrivere

a(c) rispettivamente per a(c—) nel primo caso e a(c+) nel secondo.

Dimostrazione. Per mostrare I'esistenza dell’integrale fab f da andiamo preliminarmente
a studiare la somma di Riemann-Stieltjes S(P, f,«) per una opportuna partizione P di
[a,b]. Consideriamo quindi, per ogni ¢ > 0, una partizione P. di [a,b] tale che ¢ € P..
A questo punto tutte le partizioni P O P. sono forzate a contenere c. Dal momento che
stiamo mostrando l'esistenza dell’integrale, richiedere che ¢ appartenga alla partizione
P. non ¢ affatto restrittivo.

Supponiamo quindi che ¢ € P e consideriamo la rispettiva somma S(P, f, a). Diciamo

che ¢ ¢ il nodo i-esimo, cioe z; := c. Allora

S(P, f,a) = f(t)Aa; + f(tit1)Adit,

poiché tutti gli altri termini sono nulli. Inoltre il valore di v nei nodi a destra e a sinistra

di ¢ sono rispettivamente a(c+) e a(c—). Riscrivendo quindi la somma, otteniamo

(7. .0) = 109 (ate)  ate) ) + ) (alet) = ate)),

dove t; < ¢ < t;41. Poniamo ora

A= (P - 10 aler) ate-) ).
e notiamo che possiamo scriverla come

P, f,a) = f(e)lalet) — ale—)]

=5(
=ft)lalc) — ale=)] + f(ti)[alet) — a(e)] = fe)alet) — ale-)]
=a(c)[f(tiyr) = ()] + a(Of (t:) = f(tira)] + ale=)[f(e) = f(t:)]
=a(ct)[f(tinr) = ()] + a(Of (t:) = f(e) + f(e) = [(tixa)] + ale=)[f(e) = f(t:)]
=a(cH)[f(tiyr) = f(e)] = alf (tira) = F(O)] + ale)[f(t:) — f(0)]

— afe=)[f(t:) — f(0)]
=la(et) = al][f (tiy) = f()] + [ale) — ale=)][f (8:) = f(e)]- (1.3)

Applicando la disuguaglianza triangolare a (1.3) si ha

Al < Jalet) = alo)lf(tivr) = f)] + |ale) — ale=)[f(t:) = Fo)].

Da qui si ottiene facilmente la tesi analizzando singolarmente i vari casi: infatti se f e
continua (bilateralmente) in ¢, per ogni € > 0 esiste un d. > 0 tale che per ogni || P|| < 0.
si ha

|f(ti1) — fle)| <e e |f(ti) — flc)] <e,
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dacui [S(P, f, @) = f(e)(alct) — ale=))| = [A] < ela(et) —alc)| +ela(e) —alc=—)], che
equivale a dire ff f da esiste e vale f(c) (a(c+) — a(c—)). Se invece f ¢ discontinua in
¢ sia a destra che a sinistra, allora per ipotesi deve essere a(c+) = a(c) = a(c—) e si ha
A = 0 per ogni P, in particolare fab fda= f(c)(alct) — alc—)).

Nel caso in cui f e continua a destra di ¢ ma discontinua a sinistra di ¢, si ha che
solo a(c—) = a(c) ma, per ogni ¢ > 0, esiste . > 0 tale che per ||P| < 9. si ha
F(tin) — F(O] < &, quindi |A] < ela(e+) — ao)].

Similmente, per f continua a sinistra di ¢ ma discontinua a destra di ¢, per ipotesi

alc+) = afc) da cui |A] < e|a(ec—) — a(c)]. Questo conclude la prova del teorema. [

Esempio 1.26. Riprendiamo le funzioni f e g come nell’Esempio 1.15,

0 z€[-1,0] 0 ze€[-1,0)
fz) = e g(x)=
1 xe€(0,1], 1 z€]0,1].
31 31
2+ 2+
1GU_.I 1.—?
| ‘ O E | | ‘ E |
e A 2 -1 [ 1 2
-1 —1+
(a) Grafico di f (b) Grafico di «

Abbiamo visto che f ¢ S(g) su [—1,1]. Osserviamo pero che le funzioni f e « rispet-
tano le ipotesi del Teorema 1.24: infatti o ¢ una funzione a gradino continua a destra di
0 ma discontinua a sinistra di 0, mentre f ¢ continua a sinistra di 0 e discontinua a destra

di 0. Questo permette di utilizzare il Teorema 1.24 ottenendo come valore dell’integrale
di Riemann-Stieltjes
1
| #da=f0)a(+) - a0-) =0,
1 Rl,_/ T
Quindi, in simboli,

f e RS(a)in [—1,1] ma f ¢ S(a)in [—1,1].
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Capitolo 2

Teoremi di Helly e polinomio di

Bernstein

2.1 Polinomio di Bernstein

Definizione 2.1. Sia f una funzione a valori reali definita su [0,1]. Il polinomio

B =30 () ()

e detto polinomio di Bernstein di grado n associato a f.

Osservazione 2.2. Poiché vale
n . n n—
(p+aq) = (k>p’“q k,
k=0

scegliendo p =z e ¢ = 1 — x allora per ogni € R

n

3 (Z) 21— )k = 1.

k=0

Lemma 2.3. Per ogni x reale si ha

Xn: (Z) (k — nz)?zf (1 — )" * <

k=0

-3

Dimostrazione. Derivando rispetto a z l'identita

i <Z)zk = (1+2)"

k=0

e moltiplicando per z si ha

(2.1)

(2.2)
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Derivando e moltiplicando per z, si ottiene

; k? (:) 2 =nz(l+n2)(1+2)" 2 (2.3)

Ponendo z = %= nelle equazioni (2.1),(2.2) e (2.3), poi moltiplicando per (1 — x)" si

trova rispettivamente

i (Z) 21— )k = 1, (2.4)

k=0

kzno k <Z> 2*(1 — 2)"* = na, (2.5)

an; k? (Z) 2*(1 — )" % = na(l — z + na). (2.6)

Moltiplicando (2.4) per n?z?, (2.5) per —2nz e sommando le risultanti equazioni si ottiene

n

3 (k- na)? (Z) 21— 2)"F = (1 — 2).

k=0

Per provare il lemma, basta osservare che per ogni x reale

1
1- < —,
z(l—2x) < :
Infatti
42 —dr+1=2r—1)>>0  ossia 1>4x(l—ux).
uesto conclude la prova. O
Q p

Teorema 2.4 (Teorema di Bernstein). Se la funzione f é continua su [0,1], allora

(Bp)nen converge uniformemente a f (per n che tende a +00) su [0, 1].

Dimostrazione. Sia M = max |f(z)| e sia € > 0. Poiché f & continua su un compatto,

essa e uniformemente continua, quindi
35 >0 :|f(2")— f(2')| <ese |2 —2'| <.

Preso z € [0, 1], segue dall’osservazione precedente che

1) =3 100 ()40 -

dunque, per ogni x € [0, 1],

B~ £ < 317 () - 16| () - .7
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Fissato # € [0,1], separiamo tutti i numeri £ = 0,1,2,...,n in due insiemi A, B

(dipendenti da x) in questo modo:

k

ke A se|——x| <,
n

ke B se|——ux| >0
n

Se k € A, allora ‘f (%) — f(:v)} < &, percio

217 () - ) (Z) AERREDS (Z) R

(2.8)
<e (n) "(1—z)"*=¢
k
k=0
Se k € B, allora (k;;g)z > 1, e quindi
k N\ k n—k
SIr () - )} )aa -0
B
<> 2M (Z) 1eaf (1 —a)nH
B
(2.9)
2M n e
52 Z (k) (k —nx)?2"(1 — )" "
B
2M < (n - ok M
n24? ; (k’) (k= na)a (1 —2)" " < 2n6?’

dove nell’ultimo passaggio, abbiamo usato il Lemma 2.3. Dalle disequazioni (2.7), (2.8)

e (2.9), si ottiene che per ogni x € [0, 1] vale

Ba(e) = @) <24 5 o

Di conseguenza, se n > 25% si ha
‘Bn(iﬁ)—f(il?)‘ <257 Vi e [071]7
e questo termina la dimostrazione. O

Corollario 2.5 (Teorema di approssimazione di Weierstrass). Data f funzione
continua a valori reali su [a,b], esiste una successione di polinomi (p,)nen convergente
uniformemente a f su [a,b]. In altre parole, i polinomi sono densi nello spazio delle

funzioni continue C([a,b]).
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2.2 Primo Teorema di Helly

Teorema 2.6 (Primo Teorema di Helly). Sia (f,)neny una successione di funzioni a

valori reali definite sull’intervallo |a,b] ed esista M > 0 tale che
sup {|fn(x)];n € Nz € [a,b]} < M, Vi(f) <M, VneN.

Allora esiste una sottosuccessione di (f,(z))nen convergente in ogni punto di |a,b] a una
funzione f(x) a variazione limitata. In altre parole, data una successione di funzioni
equilimitate e con wvariazioni uniformemente dominate da una costante, allora si puo
estrarre una sottosuccessione puntualmente convergente ad una funzione a variazione

limitata.

Dimostrazione. Per ogni funzione f,(x) della successione, poniamo
on(2) = Vi (fn), ¥n(®) = @n(z) = fulz),  VneN, Vuela,b.
Le funzioni ¢,, e 1, sono entrambe crescenti e inoltre
lon(2)] < M, |¢u(2)] <2M, V€ [a,b].

Sia X = {z1, x9, ...} un sottoinsieme numerabile denso in [a, b] e tale che a,b € X. Poiché
|on(z1)] < M, per Bolzano-Weierstrass la successione (¢, (1) )nen ammette una sottosuc-
cessione (¢1,(21))nen convergente. Analogamente |¢1,(22)| < M quindi (p1,,(%2))nen

ammette una sottosuccessione (2, (x2))nen convergente. Continuando cosi si ha

©11(2), ..., p1a(x),... convergente per x = xy,
©21(2), ..., pan(x),... convergente per x = x; e per r = T,
Oma(T), ..y Pmn(T),... convergente per & = 1,...,T = Ty, etc.

La successione (di tipo diagonale di Cantor) (¢, ,(2))nen converge per x = xj, per

ogni k € N. Poniamo

lim ¢, () VeeX
p(r) = "7
sup{¢(zy);xp <z} V€ la, b\ X.

La funzione ¢ & crescente, infatti:

e se xp, T, € X con xp < xy, poiché ¢, , ¢ una funzione crescente per ogni n € N

fissato, risulta che p(z,) < @(xy);
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e sex, <xconzx, € X ex € labl N X, siha, per come ¢ definita, ¢(x) < p(z) e

analogamente se x € [a,b] \ X,z € X e x < xy, si ha o(x) < p(zg);

o se 2/.2" € [a,b] ~ X e 2’ < 2", per densita di X in [a,b] esiste z; € X tale che

¥ <x; <2’ equindi p(a') < p(z;) < @(a”).

Risulta lim ¢, ,(z) = ¢(z) per ogni x € X; consideriamo allora z € [a,b] N~ X e
distingu{za?nog due casi.

Supponiamo che ¢ sia continua in x. Se € > 0, allora, per continuita, esiste 6 > 0
tale che, per ogni y € [x — 0,2+ 6], |p(x) — p(y)| < €. Poiché X ¢ denso in [a, b] esistono
xp,x € X N[x — 6,2+ 4] tali che x, < x < x. Dunque si ha

() —p(ry) <&, @) —p(r) <e,

e quindi
p(z) —e < p(zn) < p(z) < ) < p(z) —e.

Ora lim ¢, ,(2n) = @(x) e lim @, ,(xk) = p(zk), quindi esiste n € N tale che
n—oo

n—o0

gp($) —e< Qpn,n(xh) S Qpn,n(x) S @n,n(xk) < Sp(x) +e€ Vn e N>n > ﬁa

ovvero

|onn(r) — ()] <e V¥neNn>n.

Dunque lim ¢, ,(z) = ¢(z).
n—oo
Supponiamo ora ¢ discontinua in z. Poiché ¢ e crescente, per il Teorema 1.4, i suoi
punti di discontinuita costituiscono un insieme FE al piu numerabile. Allora, con lo
stesso procedimento precedente, da (c,pnm)neN si puo estrarre una sottosuccessione ((pun)
convergente in ogni punto di £. D’altra parte per ogni x € [a,b] \ E si ha lim ¢, (z) =
n—oo

©(x). Poniamo allora

_ o(x) Vo ela,b \E
plx) =4
lim ¢, (v) VzekFE.

n—o0

La funzione ¢(z) € anch’essa crescente su [a, b]. Infatti per ogni 2/, 2" € [a, b], con 2’ < 2",
si ha ¢, (') < ¢, (") e passando al limite per n che tende a +oo si ha p(z') < p(z”).

Adesso, dalla successione (1, )nen, con lo stesso procedimento gia seguito, si puo
estrarre una sottosuccessione (1, )nen convergente in ogni punto di [a, b] a una funzione
¢ crescente su [a, b]. Visto che fou () = @, () — 1y, , la successione (f,, )nen converge

in ogni punto di [a, b] a una funzione a variazione limitata. ]
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2.3 Secondo Teorema di Helly

Teorema 2.7 (Secondo Teorema di Helly). Sia f : [a,b] — R continua e (g,(x))nen
una successione di funzioni che converge a una funzione g(x) in ogni punto di |a,b]. Se
esiste M > 0 tale che V’(g,) < M per ogni n, allora

lim fdgn / fdg.

n—oo

Dimostrazione. Per prima cosa proviamo che V?’(g) < M. Presa {xg,21,...,7,,} una

partizione di [a, ], si ha

3
L

|9 (Trg1) — gn(z1)| < M,
0

B
Il

e, per n che tende a 400, si deduce

3

lg(xps1) — glag)| < M.

i

Poiché la partizione era arbitraria, dall'ultima disequazione segue che V(g) < M. Poiché

f e continua su un compatto, essa € uniformemente continua, cioe

Ve>0 3Fd(e) >0 : (') = f(2")] < 577 Va',2" € [a,b], |2 —2"] <.

3M

Fissato € > 0, consideriamo allora una partizione {xg, z1, ..., x,, } di [a, b] tale che x 1 —
< operk=0,1,...,m— 1. Allora

/ fdg— /

/;“Yf() Fo) do+ S fan) / dg.

k=0 k=0
Si ha
m—1 Tho1 . m—1
3 / (@) — fa)dg| 'E ST 1F@) - Fla)ll V- (9)
k=0 Y %k k=0

Th+1
Inoltre [ dg '2 g(ka) g(xy). Percio esiste n € R, con |n| < 1, tale che

Tk

[ 70=3 @) lotaran) - gl + Sn (2.10)
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Analogamente, per ogni n € N esiste 7, € R, con |n,| < 1, tale che

[ 700 = 3 500 oatoren) = )] +

Poiché lim g,(x) = g per ogni z € [a, b], esiste ng tale che
n—oo

—_

3

m—1

S F0) [0 @1) — gm0 — 3 £ [oor) — gl

k=0 0

<

I

Wl M

£
Il

per ogni n > ng. Allora segue da (2.10), (2.11) e (2.12) che, per ogni n > ny,

/abfdgn—/abfdg‘<5.

b b
/ fdg = lim / fdgn.
a n—oo a

Percio

Questo conclude la prova.

(2.11)

(2.12)
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Capitolo 3

Teorema di Riesz

3.1 Funzionali lineari

Definizione 3.1. Sia X uno spazio normato su R. Si definisce funzionale lineare ogni
funzione ¢ : X — R tale che

1) ¢(x1 + x2) = d(x1) + P(22);
2) ¢lazx) = ag(x);
per ogni T, x1,xs € X e per ogni a € R.

Teorema 3.2. Sia X uno spazio normato su R e ¢ un funzionale lineare. Allora ¢ é
continuo in ogni punto oppure in nessun punto di X. Inoltre ¢ e continuo su X se e solo

se e limitato, cioée se esiste M > 0 tale che
lo(z)| < M ||z]], VzelX.
Dimostrazione. Supponiamo ¢ continua in xo € X; allora
Ve>0 36.>0: lp(x) — p(xg)| <& VaeX :|x—xo] < 0.
Fissiamo ora ad arbitrio un punto z; € X e sia ||z — || < d.. Allora
(@ + 20 — 21) — 2o|| < 6 = [d(x) — @(z1)| = [¢(x + 20 — 21) — d(20)| < &.

Cio prova che ¢ e continuo in z; e quindi € provata la prima affermazione del teorema.

Supponiamo ora |¢(x)| < M ||z|| per ogni € X; Poiché ¢(0) = 0 si ha

[¢(x) — ¢(0)] < M ||z — 0],

21
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e quindi ¢ ¢ continuo in 0 e dunque lo ¢ in ogni punto per la prima parte. Viceversa, sia
¢ continuo in 0; fissato un ¢ esiste allora un 0 > 0 tale che |¢(z)| < e per ||z|| < J. Sia

ora x # 0, consideriamo y = x; risulta

2H [

) 2
Iyl =5 < 3= l6W)] <& & s 8(@)] < e & |p(a)] < = |le]].

Con cio e provata la seconda affermazione. n

Definizione 3.3. Se X ¢ uno spazio normato su R e ¢ ¢ un operatore lineare continuo

da X a R, si definisce norma di ¢ il numero

l6ll = sup |6(x)| = '¢( 9(z)]

lall=1 ol
Osservazione 3.4. Se ¢ ¢ un funzionale lineare limitato ¢ evidente che ||¢|| < M, infatti

M
Il = Isb( )| gup M2y
o T2l =% el

3.2 Teorema di Riesz

Osservazione 3.5. Lo spazio delle funzioni continue su intervallo compatto C(][a,b])

dotato della norma || f|| = m[a>§] |f(z)] & uno spazio normato.
z€|a,

Teorema 3.6 (Teorema di Riesz). Sia ¢ un funzionale lineare limitato definito nello

spazio C([a,b]). Allora esiste una funzione a variazione limitata g su [a,b] tale che
b
o= [ Fdg. ¥feco)

Dimostrazione. La funzione f — fab f dg & un funzionale lineare per il Teorema 1.11 ed
e limitato, dunque continuo, poiché per ogni f funzione continua nell’intervallo [a, b] e

per ogni funzione g a variazione limitata vale

b L18
fdg‘ LV £

Viceversa, supponiamo che ¢ sia un funzionale lineare continuo. A meno di un cambia-
mento affine della variabile x possiamo supporre a = 0 e b = 1. Ricordiamo I’Osservazione
2.2:

VzeR Z() (1—z)" k=1
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Per z € [0, 1], ogni addendo della somma ¢ non negativo. Quindi qualsiasi siano ¢y, = £1

per k=0,1,...,n, si ha

<1

Z €km (Z) (1 — ) *
k=0

Definendo fy,,(z) := (})a*(1 —2)" ™ e hy, == Y ernfin perz € [0,1] e k=0,1,...,n.
k=0

Quindi 'ultima disuguaglianza implica che ||hnﬂOO < 1. Percio si ha

= [p(hn)]

Z 5k,n¢ (fk:,n)
k=0

e poiché il funzionale lineare & limitato esiste M tale che
|¢(hn)| < M ||yl < M.

Scegliendo gli €, = sgn(¢(fr.n)), si ottiene che tutti gli addendi di ) e, &(fr.n) sono
k=0

non negativi, pertanto si ha

> 16 frn)| < M. (3.1)

k=0

Per ogni n € N consideriamo la funzione costante a tratti g,, cosi definita

e

0 z =0

¢(f0,n) O<a< %

¢(f0,n) + ¢(.f1,n) % <z < %
gn(z) =< -

So(he) l<a<l

kio

>~ A(frn) x =1

\ k=0

La funzione g, ¢ tale che |g,(x)] < M per ogni n € N, per ogni € [0,1]. Inoltre
Vit (gn) < M per ogni n € N. Infatti, presa una partizione P = {xg, z1, ..., T, } di [0, 1],
e ovvio che, se z;, x;41 (con 1 < i < m) appartengono allo stesso intervallo su cui g, €

costante,
In(2i) — gn(xi1) = 0.
Posso quindi considerare solo partizioni che contengono al massimo un punto per ogni

intervallo su cui g, e costante. Allora definisco una funzione [ : {0,1,...,m} —

{0,1,...,n} dove {(i) ¢ il massimo indice della sommatoria associata a g,(z;), quindi
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[(0) = 0 e I(m) = n. Inoltre, per come consideriamo le partizioni e per com’e definita g,,

[ & strettamente crescente. Pertanto

1(3) 1(i—1)

k=0

1(7)

i=1 |k=l(i—1)+1
1(2)

e poiché [ e strettamente crescente

> Z |¢<fk,n>|sz|¢<fk,n>| <

=1 k=I(i—1)+ k=0

Passando al sup si ha dunque V! (g,) < M. Per il Teorema 2.6 da (g, )nen si puo estrarre
una sottosuccessione (gn, Jreny convergente in ogni punto di [0,1] a una funzione g a
variazione limitata.

Sia f:[0,1] = R, f € C(|0, 1]); allora per il Teorema 1.19,

n—1

/0 fdgn = f(()) [gn(0+) - gn(O)} + Zf (%) |:gn(§+> - gn(%_)] + f(l) [gn(l) - gn(l_)}

k=1

— FO)6fan) + 3 FEV6 o) + FD6(fun)
k=1

n

=Y " F(E) ¢(frn) = ¢ [Ba(2)],

k=0
dove B, ¢ il polinomio di Bernstein di grado n associato a f. Per il Teorema di Bernstein
2.4, lim ||f — Byl = 0. Percio
n—oo
lim [6(B,) — ¢(f)| < lim M B, — f]., =

n—oo

Dunque
1

lim fdgn:gzﬁ(f).
n—oo
Per il Teorema 2.7 si ha quindi

o(f) = lim f dg, = / fdg.

n—o0

Questo conclude la prova. ]
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Osservazione 3.7. Da | [} fdg| < Vi(g) IflLe. si ha [6(F)] < Vi) |f].. o vindi
|2l < Vit(g). D’altra parte si ha la sottosuccessione (g,, )ren che, come provato nella
dimostrazione, ¢ tale che Vi (g,,) < M e dunque, per I'Osservazione 3.4, Vit (g,,) < [|4]| -

Presa una partizione P = {xg, x1, ..., ., } di [0, 1] arbitraria, si ha

D 19 (2:) = gu (i) < NI
i=1

e quindi, per k che tende a +oo,

m

Z 9(x:) — g(zi1)| < |2l ,

i=1
da cui segue V' (g) < [|¢]| . Percio [|¢] = Vi ().

Osservazione 3.8. La funzione g non e univocamente determinata. Infatti dall’Osser-
vazione 1.17 segue che se ¢(f) = fol fdg per ogni funzione f € C(]0,1]), allora anche
o(f) = f01 f dh per ogni funzione f € C([0, 1]) per ogni h a variazione limitata su [0, 1]
tale che g(1) — h(1) = g(0) — h(0) e g(x) — h(x) = g(0) — h(0) in ogni punto = € (0,1)

ove g e h sono continue.

Osservazione 3.9. Nella dimostrazione del teorema di Riesz, si fa notare I'importan-
za dell’'uso specifico del polinomio di Bernstein come polinomio approssimante. Anche
se il Teorema di approsimazione di Weierstrass garantisce 1’esistenza di un polinomio
approssimante uniformemente per ogni funzione continua su un intervallo compatto, il
polinomio di Bernstein e particolarmente significativo in questa dimostrazione. Questo
perché i coefficienti del polinomio di Bernstein hanno come termini le immagini della
funzione f in alcuni punti e cio ci consente di ricondurci direttamente alla definizione
di integrale di Riemann-Stieltjes. Pertanto, I'impiego del polinomio di Bernstein risulta

essenziale nel connettere l'integrale di Riemann-Stieltjes e la funzione ¢.
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Capitolo 4

Dimostrazione Alternativa e
Generalizzazione del Teorema di

Riesz

4.1 Dimostrazione alternativa con Hahn-Banach

Definizione 4.1. Dato un insieme parzialmente ordinato (A, =), si dice catena ogni
sottoinsieme B C A tale che la relazione d’ordine ridotta a B costituisce un insieme

totalmente ordinato.

Definizione 4.2. Sia (A, =) un insieme parzialmente ordinato, si dice elemento massi-

male ’elemento a € A tale che, per ogni x € A, a < x implica © = a.

Lemma 4.3 (Lemma di Zorn). Se A é un insieme parzialmente ordinato in cui ogni

catena ha un maggiorante, allora A ha un elemento massimale.

Teorema 4.4 (Teorema di Hahn-Banach). Sia Z un sottospazio di uno spazio vet-

toriale X su R e sia p una funzione a wvalori reali su X tale che per ogni x,y €

X
p(z+vy) <plz)+p(y) e plax) = ap(x) pera > 0.

Se f & un funzionale lineare su Z e f(x) < p(x) per ogni x € Z, allora esiste un funzionale

lineare F' su X tale che F(z) = f(x) per x € Z e F(x) < p(x) per ogni x € X.

Dimostrazione. Sia JF I'insieme delle estensioni lineari g di f tali che g < psu D, (dominio

di g); F e parzialmente ordinato definendo la relazione
g=2¢g < D, C Dy, gx)=g¢g'(x) VaeD,.

27
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Si noti che F # & poiché f € F. Se {gs : s € S} ¢ una catena in F, sia g un funzionale

lineare definito su |J D,, ponendo g(x) = gs(x) per x € D, . La buon positura di g
seS
segua dal fatto che {g, : s € S} & una catena; infatti questo implica che per ogni s,t € S,

09s < gt 0 g+ < gs. Di conseguenza, se v € D, N Dy, allora g;(x) = g:(z). Pertanto, la
definizione g(x) = gs(x) ¢ indipendente dalla scelta di gs. Quindi g ¢ funzionale lineare
tale che g < p su D,. Percio, ogni catena in F ha un maggiorante e, di conseguenza,
per il Lemma di Zorn, F ha un elemento massimale che chiamiamo F. Per completare la
dimostrazione rimane da mostrare che il dominio di F' ¢ X.

Supponiamo per assurdo che Dp # X e prendiamo xg € X\ Dp. Allora, pery, z € Dp

F(z) = Fy)=F(z—y) <plz —y) =p(z + 20—y — ) < p(2z+20) + p(—y — o).

Quindi, per ogni y,z € Dp

—p(—y — x0) — F(y) < p(z + x0) — F(2).

Prendiamo S, tale che

yEDR - ~ 2€Dp

Definiamo un funzionale lineare sul sottospazio generato da Dp U {zo} come segue:
g(x + axg) := F(z) + afy, =€ Dp, a €R.
Allora, per a > 0,

9(z + axg) = F(z) + afy < F(x) + a [p(£ 4 z9) — F(2)]

= F(x) + ap(£ + 2¢) — aF (%) = F(z) + p(z + ax) — F(z)
= p(x + axg)
e, per a < 0,
g(x + axg) = F(z) + afy < F(z) + o [—p(=2 — x) — F(%)]
= F(z) —ap(=% —x9) — aF'(£) = F(z) + p(x + ax) — F(x)
= p(x + axg)

Percio g ¢ un’estensione di I’ che appartiene a J ma ¢ diversa da F' poiché Dy C D,.

Poiché F' & un elemento massimale di F si ha un assurdo, dunque Dp = X. O

Corollario 4.5. Se f ¢ un funzionale lineare limitato sul sottospazio Z dello spazio

normato reale X, allora esiste un funzionale lineare limitato F su X tale che F' = f su

Z e |lFll =11
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Dimostrazione. Poniamo p(z) = || f|| ||=|| ; allora per ogni z,y € X
plx+y) <px)+ply) e plar)=ap(x) pera=0.
Vale anche che, per ogni x € Z,
f@) < 1f@)] < [ fll =] = p(z).
Percio, il Teorema 4.4 implica che esiste un funzionale lineare F' su X tale che F' = f su
Z e F(z) < p(z) per ogni € X. Da questo si ha
—F(z) = F(=z) <p(=z) = pz) = |[F(@)| < [[f[[ =] VzeX

Ne segue allora || F'|| < ||f]] .

Inoltre, F' = f su Z implica

[f(@)] = [F(x)l < |F[[ =] Ve Z

e dunque || f|| < ||F||. Si & quindi provato che ||F|| = || f|| - O

Vediamo ora una dimostrazione alternativa del teorema di Riesz di stampo piu vicino

all’Analisi Funzionale.

Teorema 4.6 (Teorema di Riesz). Sia ¢ un funzionale lineare limitato definito nello

spazio C(la,b)). Allora esiste una funzione a variazione limitata g su [a,b] tale che

o(f) = / fdg, Vi eC(ab).

Dimostrazione. Ricordiamo che C([a,b]) ¢ un sottospazio dello spazio normato B([a, b])

delle funzioni limitate su [a, b] con norma ||.|| . Il Corollario 4.5 di Hahn-Banach implica

che ¢ puo essere esteso a Bla, b]. Il funzionale lineare esteso, che denotiamo con ¢, avra

la stessa norma di ¢.

Definiamo una funzione g su [a, b] come:

0 r=a
g(z) = Qz(x[a@)) a<x<b

(b(X[a,b]) r =D

Per come ¢ definita g vale, per ogni z,y € [a,b] con z < ¥,

9() = 9(x) = ¢(Xzy) sey<b e g(y) —g(x) = d(Xpy) sey=0.



30 4. Dimostrazione Alternativa e Generalizzazione del Teorema di Riesz

Presa un partizione P = {zg,21,...,x,} di [a,b], allora, ponendo o; = sgn(g(z;) —

g(Ii_1>>, si ha

m m—1
Z 9(x:) — g(@i1)| = & [UmX[xml,b] + Z UiX[xi_l,xi)]
i=1 i=1

(4.2)
<

m—1
g” O_mX Tm— ,b _|_ O—’LX Ti—1,Tq
H B(lab]) [Tm—1,b] ; [i—1,2:)

o0

Dato che P ¢ una partizione, per ogni x € [a,b], x appartiene a un solo sottointervallo
[zi_1,2;) O [Xm_1,b]. Quindi, senza perdere di generalita, considerando x € [x;_1, z;), si
ha

= |<7z'\-

m—1
O'mX[mmfl,b](I) + Z UiX[xi—17$i)(m)
i=1

Supponendo che i g; non siano tutti nulli (altrimenti la disuguaglianza sarebbe banale),

= 1. Pertanto

o0

si ha |U,L| =1 e quindi HUmX[xm_1,b] + 22_11 OiXlwi—1,2:)

(4.2)

Z l9(2;) — g(zim1)] <

m—1
OmX[zm_1,b] T Z OiX[zi—1,%;)
=1

‘¢“B([a,b])

- [ = et
[ ——

Questo prova che g € a variazione limitata e

Vi(9) < llgll- (4.3)

Per ogni f € C([a,b]) e ¢ > 0, scegliamo § > 0 tale che |xr —y| < § implica
|f(z) = f(y)| < 5 per ogni z,y € [a,b]. Questo ¢ possibile poiché f ¢ uniformemente
continua. Usando il fatto che f € S(g) per il Teorema 1.16, scegliamo una qualsiasi

partizione P di [a,b] con || P|| < ¢ tale che

s - [ rag) <Ll
Definiamo una funzione s € B([a, b]) cosi:
s = f(tm—1)X@m 1) T mz_l SEim) X i) -
Per (4.1), si ha h
6(5) = F(tm-1)O (X[ 1)) + mz_;l ()X )
= [(tm-1)(9(b) = g(xm-1)) + mz_;l f(tioa)(g(xi) — g(wia))
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£

E facile comprendere dall'ipotesi di continuita uniforme di f che |f —s|| < 5

O

equivalentemente |f(y) — s(y)| < § per ogni y € [a, b]. Pertanto,

o) - [ 1] < fots) - 300 +

Zf(tz‘—l)(g(l‘z‘) —g(xi1)) — / fdg

< [otn) —3s)| + WL = |35 — ) 4 10
<ol = sl + 0 < g

Poiché f e e sono arbitrari, segue che ¢(f) = fabfdg per ogni f € C([a,b]). Inoltre dal
Lemma 1.18, ||¢]] < V’(g) e ricordando (4.3) ne deduciamo

loll = V2 (g).

La tesi € cosl verificata. O

4.2 Una generalizzazione del Teorema di Riesz

In questa sezione, verra presentata una versione alternativa del Teorema di Riesz che
estende le ipotesi alle funzioni continue definite su un insieme compatto arbitrario. L’in-
tegrale di Riemann-Stieltjes e definito su un intervallo compatto. Pertanto, nel teorema
considereremo l'integrale di Lebesgue, che e definito per funzioni continue su un qualsiasi

insieme compatto.

Osservazione 4.7. Si puo provare che ogni misura di Borel in uno spazio metrico e rego-
lare. Nella trattazione verra usata solo la regolarita interna, ovvero, per ogni insieme di
Borel A e ogni € > 0 esiste un insieme compatto F; tale che F. C Ae pu(A\ F;) <e. [§]

Teorema 7.1.7.

Definizione 4.8. Una funzione « : [a,b] — R si dice normalizzata, se a(a) =0 ed o é

continua da destra nell’intervallo (a,b).

Lemma 4.9. Data una funzione o monotona e normalizzata nell’intervallo [a, b, allora

esiste unica misura p di Borel associata ad essa in modo tale che valga

/abfdoz:/fdu, v f e C(la,b)).

[a,b]

Dimostrazione. Per a < s <t <bsia

Fo = { U (k> t] : (g, tx] C [a,b] due a due disgiunti} .

finita
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Fo € un’algebra di sottoinsiemi di [a, b] e percid possiamo definire una funzione sui suoi

o ( U (Smtk]) = > alty) — als).
finita finita

Inoltre, ug si estende in modo unico a una misura nella piu piccola o-algebra che contiene

insiemi come

Fo per il Teorema di estensione Carathéodory. Si puo provare che, per ogni funzione

/abfda: [ ran

[a,b]

continua f, vale

dove l'integrale di sinistra e un integrale di Riemann-Stieltjes, mentre 'integrale sulla

destra € un integrale nel senso di Lebesgue. O]

Definizione 4.10. Un funzionale lineare L : C(K) — R si dice positivo se L(f) > 0
per ogni f > 0.

Osservazione 4.11. La positivita di un funzionale lineare L implica la continuita di L.

Infatti, presa la funzione caratteristica ygx su K, essa e continua su K. Inoltre si ha

|f(@)] < [[fll XK, percio
1Nl xx & F(x) > 0= || fllo Lixk) £ L(f) >0,

dunque |L(f)| < L(xx) I fll -

Teorema 4.12 (Teorema di Riesz generalizzato). Sia K C R compatto e sia l :
C(K) — R un funzionale lineare positivo. Allora esiste una unica misura di Borel finita
w su K tale che u(K) = ||l]| e

I(f) = /K fdu, Ve C(E).

Dimostrazione. La dimostrazione si svolge in tre fasi.

(i) Rappresentazione integrale. Sia [a,b] O K. Sia r : C([a,b]) — C(K) l'operatore di
restrizione, cioe, per ogni f € C([a,b]), r(f)(z) = f(z) per x € K. Si osservi che r &
un operatore lineare limitato e, quindi, ha senso considerare il suo aggiunto, definito
come segue ' : C(K)* — C([a,b])*, dove ri(1)(f) = U(r(f)) per f € C([a,b]). Preso

[ un funzionale lineare positivo in C'(K) e definiamo

L(f) =r'()(f) =1(rf).

Poiche [ e r sono funzionali lineari positivi, anche L lo € e esso ¢ quindi continuo per

I’Osservazione 4.11. Allora, per il Teorema di Riesz, esiste una funzione o monotona
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e normalizzata, come si deduce dalla definizione della funzione integratrice nella
dimostrazione di questo capitolo. Mentre, per il Lemma 4.9, ad « e associata una

misura u di Borel tale che

wp == [ raa= [ ran

’ a0
per ogni f € C([a,b]). Denotiamo K¢ := [a,b] \ K.

Sia ¢ > 0 e, per I'Osservazione 4.7, esiste F. C K¢ tale che u(K°¢\ F.) < e.

Consideriamo la funzione

TN d(x, Fy)
f(.??) - d(SL’,FE) + d(x,K)’

dove d(x, A) = inf1 lz —y|. f € C([a,b]) ed & tale che f(z) =1sez € K, f(z) =0
ye

sex € F.e HfH < 1. Allora

L(f) = fdu= [ d fd Fdu. 4.4
(f) [a’b]f I /K u+/KC\F€f o+ st 1 (4.4)

Segue che
0< / fdu< / dp = p(K\ F.) <e. (4.5)
Ke\F; Ke\F

Pertanto si ha

W) () = [ = L) = £F) < wK) +=
a,b
dove l'ultima uguaglianza segue da r(f) = 7(Xa,p))- Poiché p(K) < oo, vale 0 <
u(K€) < € e di conseguenza, per arbitrarieta di €, u(K¢) = 0.

Per concludere, sia f € C(K) e f* un’estensione continua di f all’intervallo [a, b].
E possibile prendere tale estensione, per esempio, in questo modo: poiché K¢ e
un sottoinsieme aperto di [a, b], & al pitt un’unione numerabile di intervalli aperti
(e, B;) intersecati con l'intervallo [a,b] a due a due disgiunti. Per z € (ay, ;)

definiamo

fr(@) = (1= t)f (o) + tf(Bi),
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(iii)

se x = a;(1—t)+tf; pert € (0,1). f* & continua nell’intervallo [a, b] perché su K

coincide con f e su K¢ consiste in una retta a tratti. Allora si ha

() = (7)) = L(f") = / ’ fda = /[ Jran= /K Fdp = /K Fdu, (46)

come volevasi dimostrare.

Norma. Consideriamo f € C'(K) tale che |||, = 1. Da quanto provato prima, si
ha

()] = \ / fdu‘ <l 1K) = (K,

e passando al sup si trova ||I|| < u(K). D’altra parte

112 a0l = | | xedn] = )
K
Possiamo quindi concludere che pu(K) = ||I|| .

Unicita. Supponiamo esistano due misure finite, p e v, che soddisfano la tesi.
Poiché i e v sono misure regolari, bastera mostrare che u(C) = v(C) per ogni
sottoinsieme chiuso C' di K. Quindi sia C' # () e C' C K; poniamo

fo(z) == max{0,1 —n-d(zx,C)} VneNVze K.

Queste funzioni sono continue e limitate da 0 e 1. Percio f, € C(K) per ogni n.
Si noti che (f,,) & una successione decrescente che tende a yo. Dunque, per ogni n,

si ha || o Sndp = / x Jndv, e usando la convergenza dominata si conclude che

u(C) = lim [ f,dp= lim / fodv =v(C),
k—oo [y k—oo [jo

quindi i e v sono la stessa misura.

La prova e cosi conclusa. O

Osservazione 4.13. E possibile rappresentare i funzionali positivi che agiscono su C'(K)

come integrali di Riemann-Stieltjes. Cio segue immediatamente dalla catena di equazioni

(4.6).

Si faccia attenzione al fatto che non e possibile usare direttamente f per defini-

re l'integrale di Riemann-Stieljes, ma una qualsiasi estensione di f funziona. Questo

integrale e indipendente dall’estensione di f.
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