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Introduzione

In questa tesi sara studiato il problema di trovare delle soluzioni periodiche
per un sistema hamiltoniano autonomo; tale sistema ammette 1’energia,
rappresentata dall’hamiltoniana stessa, come integrale primo del moto, per
cui si puo porre il problema per dato livello/superficie d’energia o per dato
periodo.

La domanda sorge storicamente dalla meccanica celeste, come nello studio
del problema dei tre corpi da parte di Poincaré; matematicamente uno e
motivato dalle forti proprieta di ricorrenza del flusso associato al sistema,
da cui sono scaturiti altri risultati affini quali il closing lemma di C.Pugh e
C.Robinson ([1]), o il teorema sulle perturbazioni di Kolmogorov-Arnold-Moser
(KAM).

L’approccio che useremo nel trovare le orbite periodiche e quello del
calcolo variazionale, adoperando in particolare la nozione d’azione duale ([2]),
sviluppata da F.Clarke e I.Ekeland, e lo schema di minimaz applicato da
P.Rabinowitz e V.Benci ([3] e [4]).

Nel primo capitolo richiamiamo le nozioni fondamentali sul formalismo
hamiltoniano, parlando anche della geometria delle varieta simplettiche. Poi
sara visto il teorema di ricorrenza di Poincaré e un primo risultato d’esistenza
sulle orbite periodiche, per data superficie d’energia.

Dopo aver ripreso varie definizioni e teoremi, dimostreremo un teorema
sull’esistenza delle orbite periodiche, per dato periodo, da cui segue una
generalizzazione del risultato dato prima per data superficie d’energia.

Nel corso del trattato abbiamo attinto al libro di J.Mawhin e M.Willem
[5], dove sono ripercorsi i progressi del calcolo variazionale applicato ai sistemi
hamiltoniani, con varie note storiche.

Svariate nozioni d’analisi funzionale (in particolare sugli spazi di Hilbert e
di Sobolev) sono date per note, e comunque possono essere trovate in [6].

Similmente per una panoramica sulle varieta e sulle forme differenziali
rimandiamo a [7] e [§].






Indice

(1.1.1  Formalismo lagrangiano| . . . . .. ... ... ... ..

(1.1.2  Trasformata di Legendrel . . . . . . . . ... ... ...

[1.1.3  Equazioni di Hamilton . . . . . . ... ... ... ...

(1.2 Campi hamiltoniani|. . . .

(1.2.1  Flusso d'un campo vettoriale. . . . . . ... .. .. ..

[1.2.2  Pullback d’'un campo vettoriale] . . . . . . ... .. ..

[1.2.3  Diffeomorfismi simplettici . . . . ... ... ... ...

(1.3 Varieta simplettiche]. . . .

2 Orbite periodiche]

(2.2 Un primo teorema d’esistenzal . . . . . . . .. ... ... ...

[3 Qualche risultato tecnico

1il

iii

12
15
17

21
22
25

37



Indice

B.11 TLemma di deformaziond . ... .. ... ... .. ... 39

[3.2  Teoria del grado|. . . . . . . . . ... ..o 43
(3.2.1 Gradodi Brouwer . . . . . . ... ..o 43

[3.2.2  Grado di Leray-Schauder|{. . . . . . ... ... ... .. 45

[3.3  Teoremi d’esistenza di punti critici . . . . . . ... ... ... 46
[3.3.1 Proprieta di linking| . . . . . .. ... ... ... ..., 46

3.3.2 Teoremil . ... ... ... ... ... .. 49

[4 Esistenza d’orbite periodiche 59
U1 Lospazio HY2| . . . . . . .. ... 59
M.1.1 Decomposizione di HY? . . . . . .. ... .. .. ... 61

4.2 kEsistenza per dato periodo| . . . . . ... ..o 63
M.2.1 Scritturadi A(z)] . . ... ..o oo 64

[4.2.2  Compattezza del gradiente b'|. . . . . . . ... ... .. 65

4.2.3  Verifica della condizione di Palais-Smalel . . . . . . .. 67

424 Ultime verifichesu [| . . . . . ... ... ... ... 70

[4.2.5 Regolarita di zg|. . . . . .. . ... ... L. 72

[4.2.6  Esistenza d’una soluzione per il problema di partenzal . 74

4.3 Esistenza per data superficiel . . . . . ... ... 76
[A Costruzione e proprieta del grado| 79
[A.l Gradodi Brouwerl . . . . . ... ... oL 79
[A.1.1 Caso regolare] . . . . . . ... ... ... ... ..... 79

[A.1.2 FEstensione sui valori criticil . . . . . . . . ... ... .. 81

IA.1.3 Estensionea €(Q)| . ... ... ... ... ... ... . 82

[A.1.4 Proprieta) . . . . .. ... .. ... ..., 85

[A.2 Grado di Leray-Schauder| . . . . . . . ... ... ... ... .. 87
Bibliog 89



Capitolo 1

Formalismo hamiltoniano e

varieta simplettiche

In questa sezione ricordiamo delle nozioni del formalismo hamiltoniano, ri-
cavando dall’equazioni di Eulero-Lagrange il sistema di Hamilton, per poi
parlare delle varieta simplettiche e di qualche risultato affine; quest’ultima
parte (assieme al secondo capitolo) & tratta in gran parte dal primo capitolo
di [9] di H.Hofer e E.Zehnder.

Rimandiamo per una trattazione piu approfondita della meccanica classica
al classico libro di V.I.Arnold [I0].

1.1 Formalismo hamiltoniano

1.1.1 Formalismo lagrangiano

Un sistema meccanico segue il principio di minima azione, storicamente
dovuto a Maupertuis, ovvero il moto g = ¢(t) € R™ (definito in [tg,¢;]) rende
stazionario il seguente funzionale, detto azione:
t1
1) = [ L0).q(0.1) dt (1)
0
dove la funzione reale L ¢ detta lagrangiana del sistema, e n rappresenta il

numero di gradi di liberta.
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E inteso che I ¢ definita su uno spazio normato di funzioni (X, ||-||), e
ricordiamo quindi la nozione di differenziale di Fréchet per funzionali reali

(su spazi di Banach):

Definizione 1.1. Sia I un funzionale reale definito su uno spazio di Banach
X, diremo che I e differenziabile in x € X se esiste un operatore lineare

F € L(X,R) tale che per ogni variazione h € X:

lim I(x+h)—I(x)— Fh

=0
A0 17l

L’operatore F' sara percio chiamato il differenziale di I in x, e scriveremo
F = d,I = I'(x); se I ¢ continua e anche I’ risulta esserlo, diremo che
I €% (X,R).

Inoltre i punti z che annullano il differenziale I’ sono chiamati punti critici

o stazionari di 7, e diremo equivalentemente che tali punti rendono stazionaria

I.

Sia ora X = € ([to, t1], R™) dotato della norma del sup, supponendo che L
sia almeno di classe €2, segue dal teorema del valor medio e da un’integrazione

per parti che:

ran= [ (Tabtad.0) - §¥itta0) o)
+ VL (q(t1), 4(tr), 1) - h(tr) = V4L (qr, G(t0), o) - hlto) (1.2)

Consideriamo l'insieme dei moti €' con estremi fissati:

A={qe X :q(to) = qo, ¢(t1) = 1}

affinché una variazione h € X sia ammissibile, ovvero ¢ + h € A, dovra
necessariamente valere h(ty) = h(t;) = 0, per cui 'equazione di prima si

riduce a:

r@n= [ (Tabad.0) - Vit o)
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Se g rende stazionaria ’azione, prendendo h > 0 tale che h(t*) =1 (dove t* ¢
diverso da tg e t1) e h = 0 al di fuori d’un intorno arbitrariamente piccolo di

t*, segue che I'(q) = 0 se e solo se vale per ogni ¢:

d . .
o [VaLl(a(2),4(1),8) = VoL (q(t), 4(2), ) (1.3)
Il sistema di equazioni sopra scritto prende il nome di equazioni di Eulero-

Lagrange per il funzionale [.

Osservazione 1. I punti stazionari di I non dipendono dalla scelta di coordinate
fatta, cosi che uno puo sempre riportarsi alle equazioni di Eulero-Lagrange

(per una lagrangiana opportuna).

Esempio 1.1. Sia L(q, q,t) = mT‘f — U(q) (caso n = 1), allora le equazioni di

e cosl ritroviamo l'equazione classica di Newton da questa formulazione.
Notiamo che in questo caso V4L = mg, per cui in generale VL ¢ chiamato

momento generalizzato del sistema.

1.1.2 Trasformata di Legendre

Cerchiamo ora una formulazione duale dei concetti definiti prima. Sia f = f(x)
una funzione ¢ (R",R) convessa, definiamo la sua trasformata di Legendre

come:

g(p) = sup {p-x — f(z) =: F(x)} (1.4)

z€eR?
per quelle p € R™ tali che il sup appartenga effettivamente a R (ad esempio per
f(x) = e”, risulta g(p) = 400 per p < 0). La convessita di f ci assicura che
se il sup di F' ¢ finito ed e assunto in z, allora tale x ¢ unica ed ¢ determinata

da p = f'(x), da cui uno puo scrivere in questo caso:

f@)+gp)=2-p (1.5)
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mentre piu in generale per ogni x e p nel dominio di g vale la diseguaglianza
di Young:
f@)+9p)<p-= (1.6)

Notiamo che l'ipotesi di convessita di f si trasmette a g:

g(Ap1 + (1 = N)p2) = sup {A(p1 -2 — f(z)) + (1 = AN)(p2 - — f(x))}

reR™
< Asup {pr-x = f(2)} + (1= A) sup {py -2 — f(2)}

p +(1-N)
= Ag(p1) + (1 = N)g(p2)

e al di fuori di punti critici di f, g eredita la continuitd 4 all’interno del suo

dominio; piu precisamente derivando g(p) = p - Z(p) — F(Z(p)) s’ottiene:
) =(p) = (F)" ()

da cui segue appunto la continuita €2 di g. Possiamo dunque rieffettuare la
trasformata di Legendre su g, e, come si puo intuire dall’equazione ([1.5)), uno

riottiene la funzione f. In altre parole la trasformata di Legendre ¢ involutiva.

Esempio 1.2. Sia f(z) = %, dove x € R e o > 1; indicato con /3 'esponente
coniugato di a, ovvero i + % = 1, risulta che la trasformata di Legendre di f

vale:
(a—1)

B — 1) z®
5 P =(a—1g

g(p) =

dove x = z(p) ¢ tale che g(p) = p-z — f(x). Similmente, se f & una funzione

omogenea di grado a > 1, la trasformata g € una funzione omogenea di grado
5; dalla formula di Eulero:

segue:
9(p) = (a = 1) f(z)

e, usando il fatto che p = V f(z) e V f sia omogenea di grado a — 1, s’ottiene:

Xg(p) = (= 1) f(Ax) = g(V f(Ax))
= g\ 'V f(x) = g(A\*'p)
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da cui, riscalando p e moltiplicando per A=, si ha g(A'=*p) = A=%g(p), infine
indicato u = A~ risulta g(up) = ©’g(p).

Nel caso particolare per o = 2 vale ancora = 2, e quindi se f(&) = %’”2
¢ 'energia cinetica d'un punto materiale, allora g(p) = % dove p =maz ¢ il

momento del punto.

1.1.3 Equazioni di Hamilton

Consideriamo una lagrangiana L, richiedendo che sia 4 e convessa (almeno
rispetto al secondo argomento), allora chiamiamo hamiltoniana la trasformata

di Legendre di L rispetto alla variabile ¢:

H(q,p,t) = sup {p-¢— L(g,¢,t)} (1.7)

dern

Osservazione 2. Supponendo che il sup sia assunto in ¢, vale la scrittura:

b= qu(qa q.a t)
In altre parole abbiamo sostituito la variabile ¢ con il momento (generalizzato)
p; in generale uno si riferisce sempre alla variabile p come momento.

Le equazioni di Eulero-Lagrange per L diventano il seguente sistema

d’equazioni del primo ordine per H, dette equazioni canoniche o di Hamilton:

Se poniamo J = (_(}n Ig ), dove I,, e 0 sono rispettivamente la matrice identita

e la matrice nulla su R", possiamo riscrivere il sistema sopra scritto come
2(t) = JVH(z(t),t) (1.10)

dove z = (g,p) € R*". Osserviamo che la matrice J ¢ antisimmetrica (ie

tJ = —J), ha determinante non nullo e J* = —15,.
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Esempio 1.3. Riprendiamo la lagrangiana L = T'— U associata a un singolo
punto materiale sottoposto a un potenziale, allora ’hamiltoniana diventa

H(q,p) = T(p) + U(q) dove T(p) = %; in altre parole I'hamiltoniana ¢

I’energia totale del sistema. Il sistema di Hamilton ¢ semplicemente:

¢= VpH(¢,p)= %

p=—V.H(q,p)==U'(q)

Osservazione 3. Se z = z(t) = (q(t), p(t)) & soluzione delle equazioni canoniche

allora:
d . OH OH
7 [H(z,t)] =VH(z,t) 2+ &f(z’t)a_ VH(;]VH + 0
H H
— VqH . va — VpH . qu+ E = E(z,t)
In particolare nel caso autonomo (ie H = H(q,p)) s’ottiene:
d
— |H = 1.11
9 {1 (1)) = 0 (111)

Ergo, in questo caso, l'energia del sistema E = H(z(t)) & un integrale primo

del moto.

Osservazione 4. Sempre nel caso autonomo, se lo spazio delle configurazioni al
posto di R™ e una varieta differenziabile M, possiamo pensare la lagrangiana
L(q, q) definita sul fibrato tangente TM, quindi ¢ € M e ¢ € T,M, mentre
dalla definizione I’hamiltoniana vive sul fibrato cotangente T*M =
(TM)*, dove Ty M = (T,M)" ¢ il duale dei vettori tangenti in g.

1.2 Campi hamiltoniani

Sia H = H(q,p) : R* — R un’hamiltoniana, le associamo un campo Xy :
R?" — R?" definito da

(ixywo), = wo (Xu(x), ) = —dH (x)
0, in questo caso, riscrivendo:

Xy(z) = JVH(x)
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dove la 2-forma: .
Wy — Z dyz A dﬂfl

i=1
con (Ty,...,Tn;Y1,---,Yn) delle coordinate di R?*", ¢ detta forma simplettica
canonica.

n
Questa forma e chiaramente chiusa, anzi wy = d\, dove A = Y y;dx;

. . . . . \ Z:l
chiamata forma di Liouville, inoltre wy & costante e non degenere, ovvero per

a # 0 esiste b tale che wy(a,b) # 0, infatti wy(a, b) = (Ja,b)gzn, per cui:
wo(a, Ja) = || Ja||* = [lal|* # 0

Essendo wy non degenere, il campo Xy ¢ univocamente determinato da

H. Sottolineiamo che wy € antisimmetrica, percio per ogni a vale:

wo(a,a) = —wp(a,a) =0

1.2.1 Flusso d’un campo vettoriale

A un campo qualsiasi X (sufficientemente regolare) & associato un flusso ¢*

(t € R) definito dal seguente problema di Cauchy:
d 4 t
0'(@) = X (¢'(2))
¢(x) =
Ricordiamo solamente che il flusso ha la proprieta di gruppo (se definito per

ogni t € R), ovvero grazie all'unicita della soluzione del problema di Cauchy

vale:
¢ (x) = ¢' (¢°(2))

in particolare I'inversa di ¢! ¢ data da ¢~

1.2.2 Pullback d’un campo vettoriale

Per un campo X su R", e una soluzione generica = = z(t) di ¢ = X(z), se

per un diffeomorfismo u : R" — R™ e y = y(t) vale:
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da X(u(y)) = X(z) = @ = du(y(t))y s’ottiene:
g = (du(y)) ™" X (uy))
dunque definiamo il pullback di X come:
u'X = (du) ' X ou

Se ¢' ¢ il flusso associato ad X, e ¢'(x) = u(y’(x)), per quanto appena

detto 3 & soluzione di:

%4 @) = X (2)
J() = (@)

percio ¢'(z) = y' o u(x) & il flusso associato a u* X, e risulta che ¢' e ¢* sono

coniugati rispetto a u, cioe:

wort =uo(y ou) = (uoy)ou=¢ ou

1.2.3 Diffeomorfismi simplettici

Ritorniamo al caso particolare d’'un campo hamiltoniano Xy, diremo che u ¢
un diffeomorfismo simplettico se ©* Xy € ancora un campo hamiltoniano Xy,
dove K = H owu. Dato che:

J(du) ' Xgou=JXg = —dK
= —"(du)dH ou = "(du)J Xy ou

dovra essere:

Hdu)Jdu = J

e quindi, ricordando che il pullback d’una 2-forma w e:
(u*w)x (CL, b) = Wu(z) (du(x)a, du(m)b)
otteniamo che u preserva la forma simplettica:

w*wo(a,b) = (Jdu(x)a, du(z)b) = (Ja,b) = wy(a,b)
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Viceversa, se u ¢ un diffeomorfismo che preserva la forma simplettica, se

K = Houe Xk ¢il campo hamiltoniano associato, segue che:

Xg = JdK = J"(du)dH o u
= (du) " JdH ou = (du) ' Xpgou =u* Xy

in quanto anche duJ*(du) = J: da*(du)Jdu = J prendendo I'inversa s’ottiene:
(du) T (du) ™t = J
da cui, moltiplicando per du e *(du), s’ottiene:
J = duJ*(du)

Esempio 1.4. Un esempio immediato di diffeomorfismi simplettici ¢ il gruppo
delle trasformazioni lineari che preservano la forma wg, ovvero quelle matrici
A in R#**2" tali che 'AJA = J (chiameremo queste matrici simplettiche);
inoltre, come vedremo nella prossima sezione, il flusso associato a un campo

hamiltoniano € esso stesso un diffeomorfismo simplettico.

1.3 Varieta simplettiche

Cerchiamo d’estendere i concetti definiti sopra a una varieta differenziabile

(finito-dimensionale) M.

Definizione 1.2. Una struttura simplettica su M e una 2-forma w su M che

soddisfa le seguenti:
1. La forma w ¢ chiusa: dw = 0.

2. Inoltre ¢ non degenere, quindi per a € T, M non nullo esiste b € T, M
tale che w,(a,b) # 0.

In questo caso chiameremo (M,w) una varieta simplettica. E chiaro che

(R*", wy) per quanto detto prima rispetta i criteri appena dati.
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Esempio 1.5. Data una varieta differenziabile (senza bordo e comunque
finito-dimensionale) M, il suo fibrato cotangente 7*M ammette una struttura
simplettica canonica, ergo esistono una base {¢;, p;}!~; di T*M e una forma

simplettica su 7" M della forma:

wo = Y dp; Adg;

i=1

Esempio 1.6. La sfera S? ammette una struttura simplettica, pitt precisa-

mente abbiamo la forma simplettica/elemento d’area:

wz(§,m) = (7,§ X n)gs

Wy = x1dxo N dxs + xodxs A dry + x3dxy A das

dove x € S%? e &,m € T,S?, il prodotto x indica il prodotto vettoriale in R3 e
le parentesi indicano il prodotto scalare euclideo.

La forma e chiaramente antisimmetrica, chiusa (in quanto una 3-forma
sul piano ¢ nulla), e non degenere, dato che se & # n € 1,5 allora il loro

prodotto e parallelo a z.
Proposizione 1.3.1. Una varieta simplettica (M,w) ha dimensione pari.

Dimostrazione. Vediamo che lo spazio tangente T, M ha dimensione pari.

Sia a € T, M un vettore non nullo, da cui esiste b tale che w,(a,b) = 1;
necessariamente a e b sono linearmente indipendenti, altrimenti essendo w
antisimmetrica sarebbe w,(a,b) = 0.

Se V. C T, M ¢ lo spazio dei vettori v w-ortogonali ad a e b (ie w,(a,v) =
wg(b,v) = 0, di conseguenza a e b non sono in V), ripetiamo lo stesso
procedimento: sicuramente per v # 0 in V esiste w € V tale che w, (v, w) =1,
in quanto w e non degenere e lo spazio generato da a e b ¢ ortogonale a V' e
comunque non appartiene a V.

Reiteriamo dunque fino ad esaurire tutto 7T, M: infatti essendo w non

degenere, per ogni sottospazio W C V si ha

dim(W) 4+ dim(W,,.) = dim(V)
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dove W1 indica lo spazio dei vettori w-ortogonali a W'.
Cosi facendo abbiamo ottenuto una base di T, M composta da coppie
di vettori, per cui T, M, e di conseguenza M, ha dimensione pari; di piu,

abbiamo ottenuto una base composta da delle coppie (f;, ;) tali che
wa(fj,€5) =1
e ogni altro prodotto (per i # j) vale:
we(fis €5) = wa(fis f3) = wa(es e5) =0
In questa base si puo scrivere, per a = > a; f; + a;jine; € b= b;f; + birne;:
we(a,b) = (Ja,b)

ergo per ogni z, per una base opportuna, possiamo esprimere w, come la

forma canonica. O

Osservazione 5. Non tutte le varieta di dimensione pari ammettono una
struttura simplettica.

Prendiamo ad esempio la sfera S?", per n > 2.

Sia H%x(S*") il k-esimo gruppo di coomologia di De Rham, dato dal
quoziente delle k-forme chiuse sulle k-forme esatte; dato che H3,(5*") = 0,
se esistesse una forma simplettica w su S?"*, questa sarebbe anche una forma
esatta, quindi esisterebbe una 1-forma « tale che w = da.

Dato che © = w" ¢ una forma volume (vedasi I’Osservazione [7| e la

sezione [1.3.3)), e vale:
Q=dwAN...N\wAha]=dS

dove nel prodotto compare n — 1 volte w, allora dalla formula di Stokes:

Q= =0
/s% 852n=0 b

Questo ¢ assurdo, per cui S?" non pud essere una varieta simplettica.
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1.3.1 Teorema di Darboux

Il fatto che la forma w sia chiusa ci consente di dare un’altra caratterizzazione

delle varieta simplettiche:

Teorema 1.3.2 (Darboux). Sia w una 2-forma non degenere su una varieta
M di dimensione 2n, st ha allora che w ¢ chiusa se e solo se per ogni
p € M esistono un suo intorno U e delle coordinate ¢ (definite in un intorno
dell’origine in R*") tali che $(0) = p e:
P'w=wy = Zdyi A dx;
i=1
Le coordinate sopra scritte non sono uniche, infatti per ogni diffeomorfismo

simplettico u : R?® — R?" le nuove coordinate ¢ o u, anche se definite in un

altro intorno, rispettano comunque:
(pou) w=1u"d*w = uwy = wp

dove abbiamo usufruito del fatto che il pullback & controvariante, ovvero
Osservazione 6. Alla luce del teorema possiamo definire una varieta simplettica

M (di dimensione 2n) come una varieta con delle coordinate:
¢; U C M — R*
tali che i cambi di coordinate:
¢io ¢;1 (U NU;) — R*™

siano dei diffeomorfismi simplettici in (R*", wy); la forma simplettica w de-
finita su M sara data localmente da w; = ¢fwy, infatti essendo ¢; o gzﬁj_l un

diffeomorfismo simplettico si ha:
(671) i = (0) wi = wo

e dunque:

Wj = QS:CUO = W



1. Formalismo hamiltoniano

13

per cui ha senso definire localmente w come wj.
Ricordiamo che vale in generale per una forma differenziale w e un

diffeomorfismo wu:

d(uw) = u* (dw)

percio w risulta chiusa, e una parte del teorema e automaticamente dimostrata.

Dimostrazione. Lavorando intorno a p € M, possiamo supporre, effettuata
una scelta delle coordinate, che w = w(z) sia definita in un intorno dell’origine
in R?", anzi scelta una base opportuna possiamo scrivere:
n
w(0) = Zdyi Adz; = wy
i=1

Prendiamo quindi una forma w; (0 <t¢ < 1) interpolante w e wy:
wy = wo + t(w — wy)

Cerchiamo una famiglia di diffeomorfismi ¢;, determinata come flusso d’un
campo opportuno, tale che ¢jw; = wy per ogni ¢t € [0, 1], da cui per t = 1
si ha ¢jw; = Pjw = wy e, al di 1a della richiesta che ¢1(0) = 0 di modo

che le coordinate ottenute alla fine valgano 0 in p, il teorema ¢ dimostrato.

Supponendo che esista una tale famiglia di diffeomorfismi ¢;, allora:
d .,
at [pfw] =0

Ricordiamo la definizione di derivata di Lie d’'una forma w lungo un campo

X; sia ¢! il flusso associato a X, allora:

L= 5 [(0)' 4]

t=0
Valgono in particolare

d 2\ A\

g () w] = (¢) Law
e la formula di Cartan (che puod essere presa a sua volta come definizione

della derivata di Lie):
LX:dOix+iXod
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Sviluppando la derivata di prima otteniamo (indicato con X, il campo avente

¢, come flusso):
L 161] = 01 (Lxcon 0 o)
= ¢y (ix, (dw;) + d(ix,w;) + w — wp)
= ¢y (d(ix,wt) +w —wp) =0
Ora, essendo w — wy chiusa, localmente ¢ esatta (per il lemma di Poincaré),
ergo in un intorno dell’origine:
w—wy = dA

dove scegliamo A\ tale che A(0) = 0.
Notiamo che
wi(0) = wo + t(wy — wp) = wo

dunque restringendo (se necessario) ulteriormente 'intorno dell’origine la
forma w;(z) rimane non degenere per 0 <t < 1, percio possiamo determinare
un campo X; da:

ix,wy = wi (X, ) = —A
Essendo w; non degenere e A\(0) = 0, necessariamente X;(0) = 0, di conse-
guenza il flusso associato ¢, soddisfa ¢;(0) = 0, in quanto ¢(0) = X,(0) = 0
e ¢o(z) = x. Per costruzione vale (per 0 < ¢ < 1):

d
T [prwr] = ¢f (d(ix,wi +A)) =0

ed essendo ¢fw;—p = wy otteniamo appunto ¢jw = wp.

Se le coordinate scelte all’inizio sono:
p:0eVCR™ s pelUCM
¥(0) =p
allora 1) o ¢ sono le coordinate cercate, infatti 1)(¢1(0)) = p e:
(o ¢)'w=dv'w=uwy

dove ¥*w e la forma con cui abbiamo lavorato effettivamente nella dimostra-

zione del teorema. O
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Osservazione 7. L’approccio usato nella dimostrazione e stato impiegato
da J.Moser in [I1], presentato come alternativa, per classificare delle forme
volume su una varieta (connessa, compatta, senza bordo, liscia e comunque
di dimensione finita). Piu precisamente, una forma volume su una varieta M

di dimensione m ¢ una forma w scrivibile (in coordinate locali) come
w(z) = c(x)dxy Ndzy A ... A dxy,

dove ¢(x) > 0; il teorema dimostrato da Moser quindi dice che se a e 5 sono
due forme volume su M, tali che i loro volumi coincidono (ie [,; a = [, ),
allora esiste un diffeomorfismo u : M — M tale che u*« = 3; altrimenti, se
Sy = X[y, B per qualche A > 0, segue che u*a = A\S.

La definizione di pullback rimane invariata in questo caso piu generale,
anzi se v : M — N e un diffeomorfismo tra due varieta, e w € una k-forma

definita su NV, allora la forma u*w definita su M e:

(u'w)z &1y - &) = W) (du(z), - - ., du(z)Ey)

Osservazione 8. Dal teorema di Darboux otteniamo che localmente ogni varieta
simplettica di dimensione 2n pud essere vista come lo spazio (R?",wy), ergo
localmente le varieta simplettiche con la stessa dimensione sono indistinguibili
tra loro, per cui la dimensione ¢ I'unico invariante simplettico locale, mentre
le varieta riemanniane hanno come invariante locale la curvatura (oltre la

dimensione).

1.3.2 Campi hamiltoniani su varieta

Sia (M,w) una varieta simplettica di dimensione 2n, e supponiamo sia data
un’hamiltoniana H : M — R, allora seguendo la definizione precedente

definiamo il campo hamiltoniano X con:
iXHw = w(XH, ) = —dH

dove, come prima, usiamo il fatto che w sia non degenere. Usando la formula

di Cartan Ly =iy od+ doix assieme al fatto che w sia chiusa, otteniamo:

LXHCL) = d(’iXHW) + iXH(dW) =—ddH =0
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Dunque se ¢! ¢ il flusso associato a X, scriviamo:

d ) * £\ *

g [(@) @] = (¢) Layew =0
In conclusione abbiamo ottenuto:

(¢) w= (") w =

In altre parole il flusso hamiltoniano e un diffeomorfismo simplettico; € chiaro
che in questo quadro piu generale un diffeomorfismo v : M — M ¢ detto
simplettico se preserva la forma simplettica w di M, similmente se (M, w;)
e (Mz,ws) sono due varieta simplettiche la trasformazione u : My — M e

detta simplettica se

Uws = wy
Dato che la forma
wiz(a,b) = (uWws), (a,b) = wa y)(du(z)a, du(z)b)

¢ non degenere, per ogni a # 0 dovra essere du(z)a # 0, ergo du(z) € iniettiva
per ogni x, di conseguenza dim(M;) < dim(Ms).
Come nel caso di (R?*",wy), i diffeomorfismi simplettici v : M — M

possono essere caratterizzati da:

Proposizione 1.3.3. Data una varietd simplettica (M,w), un diffeomorfismo
simplettico u: M — M ¢ tale se e solo se per ogni hamiltoniana H : M — R
il pullback di Xy e ancora un campo hamiltoniano Xk, te u* Xy = Xk, dove
K = Hou.

Dimostrazione. Prima di procedere notiamo che se w e una k-forma su una
varieta Ny, u : No — N un diffeomorfismo, e X : Ny — T'N; € un campo su

Ny, allora:

(tux (W'w)), (€= (&2, -+, &) = (Ww), (W' X(x),&, ..., &)
= Wy(x) (du(z)u" X (z), du(z)s, . . ., du(z)&)
= Wy(z) (du(x) (du(z)) ™" X o u(z), du(x)ss, . .. ,du(:v)fk>
= Wu(@) (X o u(x), du(z)&s, .., du(z)&) = (u” (ixw)), (£)
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o piu compattamente
b x (Ww) = v (ixw)

Sia ora u un diffeomorfismo simplettico, H e K = H ou = u*H come detto

prima, allora:

ixew=—dK = —d(u"H)
= —u"(dH) = u" (ix,w)
= Gy xy (UWW) =ty x W

per cui Xx = u*Xpy, in quanto w ¢ non degenere. Il viceversa s’ottiene

facilmente dall’ultima uguaglianza (sostituiamo Xy al posto di u*Xp):

ixeW = ix, (W'w)

1.3.3 Forme volume

Una varieta simplettica (M,w) (di dimensione 2n) possiede una nozione di

volume naturale, data da:
p=w'"=wA...\w (n volte)
Nel caso di (R*",wy), uno computa facilmente

wy =Y dzy Ao Ndzg, Ay, A LA dy;,
=nldey A ... Ndx, Ndyy A ... A dy,
=nldx A\ dy

e dato che w" ¢ localmente scrivibile come w(, effettivamente & una forma
volume.
Se u: M — M ¢ un diffeomorfismo simplettico, preserva anche il volume
n

i = w", ergo i diffeomorfismi simplettici sono una particolare classe dei

diffeomorfismi che preservano il volume. In particolare un flusso hamiltoniano
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¢!, essendo un diffeomorfismo simplettico, preserva il volume; questo risultato
¢ noto come teorema di Liouville.

Abbiamo gia visto che, localmente, 'unico invariante simplettico ¢ la
dimensione, un esempio invece di invariante globale ¢ il volume; siano infatti
(M,w;) e (N,wz) due varieta simplettiche di dimensione 2n, indichiamo
con = wi e y = w] le rispettive forme volume, allora se esiste un
diffeomorfismo simplettico v : M — N, vale u*Qy = )y, quindi u preserva

I’orientazione, per cui i volumi di M e N coincidono:

/ Ql :/ 'U,*QQ :/ Qg
M M u(M)=N

Nel caso particolare n = 1, ovvero M e N sono due varieta simplettiche di
dimensione 2, le forme simplettiche coincidono con le forme volume indotte
(1 = wy e Q9 = ws), in questo caso i diffeomorfismi simplettici sono identifi-
cabili con quelli che preservano il volume; dato che due superficie (intese come
varieta di dimensione 2) sono diffeomorfe se hanno la stessa caratteristica di
Eulero, grazie al teorema di Moser possiamo classificare le varieta simplettiche
di dimensione 2 in base alla caratteristica di Eulero e il loro volume.

Richiamiamo il teorema:

Teorema 1.3.4 (Moser [I1]). Sia M una varieta (di dimensione finita n)
orientata, connessa, compatta, liscia e senza bordo, allora date due forme
volume i e v su M, esiste un diffeomorfismo uw: M — M tale che u*pu = v

se e solo se i loro volumi coincidono:

I

altrimenti se ([y; 1/ [y V) = X seque u*p = Av. Similmente, se M ed N
sono due varieta diffeomorfe tra loro che soddisfano le ipotesi sopra scritte,
date due forme volume p e v rispettivamente su M e N, allora esiste un

diffeomorfismo u : N — M tale che u*u = v se e solo se

Jur=

In altre parole l'unico invariante dei diffeomorfismi che preservano il volume

¢ il volume stesso.
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Dimostrazione. Definiamo la forma interpolante come:
pe=(1—=t)p+tv

per 0 < ¢t < 1. Localmente (indicato z = (z,...,x,)) possiamo scrivere

p(x) = a(x)dx e v = b(x)dzr, dove a e b sono positive e non nulle, per cui
pe = ((1—t)a(z) + tb(x)) dx

dunque y; € una forma volume a sua volta, e il volume:
Jyr=Jn =,
M M M

Come nella dimostrazione del teorema di Darboux cerchiamo una famiglia

¢ costante.

di diffeomorfismi ¢! determinata come flusso d’un opportuno campo X, tale
che ¢° = Id e (¢") py = pper 0 <t < 1.
Deriviamo 'espressione (¢")" y; = p; le forme volume sono ovviamente

chiuse, percio otteniamo come prima:

CZ [<¢t>* Ht} = (¢t>* (Lx e + f1r) = (¢t)* (d(ix,pe) +v—p) =0
Dato che v — p € chiusa e [, v — pu = 0, per le ipotesi su M abbiamo per
qualche (n — 1)-forma ~:
v—p=dy
in quanto Hpp(M) = R, dove 'isomorfismo ¢ appunto F(w) = [,, w.
E chiaro che le forme volume sono non degeneri, per cui ¢ univocamente
determinato un campo X; da:

IX e = =

Dunque, se ¢ ¢ il flusso associato a X, allora soddisfa:

SN ] = (6" Wl +v =) = () (@A +7) =0

Di conseguenza (¢')" = (¢°)" v = v e il teorema & dimostrato.
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Capitolo 2

Orbite periodiche su una

superficie d’energia fissata

Abbiamo gia visto, nel caso autonomo, che l’energia € un integrale delle
equazioni canoniche. Rivediamo questo risultato in un’altra maniera: sia
H : R*™ — R un’hamiltoniana, Xy il campo hamiltoniano corrispondente
con flusso ¢!, allora:
(o) H=Hoo'=H (2.1)
Infatti derivando s’ottiene:
d

g [Hoo]=(aod) ¢ = (aH o o) Xpo o

= — (iXHo¢t u}o) - Xgo gbt = —Wwy (XH ¢} qbt,XH o gbt) =0
Indichiamo l'insieme d’energia al livello ¢ con:

S={reR*”: H(z)=c}

Abbiamo da (2.1]) che S & invariante sotto il flusso ¢ (ie V¢ ¢'(S) C 5).
Supponiamo che S sia regolare (ie dH(x) # 0 per x € ), in questo caso S
¢ un’ipersuperficie (una varieta di codimensione 1) di R*® e Xy ¢ un campo

su S che non s’annulla mai. Dato che:
T,S = {v € R* : dH (z)v = O}

21
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dH(2)Xp(x) = —(ixywo)eXu(z) = —wo(Xu(z), Xg(x)) =0

sicuramente Xp(x) € 1,5 per x € S, e dalla definizione ix,wy = —dH si
ricava appunto che Xy (z) # 0 per x € S.

Il flusso hamiltoniano su S ¢ in generale molto complicato, in quanto un
campo hamiltoniano, quindi un sistema hamiltoniano autonomo, rappresenta
un sistema dinamico senza frizione, e, come ci si puo aspettare dal teorema
di Liouville, le ampiezze delle oscillazioni non decrescono mai; cido nonostante
il flusso e caratterizzato da forti proprieta di ricorrenza, come dimostrato in

un celebre risultato di Poincaré.

2.1 Teorema di ricorrenza di Poincaré

Sia 2 = w{ la forma volume descritta prima, supponiamo di lavorare su una
superficie d’energia S regolare e compatta, percio da dH (z) # 0 (su S) esiste

una (2n — 1)-forma « tale che:
Q=dH N«

in un intorno U di S. Se j : S — R?" & la mappa d’inclusione, definiamo una

forma volume su S con:
p=Jja
E chiaro che se localmente pu = a(z)dz dovra essere a # 0 in quanto Q & una
forma volume, e se a < 0 consideriamo invece una forma § = —« tale che
BANdH = —aANdH =dH N a = .
La forma p non dipende dalla scelta di «, infatti se o e [ soddisfano
Q=dH Na=dH A ( allora:

dH N (a—f5)=0
Dunque possiamo scrivere, per una qualche (2n — 2)-forma ~ su U:

a—0B=dH N~y
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Per definizione stessa di 7,5 vale j*dH = 0, quindi:

p=ja=j5p+3(dHNY) =50

Il flusso ¢ preserva anche questa forma volume su S: per definizione
(¢")"dH = dH, e dal teorema di Liouville (¢!)" Q = Q, per cui:

Q=dH A (¢') a

Per quanto appena detto:

ma ¢! o j = j o @', percio:
p=(d'0j) a=(jod) a=(¢) (iFa)=(¢') n
Indichiamo la misura associata a p con m(A) = [, i, € chiaro che:

m (¢'(A)) Z/(bt(A)uz/A(cﬁt)*uz/Auzm(A)

ed essendo S compatta m(S) < +oo.

Possiamo enunciare ora:

Teorema 2.1.1 (di ricorrenza di Poincaré). Sia S una superficie d’energia,
regolare e compatta, del campo hamiltoniano Xy, allora quasi ogni punto
x € S (rispetto alla misura m) é un punto ricorrente del flusso associato ¢',

cioé esiste una successione monotona crescente t; — +00 tale che:
¢ (x) — x
per j — +00.

Dimostrazione. Sia ¢ la deformazione data dal flusso all’istante t = 1 (ie
d(x) = ¢'(x)), vogliamo dimostrare che per ogni A C S:

m(Aﬂ

N Ueé(4)

k>04>0

) = m(A) (2.2)



2.1 Teorema di ricorrenza di Poincaré 2. Orbite periodiche

Per chiarezza ¢’ ¢ la mappa ¢ iterata j volte, e ¢/ (A) ¢ la preimmagine di
A rispetto a ¢”.

L’insieme a sinistra dell’equazione e costituito da quei punti x € A tali
che per ogni k > 0 esiste j > k per cui ¢/(z) € A, in altre parole sono quei
punti in A che ritornano infinite volte in A.

Indichiamo per comodita:

Av={J o7 (4)
>k
Ovviamente si ha:
AoDAlDAQD...

A =Us"7W= U ¢7(A)=4

>k i=j—k>0
Ricordando che la misura m ¢ invariante sotto ¢, necessariamente vale per
ogni k:
m(Ag) = m (¢"(Ax)) = m(Ay)

Dato che m(Ag) < m(S) < 400, per ogni k vale Ay = Ay quasi dappertutto,
di conseguenza Ag = (| A, quasi dappertutto, e da A C Ag otteniamo:
k>0

AN (N Ar=ANA;=A quasi dappertutto
k>0
percio 'uguaglianza (2.2) ¢ dimostrata.
Ora, essendo S sottospazio topologico di R?*", ¢ secondo-numerabile
(second-countable), ergo esiste una base al pitt numerabile di S, in particolare

prendiamo come base:
{B;(Ij)} jeJneN

dove By/,(x;) indica la palla in S di raggio % centrata in z;, e questa base
¢ indicizzata in un insieme al pitt numerabile J (dalla densita di Q in R e

chiaro che esiste una tale base di R?", quindi a fortiori di S).
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Sia x € S, U C S un suo intorno, per certe n e j si ha x € By, (x;) C U;
per quanto detto prima se B = By, (;) per ogni k > 0 esiste ¢ > k tale che
(in quanto m(BNNU¢ ' (B)) = m(B) # 0):

0% BN¢'(B)CUNGWU)

che ¢ la definizione d'un punto non-wandering. Di piu, sempre da ([2.2))
applicato a ogni palla della base, quasi ogni x ritorna infinite volte in ogni
palla alla quale appartiene, quindi per ogni n possiamo prendere i(n) > 1
tale che ¢'™(z) € Byu(z;) (dove z € Byj,(x;)) e la successione i(n) sia
monotona crescente (basta considerare che per k > i(n) + 1 esiste i > k tale
che ¢'(z) € Bijn+1)(21), dove & inteso che 2 appartiene alla palla suddetta);

la successione ¢'(™ (z) converge a z, infatti se d(z,y) indica la distanza tra x

e y:
d(¢"™(z),2) < d(¢""™ (), Bijn(7;)) + d(Bijn(x), 1) < 721

e il teorema ¢ cosl dimostrato. O

2.2 Un primo teorema d’esistenza

Dato che quasi ogni punto x sulla superficie d’energia S ¢ ricorrente, ¢
naturale chiedersi quando l'orbita ¢'(z) al posto di chiudersi all’infinito si
chiude in tempo finito, ergo quando x € un punto periodico. Ancora uno puo
domandarsi se & possibile effettuare una perturbazione di modo che un punto
ricorrente (o pit generalmente non-wandering) diventi un punto periodico per
la perturbazione considerata; questo genere di risultati prendono il nome di
closing lemma, in particolare e stato dimostrato da C.Pugh e C.Robinson in
[1] che, su una superficie d’energia compatta e regolare, & possibile perturbare
in maniera 4! un campo hamiltoniano chiudendo cosi I'orbita associata a un
punto ricorrente.

Quanto vedremo ¢ un risultato del primo tipo, dovuto originariamente
ad A.Weinstein ([12]), ma seguiremo una dimostrazione alternativa data da
F.Clarke in [2].
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Ricordiamo intanto che il problema di trovare soluzioni su una certa
superficie d’energia non dipende dalla scelta dell’hamiltoniana, ma solo dalla

superficie stessa.

Proposizione 2.2.1. Sia S una superficie d’energia regolare, descritta da

due hamiltoniane H e H' (entrambe almeno €?) come:
S={rcR”":H(z)=c}={r cR™: H(z) =}

allora per ogni soluzione delle equazioni canoniche associate a H esiste una
sua riparametrizzazione che é una soluzione del sistema associato a H' (e vice-
versa); in particolare a ogni soluzione periodica é associata un’altra soluzione

periodica.

Dimostrazione. Dato che S & regolare, da dH(x) # 0 e dH' # 0 su S
otteniamo:

dH(z) = p(z)dH'(x)

dove p & una funzione 4 che non s’annulla su S. Ne segue che i campi

hamiltoniani associati sono paralleli tra loro (su S):
Xu(z) = p(x) Xw (2)

e quindi hanno le stesse orbite su S. Piu precisamente, siano ¢'(z) il flusso

associato a Xy, e t(s) = t(s, z) la soluzione di:

i(s) = p (¢ (x))
t(0) =0

Derivando ¢**)(z) si ha che:

d

2 [09@) = Xn (69@) s

— X (69(@)) p (¢ (@) = X (') (a)

In conclusione ¢**) (x) e appunto il flusso associato a X . O

Vogliamo fare un’importante distinzione sul concetto di soluzione.
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Definizione 2.1. Data un’hamiltoniana H € ¢*(R?",R), indichiamo l'azione
assoclata con:
T T
I(z = (q,p)) = /0 pq— H(q,p)dt = /0 5 (J&, @)gen — H(z) dt
sui moti x = z(t) definiti in [0, 7.
Un moto « = x(t) ¢ detto soluzione classica, se risolve il sistema hamilto-

niano:

#(t) = JVH(x(t))

puntualmente, e se ¢ di classe €.
Diremo invece che z = x(t) & una soluzione debole, se per ogni funzione

test, ad esempio per ogni mappa ¢ € €>°([0, T], R*") a supporto compatto:

T ) T
L= (@0.60) ., dt = [ (IVH@(0), (1) de
Equivalentemente x € una soluzione debole se € un punto critico dell’azione.

Ovviamente una soluzione classica ¢ sempre una soluzione debole del

problema.

Osservazione 9. Se si considerano invece dei moti periodici (di periodo T),

nella definizione di soluzione debole consideriamo come funzioni test le mappe
¢ periodiche (di periodo T).

Vediamo ora il teorema:

Teorema 2.2.2. Sia S = {x € R*" : H(x) = ¢} una superficie d’energia
(compatta e regolare), dove H € €* (R*",R), tale che sia il bordo d’una
regione compatta e strettamente convessa C' contenente [origine, allora esiste

una soluzione periodica del sistema di Hamilton associato a H.

Per dimostrare il teorema useremo il principio dell’azione duale: 'azione
)

definita ad esempio sui moti periodici € di periodo T', & scrivibile come:

1

He=(ap)= [ pi-Hap)d= [ 2 (e i) - H)d
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Le equazioni di Eulero-Lagrange per I non sono nient’altro che le equazioni
canoniche, quindi siamo interessati a trovare delle soluzioni di I'(x) = 0, che
saranno soluzioni deboli del problema, usando i metodi classici del calcolo
variazionale.
Sfortunatamente questo funzionale non ¢ limitato (ne dal basso ne dall’al-
to), ad esempio per:
x), = (sin kt, cos kt)

(stiamo considerando i moti di periodo 27 in R? e k € Z ) lazione vale:
I(ﬁk) = km + O(l)

dove [Z™ H(xy)dt = O(1) in quanto per ogni k e ¢ si ha H(z;) € S*; facendo
tendere k — oo otteniamo appunto che sup I = +oo e inf I = —o0.
Sia v = —Jx, possiamo riscrivere 1’azione cosi:

/T;(J:g7jg)—H(:L‘)dt:/OT;(?'J,CE)—H(x)dt

T 1 0 T 1
:/ —5(@,x)+(@,x)—ﬂ(x)dt:/ 5 (J0,0) + (b,2) = H(x) dt
0 0
Indichiamo ora con:

G(z) = sup {z -z — H(z)}

xGRQ"

la trasformata di Legendre di H rispetto a entrambe le variabili z = (¢, p),
questo a differenza della costruzione dell’hamiltoniana dove si effettua la
trasformata rispetto a una sola variabile, dunque vedendo ’espressione (0, z) —
H(z) uno ¢ portato a sostituirla con G(¢), ottenendo in questo modo un

nuovo funzionale, nominalmente 1’azione duale:
T 1
J(v) = / G(0) - 5 (Jo,0) dt
0

Sotto opportune ipotesi su H, questa nuova azione ¢ inferiormente limitata
e percio possiamo recuperare i metodi classici del calcolo variazionale per
trovare degli estremali J(v), per poi ricavare da questi delle soluzioni del

problema di partenza.
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Dimostrazione. Definiamo A = \(z) per # € R?" come quell’unico numero
reale non negativo tale che A\™'z = £ € S (tale \ esiste ed & unico in quanto
S e stellata rispetto all’origine), equivalentemente possiamo vedere A come la

funzione di gauge di C":
Mz) = jo(x) =min {A: A"z € C'} (2.3)

In ogni caso poniamo nell’origine A(0) = 0.
Questa funzione é chiaramente omogenea di grado 1, inoltre e subadditiva,

infatti preso € > 0 ancora:
(Mz)+e) 'zeC (Ay) +e) 'yeC

dunque per t € [0,1]:

Az) +e¢ Ay) +¢
Scegliendo in particolare
‘o Ax) + ¢
Ax) + Ay) + 2
otteniamo:
x My) +e€ Yy T+y

M2+ AW) T 26 A@) L AW) F2EAY) Fe | @) FAY) 2

Dalla definizione di jo e dall’arbitrarieta di e segue appunto Az + y) <
A(x) + A(y); da questa assieme all’omogeneita di A deduciamo subito che A &
anche convessa.

Dato che H € €2 e dH # 0 su S, dal teorema della funzione implicita si
ha che A € €% (R?* \ {0}, R), e possiamo rappresentare:

S={reR™: \z)=1}

Sfortunatamente questa funzione non e strettamente convessa, infatti dalla
formula di Eulero X'(x) - x = A(z) segue derivando che \’(z) - z = 0, quindi

consideriamo invece F(z) = (\(z))*.
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Questa nuova funzione ¢ chiaramente ancora ¢ al di fuori dell’origine,

vale 0 in essa, ed ¢ omogenea di grado 2. Deriviamo due volte F"
F'(z) = 2X\(x)N ()

F'(z) = 2X\(2) N (z) + 2N (z) ‘N (2)

Dunque se v € R*"\ {0}:
WF"(w)v = 2\(x) ("N (2)v) + 2|N (x) - o]?

Sempre da X (z) - x = A(z), ¢ chiaro che X (z) # 0 per = # 0, dimostrando
cosi che F"(x) > 0 (¢ definita positiva) per x # 0, garantendo infine che F' &
strettamente convessa.

Ricapitolando, possiamo rappresentare S = {zx € R*" : F(z) = 1}, dove F’
¢ ¢ (R* \ {0}, R), strettamente convessa e omogenea di grado 2; per quanto
detto precedentemente, ci basta trovare delle soluzioni periodiche associate a
F' per dimostrare il teorema.

Ora, se x(t) ¢ una soluzione periodica di periodo T' di # = JVF(x) e

poniamo A = o=, allora detta &(t) = z(At) questa risolve 'equazione:
£ =NJVFE(E) (2.4)

e ha periodo 27, quindi concentriamo 'attenzione sui moti periodici di periodo
2w che per qualche A > 0 risolvono ([2.4]).

Possiamo vedere ([2.4)) come equazioni di Eulero-Lagrange per il funzionale

21

Iz = (¢,p), A € R) _/O%F(x)dt—k(/o ;(Jx,x') at—1)

a cui ¢ associato il problema variazionale (consideriamo come esempio il

problema di trovare i punti di minimo):

2T
min/ F(x)dt
0

2r 2
sotto / —(Jx,z) dt = pgdt =1
0o 2 0
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Grazie a quest’ultima condizione stiamo scartando fin da subito i moti pe-
riodici banali, e comunque trovata una soluzione z di questo problema ci
basta moltiplicare questa per un’opportuna costante affinché appartenga
effettivamente ad S.

Come detto prima per min [ H(x) dt, questo funzionale non ammette punti
di minimo o massimo, ad esempio (in R?) prese:

t t
Ty = (\/Esin T Vk cos k)

dove k € Z\ {0}, queste soddisfano il vincolo [§™ 2(Jz,4)dt) = 1, ma:

27
27k min F(y) < / F(x)dt <2mkmax I
lyl=1 0 lyl=1

percio inf [ F(z) = —o0 e sup [ F(x) = +o0.
Guardiamo quindi alla formulazione duale di questo problema. Sia:

G(y) = max{y -z — F(z)}

TeR2n

La trasformata e definita per ogni y # 0 in quanto:

y-x—F(x) < (y— (H}gE}XF)x) T

ed essendo I strettamente convessa esiste ed € unico il punto x tale che
G(y) = y-x— F(x); e chiaro che G(0) = 0, e per quanto detto precedentemente
G € ¢*(R*\ {0},R), & omogenea di grado 2 e chiaramente ¢ positiva al di
fuori dell’origine.

Ricordando che G'(y) = z, dove G(y) = y - x — F(x), e vale F'(z) =y,

uno ricava derivando:
F"(x(y)2'(y) = F"(2)G"(y) = Idgen

Segue che G”(y) > 0 per y # 0, ergo anche G ¢ strettamente convessa.

Il principio variazionale che vogliamo studiare ¢ dunque il seguente:

2
min/ G(2)dt
0
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2r
sotto / —(Jz,2)dt =1
o 2

Questo minimo sara cercato su dei moti periodici di media nulla:

]::{ZGHI(SI):;/O%ZZO}

™

dove H'(S') ¢ lo spazio di Sobolev (la derivata # ¢ intesa in senso debole):
HY(SY) =Wh(SY) = {z € L*(SY) : 2 € L*(SY)}

Dato che per ogni z € H'(S?) esiste z € €(S') uguale quasi dappertutto a
z, supporremo di lavorare con funzioni continue, inoltre vale per queste il
teorema fondamentale del calcolo integrale [/* 2 dt = Z(ts) — z(t1).

Indichiamo: ,
A= {ZGF:/ (Jz,z)dt:2}
0

Vogliamo verificare che I(z) = [;" G(%) dt sia inferiormente limitata su A.

Scriviamo ’espansione in serie di Fourier su A:

5 — Z Zkeikt

keZ\{0}

Il coefficiente zy = 0 in quanto f02 T zdt = 0, dunque:

lzlz = >0 lal* < D0 lkal® = [I2]Z2

keZ\{0} keZ\{0}

percio dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwarz s’ottiene:

2= /(Jz,z") dt < ||z 2|2 2

= [z 12l < [I2]?

Dalla stima ¢|2]*> < G(%), dove 0 < € = inf G(z), segue:

|z]=1
27
/ G(3)dt > ez > 2¢ > 0
0
quindi non solo I(z) ¢ inferiormente limitata su .4, ma:

1I}‘fI:,u>0
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Prendiamo ora una successione minimizzante z; € A (ie I(z) — u); dato

che I(zy) > €l|2¢|| otteniamo per qualche M > 0:
2 < [|al® < M

e da [|zg]| 2] = 2:

Jall = =7 >+
Rl Z 72 2 aor
1zl — M
Dalla diseguaglianza ||zx|| < ||2x|| segue:
2
— < <M
2 <l <

Come conseguenza del teorema di Banach-Alaoglu le palle in uno spazio di
Hilbert sono compatte rispetto alla topologia debole, dunque, essendo z;
limitata in H'(S'), esiste una sotto-successione (che indicheremo sempre con
21) tale che:

2, — 2" € H'(SY)

La (sotto)successione z;, & anche equicontinua, infatti:

k(t) — 2 (t1)] = ‘/: s(s) ds

to
< [ i)l ds < a2 = tal?
1

< M|ty —tl\%

percio possiamo applicare il teorema di Ascoli-Arzela per ricavare una
(sotto)sotto-successione zj, e una mappa z € € (S?) tale che:
sup |zx(t) — 2(t)] — 0 (2.5)
te[0,27]
Le due funzioni z* e z sono uguali quasi dappertutto, infatti prendendo la

norma L?:
|z —z|P=(*—2,2* —Dpe=(z—2,2" —2) + (2" — z1,2" —2) = 0

Il secondo termine a destra converge a 0 in quanto z; — z*, mentre il primo
tende a 0 per la convergenza uniforme di z;. Sempre dalla convergenza

uniforme ¢ chiaro che il valor medio di z* =44 z ¢ nullo:

2w 2w
/ Z*dt’ §/ |2* — zi| dt < 2msup|z* — 2
0 0 t




2.2 Un primo teorema d’esistenza 2. Orbite periodiche

e scrivendo:

2 2T 2T
2 — / (J 2, 22 )gen dt = / (J(on — ), 2,) dt + / (J2*, &) dt
0 0 0

s’ottiene che il primo termine a destra tende a 0 da (2.5) e da ||| < M,

mentre, in virtu della convergenza debole:

2m 2m
/(Jz*,z"k)dt—>/ (Jz*, 2")dt
0 0
percio:
2w
/ (J2*, ) dt = 2
0

e z* ¢ A.
Verifichiamo che z* ¢ effettivamente un minimo. Dalla convessita di G si

ha che, per y; e v, in R?*", la mappa

9(s) = VG(sy2 + (1 = s)yr) - (42 = 91)

¢ monotona crescente (per s € [0, 1]), dunque vale la stima:

VG(y1) - (g2 — 1) S VG(s"y2 + (1= s")y1) - (y2 — u1)
=G(y2) — G(n1) < VG(y2) - (2 — v1)

Sostituendo y, = 2*(t) e y1 = 2(t), integrando otteniamo:

/0% G(&)dt — /27r G(2) dt < /27r VG(Z) - (2" — 2) dt (2.6)

0 0

Ricordiamo che VG & omogenea di grado 1, dunque per qualche C' > 0 vale:
IVG(y)| < Cly|

e segue che VG(2*) € L% dalla convergenza debole di z; abbiamo che
I'integrale a destra di (2.6) tende a 0, in definitiva si ha:

27 21
" g/ G(z)dt <liminf [ G(z)dt =p
0

—+o00 JO

e z* & appunto un minimo di [ su A.
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Ora, essendo z* un minimo di I su A, ¢ un punto stazionario di
_ 2r
T(20) = I(2) + A (/ S(Jz5)dt - 1)
0
su F, quindi per qualche A:
27 . 27 .
/ (VG(z),h) dt+)\/ (72,h) dt =0
0 0

per ogni variazione h € JF; in particolare se (J ¥, h) = 0 anche
(VG(Z*), h) = 0. Scegliamo h della forma:
L2

h=VG(*) —alz* =

dove le costanti & € R e 8 € R?" sono da determinare. Affinché h sia

periodica, fissiamo 3 di modo che & abbia media nulla:

2 21
0= h(2m) = h(0) = [~ hdt :/O VG(:*) dt — 21f

ergo:
1 27
5= f/ VG(5) dt
27 Jo
Prendiamo ora « tale che (Jz*, h) 2= (di conseguenza (VG(Z*), h) = 0),

sviluppando h uno scrive:
0= (Jz"VG(Z) —aJz"—p)

2T
= (J2*,VG(3Y) — a|| J2*||? — 5/ T2 dt
0

E chiaro che f02 T Jz*dt = 0 dato che z* ha media nulla, dunque « € unicamente

determinata da:

oz||z*||2 = (Jz*,VG(2")) 2

in quanto ||Jz*|| = ||z*|] # 0. Scriviamo infine:
Hh”2 = (VG(Z*) —aJz — B,h)

= (VG(z") = a2, h) = (VG(:*),h) =0
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dove abbiamo usato dapprima f02“ hdt =0, e poi (J z*, h) =0e
(VG(),h) = 0.

Abbiamo dunque ottenuto le seguenti equazioni per z*:
VG(") =gaaJz"+ 3 (2.7)
Da queste si deduce subito, grazie alla formula d’Eulero, che o = p > 0:
2m 2m 2m
2 :/ 2G(3*) dt :/ (VG(3), 5*) dt = a/ (J2*, %) dt = 2a
0 0 0

Dato che VG(y) = x ¢ equivalente a y = VF(x), possiamo riscrivere ([2.7))
come:

Z* =qd VF(CYJZ* + ﬁ)

Dalla continuita di z* segue la continuita del membro a destra, dunque z* ¢
¢! e quindi ¢ una soluzione classica di classe ¢? dell’equazione sopra scritta.

Sia ora:

z(t) = c(aJz*(t) + P)

per una certa ¢ > 0 da determinare, ricordiamo che VF' & omogenea di grado

1, vale allora:
T =calJi =caJVF(aJz" + ) = aJVF(x)

Abbiamo trovato una soluzione classica e periodica di (2.4, rimane da

verificare che z € S (ie = [77 F(z) dt = 1):

/027r F(z)dt :/2” ;(VF(:E), ) dt= /027T ;(02*7 c(a 2" + B)) dt

0
2r 1
= 02a/ 5(2*’ J2*)dt = o =21
0

L’equazione e soddisfatta ponendo ¢ = 4/ %’T
Otteniamo infine una soluzione (sempre classica e periodica) di § =
JV F(y) come y(t) = x (i), e il teorema ¢ dimostrato.

]



Capitolo 3
Qualche risultato tecnico

Abbiamo gia visto che 'azione non ammette minimo o massimo, per cui
abbiamo studiato un funzionale alternativo, nominalmente I’azione duale, che
ammette invece un punto di minimo.

In questa sezione daremo dei teoremi che, sotto opportune ipotesi, ga-
rantiscono 'esistenza di punti di sella; questi sono dei teoremi di tipo mini-
mazx, e sono una generalizzazione del celebre teorema del passo montano di
A.Ambrosetti e P.Rabinowitz ([13]).

Prima richiamiamo qualche concetto.

3.1 Condizione di Palais-Smale

Allo scopo di cercare punti critici di funzionali definiti su spazl infinito-
dimensionali, richiediamo una opportuna proprieta di compattezza su questi
funzionali.

Per comodita diamo la seguente definizione.

Definizione 3.1. Siano X uno spazio di Banach e I € €*(X,R), una

successione x; € X ¢ detta successione di Palais-Smale al livello ¢ € R se:
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La condizione che cerchiamo ¢ data da:

Definizione 3.2. Sotto le ipotesi di prima, diremo che I soddisfa la con-
dizione di Palais-Smale al livello ¢ (scriveremo che I ¢ di classe (PS).) se
ogni successione di Palais-Smale al livello ¢ ammette una sotto-successione
convergente; in altre parole se (¢, 0) appartiene alla chiusura dell'immagine di
I x I, allora appartiene all'immagine stessa di I x I’.

Inoltre diremo che I soddisfa la condizione di Palais-Smale (o che I ¢ di
classe (PS)) se per ogni successione zy tale che I'(zy) — 0 e I(zy) ¢ limitata,
questa ammette una sotto-successione convergente.

Chiaramente questa seconda condizione implica che I ¢ (PS). per ogni

ceR.
Osservazione 10. Se non esiste una successione di Palais-Smale al livello ¢, il
funzionale I & banalmente (PS)..

Osservazione 11. E chiaro che se I & (PS)., allora I'insieme dei punti critici:
K.={xeX:I(x)=c, I'(x) =0}
& compatto.
Guardiamo un paio d’esempi nel caso X = R.

Esempio 3.1. Sia f(x) = e*, dato che f'(z) = €”, se f'(xx) — 0, necessaria-

mente x; — —o00, dunque per una tale successione:

f(zr) =0

Quindi se x; € una successione di Palais-Smale questa ¢ necessariamente al
livello 0; dato che una tale successione ¢ divergente la funzione f non puo
essere (PS)oy.

Banalmente f & pero (PS). per ogni ¢ # 0.

Esempio 3.2. Se f(x) = cosz, le successioni xy = 27k e y, = 7k sono
chiaramente successioni di Palais-Smale, rispettivamente al livello 1 e —1, ma

essendo divergenti concludiamo che f non ¢ (PS); o (PS)_;.
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Esempio 3.3. Consideriamo f(z) = z, da f’ = 1 ¢ automatico che f ¢ di
classe (PS). per ogni c.
Ancora se f(z) = %2, presa una successione di Palais-Smale xj, necessa-

riamente:

f/(ZL’k) =x, —0
x2

ed ¢ chiaro che f ¢ (PS)y, anzi (PS). per ogni c.

3.1.1 Lemma di deformazione

Prima di procedere diamo qualche definizione.

Definizione 3.3. Una mappa continua ¢ : X — X, dove X ¢ uno spazio
topologico, e detta deformazione se € omotopa all’identita, quindi se esiste

n:X x[0,1] = X continua tale che:

Definizione 3.4. Sia f : X — R, data ¢ € R indichiamo 1’insieme di

sotto-livello ¢ con:

fo={z e X: f(z) <c}

Definizione 3.5. Sia I € ¢'(H,R), dove H ¢ uno spazio di Hilbert, definiamo

allora il gradiente di I come:

(VI(x),y) = (I'(2),9) g

In altre parole VI(z) ¢ I'identificazione di I'(x) con un vettore di H; que-
sta & data dal teorema di rappresentazione di Riesz. A scanso d’equivoci

indicheremo il gradiente anche con la notazione I'(x).

Enunciamo un lemma ausiliare:
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Lemma 3.1.1. Sia I come nella definizione appena data, se I soddisfa la
condizione di Palais-Smale al livello ¢, dove ¢ é un valore non critico di I,

esiste allora € > 0 tale che:
|VI(2)|| >2¢ perz €I [c— 2, c+ 2]

Dimostrazione. Se per assurdo non esistesse tale £, uno potrebbe costruire

una successione x; che soddisfa:

I(xy) = ¢

Ma I ¢ (PS)., quindi otterremmo da questa successione un punto critico =

tale che I(Z) = ¢, il che ¢ assurdo. O
Ricordiamo dunque il teorema/lemma di deformazione:

Teorema 3.1.2 (Lemma di deformazione). Siano H uno spazio di Hilbert,
I un funzionale €*(H,R), ¢ € R un valore non critico di I; se I soddisfa la
condizione di Palais-Smale al livello c, esistono € > 0 e una deformazione

¢ : H— H, individuata da un flusso ¢y, tali che:
1. Al di fuori di [c — 2e, ¢+ 2¢], la deformazione lascia lo spazio invariato:
d(x) =x perx ¢ [c—2e,c+ 2¢]
anzi, per ogni t:

o(x) =2 perx & [c— 2e,c+ 2]

2. Pert e [0,1]:
[pe(x) —zf| <1

3. Vale:
¢(IC+€) C Ic—e

4. Si ha che I o ¢'(x) é monotona decrescente per ogni x.
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Osservazione 12. 1l teorema ¢ vero pill generalmente per funzionali ¢! definiti
su spazi di Banach, dove uno adopera la nozione di pseudo-gradiente; notiamo
solo che nel nostro caso il gradiente ¢ localmente lipschitziano, quindi ¢ anche
uno pseudo-gradiente. Rimandiamo comunque per una dimostrazione piu

generale a [14].
Dimostrazione. Prendiamo € > () come nel lemma Siano allora:
A=TI"Y[c—2e,c+ 2] B=I"c—¢,c+¢])

Chiaramente B C A, definiamo dunque la seguente funzione cut-off (d & la

distanza):
dlx,H\ A
vla) = o AL
d(x,H\ A) +d(x, B)
Dalla definizione sono immediate le seguenti:

0<9Y(z)<1 VeeH
Y(x)
Y(x)

Vediamo che v ¢ localmente lipschitziana: dalla diseguaglianza triangolare si
ha che:

0 perz € H\ A

1 perx € B

d(z,H\ A) +d(z,B) > d(H \ A, B)
Intorno un punto z € A\ B vale:
dlz, H\ A) +d(z,B) < C = C(z)
Percio, attorno a z € A\ B, per C > sup{C~!, (d(H \ A, B))™'}:
(1) = d(@s)] < Cld(wy, H\ A) = d(wz, H\ A)| < Clay — o]

La mappa 1 & quindi localmente lipschitziana; attorno x € H\ Ao z € B il
fatto e banale.

Costruiamo il seguente campo:
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Notiamo che X ¢ localmente lipschitziano, percio possiamo considerare il

flusso associato ¢y, che ricordiamo risolve:

d
dt [Pe(x)] = X(¢(2))
do(r) =x

La deformazione cercata ¢ dunque ¢(x) := ¢p—1 ().

Al di fuori di A il campo X & nullo, da cui ¢;(x) = x per ogni ¢, e percio
anche ¢(x) =z, per = ¢ A.

Chiaramente || X (z)|| < 1 per ogni x, dunque per t € [0, 1]:

<t<1

Jo1(a) =l = | [ X(u(a) ds

Verifichiamo che I(¢;(z)) ¢ monotona decrescente:
d )
5 1(0(@)] = (VI(9(x), bu(x))

B —(py(2))|VI(z)| perx e A
0 perz ¢ A
Essendo questa non positiva, otteniamo quanto detto.
Percio se x € I¢7¢, basta che I(¢:(z)) < ¢ — € per qualche ¢ € (0, 1) per
avere che I(¢(z)) < c—e.
Sia invece per assurdo I(¢(x)) > ¢ — e per ogni t € [0, 1], in ogni caso

vale sempre I(¢(z)) < ¢+ ¢, per cui essendo ¢,(z) € B:
10(a)) = 1(6eo(e)) + [ 11(00()) di

= 1)+ [ (VI0u(w). o)) dt
~ I(x) —/01 VI(2)| dt
<ct+e—2e=c—c¢

Abbiamo trovato contro le ipotesi che ¢(z) € 17, il che & assurdo.

In conclusione ¢(1¢¢) C I¢7¢, e il teorema ¢ dimostrato. O
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3.2 Teoria del grado

Richiamiamo brevemente qualche nozione sul grado topologico; daremo dei
risultati fondamentali senza dimostrazioni, rimandando all’Appendice [A] per
delle dimostrazioni, e comunque per una trattazione piu approfondita e

dettagliata si puo vedere [15].

3.2.1 Grado di Brouwer

Il grado ¢ stato introdotto, nel caso finito-dimensionale, da L.Brouwer in [16];
questo € un numero intero, determinato unicamente da certe sue proprieta,

che risponde a domande come 1’esistenza e molteplicita di soluzioni di:

f(z)=p

per f € €(R",R") e dato p € R™. Sempre da questo uno puo trarre risultati
d’esistenza di punti fissi per trasformazioni d’uno spazio, o d’una varieta, in

sé stesso.

Definizione 3.6. Per f € €1(Q,R"), dove Q C R" & aperto e limitato, preso
p € R™ al di fuori di f(0f), richiedendo inoltre che p sia un valore non cm’tz’cﬂ
di f, definiamo il grado:

> sgn(det Jg(x)) se esistex tale che f(z) =p
d(f,p,Q) = { ws@=p

0 altrimenti
Indichiamo con J;(z) la matrice jacobiana di f in .

Osservazione 13. La definizione ha senso in quanto, essendo p punto non critico,
tutte le soluzioni di f(z) = p sono punti isolati, per cui sono necessariamente
finiti.

Diamo le proprieta fondamentali:

'Ergo J¢(x) & non singolare per f(z) =p
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Proposizione 3.2.1. Valgono le sequenti:

1. SepeQ:
d(1d,p,Q) =1

altrimenti: d(Id,p,) = 0.
2. Se d(f,p,Q2) #0, esiste x € Q tale che f(x) = p.

3. Se Q1 e Qq sono due sottoinsiemi aperti di 2, dove QN Qy =0 e
p & f(Q\ (U UQy)), allora:

d<f7p7 Q) = d<f7p7 Ql) + d(f7p7 QQ)

4. Per g che approssima f su ) (in maniera €*), il grado rimane invariato:

d(f,p,) =d(g,p,Q)

Grazie alla proprieta [4 uno puo estendere la definizione di grado dapprima
anche per punti critici, facendo uso d’un mollificatore, per poi definirlo
per funzioni anche solamente continue. Cosi facendo uno riottiene tutte le
proprieta appena date (dove la proprieté si traduce in norma %); rimandiamo
per i dettagli all’Appendice [A]

Abbiamo altre due proprieta:

Proposizione 3.2.2. [] grado ¢é invariante per omotopia; quindi per h; €
€([0,1] x Q,R™) tale che hg = f e p & hy(OQ) per ogni t € [0,1], vale:

d<f7p7 Q) = d<ht7p7 Q) per O_int

Proposizione 3.2.3. Date f e g uguali su 0S), per p ¢ f(0Q) = g(9RQ2), il

grado € uguale:
d(f,p,?) = d(g,p, )

Questo segue da [3.2.2] considerando 'omotopia:

hi(z) = tf(z) + (1 = t)g(x)
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3.2.2 Grado di Leray-Schauder

Allo scopo di trattare problemi non lineari come:
K(x)==z (3.1)

dove x appartiene a uno spazio di Banach X e il funzionale K ¢ compat-
to, J.Leray e J.Schauder hanno esteso il grado di Brouwer al caso infinito-

dimensionale in [17].

Seguendo ({3.1)), uno considera funzionali della forma:
O(x) =1d— K(x)

dove K : X — X ¢ compatta; tali funzionali ® sono comunemente chiamati
perturbazioni (compatte) dell’identita.

Ricordiamo che una mappa continua K : X — Y tra due spazi di Banach
e detta compatta se, dato un insieme limitato B C X, la chiusura m e
un compatto in Y; equivalentemente se x; € una successione limitata in X,

allora K (x;) ammette una sotto-successione convergente.

Proposizione 3.2.4. Siano X spazio di Banach, & C X un aperto limitato,
® € 6 (Q, X) una perturbazione dell’identita, p ¢ ®(0N), allora ¢é definito il
grado di Leray-Schauder:

d(®,p,Q) €Z

che mantiene le proprieta date prima per il grado di Brouwer nella Proposi-
zione [3.2]].
Inoltre anche il grado di Leray-Schauder é invariante per omotopia, a

patto che tale omotopia sia anch’essa una perturbazione dell’identita.

Ci limitiamo a dire che questo grado nasce in maniera naturale come il
grado di Brouwer d'una approssimazione ®. di ®, dove I'immagine di ®. ha

dimensione finita.
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3.3 Teoremi d’esistenza di punti critici

I teoremi che vogliamo usare poggiano su una particolare proprieta d’interse-

zione data da V.Benci e P.Rabinowitz ([4]).

3.3.1 Proprieta di linking

Definizione 3.7. Sia X uno spazio di Banach, V' C X un suo sottospazio
chiuso; dati due insiemi chiusi S C X e @ C V, diremo che S e 862?] linkano

se:
1. SNoQ =10

2. Per ogni mappa v € I', dove:
[={ye€e¥(Q,X):v(x) =2 perz € dQ}

si ha: SNy(Q) #0

Proposizione 3.3.1. Sia X = E @&V wuno spazio di Banach, dove V ha

dimensione finita, per R > p > 0 e e € E di norma unitaria consideriamo:
S=0B,NE={uecE:|ul|=p}
Q= (BrnV)@{re:0<r <R}
QCV®dRe
Per chiarezza abbiamo indicato:
By ={ue X :|ul| <r}
Sotto queste ipotesi, S e OQ) linkano.

Dimostrazione. Notiamo subito che () ha dimensione finita, inoltre SNOQ = :
seu=uv+re € 9Q,dove v € BgnNVedr € [0,R], ov € OBgNV, e

chiaramente una tale u non puo appartenere a un sottoinsieme di E quale

211 bordo & inteso rispetto a V'
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S, 0r =0 oppure r = R; per r = 0 solamente u = 0 € E, ma lo 0 non
appartiene a S, mentre per r = R se u € E questa giace fuori 0B, N E.
Dunque siano h € I', P, : X — V e P, : X — E le proiezioni nei rispettivi

sottospazi, allora dimostrare:

MQ)NS #0
equivale a verificare:
[ Prh(u)]| = p

per una qualche u € Q).

Scrivendo u = v 4 re, definiamo:
O(r,v) = (|| Pth(v + re)||, Poh(v + re))

La mappa ® € (R x V,R x V), e la penseremo come ¢ : VG Re — V @ Re;
per u € 0Q) si ha h(u) = u, quindi:

O(r,v) = (|| PL(v + re)||, Po(v +re)) = (r,v)

in altre parole @59 = Id.

Notiamo che per u = v + re € 9@ non puo essere:

(I)|3Q<T7 U) = (IO7 0)

dato che (p,0) ¢ 0Q = ®(0Q).
Identificando ) con un sottoinsieme di R" (per una certa n), possiamo

allora parlare del grado di Brouwer di ® in (p, 0):

d(¢)7 (pv 0)7Q) = d(Idv (P, O)aQ) =1

L’uguaglianza vale in quanto ®jaq = Idjaq e, come detto prima, (p,0) ¢ 0Q).
Essendo il grado non nullo esiste u € @ tale che ®(u) = (p,0), ergo

h(u) € S, come volevasi dimostrare. O
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Vogliamo dare un risultato analogo nel caso infinito-dimensionale, ov-
vero per X = FE; @ F,, dove entrambi i sottospazi possono essere infinito-
dimensionali.

Consideriamo in questo caso una particolare famiglia d’omotopie & C
%(]0,1] x X, X), i cui membri ¢, € ¢ soddisfano:

1. ¢o=1Id

2. La proiezione in 5 di ¢; € una perturbazione dell’identita in Fs, quindi

esiste una mappa compatta K; : X x [0,1] — FE, tale che:

Pygy(u) = Pyu — Ki(u)

Diamo quindi una nuova definizione di linking:

Definizione 3.8. Siano X = E; @ E, uno spazio di Banach, £ un sottospazio
di E,SCEeQC E;allora S e dQ linkano rispetto a ® se, per ogni mappa
¢ € ® tale che:

SN¢(0Q) =0 per ogni t

vale:
SN¢(Q) #0 per ognit

E chiaro che necessariamente deve valere a priori:
SNoQ =10
Con questa definizione uno ottiene immediatamente:

Proposizione 3.3.2. Siano X = E; & Es uno spazio di Banach, ry > p > 0,

e € E di norma unitaria e ro > 0; consideriamo:
S=0B,NE;
Q= <§T2ﬂE2)EB{re:O§r§’r1}
QCE=FE®Re

Sotto queste ipotesi, S e Q) linkano rispetto a ®.
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Dimostrazione. La dimostrazione e identica a quella data prima nel caso

finito-dimensionale, dove pero uno considera il grado di Leray-Schauder di:

Ui(r,u) = ([ Prgr(re +u)|l, Pagi(re + u))

sempre nel punto (p,0) in Q.
Essendo ¢, € ®, la proiezione Py¢; ¢ una perturbazione dell’identita e
possiamo parlare appunto del grado di ¥,.
]

3.3.2 Teoremi

Teorema 3.3.3. Siano X = E @&V wuno spazio di Banach, E eV due
sottospazi chiusi, in particolare V avente dimensione finita; dati I € €*(X,R)
di classe (PS), due insiemi S C E e Q C V tali che S e 0Q linkano, se

valgono:

1. Per una qualche o € R:
I|S Z (0%

2. FEsiste f < « tale che:

Lo <
3. Il funzionale I € superiormente limitato su Q:

sup I(u) < 400
ueEQ

allora I ammette un valore critico ¢ > « ottenuto come:

¢ = inf sup I(h(u))

hel’ yer

L’insieme T é come nella Definizione[3.7]:

F={ye€Q,X):v(x)=x perx € dQ}
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Osservazione 14. Se S e () sono come nella Proposizione [3.3.1], uno ottiene
una generalizzazione del teorema del passo montano: infatti per V' = {0}, e
quindi £ = X, uno ha:

S =0B,

Q={re:0<r <R} = 0Q ={0,Re}
e le ipotesi diventano:
1. I‘(‘)BP Z «

2. max{I(0),I(Re =v)} < f

4

Le trasformazioni in I'" sono semplicemente i cammini dalla “valle” 0 alla

“valle” v = Re, che passano necessariamente per la “catena montuosa” S.

Dimostrazione. Verifichiamo subito che ¢ > «, infatti dalla proprieta di
linking si ha che per ogni h € I":

sup I(h(u)) > «
ueEQR

in quanto esiste u € @ per cui h(u) € S.
Inoltre abbiamo:

¢ <supl(u) < 400
ueEQR

per cui ¢ € R.
Ora, se per assurdo ¢ non fosse un valore critico, dato che a fortiori I e

(PS)., dal lemma di deformazione esisterebbe una deformazione ¢ tale che:
¢<[c+5) C JeE

per una certa € > 0 che possiamo supporre arbitrariamente piccola.
Dalla definizione di ¢ esiste h tale che:
sup I(h(u)) <c+e
ueQR
ergo:
hQ) C I = ¢oh(Q)C I
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Dalle ipotesi:
lpg < Pp<a<c

quindi a patto di prendere ¢ sufficientemente piccola:
llog < <c—2e
Dalle proprieta di ¢ abbiamo che ¢ = Id al di fuori di [¢ — 2¢, ¢ + 2¢], dunque:

(po h)‘aQ =1d

epohel.
In conclusione:

c<supl(¢p(h(u))) <c—c¢
ueQ

il che ¢ assurdo. O

Diamo I’analogo nel caso infinito-dimensionale, che pero necessita di ipotesi

piu stringenti.

Teorema 3.3.4. Sia H = E & Ey uno spazio di Hilbert, dove i sottospazi
chiusi By e Ey possono essere entrambi infinito-dimensionali, inoltre Ey = Ei-;
consideriamo I € €*(H,R) [}| di classe (PS), della forma:

1) = 5 (Lu,u)y + blu)

N —

dove L : H — H ¢ un operatore lineare limitato e autoaggiunto, scrivibile

come:

L=I1LP + L, LZE1—>EZ

e il gradiente b’ di b é una funzione compatta.
Se S CEeQCE, dove E ¢ un altro sottospazio di H, soddisfano la

proprieta di linking rispetto a ®, e simile al teorema precedente valgono:

1. Per una qualche o € R:
[|S 2 «

311 teorema originale in [4] e [3] richiede solamente la continuita €
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2. FEsiste f < « tale che:
Lpg < B

3. L’insieme @) é limitato.
allora esiste un valore critico ¢ > « di I.
Dimostriamo dei fatti ausiliari:

Lemma 3.3.5. La compattezza del gradiente b’ implica che b é debolmente
continua, quindi per ogni successione debolmente convergente s’ottiene la

convergenza forte nell’immagine:
up = u = b(ug) — b(u)

Dimostrazione. Sia u; — u, dal principio d’uniforme limitatezza otteniamo
che la successione u; e v stanno dentro a una palla di raggio r > 0; se per
assurdo b(uy) non convergesse verso b(u), per una certa € > 0 potremmo

estrarre una sotto-successione wuy, tale che:
16Cur) = b(u)]| = & (3.2)
Scriviamo la seguente rappresentazione:
bug) — b(u) = (V' (u + t(ur — w)),ur — u)y (3.3)

dove t;, € [0, 1].
(Evitiamo di dimostrare anche questa uguaglianza, rimandiamo invece per
una dimostrazione pitu completa a [18])

La combinazione convessa a destra rimane ancora nella palla di raggio r:
Ju+ t(up — )|l < (1= te) [l + talfup]| <

quindi esiste un’altra sotto-successione (della sotto-successione presa prima)

tale che:

V' (u+tr(u, —u)) =y
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per una certa y € H, dato che b’ ¢ compatto.
Riscriviamo il lato a destra di (3.3)):

(V' (u+ tp(ug — w)), ur — u)y

= (y,ur —u) + (V' (u+tp(up —w)) — y, up — u)
Il primo termine tende a 0 in quanto u,; — u, mentre il secondo in quanto
b'(u+ tg(ug —u)) — y e comunque |luy — ul| < 2r.
Ma cosi facendo abbiamo ottenuto che b(ug) — b(u), il che ¢ assurdo in
quanto abbiamo assunto . O

Lemma 3.3.6. Sempre sotto le ipotesi del teorema, consideriamo la famiglia
di omotopie I'* C €([0,1] x H, H) i cut membri h; soddisfano:

1. hg=1d
2. hypg = 1d
3. L’omotopia e scrivibile come:
he(u) = ey + K, (u) (3.4)
dove 0, € €([0,1] x H,R) e K; é una funzione compatta.
Allora ogni hy € I'* soddisfa, per ogni t:
h(Q)NS #0 (3.5)
Osservazione 15. Se g; e hy sono in I, anche la loro composizione:
gy o hy = eloont)ly 4 Kyop(t,u) e I'

Infatti se 0, e 6, sono le funzioni che compaiono nella scrittura (3.4)) nell’e-

sponenziale, associate rispettivamente a g; e hy, allora:
Ogon(t,u) = 0,(t, he(u)) + On(t, u)
Similmente:

K pon(t, 1) = %0®m O K (1 00) + K (2, hy(u))
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Dimostrazione. Abbiamo che (3.5) equivale a trovare u € @) tale che:
Plht(U) es
Pght(ll,) = 0

Dato che L = L1 P, 4+ Ly P,, e comunque F; ed Es sono ortogonali tra loro,

possiamo scomporre h; come:
hy(u) = Wi p gy 4 Wz pyy 4 Ky(u)
Quindi Pohy(u) = 0 diventa:
Wl pg 4 PKi(u) =0
o equivalentemente, indicando Pou = uy e PoK; = Ko:
Uy + e W2 ) (1 u) =0
Dunque se definiamo:
dr(1) = Pyhy(u) + up + e W2 K (¢ 0)
chiaramente ¢; € @, e per quanto appena detto (3.5)) equivale a:

H(@)NS#0

Ma essendo ¢, € ®, ci basta vedere che ¢,(0Q) NS = () per concludere.
Ricordiamo che per ipotesi htjoq = Id, per cul anche ¢y 5 = Id; dato che

S e 0Q linkano rispetto a ®, necessariamente:
SN (0Q) =SNoQ =0
dimostrando cosi I’enunciato. O

Lemma 3.3.7. Sia ¢ un valore non critico di I, e siano € > 0 e ny il flusso
fornito dal lemma di deformazione con parametro ¢; allora il flusso n; per

t €10,1] é della forma:
ne(u) = Wy + K (u)

dove K; e 0; sono come nella definizione di I'*.
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Dimostrazione. Dalla dimostrazione del lemma di deformazione, il flusso 7, ¢

determinato come soluzione dell’equazione:

d VI(u)

@ﬂt(u) = —@/J(U)W = X(u)

dove ¢ & una funzione cut-off con valori in [0, 1] e uguale a 0 al di fuo-
ri di I7'([c — 2¢,¢ + 2¢]); percio essendo || X (u)| < 1 possiamo scrivere
alternativamente:

X(u) = —w(u)VI(u)

per w con valori in [0, 1].

Sotto le ipotesi del teorema, il gradiente e:
VI(u) = Lu+V(u)

e 'equazione del flusso diventa:

& 1) + () L) = —o(m () ()

Questa € un’equazione lineare non omogenea, che ammette soluzione:
—A(t)L
ne(u) = e AO0y 4 Ky (u)

dove:

A) = Alty0) = [ ol (w) ds

Kaw) = —e A0 [ ALy ) ()

Chiaramente A(t), per t € [0, 1], ha valori in [0, 1].
Rimane da vedere che K; ¢ compatta.

Data una palla Bg, in quanto ||n;(u) —u|| < 1 per ¢ € [0, 1], abbiamo:
n([0,1] X Br) C Bp1

— V'(n([0,1] x Br)) C V'(Brs1) C V'(Brya)

Essendo &' compatto, I'insieme ¥/(Bgy1) ¢ compatto.
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Prendiamo I'immagine:
Y ={e""bz:a,b€[0,1], 2 € ¥/(Br1)}

Dato che e*lbz & una funzione continua rispetto a ogni sua variabile (a,b e z),
e il dominio scritto sopra ¢ compatto, anche la sua immagine Y e la chiusura
del suo inviluppo convesso conv(Y’) sono compatti.

Dalla scrittura di K; abbiamo che:
Ki(u) = —e ALK (1)

t
K} (u) = / Z(T,u)dr

0

dove, per u € Bgre 0 <7 <1, la funzione Z € Y.
Dato che Z & compatto:

t _
/ Zdr € conv(Y)
0

In conclusione abbiamo:

K~*([0,1] x Bgr) C conv(Y')

e dunque anche K; & compatto.

Ritorniamo al teorema:

Dimostrazione. Data ['* come prima, costruiamo:

c= inf supI(hi=1(u))

hel* UEQ
Dalla proprieta d’intersezione di I'* abbiamo immediatamente che:

c> o

Chiaramente, essendo L limitato, il termine 3(Lu, w) di I(u) ¢ limitato su @,
in quanto () stesso € limitato; se per assurdo b non fosse limitato su (), uno

potrebbe trovare una successione uy in () tale che:

|b(ug)| — +oo
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ma () C B,, per qualche r > 0, dunque esistono u € B, e una sotto-successione
uy, tali che:

U — U

Ma b ¢ debolmente continua, quindi si ha anche:
b(ug) — b(u)

che ¢ assurdo.
Abbiamo trovato che I ¢ limitata su @), percio ¢ € R.
Se per assurdo ¢ non fosse un valore critico, applichiamo di nuovo il lemma

di deformazione cosi da avere ¢ = 1,—; tale che:
¢(IC+6) C Je¢

per una qualche € > 0 arbitrariamente piccola.

Dalla definizione di ¢ esiste h; € I'* tale che:

sup I(hi(u)) <c+e
ueEQR

Se ¢ ¢ sufficientemente piccola, per u € 0Q:
Iu)<p<a-—2

quindi ¢, e similmente 7, per ogni t € [0, 1], preservano il bordo 9Q), dunque
e € =
Ma allora anche la composizione n; o h; € I'*, e segue:
c<supl(pohi(u)) <c—ce
ueEQ

il che ¢ assurdo.
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Capitolo 4
Esistenza d’orbite periodiche

In questo capitolo vedremo un risultato d’esistenza d’orbite periodiche per
sistemi hamiltoniani, per un dato periodo, seguendo [4] e [3]. Da questo
seguira un teorema d’esistenza per una data superficie d’energia stellata
rispetto all’origine ([3] e [19]), che generalizza il Teorema dato prima.
Questi due teoremi sono stati dimostrati da P. Rabinowitz anche in [20] e

[21], facendo uso d’un particolare indice topologico.

4.1 Lo spazio H>

Concentriamo l'attenzione sui moti periodici z(t) = z = (¢,p) € R*" di
periodo 27; ricordiamo che ’azione, definita in precedenza, presenta il seguente

termine:
27

]_ 2
A = [T pddt =5 [ (2 (4.1)
0 2.Jo
dove J = (f}n %).

Se z € LQ(S 1), questa ammette un’espansione in serie di Fourier:

— it
z = sze

jez
dove z_; = z; € C*" per ogni j.

29



4.1 Lo spazio H'/? 4. Esistenza d’orbite periodiche

Quindi sostituendo in (4.1):

A(z) = mi Y j (I, 2) e
JEZ
Vogliamo dunque studiare quei moti z € L? tali che:
[A(2)] < 7D Ll Tzillz] = 7 ) illz)* < +oo
JET JEZ
Piu precisamente definiamo il seguente spazio funzionale:
H2(SY,R*™) = {z e LS, R*) : S_(1+ |j])|7]* < +oo
JEZ
Questo & uno spazio di Hilbert con prodotto:
(2, Qmrre = D (1415 (25, Gz
JEZ
e di conseguenza ha norma:
272 = D (1 + 5]
JEZ

In maniera pitt descrittiva, si puo vedere H'/?(S') come lo spazio di quelle
serie di Fourier con derivata frazionarial| d’ordine § in L(S*).

Evitiamo di richiamare le definizioni (e teoremi annessi) d’integrali e
derivate d’ordine frazionario per serie di Fourier, rimandando invece al capitolo

XII (piu precisamente alle sezioni 8 e 9) dell’opera [22] di A.Zygmund.

Proposizione 4.1.1. Lo spazio H'/?(S') s’immerge in maniera compatta in
L#(SY), per ogni 2 < s < +00.

In particolare valgono le sequenti disequaglianze:

12llzs < Cell2l /e (4.2)

dove Cs > 0 dipende solamente da s.

'E inteso che uno ignora il termine costante della serie.
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Dimostrazione. La diseguaglianza (4.2)) segue da un caso particolare d’un
teorema di [22] (capitolo XII 9.23), che dice: data una funzione f € L"(S'),
dover > 1, perr <s< 4ooea= % — % > 0 si ha che I'integrale d’ordine

frazionario  di f, indicato con f,, ¢ in L*(S!), e vale:

1 fal fl

Ls S Cr,s

i (4.3)

dove C, s > 0 dipende solamente da 7 e s.
Uno quindi applica (4.3)) sostituendo f con la derivata d’ordine % di
1 . . . .
z € Hz e fissando r = 2; dato che stiamo considerando il termine costante

come nullo, si ha (ricordiamo che a < 1):

12llze = 1Fgllee < [l fallzs

per ogni « e s come detti prima, dimostrando cosi (4.2)).

Se z presenta un termine costante zg, detta z* = z — zg, abbiamo:

Lo < [20] 4 [|27]

I2] Lo < 20| + Call2"[| /2

= |||

1s < l2o* + CLll2" e + 2Cs 20l 12" | rave < (CF +2C5) 121132

assumendo che Cy > 1.
Per la dimostrazione della compattezza della mappa d’inclusione riman-

diamo al Lemma 4.29 di [19]. O

4.1.1 Decomposizione di H:

Sia {ex}3", la base canonica di R*", scriviamo in particolare n; := e;, per
1 < k < n; diamo dunque una base di H'/?(S') composta dalle seguenti
funzioni (j e N* e 1 < k < n):

= sin jtey + cos jtn

o
ol
~
[

cos jte, — sin jtn
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e consideriamo nella base anche la base canonica di R?".
Questa base non solo ¢ L?-orto 1 ¢ he ort le rispetto al
gonale, ma e anche ortogonale rispetto a

prodotto bilineare associato ad A, ergo se:

1 27 . )
Blgl =5 [ (7.8 + (g4 d
si ha che per elementi diversi della base, chiamiamoli 7y, e 72, vale B[y, y2] = 0.
Abbiamo inoltre:
Alex) = A(m) =0
2m 2
Alpir) = A(yp) = —j/ sin jt dt — —j/ cos? jtdt = —jm < 0
0 0
A(0j) = A(Gr) = jm >0
Definiamo allora i seguenti sottospazi di HY?:
H? =R
H™ = span{¢; i, ¥jr:j € N',1 <k <n}
H* := span{b;, ¢ : j €N, 1 <k <n}
Chiaramente per z € H? vale A(z) = 0, per z € H' invece A(z) > 0 e
similmente A(z) < 0 per z € H™; dato che A(z) = 1Blz,z], segue per
e H e 2+ € H*:
AR+ 2T +27) = A(z7) + A(zY)

Diamo quindi un altro prodotto scalare su H'/2: siano v = 0% + vt + v~ e
w=w’4+wt+w in H/2, dove v°, 0w’ € H° e similmente gli altri termini
appartengono ai sottospazi appena dati, allora:

(v,w) = (v,w)a = (2, w")gen + Blv", w'] — Blv™,w] (4.4)
e la norma associata e:
loll* = [lvll% = [ + 2A(v") — 24(v7)

Si puo vedere che la norma || - || 4 ¢ equivalente a quella || - || ;1/2, in particolare
vale ancora la diseguaglianza per questa nuova norma.

In conclusione, abbiamo la seguente decomposizione in sottospazi ortogo-
nali:

=H'@eH @ H

N[

H
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4.2 Esistenza per dato periodo

Teorema 4.2.1. Sia H un’hamiltoniand’] €(R*",R), che soddisfa le sequenti:
1. H>0
2. H(z) = o(|z]?) per 2 = 0
3. Esistono R >0 e > 2 tali che per |z| > R:

0<pH(z) <z -VH(z) (4.5)

Allora per ogni T' > 0 esiste una soluzione periodica, non banale, del sistema

hamiltoniano associato ad H avente periodo T
Osservazione 16. Scrivendo z = r(, dove r = |z| > R e |(| = 1, segue dalla
condizione [4.5] derivando H (r¢) rispetto a r:

;i [H(r()] = ¢-VH(r¢) = iz -VH(z) > %H(z = ()

Scriviamo F'(r) = H(r¢) e riarrangiamo la disequazione sopra:

, P
= >
(]'OgF<,r)) F(T) — r
Integrando s’ottiene:
F(r) rH
log F(R) > logﬁ — F(r) > c¢(R,F(R), u)r"

= H(z) > c|z|"

La diseguaglianza vale per r = |z| > R, quindi per ogni z esistono due costanti
C} e (5 non negative:

H(Z) Z C’1|Z|‘u - 02 (46)

Dato che p > 2, abbiamo che la condizione implica una crescita superqua-

dratica dell’hamiltoniana.

21l teorema in [3] e [4] ¢ stato dimostrato per il caso €
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Dimostrazione. Come prima ci riconduciamo al caso con periodo 27 studiando
il sistema:

T
Z = §JVH(2) = \JH(z)

Il piano per dimostrare il teorema ¢ usare il Teorema nel caso particolare
di S e ) come descritte nella Proposizione [3.3.2, considerando come spazio
ambiente H = H'/2(S') e sottospazi:

E,=H" E,=H'@H"

I funzionale considerato ¢ ovviamente 'azione I(z) = A(z) — Ab(z), dove

b(z) = [H(z).

Piu precisamente prenderemo un’approssimazione di H, detta Hg, con
annessa azione I = [, e verificheremo che I rispetta tutte le ipotesi del
Teorema ottenendo cosi una soluzione debole in HY/? del sistema
hamiltoniano; poi seguira che tale soluzione e sufficientemente regolare, ergo
& una soluzione classica. Infine si vedra che questa e anche una soluzione

classica del problema originale, completando cosi la dimostrazione.

4.2.1 Scrittura di A(z)

1
Lemma 4.2.2. ][] termine A(z) é scrivibile come §(Lz,z) per un certo

operatore limitato e autoaggiunto L = L1 + Lo.

Dimostrazione. Siano:
1
P*:H» — H*
le proiezioni in H*, allora:

(A'(2),1) 4 = Blz,h] = ((P* = P7)z,h) |

= A= (), 2), = 5 ((P* = P)z.2),
— L=(P*—P")
[

Ricordiamo che il prodotto scalare usato su H/? & quello descritto in
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4.2.2 Compattezza del gradiente V'

Per garantire che il gradiente di b sia compatto, vorremmo imporre delle

condizioni sulla crescita di H, cosi da poter usare il seguente risultato.

Lemma 4.2.3. Sia H € €*(R*",R) un’hamiltoniana che soddisfa:
|H (2)] < a1 + aslz[° (4.7)
[VH(2)| < b1+ bo 2" (4-8)
per qualche 2 < r < s < 400 e per ogni z, allora il gradiente di:
2 1
b@:/ H(z)dt € €* (H? R)
0

che ha forma: ,
(¥'(2), h)a :/ VH(z) - hdt
0

e compatto.

Dimostrazione. Ricordiamo che la condizione (4.7)) (e similmente (4.8))) im-
plica per p > 1:
2 € LP(SY) = H(z) € L/*(S")

dove questa corrispondenza e continua, percio b e effettivamente definita su
H'? C L* e dalla continuita di H segue quella di b.

Sia u,, € H'/? una successione limitata, allora esiste uv € H'/? tale che:
U, — u rispetto a oz

ed essendo 'immersione HY/? — L* compatta, abbiamo per una certa sotto-

successione la convergenza forte in norma L?:
Uy, — « in norma L°

Dalla condizione (4.8]) segue che VH porta mappe dallo spazio L® in L™ in

maniera continua, e percio per u,, — u in norma L°:

VH(uy,) — VH(u) in norma L+
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Infine, usando la diseguaglianza di Holder, la diseguaglianza (4.2)) e la scrittura
della normaP

[v]la = sup (v,¢)a
<1

abbiamo:

16" (ttm) = b () ]|la < sup ¥ [V H (up) = VH(u)| |¢] dt

ol <170
< sup IVH () = VH ()| o [0]le < Cs [VH (um) = VH(u)l| po/e
garantendo cosi, per la sotto-successione u,, — u rispetto a H'/?:
V' (tupm) — V' (u) in norma H?
]

Diamo quindi la seguente approssimazione di H, dove il parametro K > 0

¢ da determinare:
Hy(2) = x(|z)H(2) + (1 = x(|2])) Ral2[*
La funzione cut-off x, di classe 65°, ¢ come segue:

xRy —[0,1]

x(z) =1 perz <K
xX(x)=0 perz>K+1
X(x) <0 per K<z<K+1

e la costante Ry = Ry(K) > 0 soddisfa:
R > H(z)

> max
K<[l2|<K+1 |z]*

Chiaramente Hyx > 0 e per z vicino a 0 vale Hx = H = o(|z]?); scriviamo

quindi il gradiente di Hg moltiplicato per z:

VHi(2) 2 =X(]2]) (H(2)|2] = Ri|])

3La norma di ¢ nel sup ¢ intesa rispetto a H/2
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Ax(ZDVH(2) - 2 + (1= x(|2])) 4Rz [*

Per |z| < K e |z| > R, che per K abbastanza grande sicuramente esiste:
VHi(2) - 2=VH(2) 2> uH(z) = pHg(2) (4.9)
mentre per |z| > K + 1:
VHpg(2) -z = 4R |2|* = 4Hg(2)
Nel caso K < |z| < K + 1, dalla definizione di R; abbiamo:
H(z)|z| — Ry|z)> <0

e per come abbiamo definito y anche x’ < 0, per cui, essendo il primo termine

in (4.9) non negativo:
VHg(2) -2 2 X(|2)VH(2) - 2 + (1 = x(|2])) 4R 2|*

> px(|2DH(2) + 4 (1 = x(|2]) Ralz* = vHE(2)

dove v = min{4, u}.
Ricapitolando vale (4.5)) per v come appena detta e R* = min{R, K}, in
particolare (4.6) diventa:

HK(Z) 2 01‘2|V — CQ (410)

e le costanti C; e Cy non dipendono da K (se K & abbastanza grande).
E chiaro che Hy soddisfa le ipotesi del Lemma m per s=4er =3,
dunque il gradiente di b = b = [ Hg € compatto.

4.2.3 Verifica della condizione di Palais-Smale

Lemma 4.2.4. Il funzionale reale:
2m
I(2) = Ix(2) = A(z) — A / Hic(2) dt
0

definito su H'Y?, soddisfa la condizione di Palais-Smale.
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Dimostrazione. Sia z,, € HY? una successione tale che:
[ (zm)| < M

I'(zn) — 0

per una qualche M > 0.

Supponendo m sufficientemente grande:
1 !/ 1 !
=5 L (zm), 2m) < I (z)lll2m]] < [l2m]
percio:
1, 2 ]
M + ||zmll = I(zm) — 5 (I'(zm), 2m) = A §VHK(zm) “zm — Hi (z) dt
0

1 1 2
> {)\ (2 — ) VHg(zm) * Zm dt] — M,
0

v

Notiamo intanto che la stima sopra al momento non dipende da K e (1/2) —
(1/v) > 0, per cui:
M + ||zl > Mol 2|74 — M3 (4.11)

data la particolare forma di Hg; sottolineiamo che My e M; dipendono da K.
Similmente s’ottiene, scrivendo z, = 22, + z + 2,

1 1

27
M+ || 2| > [A (-)/ Y Hi(2n) - 2 dt| — M
2 v/Jo

1 1 2
> [A (2 _ ) v [ i) dt] — My > M|l — M
1% 0
> My||zm|he — Mg > 2w My|20 ¥ — Mg

e le costanti appena introdotte non dipendono da K.

In altre parole, per una certa costante Ms:
|20 < My (14 ||zl (4.12)
Dato che:

27
(Aen)s ) = A| [ VHic(em) - 2] < (2] < D5

0
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segue:
21

VH(2m) - 2 dt] + |23,
0

Applichiamo la diseguaglianza di Holder e (4.2) (s > 2):

2

2z l* = 24(z) = (A'(2m), 2) < A

L < Cl[VHg (zm) | 23]l 2 ]| 4

[ Vi) - 2 dt] < [V Hicn) 1))z

Usiamo (4.8)) per r = 3:
IVH (210 < aalllzm] [l s + e
Riapplichiamo la diseguaglianza di Holder:

1/4 1/
zmlllzs = (llzml™ - Uzr) ™ < (2712 ]Il 21e )

4
= N||2m|24
In definitiva:
20|25 1% < Mo (14 [[2mll3s) 1275

ovvero, usando (4.11)):
Izl < Mg (1+ [l2mll32) < My (1+ [|2m]|*) (4.13)

Vale un risultato identico considerando —z,, al posto di z;}.

Dunque, mettendo assieme (4.12)) e (4.13)):
l2mll < M (14 [[2m]|** + |2 ])*)

otteniamo che z,, ¢ limitata.
Sicuramente 2! € R*" ammette una sotto-successione convergente, in

virtu della topologia finito-dimensionale; invece prendendo ad esempio z;':
2t =PI (2) + APV (2,,)

per m — +oo il gradiente I’ svanisce, mentre essendo b’ compatto possiamo
estrarre una sotto-successione z,, tale che P*b/(z,,) converga, e di conseguenza
anche z convergera.

Vale un ragionamento analogo per z,,, dimostrando cosl che esiste una
sotto-successione convergente di z,,.

O
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4.2.4 Ultime verifiche su /

Riprendiamo le notazioni della Proposizione |3.3.2
S=0B,NH"

Q= (B (100 7)) o e 0 < <)

dove e € H" ha norma unitaria, 0 <7, < p e ry > 0.
Come abbiamo gia visto S ¢ 0@ linkano rispetto a P.

Dimostriamo quindi:

Lemma 4.2.5. Esistono p >0 e a > 0 tali che:
[|5 = I\E)BPHH*' >a>0

Dimostrazione. Dalla condizione [2| abbiamo che per ogni ¢ > 0 esiste § > 0

tale che:
Hi(z) < ezl

per ogni z di norma |z|gze < 9.
Per come ¢ scritta Hy, esiste M = M (e, K') > 0 tale che:

Hg(2)
|2

<M

per |z| > 6.

Mettendo assieme le due diseguaglianze abbiamo:
Hy(2) <elz|* + M|z|*

per ogni z.

Integriamo questa disequazione e usiamo (4.2)):
2
|7 Hi(@) dt < ellzlE + Mzl < (Coz 4+ G 2]?) |1
Dunque per z € H™:

I(z) = A(z) — \b(2) > ||22”2

=\ (Cae + CuM|2]?) 1211
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In particolare per e = (ACyn) " e p = (ACyMn) ™"

n—2p2

I(z) > o

Percio considerando n > 3 e a come il termine a destra della disequazione

sopra, otteniamo quanto detto.

Si nota che « e p dipendono da K, in quanto dipendono da M. O]
Lemma 4.2.6. Esistono ri, ro e w < 0 tali che:
I|3Q S w S 0
Dimostrazione. Siano z =20+ z"er > 0:
2
I(z+re) =2/ — 2|22 — )\/ Hic(z +re) dt
0
Usiamo dapprima (4.9)), per poi applicare la diseguaglianza di Holder:

2T 2T
/ Hy(z+re)dt > C’l/ |z 4+ re|” dt — 2mCy
0 0

27 v/2
> (s (/ |z+7’e|2dt> —Cy
0

27 v/2
e (/ 202 + |22 +7°2\e]2dt> _q,
0
> C5(|Zo’y + 7"”) — 04

e la stima non dipende da K.
Quindi:

I(z+7re) < (27"2 — AC51" + Cy) — (2”2’][2 + )\C5|zo\”)

Sia:
gb(’f’) = 27"2 — )\C57"V + 04

Dato che v > 2, esiste r; > 0 tale che per r > r;:

o(r) <0
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€ necessariamente:

I(z+7re) <0

Siano ora:
U(z) = 2]z7|I” + ACs|2°|
M = max_¢(r)
rel0,r1]

Consideriamo 74 tale che per ||z|| > ra:
U(z) = M

allora vale:
I(z+7re) <0

In conclusione abbiamo trovato r; > 0 e ro > 0, che non dipendono da K,

tali che, per z € 0B,, N Es:
I(z+7re) <0
per z € Ey sicuramente (Hgx > 0):
21
I(z) = —2||= | - /\/ Hyc(2)dt <0
0

mentre per r = ry:
I(z+m1e) <0

In altre parole:
llog <0

4.2.5 Regolarita di zx

Dato che I'azione dell’hamiltoniana Hg soddisfa tutte le ipotesi del Teore-
ma |3.3.4] esiste un valore critico cx > 0 con annesso punto critico zx €
H'Y2.

Vogliamo verificare che zx € €2 e non sia costante.
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Dato che I'(zx) = 0, per ogni ¢ € H' ¢ H/?:

(F(a10). O = Blares () = A [ VHie(are) - Cat =0

In particolare prendendo ¢ = e, dove {e;}2", sono la base canonica di R*",

s’ottiene che il valore atteso di VHg(zx) € nullo:

IV Hic(210)] = [V Hie(250)] = 21 7 e () dt = 0

™ Jo

Dato che il valore atteso ¢ il coefficiente costante della serie di Fourier, essendo
[JVHK(zKk)] = 0, possiamo integrare AJV H (z) e ottenere una funzione

periodica z in L?; questa risolve dunque:

2= NIV H(zx)
Sia A\JVH (2x) = . axe’™, consideriamo in particolare z tale che [z] = [2k]:
k£0
z=[zg]+ ) I ikt ¢ p1
70 ik

Presa ¢ € H!, abbiamo allora:

21 . 27 2T .
/ (2, J¢) dt:)\/ VHy(zx) - Cdt = Blzg, (] :/ (250, JO) dt
0 0 0

Quindi i termini della serie di z non costanti sono uguali a quelli di zx, ma
avendo assunto [z] = [zk], abbiamo proprio z = zk.
Dato che zx = 2z € H!, possiamo assumere questa continua, e percid dalla

continuita di H segue che zx € una soluzione classica e periodica di:
y=ANJVHg(y) (4.14)

in maniera simile a quanto visto nel Teorema [2.2.2]

Se per assurdo fosse zx costante, avremmo:
2w
0

per cui zx € una soluzione non banale del problema (4.14]).
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4.2.6 Esistenza d’una soluzione per il problema di par-

tenza
Ricapitoliamo: data H che soddisfa le ipotesi del teorema:
1. H>0
2. H(z) =o(|2]*) per z — 0
3. Esistono R > 0 e pu > 2 tali che per |z| > R:
0<pH(z) <z-VH(2) (4.15)

abbiamo trovato un’approssimazione Hy (dove K > 0), tale che per |z] < K

vale Hx = H, e una soluzione classica, periodica e non banale zx del problema:
2= AJVHg(2)

Dunque, per come e definita Hg, vogliamo vedere che per una certa K > 0

vale:
2Kz < K

di modo che zg risolve:
2k = AJVHg(zk) = AJVH (2k)
Piu precisamente troveremo Ky > 0 tale che per ogni K:
2K [z < Ko

per cui ogni K > K, soddisfera i nostri requisiti.

Ricordiamo dal Teorema [3.3.4] che ¢, ha forma:

R R R

Senza richiamare la definizione di I'*, ci basta sapere che 'omotopia uguale

all’identita per ogni ¢t appartiene a I'*, quindi:

cx <supl(u)
ueQ
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Come abbiamo visto prima, posto z = 2° + z~, vale la stima:
2w
I(z+re) <20 — 22| — / Hic(z +re) dt
0

e su Q:
I(z+re) < 2r3

dove ricordiamo che r; non dipende da K.

Dunque, come gia visto:

L,
2r? > e = I(2i) = I(2k) — 5(1 (2K); 2K)
2r ]
=\ §VHK(ZK) K — HK<ZK) dt
0
1 1 2
> [)\ (2 - V)/O VHi(2) - 2 dt} _ M,

Abbiamo cosi ottenuto una stima per [ VHg(zk) - zx che non dipende da K.
Ma dato che Hg soddisfa la condizione (4.5)), in particolare se K > R:

Hi () v 'VHg(() - ¢+ M

per una certa M* che non dipende da K e per ogni ¢ € R?".
Nel caso particolare di zg, ricordando che Hg(zk) € costante, in quanto

2k € soluzione di (4.14)), integrando otteniamo:

21

27THK(ZK) S Vil VHK(ZK) K dt + 2 M* S KO
0

La costante K e fornita dalla stima ottenuta prima su [ VHg(zk) - 2k.

In conclusione per K > K la soluzione zg ¢ soluzione di:
y=ANJVH(y)

e, riparametrizzando, otteniamo una soluzione classica non banale di periodo
T di:
y=JVH(y)

e il teorema ¢ dimostrato. O
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Osservazione 17. 1l teorema fornisce una soluzione g con periodo T', ma questo
non e necessariamente il suo periodo minimo: quindi esiste un intero k£ > 1

r

tale che y ha periodo minimo 7

Corollario 4.2.7. Sotto le ipotesi del teorema, esistono infinite soluzioni

periodiche delle equazioni canoniche.

Dimostrazione. Preso T' > 0 esiste una soluzione y; con periodo T'; sia % il

suo periodo minimo, consideriamo allora una soluzione s con periodo %
Questa e sicuramente distinta da y; in quanto il suo periodo minimo ¢ minore
(per costruzione) di %

Ripetendo il procedimento uno ottiene cosi un’infinita di soluzioni perio-

diche non banali. O

4.3 Esistenza per data superficie d’energia

Come preannunciato, dal Teorema [4.2.1] segue molto facilmente un teorema

d’esistenza d’orbite periodiche su una superficie d’energia fissata.

Teorema 4.3.1. Siano H € €*(R*",R) un’hamiltoniana,
S={reR*™: H(z)=1}

la superficie d’energia al livello 1; se S é il bordo d’un compatto stellato

rispetto all’origine, e per z € S wvale:
VH(z)-z#0

allora esiste una soluzione periodica (non banale) su S del sistema hamilto-

niano associato a H.

Osservazione 18. Questo teorema, come detto all’inizio del capitolo, ¢ una
generalizzazione del Teorema [2.2.2] dove al posto d’una superficie convessa,
quindi stellata rispetto ad ogni suo punto, consideriamo una superficie stellata

rispetto all’origine.
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77

Questi due teoremi, dimostrati da A.Weinstein e P.Rabinowitz nel caso
convesso e nel caso stellato rispettivamente, sono entrambi del 1978, anche se

1 metodi utilizzati sono estremamente diversi.

Dimostrazione. Ricordiamo che grazie alla Proposizione siamo liberi di

scegliere 'hamiltoniana H, a patto che:
S={zeR™: Hx)=1}={z e R*: H(z) =1}

Quindi sia a(z) la funzione di gauge di S, definita in (2.3), consideriamo

allora:

Chiaramente P_I(z) > 0, mentre per ogni € > 0 e per z — 0 si ha:
H(z) < M|z|* < ¢|z|?

ed essendo H omogenea di grado 4, questa soddisfa chiaramente ([4.5)).
Le ipotesi del Teorema sono soddisfatte, quindi per ogni T' > 0 esiste

una soluzione periodica zr avente periodo 7', non banale, di:
y=JVH(y) (4.16)

Anche se non necessariamente vale H(zr) = 1, sicuramente H(z7) = 3 # 0,

percio moltiplicando per v = /4

Yir = yJVH(zp) =y 2JVH(v2r)

in quanto VH & omogeneo di grado 3.

Abbiamo che vz € S:
H(yzr) =~7'H(zr) = '8 =1
dunque, riparametrizzando ~yzr, otteniamo una soluzione di (4.16)):
Yar(v* ) (4.17)

Dalla Proposizione esiste poi una riparametrizzazione di (4.17)), sempre
in S, che ¢ soluzione (ancora periodica) del sistema hamiltoniano originario,

dimostrando cosl il teorema. O
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Appendice A

Costruzione e proprieta del

grado

A.1 Grado di Brouwer

Diamo una costruzione analitica del grado di Brouwer, seguendo [15].

A.1.1 Caso regolare

Definizione A.1. Siano  C R" un aperto limitato, f € €1(Q, R"), diremo
che x € Q ¢ un punto critico di f se la matrice jacobiana Jy(x) € singolare, e

chiameremo in questo caso p = f(z) un valore critico di f.

Lemma A.1.1. Siano Q C R"™ un aperto limitato, f € €1(Q,R*)NE (2, R");

sep & f(O) e p non & un valore critico di f, allora:
1. La pre-immagine f~(p) contiene finiti punti ay,as, . ..ay € Q.

2. Esistono € > 0, degli intorni Vi, Vo, ... Vi, CQ di ay,as, ..., a rispetti-

vamente, tali che, per i # j:

VNV =0
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e flv, € un diffeomorfismo.

Dimostrazione. Sia a una soluzione di f(x) = p, dalle ipotesi @ non puo essere
un punto critico, quindi:

det Js(a) # 0

Dal teorema della funzione inversa, la mappa f ¢ localmente invertibile attorno
a, percid a & un punto isolato e f~1(p) & composta da finiti punti, altrimenti
s’avrebbe 'esistenza d'un punto d’accumulazione a € €; dalla continuita di f
seguirebbe f(a) = p, per cui a € €, il che & assurdo in quanto a dovra essere

anche punto isolato.

Siano allora ay,...,a; € Q le soluzioni di f(x) = p, prendiamo i loro
rispettivi intorni wy, . . . , w, che, a meno di restringerli, supporremo soddisfino
(per i # )

wiNw; =0 w; C Q

inoltre, sempre applicando il teorema della funzione inversa, supporremo che
Jiw: sia un diffeomorfismo e quindi che f(w;) sia un aperto.
Abbiamo allora che Nf(w;) € un aperto e un intorno di p, per cui esiste

¢ > 0 tale che:
Ba(p) - ﬂ f<w1>

Richiediamo inoltre (d indica la distanza):

e <d(p, FO@\Uw))
Dunque poniamo:
Vi = fi,l (B:(p))
Dato che:
Vi C f|;z.1 (f\wi(wi)) =w;

segue (per ogni i # j):
VN ‘/J Cw;N wj = 0

e fiv, ¢ un diffeomorfismo.
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Dalla definizione abbiamo:

UVic 1 (B(p))

Sia dunque y € f~'(B.(p)) ma y ¢ UV, per cui:

yeQ\JV
e<d(pf(Q\Uw)) <d(p.f (Q\UW)) < dlp, f(v))
Ma allora f(y) ¢ B:(p), il che ¢ assurdo. ]

Possiamo dare la seguente:

Definizione A.2. Per f € €1(Q,R"), dove Q2 C R™ & aperto e limitato, preso
p € R™ al di fuori di f(0€2), richiedendo inoltre che p sia un valore non critico

di f, definiamo il grado:

> sgn(det Jp(x)) se esistex tale che f(z) =p
A(f.p, Q) = { =@
0 altrimenti

A.1.2 Estensione sui valori critici

Introduciamo la seguente famiglia di mollificatori (per € > 0):

Fo = {<I> € (RS, R): / O(Jy|)dy =1 e per ognit > e vale &(t) = O}
R

Proposizione A.1.2. Siano Q C R"™ un aperto limitato, f € € (Q,R") N
E(Q,R"); se p & f(OQ) e p non ¢ un valore critico di f, allora:

A(f,p.9) = [ @ (If(@) = p))det Jy(x) do
per ogni e < d(p, f(0R2)) e & € Z..

Dimostrazione. Se f~1(p) = 0, esiste ¢ > 0 tale che per ogni x € Q vale

d(f(x),p) > e, dunque per ogni ¢ € .Z,

o(|f(x) =) =0 = [ ®(f(@) = pl)Jj(x)dw =0 = d(£.p.)
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Se f~'(p) = {ay,...,ax}, gli intorni V;,...,V}, e € > 0 sono come nel

Lemma [A.1.]] allora, per ® € .Z.:
k

d(f,p.9) = Y sgn(det Jy(a;)) = Y- sgn(det J;(a)) |

j=1 < (

O(lyl) dy
0)

Dato che fjy; ¢ un diffeomorfismo, effettuiamo un cambio di variabili con

y=f(z) —pedy=|det J(x)|dx:

= 3 sgn(det Jy(a)) | @(1f(x) = pl) | y(x)] do

=5 [ ©(17@) ~ pl)sgn(det Jy(a;)) [det Jy(w)] da

Il determinante ¢ non nullo all’interno di Vj, percio il suo segno rimane

costante:
= Z/Vj O(|f(x) — pl) det J¢(x) do = /Q<1>(|f(x) — p|) det J¢(z) da
in quanto ®(|f(z) — p|) al di fuori dei V; & nullo. O

Possiamo dunque ampliare la definizione di prima:

Definizione A.3. Siano 2 C R™ un aperto limitato, f € €*(Q,R") N
E(Q,R"); se p & f(OQ) e prendiamo ¢ > 0 tale che ¢ < d(f(99), p), allora
per ® € %, definiamo:

A(£,p. ) = | ®(1f(@) - pl) det Jy(x) do

Osservazione 19. In questa nuova definizione p puo essere un valore critico;
come appena visto il grado non dipende dalla scelta di ®, e comunque coincide

con la definizione data prima se p non e un valore critico.

A.1.3 Estensione a ¢ ()

Proposizione A.1.3. Siano Q2 C R"™ un aperto limitato, f e g due mappe
CHQRY)NE(Q,RY); dato p & f(ON), se esiste € > 0 tale che:

{f(w) —p|>7  Vred
lg(z) — f(z)| <e Ve
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allora p ¢ g(00) e vale:
d(f,p,?) = d(g,p,Q)
Dimostrazione. Abbiamo subito, per x € 9€:
l9(x) = pl = [g(x) = f(@)] = |f(z) —p| = Te —e = e

per cui p ¢ g(0%).
Ora sia v € €°(RJ,R) a supporto compatto:

1 pert<2e
v(t) =
0 pert> 3¢

e comunque con valori in [0, 1].

Definiamo allora la seguente combinazione convessa:

W) = f(x) + ([ (x) = p[)(g(z) = f(z))

Per |f(z) — p| < 2e si ha h(z) = g(z), mentre per |f(z) — p| > 3¢ vale

Inoltre:
h(x) — f(z)| = ([ (@) = pDlg(z) — f(z)| <€
Data ®; € Z5,, tale che:
Oy(t) =0 pert < de
abbiamo per | f(z) — p| < 3e:
|h(z) — p| < |h(x) — f(x)[ + |f(z) —p| < 4e

ergo per tali z vale ®1(|f(x) — p|) = ®1(|h(x) — p|) =
Percio, notando che 5¢ < d(f, h(09), p):

A(f,p.9) = [ @1(1f(x) = pl) det Jy(x) da
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Qn{|f(z)—p|>3<} 1(1f(z) = pl) ()

= h det J, () dx
oy 1) = pl) det Ty (a)

_/cp (|h(z) — p|) det Ju(x) dz = d(h, p, Q)
Sia ora @, € Z., dato che per yf( )= p| > 2

9(z) —pl = [f(z) —pl = [g(z) — f(z)] = €

|h(x) —pl > |f(x) —p| = |h(z) — f(z)] > €
Ii vale @5(|g(z) — p|) = Pa([h(2) — p[) = 0.

Dunque:

d(g.p. ) = [ @a(lg(x) = pl) det J,(x) da

B ® x) — det J, () dx
QN{|f (z)—p|<2e} 2(g(z) — pl) s(x)

= Oy (|h(x) — det J,(z) dx
s () = pl) et Ty ()

_/ch Ih(z) — p|) det Ju(z) dz = d(h, p, Q)
In conclusione:
d(f,p,Q) =d(h,p,Q) =d(g,p,2)
u

Corollario A.1.4. Siano Q C R™ un aperto limitato e f € € (Q,R"); dati
p & f(O0) e una successione fp € €*(,R") NE(,R") che tende ad f

uniformemente, allora:

1. Per k grande p ¢ f,(0R), per cui é definito d( fx,p, ).

2. Per k grande, ad esempio per k > M, essendo fi una successione di
Cauchy, il grado rimane costante.
Da questo corollario segue:

Definizione A.4. Siano  C R" un aperto limitato e f € €(Q, R"); dati
p & f(09) e una successione f € €1H(Q,R") N L (Q,R") che tende ad f

uniformemente, possiamo definire il grado di f in p, per k grande, come:

d(f7pa Q) = d(fkapa Q)
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A.1.4 Proprieta

Da quanto abbiamo visto, sono immediate le seguenti proprieta (¢ inteso €2

come prima, f e g in €(Q)):
1. Sep e Q, vale d(Id,p,Q) = 1.

2. Se 1,0y C Q sono due aperti disgiunti (non necessariamente 2; Uy =
Q), e p ¢ f(2\ (2 UN)), allora:

d(fvpa Q) - d(fapa Ql) + d(f7p7 QQ)
3. Se g approssima f in maniera €, e p ¢ f(99Q), allora p ¢ g(99Q) e:
d(f,p, ) = d(g,p, Q)

In particolare vediamo 1'ultima:

Proposizione A.1.5. Siano f,g € €(Q), dato p & f(00), se per un certo
e > 0 wvale:

|f(x) —p| > 8 per x € 0S)
|f(x) —g(z)] < % per x €
allora p ¢ g(9Q) e
d(f,p,Q) = d(g,p,?)

Dimostrazione. Siano f, e g, due successioni in €*(Q) N % (Q) che tendono
verso f e g rispettivamente in norma %

Per n grande valgono:
(o= gnl <\fu = I+ 1f =gl +1g—gnl <€
e, per x € 0L2:
[ful@) —pl = |f(2) —pl = [f(z) = fulz)] = Te
Dunque dalla Proposizione [A.1.3}

d(f,p, ) = d(fn,p, Q) = d(gn,p, Q) = d(g,p, )
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Abbiamo 'invarianza del grado per omotopia:

Proposizione A.1.6. Siano H, € €([0,1] x Q,R") e p ¢ H([0,1] x 0Q),

allora € definito per ogni istante t il grado di H; in p e questo rimane costante:
d(Ho,p,?) = d(Hy,p,Q) = d(Hy, p, )
Dimostrazione. Date le ipotesi esiste € > 0 tale che:
d(p, H([0,1] x 0)) > 8¢

Dato che H e continua su un compatto, ¢ anche uniformemente continua,

quindi esiste d > 0 tale che, per t; € [0,1] e per ogni z €
€
‘tl — t2’ <) = |Ht1(.1') — HtQ(JZ')’ < 5

La proposizione data prima ci garantisce che in ogni intervallo di lunghezza

24 il grado & costante, per cui ¢ costante su tutto [0, 1]. ]
Segue immediatamente:

Corollario A.1.7. Date f e g uguali su 02, per p ¢ f(0Q) = g(0%), il grado
e uguale:
d(f, 2 p) = d(g,, p)

Dimostrazione. Basta considerare ’omotopia:
hi(x) =tf(z) + (1 —t)g(x)
m

Teorema A.1.8. Siano Q@ C R™ un aperto limitato, f € €(Q,R") e p ¢
f(O2); se d(f,p,2) # 0, allora esiste x € Q) tale che f(x) = p.

Dimostrazione. Se per assurdo per ogni = € € fosse f(x) # p, dalle ipotesi
questo vale anche sul bordo, per cui dalla compattezza di Q esiste ¢ > 0 tale

che:
d(p, f(Q)) > ¢
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Sia f, una successione in € (2, R") N €(2, R") che tende verso f in norma

€, allora per n grande, per ogni z € ()

[fu(@) —pl = [f(z) = p| = [f(2) = ful2)] =

DO ™

Ergo:
d(p, fn(ﬁ)) >

DN ™

Data ® € .7, 5, abbiamo:

A(f.p, D) = d(£0.2) = [ @(1f(@) - pl) det Jy(w) do = 0

il che e assurdo. O]

A.2 Grado di Leray-Schauder

Definizione A.5. Sia X uno spazio di Banach, diremo che K : X — X ¢
compatta se per ogni insieme limitato B C X la chiusura W & un compatto.
Chiameremo le mappe della forma F = Id — K, dove K ¢ compatta,
perturbazioni (compatte) dell’identita.
Ancora, F : Q C X — X ¢ detta finito-dimensionale se 'immagine F'(£2)

ha dimensione finita.

Lemma A.2.1. Se K : Q C X — X é compatta, allora é approssimabile in
maniera € da una mappa finito-dimensionale; ergo per ogni € > 0 esiste K.
finito-dimensionale tale che:

sup |K (u) — Ke(u)| <e

ueQ
Definizione A.6. Siano F' = Id — K una perturbazione dell’identita, {2 un
aperto limitato in X, allora F'(02) & chiusa, per cui se p ¢ F(0f2) esiste £ > 0
tale che:

d(p,F(0Q2) >2e>0

Sia dunque K. una mappa finito-dimensionale definita su Q tale che:

sup | K (u) — K (u)| < ¢

u€e
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Essendo K. finito-dimensionale esiste un sottospazio X; C X avente dimen-

sione finita per cui K.(€2) C X7, quindi definiamo il grado di Leray-Schauder

di F' usando il grado di Brouwer definito prima:
dps(Id = K,p,Q) :=d (Id = K) 0,0, X1 N Q)

Si puo dimostrare che le proprieta date prima per il grado di Brouwer
vengono ereditate dal grado di Leray-Schauder, facendo attenzione che le
mappe considerate siano perturbazioni dell’identita. In particolare I'invarianza

per omotopia s’applica per omotopie della forma:
Hi(u) = u— Ky(u)

dove K; e compatta.
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