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Introduzione

Felix Hausdorff (1868-1942) ¢ stato un matematico tedesco, noto per i suoi
importanti contributi alla topologia, alla teoria degli insiemi e all’analisi fun-
zionale. Defini e studio gli spazi e le dimensioni che oggi portano il suo
nome.

In questo elaborato approfondiremo il concetto di misura e dimensione di
Hausdorff, richiamando anche nozioni base della misura, in particolare la mi-
sura di Lebesgue.

L’obiettivo di questa tesi ¢ quello di dimostrare che ogni insieme in R" sod-
disfa la disuguaglianza isodiametrica, e utilizzeremo poi questo risultato per
provare che la misura di Hausdorff ¢ equivalente a quella di Lebesgue in R™;
mostreremo infatti che la misura di Hausdorff ¢ una generalizzazione di quel-
la di Lebesgue. Si studiera inoltre la simmetrizzazione di Steiner, strumento
necessario alla dimostrazione della disuguaglianza isodiametrica. Mostrere-
mo che gli unici insiemi isodiametrici, cioe quelli che verificano 'uguaglianza
nella disuguaglianza citata, sono le palle in R™; in altre parole queste hanno
volume maggiore rispetto a qualunque altro insieme in R", a parita di dia-
metro. Tramite il teorema della simmetrizzazione, Steiner diede una prima
soluzione del problema isoperimetrico, cioe dimostro che, fissato il perimetro,
se esiste una curva chiusa sul piano che massimizza 1’area da essa delimitata,
questa e la circonferenza.

Infine, nella prima appendice, presenteremo una dimostrazione alternativa
della disuguaglianza isodiametrica nel caso bidimensionale e, nella seconda

appendice, grazie alle definizioni e proprieta della misura di Hausdorff trat-
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tate, vedremo un esempio di frattale matematico: 'insieme di Cantor, e ne
calcoleremo la misura di Lebesgue e la dimensione di Hausdorff in modo

esplicito.

Per una trattazione pitt completa si vedano le seguenti monografie [, [2]
3, 4, 5, [7, 18, @, 10].
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Capitolo 1

Richiami di teoria della misura

In questo capitolo richiamiamo alcuni concetti fondamentali della teoria della

misura, per poter introdurre in seguito la misura di Hausdorff.

1.1 Definizione di misura

Definizione. Sia S un insieme qualsiasi, chiamiamo insieme delle parti di

S e indichiamo P(.S) la famiglia di tutti i sottoinsiemi di S
P(S)={A|ACS}.

Definizione. Sia X un insieme non vuoto. Un’applicazione p* : P(X) —

[0, +00] si dice misura esterna se:
L () =0,
2. w(A) < p*(B)seAC B C X (Monotonia),
3. A C kfjl Ay allora p*(A) < Y2 1t (Ay) (Subadditivitis).

Definizione. Sia p* una misura esterna su X e sia A C X. A si dice p*—

misurabile se VE C X
p(E) = p (ENA)+ p (BN A%.
Indichiamo con M(X) gli insiemi misurabili di X.

1
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Definizione. Chiamiamo misura p la restrizione di p* ai sottoinsiemi mi-

surabili di X, ovvero p : M(X) — [0, 40o0].

1.2 Misura metrica

Sia (X, d) uno spazio metrico, cio¢ uno spazio su cui ¢ definita una distanza
o metrica d, e g una misura su X. Poiche una distanza induce sempre una
topologia sullo spazio X, ¢ di nostro interesse studiare la misurabilita dei sot-
toinsiemi chiusi (o equivalentemente aperti) di X. Introduciamo innanzitutto

il concetto di distanza tra insiemi.

Definizione. Siano A e B due sottoinsiemi non vuoti di X. Si chiama di-

stanza tra A e B il numero reale
d(A,B) = inf{d(z,y) |z € A, y € B}.
Analogamente si definisce la distanza traz € X e A C X
d(xz,A) = inf{d(x,y) |y € A}.

Definizione. Sia y una misura su (X, d). p si dice misura metrica, rispetto

alla distanza d, se
pw(AUB) = u(A)+wu(B), YA/ BC X : d(A,B) > 0.

Teorema 1.1. Se p é una misura metrica su (X, d), ogni sottoinsieme chiuso

di X e p-misurabile.
Per dimostrare questo teorema ci serve il seguente lemma:

Lemma 1.2. Sia p una misura metrica su (X,d). Per ogni successione

(Fy)ken di sottoinsiemi di X, tali che
1. p(Upe, F) < oo,

2. d(Fk,Fk+2) >0, Vk e N,
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risulta

U Fo) = lim pu(( Fr)-

p——+00
Dimostrazione. Poniamo F = J,-, [ e Vp € N
D )
=R R= ] F
k=1 k=p+1

Risulta S, € F' C S, U R, quindi si ha

(Sp) < p(F) < pu(Sp) + p(Ry).

Notiamo che p(R,) — 0 per p — oo e inoltre p ¢ subadditiva, dunque

o0

n(Ry) < Z p1(F).

k=p+1

Basta quindi provare la convergenza della serie » -, pu(Fy).

Per ipotesi, qualunque sia k € N
d(Fok, Fory2) > 0, d(Fop—1, Fory1) >0

allora la serie converge, in quanto, Vn € N :

Z“(Fk’) = ZH(sz)—i-Z,u(F%_l) =

p(UJ For) + (| Forr) < (F) + p(F) < +00

Ora possiamo quindi dimostrare il teorema

Dimostrazione. Sia A un sottoinsieme chiuso di (X.d). Dimostriamo che
VE C X vale:
WE) = p(ENA) + p(En A

(la disuguaglianza inversa si ottiene dalla subadditivita di u), da cui segue

la misurabilita di A. Se u(E) non fosse finita, la disuguaglianza sarebbe
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banalmente verificata. Supponiamo quindi che u(E) < +oo e per k intero
si ponga By = {z € E|(3)"" < d(z, A) < (3)*}. A ¢ chiuso per ipotesi,

dunque si ha
ENA® = {z € Eldx,A) >0} = | J E.
keZ
Inoltre, Vt € N si ha

t 1\ t+1
dENA, | | Ey) > (= > 0,
ky_t b (2)

ed essendo p metrica

t

w(E) > p((EnA)u UEk = w(ENA) +u(| ] En)

k=—t k=—t

Ma Vk € Z vale

1\ k+2
d(Ek, Ery2) > <§> >0

poiche se x € Ey ey € Ej o

d(z,y) > d(z, A) + d(y, A) > (%)k“ _ (%)M _ (%)M.

Allora, dato che (|, Er) < p(E) < 400, per il lemma [1.2]
t
M(U Ey) = m 1( U Ey).
kez —t

Passando ora al limite per ¢ — 400 si ottiene

w(E) > (BN A) + (| B) = w(E0A) + p(B N A°),

kEZ

da cui la tesi.



1.3 Boreliani

1.3 Boreliani

Definizione. Sia X un insieme arbitrario. Una famiglia A di sottoinsiemi

di X si dice o-algebra se:

1. X € A,
2. Ae A allora A° € A,

3. Aye Aperk=1,... allora [J,-, € A

Definizione. Sia ¢ C P(X) una qualunque famiglia di sottoinsiemi non
vuota di X, la o-algebra generata da C, si scrive o(C'), & la piu piccola

o-algebra contenente C'.

Definizione. La o-algebra di Borel su R” ¢ la piu piccola o-algebra su

R™ che contiene tutti i sottoinsiemi aperti di R".

Definizione. Una misura p su R" si dice boreliana se ogni insieme di Borel

e pu-misurabile.

Definizione. Una misura p su X ¢ regolare se per ogni A C X esiste un
insieme B p-misurabile, tale che A C B e u(A) = u(B).

Definizione. Una misura p su R" si dice boreliana regolare se p ¢ di Borel

e se per ogni A C R” esiste un insieme B p-misurabile, tale che A C B e
w(4) = u(B).

Teorema 1.3 (Primo teorema di Caratheodory). Sia u : P(X) — [0, +0o0]
una misura esterna. Sia M = {E C X | u(A) = p(ANE)+u(ANE*S), VA C
X}. Allora M ¢ una o-algebra detta dei misurabili, e p ristretta a M é una

misura.

Dimostrazione. La prova si trova in [I1].

]

Teorema 1.4 (Secondo teorema di Caratheodory). Sia 1 una misura esterna
su uno spazio metrico (X,d). Se u é una misura metrica, allora i boreliani

di X sono misurabili.
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Dimostrazione. La prova si trova in [I1].

1.4 Misura di Lebesgue

Richiamiamo ora la misura di Lebesgue n-dimensionale, e denotiamola p,,.

Definizione. Chiamiamo intervallo compatto di R™ un insieme del tipo
I = [al,bl] X e X [an,bn],
con aj;,b; € R tali che a; <bj,conj=1,...,n

Definizione. Sia [ un intervallo compatto di R", la misura di [ ¢ il numero

reale non negativo
n
mas( H (b; — aj).
Jj=1

Definizione. Sia A C R”, un ricoprimento lebesguiano (r.1.) di A ¢ una
famiglia finita o numerabile di intervalli compatti di R™, (It )rer con Z C N,
tale che A C |, o7 Ik

Definizione. Sia A C R". Si chiama misura esterna di Lebesgue di A

il numero reale esteso

pi(A) = inf{> mis(Iy) | (Ie)rez . 1.di A}.

kel

Notazione. Gli insiemi misurabili secondo la misura esterna di Lebesgue si
dicono Lebesgue-misurabili. D’ora in avanti indicheremo con f1,,(A) la misura
esterna di Lebesgue di un qualunque sottoinsieme A di R", sia esso misurabile

o meno secondo Lebesgue.



Capitolo 2

Misura di Hausdorft

In questo capitolo introduciamo la misura di Hausdorff a-dimensionale, con

a reale non negativo, di un qualsiasi sottoinsieme A di R".

2.1 Definizione di misura di Hausdorff

Sono necessarie alcune nozioni preliminari.

Definizione. Sia A C R". Chiamiamo diametro e raggio di A i seguenti
o diam(A) = sup{|z —y||z,y € A},
o r(4) = Ll

Definizione. Siad € R, > 0 e A C R". Un é-ricoprimento di A ¢ una

famiglia (By)gea di sottoinsiemi di R™, tale che:
1. A ¢ finito o numerabile,
2. diam(By) < 0, Vk € A,

3. A C Uy B
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Figura 2.1: §-ricoprimento di un quadrato di lato 40 al diminuire di ¢

Innanzitutto, per ogni « reale non negativo poniamo

dove I'(s) = [," e~t*"1dt, s > 0, ¢ la funzione Gamma di Eulero.

Osservazione 2.1. Il numero reale w,, se n e un numero naturale, e la

misura di Lebesgue n-dimensionale della palla di raggio unitario in R".

Definizione. Siano A C R", 0 < a < oo, 0 < § < o0, allora

diam By,

H5(A) = inf{iwa<T>a|A - GB’“ diam By < ¢},
j=1 k=1

La misura di Hausdorff a-dimensionale su R" ¢ definita come

H*(A) = supH§(A) = lim Hy .
Osservazione 2.2. La seconda uguaglianza ¢ giustificata dal fatto che H$(A)
e monotona decrescente in ¢, infatti se 9; < 9o, ogni d;-ricoprimento di A e
anche un dy-ricoprimento di A, quindi H§ (A) > Hg§ (A).

Teorema 2.3. Per ogni « tale che 0 < a < oo, H® € una misura boreliana

regolare in R™.
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Dimostrazione. Prima di tutto proviamo che H§ ¢ una misura. Consideria-
mo una famiglia di sottoinsiemi di R™ {A;}72, tali che A, C U5, B}, con
diam By < 6. Allora { Bf}35_, & un ricoprimento per Up>, A;. Segue che
X = diam B¥\ a
Hs (| ) Ar) < (—J )
U= 30 (7

e prendendo 'estremo inferiore,
Hi(|J 4 < D HE (A,
k=1 k=1

Ora per provare che H® ¢ una misura, scegliamo una famiglia { A¢}72, C R™.

Vale . o .
Hy ([ Ar) < D HG(A) < ) H (A
k=1 k=1 k=1

Per 6 — 0 si ottiene quello che volevamo provare.

Mostriamo che H® e una misura boreliana.

Siano A, B C R" tali che la loro distanza sia maggiore di 0. Si scelga
0 < & < idist(A, B) e sisupponga che AUB C U2, By, con diam By < 6.
Siano A := {B;|B; N A # 0} e B := {B;|B; N B # (}. Allora A C
Up,eaB; e B C Up,epB; e sappiamo che BN B; = 0 se B; € A,B; € B.

Segue che
- diam Bj\ diam Bj\ diam B\«
Z%‘< 2 > = Zw“( 2 ) +Z“’“( 2 )
j=1 BjeA B;eB

> HS(A) + H§(B).
Percio si vede che H§(AU B) > HF(A) + H§(B) e per § — 0 otteniamo
HY(AUB) > HYA) + H*(B). Quindi abbiamo che VA, B C R", tali che
dist(A, B) > 0, H* & di Borel perche H*(AU B) = H*(A) + H*(B).
Infine si dimostra che H® ¢ una misura boreliana regolare. Infatti, osserviamo
prima di tutto che il diametro di un qualsiasi insieme C' ¢ uguale al diametro

della sua chiusura. Dunque

HS(A) = inf{Zwa <dz%0j>a|/l - U Cj, diam C; < 6, C; chiusi}.

Jj=1 Jj=1
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Sia ora A C R" con misura di Hausdorff a-dimensionale < oo, alloraVd > 0
anche H§(A) < oo. Consideriamo la famiglia di sottoinsiemi chiusi {C}}32,
con dmmC’J’l?C < %, k>1etaliche A C UJO»‘;IC;“, si ha

e diamC’J’-c o 1
ol ——2) < HI(A) + -
jz_;w < 2 ) 3 k

Prendiamo quindi A, := U;?‘;lCJ’?, B := N2, A; B e un boreliano. Inoltre
A C A, Vk, e allora A C B e vale

HS(B) < iwa<%>a < HI(A) + %

=R

Mandando k& — oo troviamo H*(B) < H*(A) ma A C B quindi H*(A) =

H*(B) e questo conclude la prova.

2.2 Proprieta della misura di Hausdorff

Definizione. Una funzione f : A C R* — R™, con n,m > 1, si dice

lipschitziana se esiste una costante reale ¢ > 0 tale che
[f(x) = f(y)| < clz—yl
per ogni x,y € A.

Lemma 2.4. Sia A C R™ H*-misurabile. Se f : R™ — R" é una funzione

lipschitziana con costante c, allora
H(f(A)) < R (A).
Dimostrazione. Sia € > 0 e sia {A;} un ricoprimento di A tale che:
1. diam(4;) < 6,

2. HG(A) +e > 37 wa(Heg)
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Allora, siccome diam(f(A;)) = sup{|f(z)—f(y)|t.c.x,y € A;} < csup{|z—
ylt.c.x,y € Ai}y = cdiam(A4;) e {f(A;)} € un ricoprimento di f(A), si ha:

o (F(A)) < iwa(—dmméf (A"))a

< caiwa(dmg‘f““‘)a < C(HF(A) o),

da cui al limite per 6 — 07 e per ¢ — 07 la tesi.
O]

Teorema 2.5 (Proprieta della misura di Hausdorff). La misura di Hausdorff

gode delle sequenti proprieta:
1. HO ¢ la misura discreta;
2. H' = py in RY;
3. H*=0,Va > n i R";
4. H*(ANA) = X*H(A), VA > 0, A C R™;

5 HYL(A)) = H*(A) con L : R* — R™ ¢ un’isometria affine e A C
R™.

Dimostrazione. Innanzitutto per dimostrare il punto 1 osserviamo che wy =
1 quindi H°({a}) = 1, Va € R", da cui segue la tesi.
Si consideri ora A C Rl e § > 0, allora

pi(A) = inf{) diam B;| A C | ] B;}
j=1 j=1

< inf{z diam Bj | A C UBj,diamBj < 0}

j=1 j=1
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e questo vale perche I'(3) = ‘/77? quindi w; = 2. Dunque p;(A4) < HI'(A).
Per provare la disuguaglianza nel verso opposto definiamo [, := [kd, (k+1)d]

con k intero. Segue che diam(B,N1I;) < de

+00
Z diam (B; N 1) < diam B;.

k=—oc0

Allora ¢ vero che
pi(A) = inf{> diam B;| A C | | B;}
j=1 j=1

e’} “+oo

> mf{z Z diam (B; N 1) | A C UB}

=1 k=—oc0
> H;(A).

Questo prova che py = H}, V8§ > 0 e allora anche y; = H' in R! (secondo
punto).

Per il punto 3 si fissi un intero m > 1. Sia Q il cubo di lato unitario in R",
esso puo essere decomposto in m™ cubi e questi avranno lato % e diametro

f

pari a X=. Inoltre

n

“ \/ﬁ>a o _

< v _ 5 Q.

< ;wa< - wanzm"™ %,
e l'ultimo termine per m — oo va a 0 se @« > n. Questo vuol dire che
H*(Q) = 0, da cui segue che H*(R™) = 0 per ogni a > n.
Dimostriamo ora il punto 4. La funzione f(x) = Ax con A > 0, f : A C
R™ — R”, e lipschitziana con costante di Lipschitz A, pertanto, dal lemma
2.4

« (e (63 6 (03 )\A )\a
HYANA) < NHY(A) = \“H (T) < )\Q”H (A\A).

Analogamente, se L e un’isometria, allora

|L(z) — L(y)| = |z —yl,
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quindi sia L che L~! sono funzioni lipschitziane con costante ¢ = 1, percio si
ha, grazie al lemma 2.4}

HO(L(A)) < HY(A) = HY(LTH(L(A))) < H(L(A))

e cosi abbiamo dimostrato anche il quinto punto.

]

Lemma 2.6. Sia A C R", se H§(A) = 0 per qualche 0 < § < oo , allora
H*(A) = 0.

Dimostrazione. La prova e banale per a = 0 percio si supponga « > 0.
Si fissi € > 0. Sappiamo che esiste una famiglia di insiemi {B;}32, tale che
A g U;?ilBja e
= diam B\«
S (BB <
: 2
7j=1

In particolare Vi, si ha

Q=

diam B; < 2<i) = §(e).

Wa

Quindi

Mandando € — 0 anche d(¢€) tende a 0 e si ottiene la tesi.

2.3 Dimensione di Hausdorff

In conclusione a questo capitolo definiamo la dimensione di Hausdorff di
un qualsiasi sottoinsieme di R™. Per farlo, enunciamo e dimostriamo un

importante lemma.
Lemma 2.7. Sia A CR" e < a <t < o0.

1. HO(A) < 0o = H!(A) = 0,
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2. H'(A) > 0 = HY(A) = +o0.

Dimostrazione. Proviamo il primo punto.
Supponiamo H*(A) < oo ed > 0. Esiste {B;}32, con diam B; < 6, A C

iwa(%)a < HO(A) + 1 < H(A) + 1.

Jj=1

Da questo segue:

Wey , 2
J=1
Wt ot st—a o

Per 6 — 0 possiamo concludere che H!(A) = 0. Abbiamo cosl provato il

primo punto, da cui segue facilmente il secondo.
m

Definizione. Sia A C R", si chiama dimensione di Hausdorff di A il

seguente

dimy(A) == inf{0 < a < co|H*(A) = 0}.

Osservazione 2.8. Dalla terza proprieta della misura di Hausdorff 2.5 segue
che dimy(A) < n. Sia s = dimy(A). Allora, grazie al lemma[2.7, H'(A) =
0 per qualsiasi t > s e H'(A) = +oo per ogni t < s. Notiamo che H*(A)

puo assumere qualsiasi valore tra 0 e 400 inclusi.

Esempio. Nel 1967 e stato pubblicato un articolo intitolato How Long Is the
Coast of Britain? Statistical Self-Similarity and Fractional Dimension, scrit-
to dal matematico Benoit Mandelbrot. Tale articolo esamina il paradosso
della linea costiera, ovvero il fatto che la lunghezza di tale linea dipenda forte-
mente dal metodo utilizzato per misurarla, ed empiricamente questa aumenta

quando si riduce 'ampiezza dell’unita di misura di riferimento. Mandelbrot
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quindi descrive varie curve, tra cui la linea costiera della Gran Bretagna, e
ne calcola la dimensione di Hausdorff. La linea costiera bretone ha dimen-
sione di Hausdorff uguale a 1.25. Mandelbrot mostra che la dimensione di
Hausdorff & prossima al valore 2 quanto piu la curva della linea costiera e

irregolare.

Figura 2.2: Costa bretone

Nella figura ¢ possibile vedere il ricoprimento della costa bretone al

diminuire di §






Capitolo 3
Disuguaglianza Isodiametrica

In questo capitolo vogliamo dimostrare la disuguaglianza isodiametrica e pro-
vare che la misura di Hausdorff coincide con quella di Lebesgue n-dimensionale
in R™. Per fare cio introduciamo un importante strumento: la simmetrizza-

zione di Steiner.

3.1 Simmetrizzazione di Steiner
Notazione. Fissiamo a,b in R", con |a| = 1 e definiamo
Ly = {b+ta|t € R}
la retta passante per b con direzione a, e
P, .= {z eR"|z-a =0},

il piano passante per 'origine, perpendicolare ad a; dove - denota il prodotto

scalare.

Definizione. Sia a € R” tale che |a] = 1, e A C R". Si definisce simme-

trizzazione di Steiner di A rispetto al piano P, il seguente insieme

Su(A) = |J {otrallil < pHNANLY)

bePq
ANLE#0

17
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Figura 3.1: Simmetrizzazione di Steiner

Teorema 3.1 (Proprieta della simmetrizzazione di Steiner). La simmetriz-

zazione di Steiner gode di due proprieta:
o diam S,(A) < diam A,
o se A ¢ Lebesgue-misurabile, allora anche S,(A) lo é; in particolare
fn(Sa(A)) = pn(A).

Dimostrazione. Supponiamo diam A < oo, altrimenti la prova del primo
punto e triviale. Inoltre non e restrittivo supporre che A sia chiuso. Fissiamo

e > 0 e scegliamo 2,y € S,(A) in modo che
diam S,(A) < |z —y| + €.

Seb:=x—(r-a)aec :=y— (y-a)a, allora b, c appartengono a P,. Si
ponga
r:= inf{t|b+ta € A},

s = sup{t|b+ta € A},
u = inf{t|c+ta € A},
v = sup{t|c+ta € A}.

Possiamo assumere v — r > s — u senza perdere di generalita. Allora
1 1

v—r > 5(2}—7“) + é(s—u)

1 1
= 5(3—7”) + 5(1)—“)



3.1 Simmetrizzazione di Steiner

1 1
> §H1(A0Lg) + §’H1(Ang).
Sappiamo che |z-a| < $HY(ANLE) ely-a| < $H'(ANL?). Percid otteniamo
v—r > |z-al +ly-al > |r-a—y-al

Quindi

< (diam A)?,

perche essendo A chiuso, b+ ra, c+va € A. Dalla catena di disuguaglianze
segue quindi che diam S,(A) — ¢ < diam A.

Per la seconda proprieta, prima di tutto osserviamo che la misura di Lebe-
sgue n-dimensionale ¢ invariante per rotazioni, quindi si puo assumere per
comoditd a = ¢, = (0,...,0,1). Allora P, = P,, = R"!. Sapendo dal
capitolo precedente che H' = u; su R!, applichiamo il teorema di Fubini alla
mappa fi,,_j-misurabile f : R"! — R! definita come f(b) = H'(ANLY) e
vale f1,(A) = [gu_s f(b)db. Ridefiniamo quindi S,(A) come

—f(b) f(b)

<y < E2 —{(,0)| LN A =0},

Sa(A) = {(b,y)]|

Esso e Lebesgue-misurabile e si ha

fin(Sa(A)) = f)db = pn(A)

Rn—1

da cul la tesi.
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3.2 Disuguaglianza isodiametrica

Teorema 3.2 (Disuguaglianza Isodiametrica). VA C R”,

diam A\™

Mn(A> < wn( ) .
Dimostrazione. La prova € banale per diam A = oo, percio supponiamo
diam A < 0o. Scegliamo la base canonica {eq, e, ..., e,} su R”. Chiamiamo

Ay = S (A), Ay == S, (A1),..., A, = S,, (A,—1) e poniamo A* = A,,.
Dividiamo la dimostrazione in tre passi. Prima di tutto ci proponiamo di
dimostrare che A* ¢ simmetrico rispetto all’origine degli assi.

Chiaramente A; € simmetrico rispetto a P., per come e definito. Sia 1 <
k < n, e supponiamo che A sia simmetrico rispetto a P.,,..., P, . Allora

in questo caso avremmo anche che Ay, = S, (Ag) € simmetrico rispetto a
P

er1- Fissiamo ora 1 < j < kesiaS; : R® — R" la riflessione attraverso

il piano P,;. Sia b un elemento del piano P, Sapendo che S;(Ay) = Ay,

k1t
H (AN L) = H (AN LG
da cui segue che
{t|b+tepr € A} = {t|Sjb+tegs1 € Apa}

uindi S;(Ap11) = Agyq cioe Ap 1 € simmetrico rispetto al piano P,.. Que-
ASEY + + ’
sto prova che A* = A, ¢ simmetrico rispetto a P, ,..., P, , percio anche
rispetto all’origine.
) A\
Nel secondo passo vogliamo mostrare che p,(A*) < w, (%) .
Scegliamo z € A*. Allora per il passo precedente —x € A*, questo implica
che diam A* > 2|z|. Quindi A* C B(0, 4“24) ¢ conseguentemente
diam A*)) (diam A*)"
— ) =W ———) .

HalAT) = “"<B<O’ 2 2

Infine proviamo che p,(A) < Wn(%) :
A ¢ Lebesgue-misurabile, e per il teorema

tn((A)*) = pn(A), diam(A)* < diam A.
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Ora, per quanto provato al passo 2,

n(4) < () = (A < n(©

e questo conclude la dimostrazione.

]

Osservazione 3.3. Si noti che 'insieme A non deve necessariamente essere
contenuto in una palla di diametro pari a diam(A). Il teorema infatti vale

per un qualsiasi insieme A € R".

3.3 Misura di Lebesgue e misura di Hausdorff

n-dimensionali

Teorema 3.4. H" = pu, in R™.

Dimostrazione. Step 1: proviamo che u,(A) < H"(A) per ogni A C R".
Fissato § > 0, scegliamo una famiglia di insiemi {B;}32; in modo che
A C UX,Bj e diam B; < 6. Grazie al teorema sulla disuguaglianza

isodiametrica, vale la seguente

e}

pn(A) < Z,Un(Bj) < an<%)n
j=1 j=1

Prendendo l'estremo inferiore, si ottiene u,(A) < HF(A), quindi anche

il A) < H(A).
Ma dalla definizione di pu,,, sappiamo che p,, = p1 X - -+ X uq. Si ha dunque,
VACR"ed > 0,

pn(A) = nf{ " pn(Q) | Q; cubi, A €| | Qi, diam Q; < 6},
i=1 =1
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dove i cubi Q; sono paralleli agli assi in R".
Step 2: H" e assolutamente continua rispetto a p,.

Si scelga B,, = wn(‘/Tﬁ)" Allora per ogni cubo Q in R" vale

o (diam Q

9 )n = Bn:un(Q>'

Segue che

= diam Q;\" = .
n(A) < i e} C - <5 =
Hi(A) < 1nf{;wn( . ) 1A C szlg diam Q; < 8} = Bun(A),
con Q; cubi.
Si mandi 6 — 0.
Step 3: H"(A) < p,(A) per ogni A C R™.
Fissiamo 6, € > 0. Possiamo considerare la famiglia di cubi {Q;}°, tali che

A C U, Q,;, tale che il diametro di ogni cubo sia minore di 9, e
> (@) < malA) + e
i=1

Sia Q; 'interno di Q;, Vi. Si puo verificare che in Q;, Vi, esiste una famiglia
di palle {B;}?2, disgiunte e contenute in esso, tale che
diam B,i, < 4,
(- UBL) = m(e-UBi) =0
k=1 k=1

Dal passo precedente allora H"(Q; — U2, B;) = 0. Dunque si ha

My (A) < i’ﬂ?(%) = iH?@ Bfﬂ)
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— Zun(gn < pa(A) + e

Si conclude la dimostrazione mandando d,¢ — 0.
]

Osservazione 3.5. Nell’appendice [B] & possibile trovare un esempio di in-

sieme con misura di Lebesgue nulla e dimensione di Hausdorff non intera.

3.4 Insiemi isodiametrici

Nel capitolo sulla Disuguaglianza Isodiametrica abbiamo dimostrato, serven-
doci della simmetrizzazione di Steiner, che ogni insieme A € R"™ soddisfa la

disuguaglianza

diam A\™
fin(A) < wn( o > ,
in altre parole il volume di un qualsiasi insieme A € minore o uguale al volume
della palla in R™. Il problema isodiametrico e la ricerca degli insiemi di R"
che soddisfino I'uguaglianza nella disuguaglianza isodiametrica.

Introduciamo innanzitutto la disuguaglianza di Brunn-Minkowski.

Definizione. Siano A, B C R", si chiama somma di Brunn-Minkowski
il seguente

rA+ sB = {re+sy|lz € A, y e B}

Vr,s >0,r,s € R.

Figura 3.2: Somma di Brunn-Minkowski
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Teorema 3.6 (Disuguaglianza di Brunn-Minkowski). Siano A, B C R™ due
insiemi non vuoti, misurabili e limitati tali che A + B é ancora insieme

misurabile. Allora vale la disuguaglianza di Brunn-Minkowski

—
S=

(n(A+ B))w > (1a(A)7 + (un(B))

Dimostrazione. La prova si trova in [6] [12]
[

Definizione. Un insieme A C R" p,-misurabile con diam A < 400, si dice

insieme isodiametrico se

pn(A) = Wn(dia;nA>n;

cioe e soluzione del problema isodiametrico.

Osservazione 3.7. Se A in R” e una palla, allora banalmente A soddisfa

I'uguaglianza, quindi € un insieme isodiametrico.

Vogliamo ora dimostrare che gli insiemi isodiametrici sono tutte e sole le palle
in R”™.

Teorema 3.8. Siano a € R", tale che |a| = 1, e A C R™ un insieme
1sodiametrico, tale che la sua simmetrizzazione di Steiner rispetto al piano
P, sia una palla in R™. Allora A é una palla, a meno di insiemi di misura

di Lebesgue nulla.

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre A insieme compatto tale che diam A <

1 e S,(A) = B(0,3) palla chiusa di centro l'origine e raggio pari a 3.

Consideriamo A il simmetrico di A rispetto all’origine in R™, e poniamo

A+ A

M - ,
2

la somma di Brunn-Minkowski di A e A.
Notiamo che M e un insieme compatto, con centro di simmetria nell’origine.

Inoltre, essendo diam A < 1, anche diam M < 1, dunque M C B(0, %) e si ha
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(M) < 11,,(So(A)). Per il teorema3.6|e le proprieta della simmetrizzazione

di Steiner teorema (3.1

Segue che

100 = (50 )
Gli insiemi A4, A, compatti e non vuoti, sono quindi convessi e uguali, a
meno di traslazioni e dilatazioni in R™. Allora A ¢ un insieme simmetrico.
Chiamiamo cy4 il suo centro di simmetria. Sapendo che A C m e che
tn(A) = 1y, (B (O, %)), si conclude che A = W,%)
O

Teorema 3.9. Sia A C R"™ un insieme isodiametrico, allora A é una palla

i R™, a meno di insiem: di misura di Lebesque nulla.

Dimostrazione. Riprendendo 'idea nella dimostrazione del teorema [3.2] sce-
gliamo la base canonica {eq, e, ..., e, } su R" e definiamo A; := S, (A), Ay =
Sey(A1), ..y An = S, (An—1), poi poniamo A* = A,,. Basta dimostrare che
A* & una palla in R" e grazie al teorema [3.8| si ottiene la tesi.

Per ipotesi A € un insieme isodiametrico, percio vale

diam A\™
“”<A):“”< 2 ) ’
da cui
diam A = diam (A)*.
Segue che
diam (A)*\n —
pnlA) = wn (FEE) = ().
Ma A* & simmetrico, quindi A* C B(0, #224%) e si ha
. diam A*
() = (50,2

Si conclude che A* & una palla in R™ centrata nell’origine, che era cio che
volevamo provare.

]






Appendice A

Disuguaglianza Isodiametrica

nel piano

In questa appendice vediamo una dimostrazione alternativa del teorema sulla
disuguaglianza isodiametrica, nel caso bidimensionale.

Abbiamo preliminarmente definito il diametro di un corpo come l’estremo
superiore delle distanze tra due punti del corpo. Ci basta dimostrare la di-
suguaglianza isodiametrica sui corpi convessi, dal momento che la chiusura
convessa di un insieme non aumenta il diametro e non diminuisce ’area del-
I'insieme. Inoltre possiamo ruotare e traslare il corpo in R?, affinche questo si
trovi nel semipiano delle ordinate positive e che la sua frontiera sia tangente
all’origine degli assi. Ora, in coordinate polari, abbiamo che la frontiera e de-
scritta da una funzione f che rappresenta la distanza di un punto dall’origine,

in termini dell’angolo 6, cioe

dove 0 ¢ 'angolo che una semiretta passante per l'origine crea con il semiasse
positivo delle ascisse.
Allora, dal cambiamento di variabili in coordinate polari nel piano, segue che

I’area del corpo X e

LT e
A_2/Of(9)d9.
o7
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Ora, dividiamo il nostro integrale in due meta e, con un cambio di variabili,

si ha

A= %/0 f(9)2d9+%[;f(0)2d9 — %/Dg(f(e)2+f(9+g)2)d9.

La funzione integranda non e altro che il quadrato dell’ipotenusa di un trian-
golo che ha per cateti esattamente f(0) e f(6 + §) (si veda figura [A.1)), e
vale

F(0)? + f<0+g>2 < (diam X)?,

cioe l'ipotenusa del triangolo inscritto non supera mai il diametro del corpo
che lo contiene.
Quindi si ha

A< 7T(aliamX>2.

2
Questo e effettivamente cio che volevamo provare, poiche abbiamo mostrato

che l'area di un qualunque insieme X ¢ sempre minore o uguale dell’area

della palla in R?, a parita di diametro.

Figura A.1: Corpo X e triangolo inscritto
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L’insieme di Cantor

In questa appendice vogliamo calcolare la misura di un particolare insieme
di R™: ["insieme di Cantor, utilizzando la teoria presentata finora. Questo
insieme, piu precisamente, ¢ un frattale. Un frattale ¢ un oggetto geometri-
co dotato di omotetia interna, in altre parole, si ripete nella sua forma allo
stesso modo su scale diverse, dunque ingrandendo una qualunque sua parte,

si ottiene una figura simile all’originale.

L’insieme di Cantor e un esempio di sottoinsieme di R" avente dimensio-
ne di Hausdorff non intera e misura di Lebesgue nulla.
Procediamo quindi costruendo tale insieme.
Consideriamo 'intervallo chiuso reale [0, 1] e, definiamo l'insieme di Cantor
C' come

C=()CrkeL

k>0

dove (C)k>0 € una successione di plurintervalli chiusi definita per ricorrenza

come segue:
e () ¢ l'intervallo iniziale chiuso [0, 1],

e Cy 2 [0,3]U[3, 1], ottenuto rimuovendo da Cy Dintervallo aperto (3, %),

29
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o Oy = [0,5]U[2, 3] U2, ] U3, 1], ottenuto rimuovendo dal centro dei

due intervalli che compongono C}, un intervallo aperto di lunghezza
(5)°

Generalizzando quindi, I'iterato C 1 si ottiene rimuovendo dal centro di ogni

intervallo componente Cy, un intervallo aperto di lunghezza ().

ol
-]

L=
e
R=1EN]
o loa

Figura B.1: Insieme di Cantor

Osservazione B.1. L’insieme di Cantor e un frattale, infatti consideriamo

ad esempio due insiemi di Cantor, il primo nell’intervallo [0, 1] e il secondo

nell’intervallo [2,3]. Ora contraendo 'intervallo [0,3] di un fattore 3, si ot-

tiene nuovamente l'insieme di Cantor. Questo procedimento si puo iterare

infinite volte.

Calcoliamo ora la misura di Lebesgue del frattale.

Osserviamo prima di tutto che il plurintervallo C}, ¢ unione disgiunta di 2*
intervalli chiusi, ciascuno di lunghezza (%)k Percio ogni C ha lunghezza
totale (3)F.

La misura di Lebesgue di C' allora e

N
lim (—) = 0.
k—+oco \ 3
Essa e quindi nulla, pur non essendo vuoto l'insieme.

Calcoliamo ora la dimensione di Hausdorff dell’insieme di Cantor.

Chiamiamo T, = {Ix;},;—1, o+ la famiglia degli intervalli di lunghezza (%)k

che compongono Cy. Zj € un di-ricoprimento per C} con 0 = (%)k VYa >0
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si ha
X diam 1 1/1\k
e} tam k,j a_ k a_ —ankg—ka
0 = S (B (Y -
Allora indicando con s il numero reale

In2
S 1= ——
In3

otteniamo
?Ic (0) < wa2—o¢€kln 2€—ka In3 _ wa2—a€k(s—a) ln3.
Abbiamo dunque che, Va > s

HC) = lim H(C) = 0

k—+o0

epera=s
HH(C) = lim H; (C) < w2® < 1.
k——+o0

Per provare la disuguaglianza inversa H*(C') > 1, vogliamo mostrare che, se

Z ¢ una collezione di intervalli che ricoprono C', allora vale

1<) I

1€l

Ma questo e vero se Z e una famiglia finita di intervalli chiusi, perche basta
usare la compattezza di C' e allargare leggermente ogni suo intervallo.

Ora, non e restrittivo supporre che ogni I € 7 sia il piu piccolo intervallo
che contiene una coppia, J e J’, di intervalli che compongono C. (J e J' non
devono necessariamente appartenere allo stesso Cy). Allora se J e J’ sono gli
intervalli maggiori tra questi, / sara composto da J, seguito da un intervallo
K nel complementare di C, seguito a sua volta da J'. Per costruzione di Cy,
si ha

L1 < (K.

Quindi
|7

v

= (1 KL+ ) > GO+ 1))
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> 21+ 5lIT) = LI + 1T

usando la concavita della funzione t° e il fatto che 3° = 2. In questo modo,
rimpiazzare I con i due sottointervalli J e J' non aumenta la sommatoria
iniziale. Si procede cosi finche, dopo un numero finito di passi, si trova un
ricoprimento di C' di intervalli tutti di lunghezza uguale a (3)*. Gli intervalli
trovati devono necessariamente contenere tutti gli intervalli che compongono
Cy, allora se 1 < > |I]® vale per questo ricoprimento, vale anche per il
ricoprimento iniziale 7.

Risulta quindi che H*(C') = 1 e che la dimensione di Hausdorff di C' & proprio

In2

s == = 0.6309....

T In3
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