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Sommario

Le soluzioni viscoelastiche sono un particolare tipo di fluido la cui dinamica non

può essere descritta attraverso i modelli tradizionali, come le equazioni di Navier-

Stokes. Ciò che le differisce dai fluidi classici Newtoniani è la struttura che assumono

le loro relazioni costitutive: l’elasticità dei polimeri che le compongono fa s̀ı che l’e-

voluzione dello stato tensionale debba essere determinato attraverso l’introduzioni

di equazioni differenziali, rendendo necessaria una reinterpretazione della natura di

questi fluidi.

Questo progetto mira ad approfondire lo studio di flussi a soluzione polimerica,

attraverso un’introduzione iniziale delle equazioni che ne descrivono la dinamica e

del modello fondamentale con il quale essi vengono descritti, seguendo con un’inter-

pretazione di risultati ben conosciuti ed un’analisi di simulazioni numeriche relative

ad un dominio particolare, ovvero quello della cavità guidata bidimensionale (Lid

Driven Cavity).
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Introduzione

Questa tesi approfondisce lo studio di flussi non-Newtoniani attraverso un’analisi che

punta ad evidenziare il contributo di alcuni dei parametri fondamentali nell’evoluzione

dello stato tensionale misurato lungo una determinata traiettoria rettilinea all’interno del

dominio della cavità guidata bidimensionale.

La prima parte di questa tesi si dedicherà alla definizione del modello di riferimento

con il quale è possibile rappresentare i polimeri costituenti le soluzioni viscoelastiche

ed all’introduzione delle equazioni fondamentali che descrivono la dinamica di questo

particolare tipo di flussi. A partire da una definizione iniziale del modello matematico

valido per flussi classici Newtoniani verranno introdotte le ipotesi e le variazioni necessarie

per rappresentare le equazioni fondamentali per la determinazione della dinamica dei

polimeri all’interno di una soluzione non-Newtoniana. Verranno inoltre introdotti i diversi

parametri adimensionali che influenzano lo stato delle soluzioni e ulteriori strumenti che

permettono di rendere più immediata la determinazione della natura del flusso preso in

analisi, come il Flow Type Parameter.

Una volta impostato il modello matematico verrà illustrata la cavità guidata bidimen-

sionale attraverso la definizione della geometria, dei parametri utili alla sua descrizione e

delle approssimazioni che vengono fatte alle condizioni al contorno per permetterne l’im-

plementazione del modello dal punto di vista numerico. Verranno inoltre mostrati diversi

risultati già conosciuti per soluzioni sia Newtoniane che viscoelastiche facendo riferimento

a Sousa et al. [6], introducendone le differenze fondamentali nella struttura del campo di

moto e descrivendo l’effetto dell’elasticità che ne garantisce la distinzione.

Dopo che il dominio di riferimento è stato prontamente definito e discusso, si pas-

serà alla descrizione dell’analisi tensionale che è stata effettuata. Verranno mostrati gli

strumenti con i quali sono stati prodotti i risultati e saranno messi a confronto per evi-

denziarne le differenze. In particolare si farà uso di un procedimento di integrazione

che attraverso la discretizzazione delle variabili principali è in grado di fornire un risul-

tato approssimato dello sviluppo della tensione lungo la traiettoria di riferimento, che

corrisponderà alla regione di flusso a diretto contatto con la parete scorrevole della ca-

vità guidata bidimensionale. Ciò che è stato ottenuto tramite l’applicazione di questo

procedimento di calcolo verrà attentamente confrontato con i risultati numerici disponi-

bili per stabilire il livello di accuratezza risultante dalle approssimazioni apportate sia al

programma che alle condizioni al contorno. Una volta coperto questo aspetto, la tesi si
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concluderà con un’analisi legata alla variabilità di uno dei parametri più importanti per

lo studio di soluzioni viscoelastiche e la caratterizzazione della loro natura: il numero di

Deborah. Verranno analizzati tre casi di studio differenti con l’obiettivo di determinare

la sua influenza nell’evoluzione della tensione lungo la traiettoria, tenendo a mente le

semplificazioni che sono state fatte per determinare l’eventuale discrepanza da i risultati

ottenuti e le aspettative portate dalle soluzioni numeriche preesistenti.

Tutto ciò che è stato introdotto finora verrà gradualmente illustrato nei vari capitoli

di questa tesi, a partire dalla definizione delle basi legate al modello rappresentativo

delle soluzioni viscoelastiche e dall’insieme di equazioni fondamentali per descriverne la

dinamica che verrà fatta già nel prossimo capitolo.
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Capitolo 1

Modello matematico per un flusso

viscoelastico

1.1 Equazioni di Navier-Stokes

I fluidi non-Newtoniani, come ad esempio le soluzioni polimeriche, hanno una struttura

più complessa rispetto ai fluidi Newtoniani a causa della presenza di polimeri al loro

interno, che altera l’evoluzione dello stato di tensione che viene accumulata da essi. Per

questo motivo è necessaria l’introduzione di un nuovo modello per la loro rappresentazione

e la definizione di equazioni particolari che modellano il comportamento del fluido e la

sua evoluzione nel tempo a seguito di determinate condizioni di perturbazione del suo

stato a riposo.

Prima di passare all’introduzione di questo nuovo modello descrittivo per questo par-

ticolare genere di soluzioni, è importante partire dalle basi con cui viene formulata la di-

namica dei fluidi classici Newtoniani, per poi successivamente deviare verso la definizione

delle equazioni fondamentali che ci permettono di descrivere le soluzioni non-Newtoniane

tenendo conto delle loro particolari proprietà.

Per un generico fluido Newtoniano, dunque, le relazioni fondamentali che ne descri-

vono la dinamica vengono definite in questa maniera

• Conservazione della massa;

• Conservazione della quantità di moto (equazioni di Navier-Stokes);

• Conservazione dell’energia.

Questo particolare sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali definisce il

bilancio di molte grandezze fondamentali di un qualsiasi fluido generico, permettendo di

descriverne la dinamica. Il sistema completo risulta però essere molto articolato, ma con
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4 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

i giusti accorgimenti ed eventuali semplificazioni dovute al particolare caso di studio è

possibile ridurne la complessità.

Nella nostra particolare situazione, cos̀ı come per molti casi di studio relativi a flussi

in ambito numerico e sperimentale, è possibile fare uso di un’ipotesi che permette di

introdurre una semplificazione notevole del sistema di equazioni iniziale: il concetto di

flusso incomprimibile (o incompressibile). Questa ipotesi, nella pratica, si traduce nel

seguente enunciato

ρ ≃ cost, (1.1)

e si riferisce al fatto che la densità ρ del fluido considerato può essere presa come

costante, siccome le sue variazioni a seguito delle condizioni di studio che vengono prese

in considerazione risultano essere trascurabili.

La prima espressione che descrive la conservazione della massa è la seguente

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0, (1.2)

con la notazione D
Dt

che indica la derivata totale (o materiale)

D

Dt
:=

∂

∂t
+ uk

∂

∂xk

. (1.3)

Risulta possibile semplificare l’espressione 1.2 facendo uso dell’ipotesi di incomprimi-

bilità ottenendo che

∇ · u = 0, (1.4)

dove u descrive il vettore velocità nelle sue 3 componenti u, v, w, mentre∇ corrisponde

all’operatore Nabla, definito nel modo seguente

∇ =
∂

∂x
î+

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂ (1.5)

ed è un operatore di grande importanza per lo svolgimento di calcoli differenziali,

poichè mette in relazione le tre derivate parziali rispetto alle tre coordinate del sistema di

riferimento adottato (̂i, ĵ e k̂ non sono altro che i tre versori che definiscono la direzione

dei tre assi principali). La sua applicazione in modi diversi permette di ottenere ulteriori

operatori, come si può vedere già da questa equazione. In particolare, dall’equazione

1.4 si ricava che la divergenza del campo di velocità deve essere sempre uguale a 0. Nel

nostro caso particolare si farà sempre riferimento ad un dominio bidimensionale, per

questo motivo la formulazione del primo principio diventa come segue

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (1.6)
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5 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

ed è una condizione fondamentale che il flusso deve sempre rispettare. Dal punto di

vista fisico, questa relazione impone che a seguito di un gradiente positivo della compo-

nente u lungo la coordinata x deve necessariamente esserci una compensazione tramite

un gradiente negativo della componente v in direzione y, e viceversa.

La seconda relazione è una conseguenza diretta del secondo principio della dinamica

(che dice che la forza che agisce su un generico corpo è proporzionale alla sua massa ed alla

accelerazione che esso possiede, secondo la legge F⃗ = ma⃗), ed impone che la variazione

per unità di tempo della quantità di moto sia uguale alla sommatoria delle forze esterne

applicate ad una generica particella di fluido. La forma che assume questo criterio è la

seguente

ρ
∂u

∂t
+ ρu · ∇u = −∇p+∇ · τ, (1.7)

dove u corrisponde nuovamente al vettore velocità, ρ è la densità del fluido (sempre

considerata costante a seguito dell’ipotesi iniziale), p è la pressione locale (calcolata come

forza agente su una superficie) e τ è il tensore degli sforzi, che per un caso bidimensionale

viene definito secondo la seguente espressione

τij =

[
τxx τxy

τyx τyy

]
, (1.8)

dove ciascuna componente corrisponde al valore di tensione lungo la direzione j agen-

te sul piano perpendicolare a i. Inoltre, è possibile dimostrare che questo tensore sia

simmetrico, e valga dunque che

τxy = τyx, (1.9)

e che dunque le incognite da ricavare per poter definire completamente il tensore (in

due dimensioni) siano 3 anzichè 4.

Per il caso di soluzioni polimeriche questo tensore viene definito come la somma del

contributo Newtoniano e l’effetto della viscoelasticità dei polimeri, secondo un’equazione

differenziale che tiene conto dell’evoluzione temporale della deformazione subita, al con-

trario del caso Newtoniano dove la tensione dipende solamente da come la deformazione

agisce in un dato punto. La notazione che verrà presa per identificare il contributo del

tensore degli sforzi dovuto alla presenza dei polimeri sarà Tij.

Per quanto riguarda i fluidi classici Newtoniani, la definizione del tensore degli sforzi

permette di descrivere l’evoluzione del flusso a seguito di determinate sollecitazioni, ed

in particolare la correlazione tra tensione e deformazione delle particelle. Le espressio-

ni di questo tipo prendono il nome di relazioni costitutive, e sono uno dei parametri

fondamentali per la chiusura del sistema di equazioni definito precedentemente.

Passando invece al terzo ed ultimo principio relativo alla conservazione dell’energia, il

suo contributo può essere trascurato proprio grazie all’introduzione dell’ipotesi di fluido
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6 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

Figura 1.1: Rappresentazione delle componenti di tensione del tensore τij su un generico

elemento fluido. Le notazioni σx e σy si riferiscono rispettivamente ai valori di τxx e τyy.

incomprimibile, che fa cadere la sua utilità ai fini della trattazione dei calcoli. Per questo

motivo, lo sviluppo delle equazioni che derivano dal terzo criterio può essere omesso.

1.2 I fluidi viscoelastici e la loro modellizzazione

Una delle motivazioni principali per cui i fluidi non-Newtoniani si differenziano in

maniera notevole da quelli classici è il comportamento che la viscosità apparente assume

a seguito di determinati stati di sollecitazione che vengono sottoposti. A partire da questo

presupposto è possibile suddividere i fluidi non-Newtoniani in due grandi categorie: shear

thinning, ovvero fluidi la cui viscosità tende a ridursi al variare della velocità di taglio

e shear thickening, dove invece la viscosità aumenta gradualmente con la deformazione.

Un altro aspetto importante da sottolineare è il loro legame tra tensione accumulata

e deformazione risultante, che nel caso di soluzioni viscoelastiche non ne permette la

descrizione attraverso le classiche relazioni costitutive. Per un fluido Newtoniano, infatti,

la tensione risulta essere proporzionale al rateo di deformazione, mentre invece per fluidi

non-Newtoniani questa proporzionalità non è più garantita.

Dunque, l’elemento fondamentale che determina le differenze tra i fluidi Newtoniani

e le soluzioni viscoelastiche è la presenza dei polimeri al loro interno, ed il modo in cui

essi reagiscono alle deformazioni a loro sottoposte. I polimeri sono costituiti da una ca-

tena di molecole che sono in grado di stirarsi o comprimersi a seguito dell’imposizione di

determinate sollecitazioni che solitamente derivano da fluttuazioni del gradiente di velo-

cità che caratterizza il flusso in un dato punto. Questa tendenza garantisce l’accumulo di

tensione ed il suo successivo rilascio come conseguenza dell’applicazione di sforzo sui poli-

meri. La condizione di massima sollecitazione fa s̀ı che la catena sia completamente dritta

ed allineata al flusso, mentre la condizione a minor energia consiste in un agglomerato

disordinato (configurazione a gomitolo).
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7 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

Figura 1.2: Modello dumbbell per la descrizione di una generica molecola che compone

la catena polimerica [1].

Il modello reologico più semplice che è stato introdotto per modellare un generico

polimero all’interno della soluzione in esame è la schematizzazione dumbbell (figura 1.2)

[4] [1], che descrive ogni singola molecola come una molla reale delimitata da due estremità

(che segue dunque la legge secondo cui l’allungamento è proporzionale alle forze applicate

su di essa ed è caratterizzata da un limite di estensibilità massima). La scelta di questa

modellazione è una conseguenza della natura elastica dei polimeri, che reagiscono alle

sollecitazioni imposte dal gradiente di velocità del flusso accumulando tensione (che può

essere analizzata attraverso la determinazione dello stato tensionale seguendo le equazioni

elencate di seguito).

Per i flussi viscoelastici è dunque importante conoscere lo stato di deformazione a cui

i polimeri all’interno della soluzione vengono sottoposti, e per farlo è necessario ricavare

informazioni sullo stato tensionale che li caratterizza, attaverso l’identificazione delle

componenti del tensore degli sforzi Tij.

L’obiettivo di questa tesi, dunque, sarà lo studio dello sviluppo dello stato tensionale

dei polimeri per flussi non-Newtoniani in regime di moto stazionario, utilizzando un

dominio particolare che ci permette di osservare dei risultati interessanti e che verrà

prontamente descritto in seguito, ovvero quello della Lid Driven Cavity [6] [5].

1.3 Equazioni della dinamica dei polimeri

L’evoluzione dello stato tensionale dei polimeri si può rappresentare attraverso la

determinazione di ciascuna componente del tensore degli sforzi Tij (ovvero il tensore che

tiene conto dell’effetto dovuto all’elasticità dei polimeri e di come essa influenzi la loro

7



8 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

Figura 1.3: Configurazione randomica della catena di molecole che compone un generico

polimero [1].

deformazione nel tempo), ottenibile a partire dal tensore di conformazione definito nel

seguente modo

Cij = ⟨qiqj⟩, (1.10)

che corrisponde al prodotto esterno del vettore end-to-end che congiunge le due estre-

mità di una molecola del polimero considerato secondo il modello dumbbell [4], ed in

particolare definisce la media di questo prodotto fatta su una data zona del flusso, for-

nendo informazioni sullo stato di deformazione che i polimeri che occupano quel punto

possiedono.

Si può dunque ora definire l’equazione di trasporto di tale tensore Cij

DCij

Dt
= Cik

∂uj

∂xk

+
∂ui

∂xk

Ckj −
1

De

(
Cij

1− Ckk/L2
− δij

)
, (1.11)

con i primi due termini del membro di destra che rappresentano lo stiramento che i

polimeri subiscono a seguito di determinate sollecitazioni da parte del flusso.

Va ricordato che la notazione D
Dt

definisce la derivata totale nel seguente modo

D

Dt
:=

∂

∂t
+ uk

∂

∂xk

, (1.12)

ed il suo utilizzo ci permette di calcolare le equazioni secondo una prospettiva euleria-

na, tenendo conto dell’evoluzione delle sollecitazioni di cui un generico polimero risente

durante il suo avanzamento lungo una determinata traiettoria di riferimento. Occorre

infine ricordare che per mantenere una valenza fisica dei risultati deve valere l’ipotesi di

8



9 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

flusso incomprimibile, e cioè che la divergenza del campo di velocità deve essere sempre

nulla [4], corrispondendo dunque per un caso bidimensionale alla seguente relazione

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (1.13)

L’espressione che lega il tensore degli sforzi Tij al tensore di conformazione Cij è la

seguente

Tij =
ηp
De

(
Cij

1− Ckk/L2
− δij

)
, (1.14)

da cui si possono notare alcuni parametri importanti che hanno una certa influenza

sullo stato tensionale sviluppato dai polimeri a seguito delle deformazioni imposte da

parte del flusso. I parametri in questione sono L, che rappresenta il valore di estensibilità

massima che i polimeri sono in grado di raggiungere, ricordando la loro modellazione

come una molla reale (questo parametro limita inoltre il valore massimo di tensione che

essi possono accumulare, raggiunto una volta che il polimero è completamente stirato) ed

il numero di Deborah De, corrispondente a

De =
λp

λf

, (1.15)

con λp che indica il tempo di rilassamento dei polimeri (e dunque la scala di tempo

nella quale essi scaricano tutta la tensione da loro accumulata) e λf che identifica la scala

di tempo caratteristica del regime di moto del flusso che sta venendo studiato. Questo

parametro adimensionale è dunque definito dal rapporto di queste due grandezze, ed il

suo valore è strettamente legato al concetto di elasticità che governa la dinamica dei

polimeri-molla

• De = 0: flusso Newtoniano;

• De ̸= 0: flusso viscoelastico.

Sulla base di questa definizione si può concludere che al crescere del numero di De-

borah il flusso è caratterizzato da un’elasticità progressivamente maggiore. L’ordine di

grandezza di tale parametro dipende anche dal tipo di dominio che si sta studiando, ma

tendenzalmente si può affermare che qualsiasi valore di De ̸= 0 si riferisca ad un flusso

non-Newtoniano [4].

Tornando infine sulle notazioni presenti nell’equazione 1.14, il termine Ckk corrisponde

alla traccia del tensore Cij, ovvero

Ckk = C11 + C22, (1.16)

mentre δij che corrisponde alla definizione del cosiddetto delta di Kronecker, scritto

in questa forma

9



10 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

δij =

0, se i ̸= j

1, se i = j
. (1.17)

Infine, il parametro ηp è un particolare valore che fa riferimento alla concentrazione

di polimeri all’interno della soluzione viscoelastica, e nel nostro caso assumeà sempre il

valore di ηp = 0.1.

Infine, il sistema di equazioni completo che viene risolto per la determinazione della

dinamica di una soluzione viscoelastica è il seguente
DCij

Dt
= Cik

∂uj

∂xk
+ ∂ui

∂xk
Ckj − 1

De

(
Cij

1−Ckk/L2 − δij

)
Tij =

ηp
De

(
Cij

1−Ckk/L2 − δij

) (1.18)

Attraverso la risoluzione di queste equazioni (attraverso particolari metodologie di

calcolo che verranno approfondite nei prossimi capitoli) è possibile conoscere l’evoluzione

dello stato tensionale a cui vengono sottoposti i polimeri (e dunque conoscere la compo-

nente non-Newtoniana del tensore delle tensioni), e caratterizzare di conseguenza il loro

comportamento.

1.4 Il Flow Type Parameter ed il suo utilizzo

Le equazioni esposte in precedenza, seguendo il giusto modello risolutivo, ci permet-

tono di determinare l’andamento della componente non-Newtoniana della tensione che

i polimeri sviluppano come conseguenza dell’interazione con la tipologia di flusso che

viene analizzata. La conformazione del flusso in esame può essere descritta attraverso

la definizione del suo gradiente di velocità, cioè una grandezza che sta alla base della

determinazione delle sollecitazioni che i polimeri subiscono, e a livello matematico viene

trattato come un tensore definito nel seguente modo (sempre per un caso bidimensionale)

K =

[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]
, (1.19)

con ciascuna delle sue componenti che corrisponde alla derivata spaziale della i-esima

componente di velocità fatta rispetto alla j-esima coordinata di riferimento. Un aspetto

importante da tenere a mente, e che verrà ulteriormente enfatizzato di seguito, è che

questo tensore ha un vincolo fondamentale, ovvero quello dell’incomprimibilità del flusso

che impone che

K11 +K22 =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (1.20)

influenzando in maniera diretta la conformazione del gradiente di velocità che un

flusso che rispetta questo tipo di ipotesi può assumere durante la sua evoluzione.
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11 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

Le equazioni che sono state descritte nel paragrafo precedente possono essere im-

plementate per via numerica seguendo differenti approcci risolutivi. Uno dei modelli

più utilizzati in letteratura è il metodo FENE-P (Finitely Extensible Nonlinear Elastic-

Peterlin) [4], che descrive i polimeri come molle reali attribuendo loro un valore massimo

di estensibilità oltre il quale non è più possibile accumulare tensione. Il caso di studio

relativo a questa tesi farà invece uso di un altro modello, ovvero Oldroyd-B, che offre

una modellizzazione più semplificata eliminando il termine di estensibilità massima (e

dunque non descrivendo più i polimeri come molle reali bens̀ı ideali, senza nessun limite

di estensione). Gli studi sull’analisi tensionale che verranno proposti al Capitolo 3 fanno

uso di questo modello all’interno di un algoritmo di integrazione dello stato di tensione

il cui dominio verrà descritto di seguito.

Utilizzando questi strumenti verrà posto l’obiettivo di determinare l’evoluzione dello

stato tensionale che i polimeri sviluppano come conseguenza dell’interazione con il gra-

diente di velocità che caratterizza il flusso. Questa tesi, infatti, seguirà un approccio di

tipo passivo, con il flusso che svolgerà il ruolo di elemento forzante sui polimeri stessi, e

dunque la sua dinamica determinerà il modo in cui essi accumulano o rilasciano tensione,

diventando una vera e propria condizione al contorno utile per poter classificare il loro

stato tensionale.

Dunque, siccome il flusso è in grado di imprimere particolari deformazioni ai polimeri

sviluppando tensione di conseguenza, diventa interessante conocere la velocità di defor-

mazione che lo caratterizza, e ciò è reso possibile grazie all’introduzione di un parametro

che definisce in maniera rapida lo stato di deformazione che caratterizza ogni flusso e ci

permette di prevederne l’effetto sui polimeri: il Flow Type Parameter ξ [2] [6].

Tale parametro può essere definito nel seguente modo

ξ =
|e|−|Ω|
|e|+|Ω|

, (1.21)

con |e| ed |Ω| corrispondenti alle norme della parte simmetrica e antisimmetrica del

tensore gradiente di velocità (ogni tensore, infatti, può essere scomposto in una parte

simmetrica e una antisimmetrica. Inoltre, e corrisponde al contributo associato alla de-

formazione, mentre Ω si riferisce al contributo di rotazione). Queste due componenti

(cos̀ı come tutto il tensore gradiente di velocità) forniscono informazioni sulla deforma-

zione a cui i polimeri vengono sottoposti, e la notazione con cui è possibile esprimerle è

la seguente

e =
1

2
(K +KT ), (1.22)

Ω =
1

2
(K −KT ), (1.23)

con
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12 Capitolo 1. Modello matematico per un flusso viscoelastico

K =

[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]
, KT =

[
∂u
∂x

∂v
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y

]
, (1.24)

corrispondenti rispettivamente al tensore gradiente di velocità K e al suo trasposto

KT . Mettendo assieme le due espressioni di parte simmetrica e antisimetrica si è in grado

di riottenere il tensore completo, visualizzando la definizione accennata in precedenza

K = e+ Ω =
1

2
(K +KT ) +

1

2
(K −KT ). (1.25)

Ora che è stato definito ξ in tutte le sue componenti è possibile interpretarlo dal punto

di vista fisico, andando ad analizzare il significato del suo valore nella determinazione

della natura del flusso che viene studiato. L’intervallo all’interno del quale il Flow Type

Parameter è definito è il seguente

ξ ∈ [−1, 1], (1.26)

dal quale è possibile associare ad un determinato valore il tipo di flusso che viene

preso in considerazione, secondo la seguente definizione

• ξ = 1: flusso puramente estensionale (soggetto a stretch puro);

• ξ = 0: flusso di puro shear;

• ξ = −1: rotazione rigida del flusso.

Grazie all’introduzione di questo parametro è possibile risalire in maniera più rapida

alla tipologia di flusso che interessa una zona qualsiasi del dominio che viene studiato,

poichè la sua definizione permette di associare una determinata conformazione diK ad un

valore adimensionale. Per questo motivo, il Flow Type Parameter verrà utilizzato in più

occasioni negli studi proposti nei capitoli successivi grazie alla sua facile interpretazione.
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Capitolo 2

Lid Driven Cavity

All’interno di questo capitolo verrà introdotto il flusso esaminato in questo lavoro di

tesi, facendo uso di documenti di letteratura che trattano in maniera dettagliata il caso

di studio che verrà approfondito nel Capitolo 3. Le seguenti trattazioni sono dunque

state prese dall’articolo di Sousa et al. [6], ed introducono il modello della cavità guidata

bidimensionale fornendo soluzioni dettagliate sia per il caso Newtoniano che per quello

relativo ad una soluzione viscoelastica, proponendo delle analisi legate alla variabilità di

alcuni dei parametri fondamentali che caratterizzano questo particolare dominio.

2.1 Geometria e parametri fondamentali

Come accennato in precedenza, il caso di studio è quello della cavità guidata bidimen-

sionale (Lid Driven Cavity), ovvero un particolare dominio rettangolare caratterizzato

da specifiche condizioni al contorno, e cioè una delle quattro pareti (quella superiore) è

in grado di scorrere con una determinata velocità di avanzamento U , interagendo con gli

strati di flusso sottostanti andando a generare regimi di moto che risultano interessanti

da studiare e caratterizzare [6] [5].

La geometria descrive una regione rettangolare di altezza H e lunghezza L, con il lato

superiore AB che si muove con velocità costante U secondo la condizione al contorno posta

inizialmente. Secondo Sousa et al. [6], il regime di moto del flusso che viene a generarsi

nel caso più generale (flusso Newtoniano per Re → 0, regime stazionario) presenta una

regione ricircolante principale nella parte alta del dominio, con la formazione di due

ulteriori ricircoli secondari (con vorticità opposta a quello principale) in corrispondenza

degli angoli inferiori C e D (figura 2.1).

Uno dei parametri fondamentali che ricoprono una grande importanza nella caratteriz-

zazione di questo particolare dominio è l’aspect ratio Λ, rapporto adimensionale definito

nel seguente modo

Λ =
H

L
, (2.1)
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14 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

Figura 2.1: Geometria della Lid Driven Cavity [6].

che corrisponde al rapporto tra le due dimensioni caratteristiche della cavità guidata

bidimensionale, ovvero la lunghezza L e l’altezza H. Data la sua definizione, questo

particolare valore è in grado di fornire informazoni sull’estensione verticale della regione

rettangolare in relazione alla sua dimensione orizzontale, e dunque descrive in maniera

diretta la geometria che viene analizzata.

Il secondo parametro adimensionale che risulta avere grande importanza in questo

caso di analisi, e risulta essere un coefficiente di grande ricorrenza nella descrizione della

maggior parte dei fluidi, è il numero di Reynolds Re, che assume la seguente forma

Re =
ρUL

µ
, (2.2)

quantificando generalmente il rapporto tra le forze inerziali e quelle viscose. Nel no-

stro dominio specifico esso viene caratterizzato dalla lunghezza L della parete mobile e

dalla velocità a cui essa si muove U . La densità ρ in questo caso particolare è conside-

rata costante, siccome continua a valere l’ipotesi di flusso incomprimibile formulata nel

capitolo precedente. Il parametro µ, infine, si riferisce alla viscosità cinematica del flusso

preso in considerazione, e corrisponde alla resistenza che esso oppone allo scorrimento per

solo effetto di gravità (al contrario della viscosità dinamica, che argomenta la resistenza

allo scorrimento in un caso più generale). Questo particolare parametro adimensionale è

in grado di fornire informazoni in merito al regime di moto che interessa un determinato

tipo di fluido, e a partire dal suo valore è possibile identificarlo in maniera immediata.

Esiste infatti un range di Re entro il quale il flusso che viene a generarsi rimane stazio-
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15 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

nario, ovvero tale per cui nessuna grandezza risulta essere dipendente dal tempo, e nella

maggior parte dei casi si può evincere che il tipo di flusso che viene caratterizzato dal

fenomeno della stazionarietà sia quello laminare, ovvero un moto ordinato ed omogeneo

delle particelle di fluido.

Per quello che concerne l’obiettivo di questa tesi, lo studio verrà limitato ad un campo

di moto stazionario per flussi a soluzione polimerica caratterizzati da Λ = 1, ed in parti-

colare si darà maggiore importanza allo studio dello stato tensionale di un polimero che

si muove lungo una traiettoria ben definita, posta al contorno della parete in movimento.

Tuttavia, la trattazione nel dettaglio di questo procedimento e delle modalità con le quali

verrà effettuato il calcolo sarà argomento di interesse nel Capitolo 3.

2.2 Problema delle condizioni al contorno

Per poter studiare il dominio della Lid Driven Cavity si può fare uso del calcolo

numerico attraverso l’implementazione del modello matematico che lo descrive. Tuttavia,

in questo modo possono insorgere diverse problematiche legate al costo computazionale,

in particolare nella definizione delle condizioni al contorno del problema. Questo aspetto

costringe alla definizione di particolari condizioni che non rispecchiano esattamente quelle

reali ma scendano a compromessi in modo tale da garantire la fattibilità dal punto di vista

numerico. L’articolo di Sousa et al. [6] espone questo problema e fornisce diverse soluzioni

che variano in base al livello di accuratezza nella rappresentazione delle condizioni reali,

e di seguito ne vengono citati i risultati.

Un ostacolo molto grande che la definizione di questo genere di dominio dal punto

di vista numerico porta alla modellazione finale riguarda la condizione al contorno di

scorrimento della parete mobile, che non può muoversi a velocità costante lungo tutta

la sua dimensione L. Il motivo per cui non è possibile utilizzare un profilo di velocità

costante su tutta la traiettoria è legato alla generazione di discontinuità nel profilo di U

all’interfaccia tra la parete mobile AB e le due pareti laterali, che per definizione delle

condizioni al contorno devono essere ferme. L’unico modo per superare questo inconve-

niente, evitando dunque problematiche legate al costo computazionale o alla fattibilità

effettiva dei calcoli, è quello di introdurre dei profili di velocità non costanti (o almeno

non ovunque costanti) in modo da eliminare qualsiasi tipo di discontinuità all’interfaccia

con le altre pareti, disegnando profili che annullano sia la velocità che il suo gradiente nei

punti A e B rendendo tutto quanto continuo. Questo genere di funzioni prendono il nome

di regolarizzazioni del profilo di velocità [6], e la loro applicazione rende necessario riela-

borare la condizione al contorno della parete mobile introducendo il profilo regolarizzato

u(x) anzichè il semplice valore costante U utilizzato finora.

Questa scelta obbligata introduce delle discrepanze, rischiando di rendere i risultati

numerici molto diversi da quelli sperimentali. Per questo motivo è necessario fare una

scelta accurata della regolarizzazione, in modo tale da evitare di renderla troppo ”ag-
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16 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

gressiva” e dunque troppo distante dal risultato reale, ma allo stesso tempo non troppo

debole per evitare di incappare in problematiche legate al calcolo numerico [6].

Uno dei diversi modi per definire una regolarizzazione del profilo di velocità è quello

di utilizzare la seguente funzione polinomiale

R1 : u(x) = 16U(x/L)2(1− x/L)2, (2.3)

che assume la forma di un grafico a campana, ed è definita in modo tale che velocità

e il suo gradiente siano nulli agli estremi, al contrario del caso del profilo di velocità non

regolarizzato

R0 : u(x) = U, (2.4)

che corrisponde in maniera diretta con la condizione al contorno iniziale che è stata

posta a priori. Sappiamo già che questa scelta non è adatta per l’utilizzo all’interno di

simulazioni numeriche, ma la sua definizione è importante per visualizzare le differenze

con gli altri profili regolarizzati che verranno proposti di seguito.

L’articolo di Sousa et al. [6] propone due ulteriori profili regolarizzati, definiti rispet-

tivamente nel seguente modo

R2 :


u(x) = [1/(0.220.82)]U(x/L)2(1− x/L)2 0 ≤ x/L ≤ 0.2

u(x) = U 0.2 < x/L < 0.8

u(x) = [1/(0.220.82)]U(x/L)2(1− x/L)2 0.8 ≤ x/L ≤ 1

, (2.5)

cioè una funzione definita a tratti che tiene la velocità della parete mobile equivalente

al suo valore costante U per un tratto pari al 60% di tutta la lunghezza totale del dominio,

e

R3 :


u(x) = [1/(0.120.92)]U(x/L)2(1− x/L)2 0 ≤ x/L ≤ 0.1

u(x) = U 0.1 < x/L < 0.9

u(x) = [1/(0.120.92)]U(x/L)2(1− x/L)2 0.9 ≤ x/L ≤ 1

, (2.6)

che mantiene la velocità uniforme per un tratto pari all’80% di L, risultando in una

precisione maggiore nella rappresentazione della vera condizione al contorno [6]. Per

queste ultime due regolarizzazioni, il profilo di velocità risulta essere continuo lungo tutta

la traiettoria di riferimento, mentre il gradiente mostra una discontinuità in prossimità dei

cambi tra funzione polinomiale e tratto costante. Questa scelta le rende leggermente più

pesanti rispetto alla regolarizzazione R1, ma avendo eliminato le discontinuità nei punti a

contorno tra le pareti fisse e quella mobile risultano comunque essere delle opzioni valide

per la descrizione del dominio.

Sulla base delle esigenze dello specifico caso di studio è possibile scegliere una tra

queste regolarizzazioni per modellare la condizione al contorno della parete scorrevole,
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17 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

a costo di ottenere simulazioni più pesanti man mano che il profilo di velocità diventa

più aggressivo. Sousa et al. [6] mostra inoltre l’effetto che la regolarizzazione porta

all’evoluzione del flusso e dello stato tensionale mostrando risultati differenti che verranno

illustrati nei paragrafi successivi.

Nel caso particolare che riguarda lo studio di questa tesi, i calcoli che verranno ef-

fettuati e le simulazioni che verranno prese come riferimento utilizzeranno il profilo re-

golarizzato R1. All’interno del Capitolo 3 verrà discusso il suo effetto sui risultati ed il

contributo che essa porta all’evoluzione dello stato tensionale.

Figura 2.2: Rappresentazione delle regolarizzazioni dei profili di velocità della parete

mobile [6].

Ora che sono stati introdotti gli ostacoli di calcolo e sono state proposte le metodologie

per aggirarli è possibile soffermarsi su un’analisi delle soluzioni contenute nell’articolo di

Sousa et al. [6], ed in particolare soffermarci sul comportamento di flussi Newtoniani

confrontato con quello per soluzioni viscoelastiche.

2.3 Soluzione per flusso Newtoniano

La cavità guidata bidimensionale è stata utilizzata in molteplici studi data la sua

relativa semplicità e immediatezza dei risultati. Sono dunque disponibili diverse analisi

di soluzioni numeriche e sperimentali, svolte per diversi valori dell’aspect ratio Λ, numero

di Reynolds Re e sia per flussi Newtoniani che non-Newtoniani. Di seguito viene propo-

sta una discussione presa dall’articolo di Sousa et al. [6] che introduce una descrizione
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18 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

dell’evoluzione del regime di moto del flusso con una conseguente analisi dei risultati di

casi già conosciuti, il tutto affiancato da un’interpretazione della variabilità di alcuni dei

parametri che giocano un ruolo fondamentale nelle equazioni della dinamica dei polime-

ri e nella definizione geometrica del dominio della Lid Driven Cavity, e che influenzano

in maniera sostanziale la conformazione del flusso e la sua evoluzione sia spaziale che

temporale (nel caso non stazionario).

Per un flusso classico Newtoniano si può notare che per bassi numeri di Reynolds (in

questo caso si parla di ”flusso Newtoniano strisciante”, o meglio ”creeping Newtonian

flow”, dove Re → 0) e bassi valori di aspect ratio, si viene a formare una regione ricir-

colante principale nella zona superiore del dominio, che conserva una simmetria rispetto

alla mezzeria x/L = 0.5 grazie alla linearità delle equazioni di Navier-Stokes sotto le con-

dizioni di ”flusso di Stokes”, e cioè di un flusso fondamentalmente stazionario (e quindi a

partire dalle condizioni al contorno in un qualsiasi istante è possibile trovare la soluzione

del campo di moto del flusso in un qualsiasi altro istante). Oltre a questa regione, si

vengono a creare due ulteriori ricircoli negli angoli inferiori del dominio (corner eddies)

con vorticità opposta a quella della regione ricircolante principale. Più precisamente, ciò

che si verifica è la formazione di una serie di vortici che diminuiscono gradualente di in-

tensità e dimensione avvicinandosi sempre di più ad uno dei due angoli inferiori C e D. I

vortici principali che si sviluppano agli angoli tendono a crescere di intensità e dimensione

all’aumentare dell’aspect ratio, fino al raggiungimento di un valore critico dopo il quale

si uniscono per formare una regione di ricircolo secodaria subito sotto la prima, carat-

terizzata da un’intensità comunque molto inferiore. Al crescere di Λ questo fenomeno si

ripete favorendo la formazione di ulteriori celle ricircolanti di intensità sempre inferiore

a quella primaria. Inoltre, per alti valori dell’aspect ratio (tendenzialmente per Λ > 1.6)

la regione di flusso a ridosso della parete mobile sembra esserne indipendente, portando

alla conclusione che ciò che governa l’evoluzione e la distribuzione delle linee di corrente

in quella particolare zona è lo scorrimento della parete, e dunque la velocità con cui essa

si muove [6].

Tenendo fisso il valore dell’aspect ratio (nella maggior parte dei casi si mantiene il

caso Λ = 1) e aumentando progressivamente il numero di Reynolds, si nota che il flusso

perde la sua simmetria rispetto alla mezzeria verticale e la complessità delle simulazioni

aumenta progressivamente, fino al raggiungimento di un valore critico di Re al quale il

flusso assume un comportamento tridimensionale, perdendo la condizione di stazionarietà

che era stata mantenuta fino a quel momento.

Evitando di entrare nei casi limite, la maggior parte degli studi che vengono illustrati

in Sousa et al. [6] sono stati fatti per moti stazionari a bassa complessità, stabilendo delle

condizioni secondo le quali la dinamica della Lid Driven Cavity assume una complessità

ridotta e diventa dunque più accessibile il suo utilizzo e l’interpretazione dei risultati

prodotti.

Un ulteriore aspetto da tenere in considerazione è la scelta della regolarizzazione,
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19 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

Figura 2.3: Distribuzione delle linee di corrente per varie regolarizzazioni. [6].

poichè influenza in maniera non trascurabile i risultati ottenuti (figura 2.3). Ad esempio,

per il caso a Λ = 1 la scelta della regolarizzazione secondo la classica funzione polinomiale

(ovvero R1) riduce l’intensità della regione ricircolante principale di un valore che si

avvicina circa al 16%, mentre la visualizzazione qualitativa delle linee di corrente rimane

fondamentalmente la stessa tranne che nelle zone limitrofe ai due angoli superiori A

e B (questo risultato rispetta le aspettative, poichè la regolarizzazione in questione in

prossimità dei due estremi della traiettoria assume valori di velocità molto diversi rispetto

al caso non regolarizzato che descrive la condizione al contorno reale, andando a cambiare

in maniera significativa i risultati che si ottengono). Per valori ridotti dell’aspect ratio,

invece, le differenze nella distribuzione del campo di velocità sono più apprezzabili, ed

il caso non regolarizzato (R0) mostra linee di corrente dritte per la maggior parte della

zona della parete mobile (ovvero per oltre il 75% di L). Come ci si poteva aspettare,

modificare la regolarizzazione in modo che rappresenti nella maniera più fedele possibile

il caso reale non regolarizzato (mantenendo comunque i vincoli imposti dalle singolarità),

come è stato fatto per R3, aumenta l’intensità dei vortici fino a valori molto simili al caso

non regolarizzato e mostra una distribuzione delle linee di corrente più precisa, nonostante

ci siano ancora differenze sostanziali nelle regioni vicine agli estremi A e B (aspetto che

sarà sempre presente poichè in quelle zone la velocità regolarizzata tende a 0 per qualsiasi

scelta di profilo approssimato).

Per mostrare in modo migliore gli effetti della scelta della regolarizzazione si può

fare uso del Flow Type Parameter ξ definito in precedenza, ricordando i valori a cui

corrispondono le relative tipologie di flusso:

• ξ = 1: flusso puramente estensionale;
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20 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

Figura 2.4: Mappe di ξ per ogni regolarizzazione [6].

• ξ = 0: flusso di puro shear;

• ξ = −1: Flusso puramente rotazionale.

Questo parametro ci permette infatti di identificare in maniera rapida lo stato di

deformazione che il flusso esercita sui polimeri in ogni punto del dominio. Come ci si

poteva aspettare, regolarizzazioni diverse influiscono in maniera diversa su tutto il flusso

della regione rettangolare, andando ad imprimere diverse deformazioni sulle molecole

polimeriche che si tradurranno infine in diversi accumuli di tensione (figura 2.4). Il

profilo di velocità regolarizzata che viene scelto, infatti, influisce in maniera sostanziale

sulla tipologia di flusso che viene a svilupparsi, in particolar modo in prossimità dei due

estremi della parete mobile. Per casi non regolarizzati, quella regione è maggiormente

caratterizzata da flussi di shear, mentre l’introduzione della regolarizzazione induce una

forte componente estensionale vicino ai due angoli A e B a causa della accelerazione

e decelerazione imposta dallo scorrimento della parete mobile al contorno (variazioni

brusche di velocità per un tempo prolungato, infatti, inducono un forte gradiente che stira

o contrae i polimeri in maniera aggressiva, e questo si traduce nella generazione di una

forte componente di stretching che va a combinarsi con quella di shear già presente grazie

all’azione del flusso). Riducendo la regione all’interno della quale si registra l’accelerazione

(e quindi scegliendo regolarizzazioni sempre più accurate), il contributo estensionale si

riduce considerevolmente e il campo si avvicina sempre di più alla condizione reale (R0).

In alcuni casi, per evitare di dover gestire queste grosse differenze tra risultati a

ridosso degli estremi della traiettoria, si possono modificare le condizioni al contorno

senza necessariamente dover introdurre una regolarizzazione del profilo di velocità, bens̀ı

introducendo una condizione di ”perdita di fluido” (in inglese è conosciuta come leaky

boundary condition [6]) che impone l’introduzione di molecole di fluido all’estremo A e

la loro successiva fuoriuscita arrivati all’estremo B, in modo tale da non dover elaborare
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21 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

una velocità nulla a ridosso degli estremi del dominio e permettere dunque l’utilizzo del

profilo a velocità costante senza commettere grossi errori di calcolo. Questa condizione

non è sempre applicabile, ma sulla base delle determinate esigenze si può ricorrere a

questa soluzione alternativa.

2.4 Soluzione per flusso viscoelastico

Passando ora all’analisi per flussi viscoelastici secondo Sousa et al. [6], è necessario

concentrarsi sull’effetto che l’elasticità dei polimeri ha nella conformazione che assume

il campo di velocità risultante. Per questo particolare studio sono state effettuate si-

mulazioni secondo il modello FENE-P [4], che ricordiamo introdurre un valore massimo

dell’estensibilità dei polimeri. La presenza dell’elasticità induce dei cambiamenti nello

schema delle linee di corrente, in particolare rompendo la simmetria rispetto alla mez-

zeria verticale x/L = 0.5. Risulta inoltre necessario introdurre la variabilità di altri due

parametri per questo tipo di studio, ovvero il numero di Deborah De che è stato definito

nel capitolo precedente e il numero di Weissenberg Wi, che definisce il rapporto tra sforzi

elastici e sforzi viscosi. Questi due parametri sono strettamente legati nel nostro caso di

studio, ed in particolare possono essere descritti attraverso le seguenti relazioni

De =
λU

L
, (2.7)

Wi =
λU

H
, (2.8)

con λ che corrisponde alla scala caratteristica del tempo di rilassamento dei polimeri,

parametro che è già stato enunciato in precedenza nella definizione del numero di Deborah.

Data la struttura delle espressioni di entrambi i parametri, e ricordando la definizione di

aspect ratio

Λ =
H

L
, (2.9)

si può identificare la relazione che li lega come la seguente:

De = ΛWi, (2.10)

e si può dunque concludere che nel nostro caso particolare di cavità bidimensionale

ad aspect ratio Λ = 1 i due valori coincidono. Per questo motivo, d’ora in avanti si terrà

conto solamente della notazione legata al numero di Deborah De.

Ora che sono stati definiti i nuovi parametri utili per lo studio di soluzioni viscoelasti-

che è possibile passare all’analisi delle soluzioni per flussi di questa natura. Un aumento

del numero di Deborah (che corrisponde, dal punto di vista fisico, ad un progressivo au-

mento dell’elasticità dei polimeri [4]) induce la formazione di grandi sforzi normali che
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22 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

si orientano verso valle del flusso a causa della direzione di rotazione del ricircolo prin-

cipale e allo scorrimento della parete (i polimeri vengono stirati mentre sono trasportati

verso valle), portando ad un aumento della resistenza del flusso che comporta infine uno

spostamento del centro della regione ricircolante principale a monte, verso il punto A

(questo risultato numerico risulta essere concorde con ciò che è stato osservato sperimen-

talmente). La combinazione di questi effetti comporta una riduzione dell’intensità della

zona di ricircolo principale, maggiormente nella regione vicina alla parete scorrevole, e

la causa di questo fenomeno va attribuita all’effetto di soppressione dei vortici derivante

dall’elasticità dei polimeri [6].

Figura 2.5: Effetto dell’elasticità. In grigio è evidenziato il campo per un flusso Newto-

niano [6].

Per valori ridotti di Λ e regolarizzazioni vicine al caso R0 (ad esempio R2 ed R3),

le linee di corrente in una vasta regione vicino alla zona centrale risultano essere dritte,

raggiungendo la zona molto vicina agli estremi prima di cambiare la loro curvatura in

modo rapido a causa dell’avvicinamento alle pareti laterali, e per questo motivo il mecca-

nismo di soppressione dei vortici risuta essere leggermente ridotto [6] (infatti, i polimeri

allineati alle linee di corrente dritte garantiscono un piccolissimo aumento dell’intensità

dei vortici) (figura 2.5). In maniera simile a come visto per flussi Newtoniani, l’intensità

della regione ricircolante aumenta gradualmente fino al raggiungimento del valore Λ = 1

dove quest’ultima satura, favorendo la formazione delle zone di ricircolo secondarie, che

crescono in numero ma decrescono di intensità all’aumentare dell’aspect ratio.

Tuttavia, al variare di Λ esistono dei valori critici di De e Wi tali per cui non è più

possibile identificare un flusso stazionario, dando luce ad una serie di instabilità elastiche

che possono innescare un regime di moto caotico del flusso all’interno del dominio di

riferimento. A parità di scelta del profilo di regolarizzazione, le instabilità per i vari aspect
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23 Capitolo 2. Lid Driven Cavity

ratio nascono a valori del numero di Deborah circa costanti (e dunque il valore critico

1/Wicr cresce linearmente con Λ), mentre per regolarizzazioni sempre meno aggressive

(avvicinandosi dunque al caso R0) il valore critico di De decresce considerevolmente.

Infine, scegliendo il valore medio di velocità alla parete per ogni regolarizzazione anzichè

il valore di picco e cambiando la scala di tempo caratteristica è possibile definire dei

nuovi parametri De∗ e Wi∗ che permettono di far collassare i valori critici alle varie

regolarizzazioni [6].

Figura 2.6: Mappe di ξ per flusso viscoelastico in regime stazionario [6].

Per concludere questa illustrazione dei risultati presenti nel testo di Sousa et al. [6],

cos̀ı come è stato fatto per il caso di flusso Newtoniano è possibile identificare la mappa

di Flow Type Parameter per ogni punto della Lid Driven Cavity per una soluzione viscoe-

lastica (figura 2.6). In questo modo viene reso più evidente il contributo che la regolariz-

zazione offre nella conformazione del dominio, e si è in grado di apprezzare meglio come

l’introduzione dell’elasticità alteri la simmetria precedentemente presente influenzando

complessivamente l’evoluzione dello stato tensionale dei polimeri lungo la traiettoria di

riferimento.
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Capitolo 3

Analisi Lagrangiana

3.1 Simulazione di riferimento

Cos̀ı come accennato in precedenza, questo capitolo sarà dedicato all’introduzione

delle metodologie di calcolo utilizzate per ricavare l’andamento dello stato tensionale di

una soluzione viscoelastica lungo una specifica traiettoria e alla successiva discussione

dei risultati ottenuti, affiancata da confronti con simulazioni di riferimento ed analisi

sulla variabilità del numero di Deborah per identificarne il contributo allo sviluppo della

tensione.

Per rendere possibile questa trattazione verrà fatto uso di una particolare simulazione

numerica svolta dal gruppo di studio della Professoressa Elisabetta De Angelis [1], che at-

traverso il modello Oldroyd-B risolve l’integrazione secondo una prospettiva euleriana di

tutto il dominio della cavità guidata bidimensionale con aspect ratio Λ = 1 e regolarizza-

zione del profilo di velocità R1. Tuttavia, la concentrazione di questa tesi verrà spostata

allo studio dell’evoluzione dello stato tensionale lungo una traiettoria rettilinea definita

come la zona di flusso a diretto contatto con la parete scorrevole AB (figura 3.1), ed in

particolare verrà fatto uso di un programma in grado di svolgere un’integrazione discre-

tizzata della tensione lungo questa traiettoria seguendo una prospettiva lagrangiana, in

modo da sovrapporre i risultati ottenuti con quelli ricavati dalla simulazione euleriana ed

evidenziare eventuali congruenze o discrepanze. Cos̀ı come verrà approfondito di seguito,

il programma dovrà gestire in ingresso diversi valori ottenuti a partire dalla simulazione

in modo tale da poter produrre i propri risultati. Le due funzioni fondamentali che ver-

ranno considerate saranno il profilo di velocità regolarizzato u(x) ed il tensore gradiente

di velocità K(x) in tutte le sue componenti. Inoltre, al programma sarà necessario cono-

scere le condizioni iniziali della tensione, e per questo motivo dovrà essere selezionata una

coordinata particolare molto vicina all’estremo sinistro A e ricavarne i valori di tensione

”esatti” prodotti dalla simulazione euleriana, per poi inserirli nelle condizioni iniziali del

problema lagrangiano.

In figura 3.1 viene illustrata la soluzione del campo di velocità come risultato dell’uti-
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25 Capitolo 3. Analisi Lagrangiana

Figura 3.1: Campo di moto del flusso risultante dalla simulazione di riferimento. In

nero abbiamo la distribuzione di linee di corrente per flusso Newtoniano, in giallo per

flusso viscoelastico a De = 0.2, in rosso a De = 0.4 e blu a De = 0.6 [3]. Il tratto AB

rappresenta la traiettoria rettilinea di riferimento per questo studio.

lizzo della simulazione Euleriana. Come si può ben vedere, viene offerto un confronto tra

la soluzione classica Newtoniana e tre possibili varianti di flusso viscoelastico. Ciò che

varia tra le diverse simulazioni è il numero di Deborah De, che simboleggia una diversa

elasticità dei polimeri nei vari casi, e come descritto nel capitolo precedente induce una

diversa conformazione della struttura del dominio completo, a partire dalla rottura del-

la simmetria rispetto all’asse verticale di mezzeria x/L = 0.5. Questo aspetto influisce

anche sulla distribuzione del tensore gradiente di velocità lungo la traiettoria di nostro

interesse, e per questo motivo si noterà un contributo all’evoluzione dello stato tensionale

al variare di De.

Ogni flusso verrà sempre studiato utilizzando la regolarizzazione R1 come condizione

al contorno, e ciò che cambierà tra un caso e l’altro sarà proprio l’effetto del tensore gra-

diente di velocità all’avanzare dei polimeri lungo la traiettoria (dovuto ai cambiamenti di

elasticità che modificano il campo completo) che si tradurrà infine in un diverso sviluppo

dello stato tensionale. Questo aspetto, cos̀ı come l’analisi della variabilità del numero

di Deborah tra le diverse simulazioni, verrà affrontato con più dettaglio nei paragrafi

successivi.
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26 Capitolo 3. Analisi Lagrangiana

Figura 3.2: Evoluzione del gradiente di velocità lungo la traiettoria di riferimento. Valori

validi per un flusso viscoelastico a De = 0.2.

3.2 Gradiente di velocità e Flow Type Parameter

Soffermandoci sulla visualizzazione di ciascuna delle quattro componenti del tensore

gradiente di velocità (figura 3.2) si può subito notare che l’ipotesi fondamentale di in-

comprimibilità del flusso viene correttamente rispettata, mantenendo valida l’equazione

che la descrive

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0. (3.1)

Si può infatti notare che i grafici relativi a queste due componenti sono rappresentati

da due funzioni che risultano essere complementari rispetto all’asse delle ascisse, garan-

tendo una simmetria che rende possibile l’annullamento della loro somma per ogni punto

della traiettoria in esame.

Per ragioni di ordine viene introdotta la seguente notazione per identificare il tensore

K in tutte le sue componenti

K =

[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]
=

[
Vxx Vxy

Vyx Vyy

]
(3.2)

offrendo una rappresentazione più compatta ed immediata di ciascuna componente,

in modo tale da poter usufruire di notazioni più comode nelle discussioni che verranno

proposte di seguito.
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27 Capitolo 3. Analisi Lagrangiana

Nonostante non sia direttamente visibile dal grafico proposto, la componente Vyx

assume valori molto ridotti a ridosso degli estremi della traiettoria AB (figura 3.1), per

poi tendere quasi a zero nella parte centrale. Questo risultato è legato alla composizione

del campo di moto del flusso assunta come conseguenza della presenza delle condizioni

al contorno: come si può infatti notare dalla figura 3.2, per la maggior parte della zona

centrale le linee di corrente riferite alla regione ricircolante principale appaiono quasi

parallele alla parete scorrevole annullando quasi completamente la sua componente di

velocità verticale, rendendo dunque quasi nullo il suo gradiente lungo la coordinata di

avanzamento x.

Lo stesso ragionamento si può fare per lo studio di Vxy, valore strettamente legato

allo shear verticale della velocità lungo x. Il principale sviluppo di questa componente è

proprio dovuto allo scorrimento della parete secondo il suo profilo di velocità regolariz-

zata (che continua ad essere R1), che permette di osservare la formazione della regione

ricircolante principale ed influenza la sua intensità. Ciò che si nota è che nella regione

centrale (caratterizzata da un valore della velocità regolarizzata di magnitudine maggio-

re) la differenza di velocità tra gli strati verticali di flusso è molto maggiore che altrove,

traducendosi in un grande valore del gradiente che porta alla formazione di una forte

componente di scorrimento. Questo effetto si riduce avvicinandosi ai bordi, dove la ve-

locità regolarizzata è molto ridotta e dunque offre un minor contributo al mantenimento

dello shear. Addirittura, a causa della natura del flusso a stretto ridosso con gli estremi

A e B si raggiungono zone dove la velocità della parete è inferiore a quella dei ricircoli

sottostanti del flusso, invertendo lo shear e dunque il segno della componente Vxy. Si

può dunque concludere che la condizione di regolarizzazione non è l’unico effetto in gioco

nella modellazione del tensore gradiente di velocità, ma anche il flusso circostante offre

il suo contributo. Proprio per questo motivo, la presenza di una direzione di rotazione

predominante della zona di ricircolo principale (ovvero in senso orario, con il flusso che si

muove da A verso B) fa s̀ı che tutto lo sviluppo di questa componente non sia simmetrico

rispetto alla mezzeria x/L = 0.5. Infatti, la zona di inversione di shear a valle della

traiettoria sembra avere un’intensità leggermente maggiore di quella presente a monte.

Questo può essere spiegato attraverso la conformazione che il campo di moto del flusso

assume nel caso di soluzioni viscoelastiche (Sousa et al. [6]). In particolare, cos̀ı come

illustrato nel capitolo precedente, ciò che si verifica è un grosso aumento di resistenza allo

scorrimento da parte del flusso che spinge la regione ricircolante principale verso monte.

Questo fenomeno si riflette direttamente sull’andamento del gradiente di velocità, con

il picco che si sposta verso sinistra (seguendo dunque lo spostamento che interessa la

regione ricircolante) ed il crollo più imponente che si verifica nei dintorni di B (a causa

dell’ingresso in una zona di flusso a maggiore resistenza).

Analizzando ora l’andamento del Flow Type Parameter ξ al variare della coordinata

x/L è possibile conoscere punto per punto la tipologia di flusso che il polimero incontra

lungo il suo cammino, e quindi lo stato di deformazione a cui esso viene gradualmente
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28 Capitolo 3. Analisi Lagrangiana

Figura 3.3: Evoluzione di ξ lungo la traiettoria di riferimento.

sottoposto. L’espressione di ξ, che ricordiamo essere la seguente

ξ =
|e|−|Ω|
|e|+|Ω|

, (3.3)

è strettamente legata alla composizione delle componenti del tensore K, ed infat-

ti è possibile riscontrare delle congruenze tra il grafico presente in figura 3.3 e quello

precedentemente trattato.

L’andamento complessivo non è simmetrico, cos̀ı come non lo era quello delle com-

ponenti di K a causa dell’interazione tra la condizione al contorno di regolarizzazione

(che continua ad essere R1, ovvero una funzione simmetrica) e la distribuzione del flusso

circostante dovuta alla natura elastica dei polimeri che ne rompe la simmetria, ma si può

comunque riconoscere una struttura piuttosto intuitiva che segue le aspettative iniziali.

Nelle zone in cui nessuna delle quattro componenti del tensore gradiente di velocità è

nulla, il Flow Type Parameter assume un valore intermedio, che a ridosso degli estremi

A e B rimane comunque vicino a 1 a causa della grande disparità tra la grandezza delle

componenti estensionali e quella delle componenti di scorrimento (in quei punti, infatti,

ξ non scende mai sotto al valore di 0.75, risultato che porta alla definizione di un flusso

principalmente governato da deformazioni estensionali). Nei punti in cui il grafico di Vxy

passa per 0 si può notare un valore praticamente unitario di ξ, descrivendo un flusso

puramente estensionale (non sarà esattamente cos̀ı poichè non si annulla completamente

il valore di Vyx, ma vista la sua grandezza molto ridotta rispetto alle altre componenti

in gioco in quei punti si può comunque approssimare in questo modo senza commettere
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troppi errori). Avvicinandosi progressivamente alla mezzeria, invece, si nota che il valore

del Flow Type Parameter si riduce progressivamente per poi raggiungere lo 0, portando

alla conclusione che il flusso in quella zona sia caratterizzato da uno shear puro (il punto

preciso in cui avviene è dove le due componenti Vxx e Vyy si intersecano passando per

l’asse delle ascisse, annullando completamente qualsiasi contributo estensionale). Questo

risultato è più che plausibile data la conformazione del flusso circostante alla traiettoria e

il valore della velocità regolarizzata a quelle coordinate (che assume il valore massimo ma

avviene il cambio di curvatura, cioè si passa da estensione a contrazione portando istan-

taneamente il valore del gradiente pari a 0, e mostrando un tratto piuttosto piatto nelle

zone limitrofe che non offre un grosso contributo estensionale data la piccola magnitudine

del suo gradiente), il cui effetto combinato non genera nessuna componente estensionale

bens̀ı un semplice scorrimento dei polimeri.

Un ultimo particolare risultato che si può evidenziare è che in nessun punto della

traiettoria il Flow Type Parameter assume valori negativi. Questo significa che non si

verifica mai una condizione nella quale si possa notare una prevalenza della componente

rotazionale su quella relativa alla deformazione delle particelle di fluido, e quindi si può

concludere che queste particolari condizioni rendono i polimeri che percorrono la traiet-

toria soggetti principalmente a deformazioni da parte del flusso, che si andranno a riflet-

tere sull’evoluzione delle componenti del tensore degli sforzi Tij che verrà prontamente

analizzata di seguito.

3.3 Integrazione lungo la traiettoria

Cos̀ı come è stato accennato nel paragrafo precedente, una volta ottenute le diverse

funzioni di input che descrivono rispettivamente l’evoluzione della velocità regolarizzata

e del tensore gradiente di velocità è stato possibile usufruire di un programma scritto

in Fortran che, attraverso un procedimento di integrazione, è stato in grado di calcolare

ciascuna componente del tensore Tij al variare della coordinata x/L lungo la traiettoria

di riferimento (che ricordiamo coincidere con la parete superiore). Questo programma

segue il modello Oldroyd-B calcolando ciascuna componente del tensore delle tensioni nel

seguente modo

Tij =
ηp
De

(Cij − δij) , (3.4)

poichè tiene in considerazione la modellazione delle molecole polimeriche come molle

ideali, senza dunque un limite massimo di estensibilità.

Le due funzioni u(x) e K(x) ottenute dalla simulazione euleriana vengono lette come

valori di ingresso del programma, che dopo la definizione delle corrette condizioni iniziali

(anch’esse ricavate dai risultati noti della simulazione) e dei parametri fondamentali (come

ad esempio De) trasforma l’andamento del gradiente di velocità da funzione dello spazio

a funzione del tempo, associando ad ogni istante il valore di K che il polimero percepisce
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a seguito di un avanzamento ∆x, dipendente dal salto temporale ∆t e dalla velocità u(x)

che il polimero possiede all’iterazione attuale. In particolare vale che

∆x = u(x)∆t, (3.5)

descrivendo che lo spazio percorso in un dato passo temporale dipende strettamente

dalla velocità in quel determinato istante, e dunque variabile a seconda della posizione

che il polimero occupa lungo la traiettoria. Il processo secondo cui è possibile associare

ad un dato istante il valore del gradiente di velocità riferito alla posizione raggiunta fa

uso della seguente relazione

Vij = Gij(i) +
Gij(i+ 1)−Gij(i)

x(i+ 1)− x(i)
(x− x(i)), (3.6)

con Vij che corrisponde ad una generica componente di K in funzione del tempo,

ottenuta a partire dalla variazione del valore della rispettiva componente del gradiente di

velocità in funzione dello spazio Gij lungo il tratto ∆x percorso durante l’istante di tempo

∆t moltiplicata per il valore di avanzamento nel dato istante. Da qui si può vedere che

l’andamento delle componenti del gradiente di velocità viene interpolato linearmente tra

i vari tratti della traiettoria di riferimento (in particolare, la discretizzazione di entrambe

le funzioni lungo la coordinata x è stata fatta a partire da una griglia di 400 elementi

equispaziati tra loro, generando i nodi dai quali è stata fatta l’interpolazione), e quindi

per ricavare il valore ad un dato istante di tempo basta sommare la componente calcolata

al passo precedente alla variazione relativa al passo di avanzamento corrente ∆x.

L’intervallo di discretizzazione temporale ∆t rimane sempre lo stesso, mentre ciò che

varia è l’intervallo di spazio percorso ad ogni iterazione, poichè l’avanzamento temporale

implica uno spostamento spaziale che è influenzato dal valore istantaneo di velocità che

il polimero possiede al dato istante. Il corpo del programma sarà dunque caratterizzato

da un’integrazione nel tempo di una variabile dipendente dallo spazio, ottenendo come

risultato la variabile stessa definita al variare del tempo e dello spazio. Il motivo di

questo cambio di variabile deriva dalla necessità di esprimere K come funzione temporale,

poichè le relazioni fondamentali della dinamica dei polimeri sono descritte da equazioni

differenziali nel tempo.

Una volta ottenuta un’evoluzione temporale del tensore gradiente di velocità attra-

verso la trasformazione appena descritta è possibile inserirlo all’interno delle equazioni

fondamentali introdotte al Capitolo 1 (con i giusti accorgimenti legati al metodo riso-

lutivo) per ricavare finalmente l’andamento del tensore degli sforzi Tij al variare della

coordinata di avanzamento della traiettoria.

Tra i successivi nodi della griglia, la funzione di velocità regolarizzata è stata approssi-

mata attraverso un’interpolazione lineare dei due valori istantanei nei due punti adiacenti

della griglia stessa, cos̀ı come ciascuna componente di K. I risultati ottenuti verranno

dettagliatamente illustrati nei prossimi paragrafi, e verranno inoltre affiancati ai valori
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ricavati attraverso le simulazioni principali per determinare la loro precisione e discutere

l’eventuale congruenza tra i risultati e le aspettative.

3.4 Analisi dei dati Lagrangiani

3.4.1 Interpretazione delle tensioni

In questi ultimi paragrafi verrà presentata un’analisi di ciascuna delle tre componenti

di Tij per diversi casi.

Per quello che riguarda la prima delle tre analisi si è preso un flusso viscoelastico

caratterizzato da De = 0.2 e calcolato utilizzando la regolarizzazione R1, ed in figura 3.4

è possibile osservare l’andamento della prima componente Txx affiancato da quello delle

altre due.

Figura 3.4: Andamenti di ciascuna componente di Tij. De = 0.2, regolarizzazione R1.

Ciò che si può notare è che la soluzione non sembra essere simmetrica rispetto alla

mezzeria x/L = 0.5 nonostante l’imposizione di un profilo simmetrico di velocità della

parete scorrevole. Questo risultato deriva dal fatto che la condizione al contorno non

è l’unico aspetto che influenza il polimero che scorre lungo la traiettoria, ma anche il

comportamento che il flusso ha nelle zone limitrofe ad essa gioca un ruolo importante
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nell’accumulo di tensione. Osservando i risultati delle simulazioni di cui disponiamo, ed

analizzando la distribuzione delle linee di corrente di tutto il dominio con particolare

attenzione alle zone di ricircolo e gli estremi della traiettoria, si nota che il flusso nella

parte alta della Lid Driven Cavity possiede una componente di shear dovuta al gradiente

verticale di velocità derivante dal ricircolo principale generato a partire dallo scorrimento

della parete, che va a combinarsi con l’effetto di stiramento generato dall’imposizione

del profilo di velocità regolarizzato. Lungo la traiettoria i polimeri vengono dapprima

accelerati risentendo di uno stiramento, per poi raggiungere la zona di picco di velocità

accumulando il valore massimo di tensione. Infine, nella seconda metà della traiettoria essi

vengono progressivamente contratti a seguito del rallentamento della parete che introduce

un gradiente negativo di velocità. La combinazione dell’effetto di stiramento e di quello

di scorrimento fa s̀ı che il risultante sviluppo di tensione non sia simmetrico rispetto alla

mezzeria. Un altro effetto del flusso circostante si vede in prossimità degli estremi A e B,

dove la velocità a ridosso della parete è inferiore a quella degli strati sottostanti (a causa

della velocità accumulata durante il moto ricircolante messa a confronto con i valori ridotti

di velocità regolarizzata in quelle specifiche zone), andando a generare uno shear di verso

opposto che altera lo stato tensionale risultante. Infine si nota che ad entrambi gli estremi

della traiettoria la tensione non è nulla, e anche questo è dovuto al contributo del flusso

agli strati inferiori, che essendo ricircolante alimenta la regione che stiamo studiando, con

particelle di flusso che si inseriscono a valle per poi scorrere fino a monte proseguendo

lungo le direzioni dettate dalle zone di ricircolo con maggiore intensità, portando un

effetto apprezzabile sulla tensione accumulata dai polimeri in quelle regioni.

Questa serie di effetti è concorde con il profilo di Flow Type Parameter che è stato

illustrato in figura 3.3, dove si può vedere una prevalenza di flusso estensionale lungo

quasi tutta la traiettoria tranne che nella zona centrale, dove il profilo di velocità è più

appiattito garantendo un minore contributo allo stretching e facendo prevalere invece il

contributo di shear dato dal profilo di velocità degli strati inferiori del flusso, facenti parte

della regione ricircolante principale posta sotto la parete mobile.

Un aspetto importante da tenere in considerazione, che influenza anch’esso lo stato

tensionale che viene visualizzato, è la natura elastica dei polimeri. Il profilo regolarizzato

fa s̀ı che si verifichi un graduale stretching che allunga i polimeri per tutto il tratto an-

tecedente alla mezzeria, con conseguente accumulo della tensione. Questo spiegherebbe

il progressivo aumento di pendenza negativa della seconda parte del grafico, dove i poli-

meri si schiacciano a seguito della compressione impressa dal flusso che ne asseconda il

rilassamento. Questo effetto viene dunque agevolato dalla componente di compressione,

ma trova invece l’opposizione da parte dello shear che il flusso circostante impone sul-

la traiettoria di riferimento, anche se si apprezza comunque una complessiva riduzione

del valore di tensione. Raggiunta infine la zona dove lo shear si inverte, entrambe le

componenti precedentemente illustrate diventano concordi, generando addirittura un’in-

versione della tensione di stiramento ben visibile dal cambio di segno presente nel grafico.
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Approcciando l’estremo a valle i polimeri si rilassano leggermente per poi ristabilizzarsi

in una condizione leggermente stirata, poichè il flusso ricircolante che tende a scorrere

lungo la parete laterale induce un leggero accumulo di tensione dovuto semplicemente al

suo profilo di velocità. In questa particolare posizione la velocità regolarizzata tende a

0 per rispettare le condizioni al contorno, quindi si può concludere che il suo effetto sia

praticamente inesistente.

La seconda componente che viene presa in considerazione è la Txy, che si riferisce

direttamente allo sforzo di shear (figura 3.4). Osservando il segno che questa componente

assume nei vari punti della traiettoria si può apprezzare una visualizzazione dell’effetto

che le due zone a shear inverso hanno sulla tensione risultante che viene a svilupparsi.

La distribuzione del campo di moto del flusso fa s̀ı che le particelle si muovano seguendo

il ricircolo principale da sinistra verso destra alimentate dallo scorrimento della parete,

mentre invece si verificano delle inversioni del gradiente di velocità nelle zone in cui la

regolarizzazione non è più il fenomeno predominante. A causa di questa configurazione

assunta dal dominio non si può notare nessun tipo di simmetria, bens̀ı si apprezza un

aumento della tensione Txy al crescere della coordinata x/L dovuto allo scorrimento dei

polimeri lungo la parte alta del ricircolo principale, fino al raggiungimento di un valore

di picco oltre il quale l’effetto dell’estremo destro della traiettoria inizia ad assumere un

contributo sempre maggiore favorendo l’inversione del gradiente di velocità ed inducendo

infine il cambio di segno nel grafico della tensione. Nella maggior parte delle coordinate

della traiettoria il flusso è caratterizzato da uno shear positivo, influenzato anche dalla

zona ricircolante sottostante. Questo effetto fa s̀ı che nella prima parte ci sia un accumulo

positivo di tensione, poichè entrambi i contributi sono concordi. Nella seconda metà della

traiettoria, però, la componente di stretching si inverte, portando ad una compressione

dei polimeri che si traduce in una diminuzione della tensione misurata. Si arriva poi a

ridosso dell’estremo destro, dove anche lo shear si inverte andando a generare un effetto

concorde alla componente di schiacciamento generando anche in questo caso un accumulo

di tensione negativa (invertendo lo scorrimento dei polimeri). Arrivati alla fine della

traiettoria, i polimeri sembrano riaccumulare tensione fino a stabilizzarsi nell’intorno dello

0. Anche qui si può dire che l’effetto del ricircolo degli strati inferiori di flusso prende il

sopravvento sul contributo offerto dal profilo di velocità regolarizzata. La mappa di Flow

Type Parameter precedentemente illustrata mostra la conferma di ciò che è stato appena

descritto, dove la zona con maggiore componente di shear risulta proprio essere quella

nei dintorni della mezzeria, e sulla base di questo risultato si può spiegare il motivo del

grande accumulo di tensione di taglio a quelle determinate coordinate.

L’ultima componente che è rimasta da analizzare è la Tyy (figura 3.4), che raccoglie

informazioni in merito allo stiramento lungo la direzione perpendicolare a quella identifi-

cata da Txx. Il suo andamento è caratterizzato da uno sviluppo negativo di tensione per

la prima metà della traiettoria, mantenendo valori molto contenuti e vicini allo 0, per

poi mostrare una crescita che culmina con un picco nella zona destra, quasi in prossimità
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dell’estremo a valle, per poi decrescere rapidamente avvicinandosi nuovamente al valore

nullo (ma senza raggiungerlo). Questo particolare sviluppo è fortemente caratterizzato

da una premessa fondamentale che è stata fatta all’inizio di questa tesi, e cioè l’ipotesi di

flusso incomprimibile che impone la divergenza del campo di velocità pari a 0. Nel caso

bidimensionale questa imposizione si traduce in

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (3.7)

con i due termini del membro di sinistra che corrispondono rispettivamente alla prima

e l’ultima componente del tensore gradiente di velocità (Vxx e Vyy). Questo risultato

comporta un effetto significativo sulla fisica che caratterizza l’evoluzione dei polimeri

all’interno della nostra soluzione viscoelastica: uno stiramento in una direzione deve

necessariamente implicare una compressione nella direzione perpendicolare ad essa, in

modo da conservare l’ipotesi formulata. Questo comportamento interessa in maniera

diretta la struttura delle componenti sulla diagonale del tensore gradiente di velocità,

riflettendosi anche sullo stato di tensione che i polimeri sviluppano portando a risultati

come quello che sta venendo illustrato.

Figura 3.5: Confronto diretto tra Txx e Tyy.

Siccome questa ipotesi fa s̀ı che le due componenti Txx e Tyy siano strettamente le-

gate, risulta interessante analizzare il loro andamento sovrapponendo i due grafici, come

visibile in figura 3.5. Ciò che si può apprezzare è che zone di stiramento lungo la dire-

zione x implicano uno schiacciamento lungo y, tenendo valida l’ipotesi iniziale come ci

si poteva aspettare. Un risultato interessante che si può discutere è che questa correla-

zione, in termini di stato tensionale, non sia universalmente riscontrabile (al contrario

della corrispondenza diretta evidenziata nello studio delle componenti di K). La tensione
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complessiva Txx − Tyy, infatti, non è mai costante per tutta la traiettoria (nè tantomeno

nulla). In questo caso particolare, infatti, se si osserva attentamente il confronto tra le

due componenti di tensione normale Txx e Tyy proposto in figura 3.5 si nota che questo

effetto è ben visibile.

Oltre che alla pura componente estensionale, nella determinazione di questo andamen-

to della tensione entrano in gioco la componente di scorrimento, l’effetto delle condizioni

al contorno ed il contributo dato dal flusso circostante alla traiettoria presa in esame,

nonostante l’effetto preponderante sembra rimanere quello della regolarizzazione. En-

trambe le componenti di scorrimento esercitano il loro effetto andando a generare piccoli

contributi di tensione di stiramento. Inoltre, il comportamento del flusso a ridosso degli

estremi A e B ha ancora un effetto significativo, di intensità molto maggiore rispetto

a quello dovuto alla velocità regolarizzata, garantendo un leggero accumulo di tensione

nonostante la componente estensionale dovuta al profilo di u(x) non stia più esercitando

il suo contributo.

Dunque, concludendo, l’ipotesi di incomprimibilità continua ad esercitare il suo effetto

sulla struttura che assume il flusso, lasciando traccia visibile della sua validità all’interno

dei risultati, ma la presenza di più contributi determinanti per l’identificazione dello stato

tensionale dei polimeri fa s̀ı che l’effetto delle diverse componenti di Tij sia combinato,

risultando in uno sviluppo asimmetrico per ciascuna delle sue componenti.

3.4.2 Confronto con la simulazione completa

Un ulteriore studio che risulta essere interessante approfondire riguarda il confronto

tra i risultati dello stato tensionale ottenuti tramite l’esecuzione del processo di inte-

grazione ed i risultati ricavati dalla simulazione completa del dominio della Lid Driven

Cavity. Siccome la simulazione completa è in grado di mettere a disposizione tutto il

campo di moto per tutta la regione rettangolare, per questa analisi particolare è necessa-

rio isolare l’area di studio alla sola traiettoria rettilinea, ricavando informazioni sul profilo

di velocità al contorno e sul tensore gradiente di velocità. Si sottolinea che per entrambi i

metodi utilizzati per ricavare lo stato tensionale siano state applicate le stesse condizioni

al contorno (aspect rario Λ = 1, regolarizzazione R1 e De = 0.2), e dunque ci si aspetta

uno sviluppo di tensione che rimanga coerente tra i due casi.

Analizzando le rappresentazioni presenti in figura 3.6, è possibile notare che nella

maggior parte dei punti della traiettoria il processo di integrazione (illustrato dalla linea

rossa) si discosta dall’andamento ottenuto dalla simulazione completa (linea blu), fatta

eccezione per alcune regioni nella parte a sinistra della mezzeria per quanto riguarda le

componenti Txy e Tyy. La motivazione di questi errori può essere legata a ragioni numeri-

che, o semplicemente per la differenza nelle modalità con cui i due diversi procedimenti di

calcolo ricavano i risultati. La simulazione Euleriana risolve il campo di moto per tutto

il dominio rettangolare mentre invece il calcolo Lagrangiano si dedica esclusivamente alla
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Figura 3.6: Confronto tra i dati ricavati attraverso il metodo iterativo (in rosso) e quelli

risalenti dalla simulazione completa del dominio (in blu).

traiettoria al contorno con la parete mobile. Questo aspetto fa s̀ı che il procedimento di

integrazione sia in grado di produrre risultati più accurati, poichè svincolato dalle diverse

tecniche di stabilizzazione che è necessario introdurre all’interno della simulazione.

Nonostante le discrepanze, la conformazione degli andamenti rimane fondamental-

mente la stessa. In particolare, per quanto riguarda lo sviluppo di Txx si vede che la

simmetria continua a non essere rispettata, e rimane ben visibile la zona di inversione

della tensione a ridosso dell’estremo a valle della traiettoria. Inoltre continua ad essere

evidente la combinazione tra gli effetti di stiramento e scorrimento a causa dell’interazione

tra il flusso ed il profilo regolarizzato.

La maggiore differenza che si può apprezzare nel confronto tra i risultati relativi a

questa componente è nel valore assoluto di tensione che viene a svilupparsi. Le limita-

zioni imposte dalla simulazione Euleriana hanno permesso un accumulo inferiore della

tensione (circa cinque volte in meno rispetto al caso lagrangiano), ma nonostante ciò

la conformazione di tutto l’andamento rimane coerente in entrambi i casi, conservando

dunque il significato fisico legato all’accumulo di tensione.

Lo stesso ragionamento può esere applicato anche allo studio delle altre due compo-

nenti Txy e Tyy, dove in entrambi i casi continuano a verificarsi gli effetti di interazione
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illustrati finora, e nonostante le differenze in termini di valore assoluto si mantiene una

discreta coerenza tra i risultati Lagrangiani e quelli Euleriani, limitando le discrepanze

solamente ad un fattore di scala.

3.4.3 Variabilità del numero di Deborah

Ricordando l’espressione fondamentale per ricavare ciascuna componente del tensore

degli sforzi Tij seguendo il metodo risolutivo Oldroyd-B

Tij =
ηp
De

(Cij − δij) , (3.8)

si può notare che l’unico parametro adimensionale che risulta ancora avere una discreta

influenza sui risultati è il numero di Deborah De, che ricordiamo essere definito nel

seguente modo

De =
λp

λf

, (3.9)

dove λp corrisponde al tempo di rilassamento caratteristico dei polimeri e λf risulta

essere la scala di tempo di riferimento per il generico tipo di flusso che viene studiato.

Questo particolare rapporto contiene informazioni importanti sulla natura dei polimeri:

esso infatti descrive quanto elastica è la soluzione che viene ottenuta a partire da essi,

poichè a valori crescenti di De corrisponde un comportamento più elastico del flusso.

Per il caso della cavità guidata bidimensionale ad aspect ratio 1, l’ordine di grandezza

del numero di Deborah per soluzioni viscoelastiche si aggira attorno al valore unitario,

come verrà prontamente illustrato in seguito. Per quanto riguarda i flussi Newtoniani,

dove l’elasticità non è un parametro presente e dove non ci sono polimeri all’interno della

soluzione (e diventa dunque impossibile definirne una scala di tempo di rilassamento),

De assume sempre valore 0. Sulla base del dominio che viene scelto (ad esempio il flusso

in un condotto oppure la stessa cavità guidata bidimensionale), il valore corrispondente

del numero di Deborah per soluzioni viscoelastiche ed il suo ordine di grandezza possono

variare a seconda della composizione del dominio stesso, dunque non esiste una gamma di

valori che associa in maniera universale un valore di De alle corrispondenti proprietà ela-

stiche della soluzione presa in esame, quindi la trattazione di questo particolare parametro

adimesionale deve essere adeguata al singolo caso di studio.

Di seguito vengono introdotti i risultati ottenuti a partire dal programma di calcolo

integrale al variare di tre numeri di Deborah: De = 0.2, De = 0.4 e De = 0.6, e si discute

l’effetto che questa variabilità ha sugli andamenti di ciascuna componente del tensore

degli sforzi Tij. Occorre ricordare che tutte le simulazioni sono state effettuate per valori

fissi di Λ = 1 e regolarizzazione della parete scorrevole R1.

Soffermandosi inizialmente sulla componente Txx si può notare che al crescere del nu-

mero di Deborah il grafico raggiunge un valore massimo sempre maggiore, e la crescita

non sia lineare con De: tra il caso 0.6 e gli altri, infatti, la tensione massima sembra
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Figura 3.7: Confronto tra lo stato tensionale per diverse simulazioni. In rosso si ha

De = 0.2, in verde si ha De = 0.4 ed in rosso De = 0.6.

aumentare di diversi ordini di grandezza. Questo risultato pare molto insolito, siccome

una piccola differenza di elasticità porta ad una ingente variazione della tensione misu-

rata. Un aspetto però interessante è che la forma del grafico rimane più o meno la stessa

indipendentemente dal valore di De (nonostante la grande disparità tra i risultati non

permetta di visualizzarlo adeguatamente), e questo porta alla conclusione che l’elasticità

dei polimeri non influisca in maniera drastica sulla modalità con cui essi reagiscono alle

deformazioni subite andando a stravolgere il loro andamento, bens̀ı l’effetto che sembra

essere di maggiore influenza è sul valore assoluto della tensione misurata. Probabilmente

l’eliminazione del limite massimo di estensibilità dovuto alla scelta del modello Oldroyd-B

ha portato a questa grande discrepanza tra i risultati, ma il fatto che il significato fisico

dietro a questi andamenti sia rimasto pressochè lo stesso (e ciò è deducibile dalla con-

formazione che essi assumono in figura 3.7) determina che i risultati rimangano coerenti

con le aspettative e differiscano solamente di diverse scale di grandezza. Si può dunque

concludere che in questo caso la varabilità del numero di Deborah porta ad una mag-

giore capacità dei polimeri di accumulare tensione, risultando in grandi valori misurati a

seguito della mancanza di qualsiasi tipo di limitazione dal punto di vista estensionale.

Passando invece all’analisi della componente di taglio Txy si nota la presenza di un’ul-
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teriore differenza tra i risultati: i valori di picco di tensione (per entrambi i segni) sebrano

essere ritardati all’aumentare di De. Questo risultato può essere spiegato analizzando il

contributo di un generico polimero ad una determinata deformazione: esso viene defor-

mato da parte del gradiente di velocità del flusso che lo circonda, ed in base alla sua

elasticità accumula più o meno tensione in modi leggermente diversi. Una molla generi-

ca, oltre che allungarsi a seguito di una deformazione, impone una certa resistenza al suo

allungamento, ed una maggiore elasticità si traduce proprio in una riduzione di questa

rigidezza intrinseca, rendendo la molla più cedevole e facilitando la sua deformazione di

conseguenza. Per questo motivo, polimeri più elastici permettono un maggiore accumulo

di tensione e allo stesso tempo, essendo meno rigidi, garantiscono uno sviluppo meno

ripido, diminuendo il gradiente con cui la tensione si genera anticipando l’inizio dell’ac-

cumulo e ritardando di conseguenza il raggiungimento del nuovo valore massimo che essi

sono in grado di sviluppare. Tornando leggermente indietro si può notare che questo

effetto era già apprezzabile anche nel grafico relativo a Txx, con i valori di picco che si

spostano sempre più verso la mezzeria, ma la sua visualizzazione più evidente è presente

in questo secondo caso di analisi.

Infine, per quanto riguarda la terza ed ultima componente del tensore degli sforzi Tyy si

può apprezzare che lo sviluppo di tensione al variare del numero di Deborah segue la falsa

riga di ciò che è appena stato illustrato, con un aumento progressivo del valore massimo

di tensione ed un conseguente addolcimento dell’accumulo di quest’ultima dovuto alla

crescente elasticità dei polimeri. Un ultimo aspetto ben visibile in questo grafico che

è invece meno evidente negli altri è un aumento della rapidità con la quale la tensione

accumulata viene scaricata a ridosso dell’estremo B, e dunque una pendenza del grafico

sempre più negativa all’aumentare di De. Questo risultato deriva dal fatto che il valore

di tensione finale converge sempre nell’intorno dello stesso punto per ogni caso che viene

analizzato, a causa del campo di moto della regione di flusso nelle vicinanze dell’estremo

a valle, dove le linee di corrente cambiano rapidamente curvatura per poi direzionarsi nel

verso delle pareti fisse. Per questo motivo, polimeri più elastici che hanno accumulato più

tensione più lentamente degli altri devono necessariamente scaricarla più rapidamente, e

questo spiega il crollo che si vede nei dintorni dell’estremo destro della traiettoria.
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Conclusioni

All’interno di questa tesi è stata analizzata l’evoluzione dello stato tensionale che i

polimeri di una soluzione viscoelastica sperimentano durante l’avanzamento lungo una

determinata traiettoria di flusso, servendosi del dominio noto della cavità guidata bidi-

mensionale (Lid Driven Cavity). A partire dalla definizione delle equazioni fondamentali

che governano la dinamica delle soluzioni polimeriche e dall’introduzione di un modello

fisico con il quale è possibile interpretare la natura e l’evoluzione di un qualsiasi poli-

mero (modello dumbbell), ed affiancando una descrizione dettagliata del caso di studio

all’interno del quale sono state effettuate tutte le valutazioni che sono state introdotte e

servendosi di risultati ottenuti a partire da soluzioni numeriche e sperimentali fornite da

Sousa et al. [6], è stato possibile introdurre analisi e discussioni legate alla natura elastica

dei polimeri e come essa influenza lo sviluppo della tensione al variare della coordinata

che definisce la traiettoria di riferimento (coincidente con la parete superiore scorrevole

del dominio). Grazie all’impiego di un particolare codice scritto in Fortran che permette-

va di integrare grandezze spaziali nel dominio del tempo e determinare lo stato tensionale

attraverso metodi di calcolo basati sulla discretizzazione delle funzioni in ingresso che ri-

solvevano le equazioni fondamentali della dinamica è stato possibile produrre dei risultati

che sono stati confrontati con quelli già disponibili.

Ciò che si è ottenuto a partire da questi strumenti è un’interpretazione dettagliata di

come i diversi parametri in gioco all’interno della soluzione influenzano lo sviluppo dello

stato tensionale lungo la percorrenza della traiettoria rettilinea. I maggiori contributi

alla variabilità di Tij sono stati il profilo di velocità con il quale è stata approssimata

la condizione al contorno di avanzamento della parete mobile u(x) (la cosiddetta re-

golarizzazione, che è stata prontamente definita e discussa in tutte le sue varianti), la

distribuzione di velocità delle zone di flusso limitrofe alla traiettoria di riferimento (dal-

la quale è stato possibile identificare il gradiente di velocità al variare della coordinata

x e rappresentarlo attraverso un tensore) ed il contributo del numero di Deborah De,

che introduce il significato fisico della natura delle soluzioni polimeriche all’interno delle

espressioni matematiche. Ognuno di questi effetti ha agito in maniera combinata con gli

altri, producendo risultati differenti che sono stati opportunamente descritti ed illustrati
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attraverso immagini ed interpretazioni fisiche e qualitative.

Il risultato finale di questo studio ha confermato che le tecniche utilizzate per model-

lare ed identificare lo stato tensionale dei polimeri nella soluzione ed il modo in cui essi

si comportano al variare delle diverse deformazioni che vengono imposte sono state in

grado di rappresentare in maniera piuttosto accurata le modalità con le quali la tensione

viene accumulata in dipendenza dalle condizioni al contorno e dalla natura del flusso che

circonda la traiettoria, segnalando un unico problema nel valore assoluto dei risultati che

differivano in maniera imponente tra i vari casi presi in analisi, probabilmente a causa del-

le tecniche di stabilizzazione introdotte nella simulazione Euleriana. Complessivamente,

però, si può dire che gli strumenti utilizzati hanno rispecchiato il comportamento deri-

vante dalla natura elastica delle soluzioni viscoelastiche nella maggior parte degli esempi

illustrati.

La stesura di questa tesi ha permesso di ampliare le mie conoscenze nell’applicazione

di nozioni di Fluidodinamica a casi reali di studio, in particolare nell’analisi ed interpreta-

zione di set di dati. Mi è anche stato permesso di approfondire l’argomento che concerne

i fluidi viscoelastici e le loro differenze dalle soluzioni classiche Newtoniane, offrendomi

un quadro più generale delle loro particolarità e delle modalità con le quali essi vengono

studiati in ambito numerico e sperimentale.
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