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Capitolo 1

Integrazione di funzioni Reali

Definizione 1.1. Sia [a, b] un intervallo chiuso e limitato di R. Chiamiamo

scomposizione finita di [a, b] un sottoinsieme finito o = {xo, x1, To, xn} di [a,b], tale che
a=2)g <11 <Ty<..<xp,=20b

Se o= { T, L1, T2, ...Ty } ¢ una scomposizione finita di [a, b], allora I'intervallo
Ity =[x, —xk_1] si chiama k-esimo intervallo componente della scomposizione,
mentre xg, ...z, si chiamano punti della scomposizione.

Definiamo

misl, = xp — Tp_1

Risulta .
Z misl, =b—a
k=1

Infatti >, misly = (1 — 20) + (2 — 1) + oo + (Xn — Tp1) = T, — o

Definiamo il parametro di finezza di o il numero reale

lo| = maz{misly/k =1,2,...,n}

Indichiamo con €2}, la totalita delle scomposizioni di [a, b].

Se 01 € 03 € Qay), si dice che oy é pit fine di 03 se 01 2 0.
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Definizione 1.2. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Se ¢ = {xo,xl, Zo, xn} €

Qq,p), chiamiamo somma superiore di f relativa a o il numero reale

n

S(f,0) :Z sup f - mis I

k=1 Ir
e somma inferiore di f relativa a o il numero reale

n

s(f,o) = Z igf mis I .

k=1

Osservazione 1. Risulta s(f, o) < S(f,o). Inoltre

M:

inf f - (b—a) =

inf f-mis I, <s(f,0) <
inf inf f R < s(f,0)

k=1

n

< S(f,0) < Zs[ug])fwnis Iy = sup[a,b]f - (b—a),
k=1 l*

quindi

inf £+ (b= a) < s(f.0) Ssup f- (b= a) ¥or € Y,
a, [a,b]

[inbf]f (b—a) < S(f,0) <sup f-(b—a)Vo € Qyy.
a, [a,b]

Definizione 1.3 (Integrale inferiore e superiore). Nelle ipotesi prece-

denti, si definisce integrale inferiore di f, il numero reale

/ f(2)dz == sup{s(f,0)/o € Quyy}

e integrale superiore di f, il numero reale

/ f(z)dx == inf{S(f, o)/o € Q[a,b]}.



Proposizione 1.0.1. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Allora se

01,02 € Qap € 02 € piti fine di 01, ossia 09 2 01, si ha

s(f,02) > s(f,01) € S(f,00) < S(f,01).

Inoltre per ogni 0,7 € Q) st ha s(f,0) < S(f,7)

Dimostrazione. Proviamo la proposizione nel caso oy = g9 U {c} con ¢ & oy.
Infatti il risultato generale segue applicando queste un numero finito di volte.

Sia 09 = {xo,:r;l, ey Ty Tpi1, ,xn} e sia x, < ¢ < Tpq1. Si ha:

S(f,o1) = S(f,02) =
= SUD[z,,(] I (C - $p) + SUD(c,2, 1] [ (IP-H - C) — SUD[z, .21 1] I ($p+1 - xp)
< Sup[xp,xp+1] f (C_$P) +Sup[xp,mp+ﬂ f (xp+1 —C) _Sup[mp,:perl] f ($P+1 _:Cp) =

= SUP[y, o] f (€= Tp +Tpi1 —C— Tpy1 +2,) =0

Allo stesso modo:

s(f,01) — s(f,02) =
= nfp,q f-(c—2p) +infleg, ) [ (2p1 =€) =l o) o (2p41 — )
Z inf[l’pvxm—l] f ) (C - fL’p) + inf[xp71’p+1] f ) (l'p-',-l - C) - inf[xpvxp-&-l] f ) (pr+1 - l’p) =

=infl, o f(c—2p+2p1 —Cc—2pi1 +1,) =0

Ci6 posto se 0,7 € Qjq4), poniamo w = o U 7, pertanto w risulta pid fine
sia di o che di 7. Allora

s(f,0) < s(f,w) < S(f,w) <S(f,7).
]

Osservazione 2. Osserviamo che con la precedente Proposizione segue imme-

diatamente che per ogni funzione limitata f : [a,b] — R risulta

£ f(x)de < fﬂx)dw.
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Definizione 1.4 (Integrale secondo Riemann). Si dice che f : [a.b] - R

é integrabile secondo Riemann se f é limitata e

/Lbf(as)da: = ff(a:)dx

In questo caso il valore reale comune degli integrali inferiore e superiore si

/abf(x)dx

Indichiamo con Z,; l'insieme delle funzioni f : [a,b] — R integrabili su
la, b].

chiama integrale di f e si indica

Il Teorema seguente illustra una prima condizione necessaria e sufficiente

di integrabita.

Teorema 1.0.2 (di Riemann). Sia f : [a,b] — R una funzione limitata.

Condizione necessaria e sufficiente affinché f € R,y €

Ve >0 Jo € Qpuy tale che S(f,0) —s(f,0) <e.

Dimostrazione. Sia f € Kjqy), si ha fff(a:)da: = fbf(w)dw.

a

Ve > 0 esitono o, T € ), tali che

b b
S(f.0) < / fla)de + & = / f(x)dz +

€

2

() > [s@ar == [ s~

Sia ora w = o U 7; poiché w é piu fine sia di ¢ che di 7, risulta

S(f,w)—s(f,w)SS(f,a)—s(f,T)</ f(x)dx—i—%—/ f(x)dx—k%ze

e quindi

S(f,o) —s(f,0) <e.



Viceversa, supponiamo che per ogni € > 0 esista o € €, tale che risulti

S(f,0) = s(f,0) < e. Poiché [’ f(z)dz < S(f,0) ff )dz > s(f, o) si ha

i b
O§/f(a:)dx—/f(a:)dng(f,a)—s(f,o)<e

e quindi per 'arbitrarieta di €

7f<x>dx < / ()

Valendo anche fff( dr < f f(z)dz si ha

/abf(x)dx:/ibf(x)dx

ossia f € Hjau)- O

Definizione 1.5 (Integrale secondo Cauchy). Sia f : [a,0] — R e
o= {xg,xl, ,xn} € Q- Scegliamo ad arbitrio n punti &, &y, ...§, tali
che &, € I}, 1 <k < n e consideriamo > ;_, f(&) - mis.

Si dice che f é integrabile su [a, b] se esiste [ € R tale che

Ve > 0 30(e) > tale che |Zf(§k) -misly — 1| <e
k=1

per ogni 0 € Q) con |o| < 0(€) per ogni k e qualunque sia la scelta dei

punti &, ..., &,
Il numero reale [ si dird integrale di f secondo ’attuale definizione.

Vediamo ora che le due definizioni di integrale, secondo Riemann e secon-

do Cauchy coincidono. Premettiamo il seguente lemma.

Lemma 1.0.3. Sia f : [a,b] — Z, limitata, allora per ogni € > 0 esiste
d(e) > 0 tale che

/abf(x)dx —s(f,0)<e,  S(f,0)— ff(m)dx —

per ogni cinQd]a, b] tale che |o| < 0(¢).
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Teorema 1.0.4. f : [a,b] — R € integrabile secondo la definizione di Cauchy,
se e solo se, lo € secondo la definizione di Riemann. In tal caso i due integrali

coincidono.

Dimostrazione. Sia f : [a,b] — R integrabile secondo la definizione di Cau-
chy. Anzitutto osserviamo che f é limitata. Infatti, per assurdo, se fosse
supy,y f = +oo allora esisterebbe z,, € [a,b] tale che f(x,) > n per ogni

n € N; dalla successione (mn)neN possiamo estrarre una sottosuccessione

convergente
lim z,=2%, TE¢€]la,b
n—-+00
Si avrebbe
sup f =400 Ve>D0.
[Z—e,T+€]N[a,b]
Cié posto, sia o0 = {xo,xl,...,xn} un’ arbitraria scomposizione di [a, b];

sia T € I,; fissati i punti &, ...&n_1,&mns1,--&n, per ogni M > 0 esiste
&m € I, tale che f(§,) > M. Ne segue che non esiste [ € R tale che
| >y f(&)misIy — 1| < e qualunque sia la scelta dei punti &, da cui l'as-
surdo.
Fissiamo ora € > 0. Sia o = {xo, x1, ,xn} € Qg tale che
| > iy f(&e)misTy — 1| < § per ogni & € I, 1 <k <n.
Sia &, € I, tale che

£(&) <i?ff+§(b—a), 1<k<n
k
e sia & € I, tale che

£ ,;’>>supf—§<b—a>, 1<k<n.
Iy,

Allora i b
kz:;f(f’/“)m“]k <s(f.0) +§1 < /a f(a:)dx+§
- T b
S F(€mist > S(f0) — 5 > / o ©
k=1 i
dove

b
E, l—i—i>/af(ac)dac—£

€ b
l—1</if(:z:)dx+4
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e quindi

ff(x)dx - /Lbf(x)d:c <e

e quindi, per 'arbitrarieta di e,

/Lbf(a:)da: = ff(a:)dx.

Dunque f € Zu -

Osserviamo inoltre che

b b
l—/(lf(:c)dx<§, /Qf(x)dx—l<§
b
l:/ f(z)dx

e quindi

Viceversa, sia f € %, si ha

n n n

s(f,o) = Z(i?f fimisly, < Zf(fk)misfk < S(f,o) = Z(sup fimislg

=1 " k=1 k=1 Ik

per ogni o = {xo,xl, ,xn} € Qpy e qualunque sia la scelta dei punti

&k € Iy
Per il lemma precedente, per ogni € > 0 esiste d(e) > 0 tale che

b
/f(x)dx—e<s(f, , S(f /f Ydx + €

per ogni o € Qpqp), o] < (). Percid

n b
1> flgmist— [ fa)ds| <
k=1 a

per ogni 0 € wia), |o| < 6(€) e qualunque sia la scelta dei punti &, € I, O
Mostriamo ora alcune condizioni sufficienti di integrabilitd.

Teorema 1.0.5. Se f : [a,b] — R € continua su [a,b] allora f € Ry
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Dimostrazione. Osserviamo subito che per il Teorema di Weierstrass f é
limitata e che per il Teorema di Heine-Cantor, f é uniformemente continua

su [a, b]. Allora per ogni € > 0 esiste p > 0 tale che

|f(x) = f(y)] < e Va,y € [a,b],|z—y|] <p.

Sia ora o = {xo,xl, [En} € Qap con parametro di finezza |o| < p, si ha

n

S(f,0) —s(f,o0)= Z(supf — igf fymisly.

k=1 Ik

Sfruttando ancora il Teorema di Weiestrass, per ogni k € {1, 2, n}, esistono

xy, x € I tali che
flap) =supf,  f(zy) =inf f.
I I

D’altra parte, |z} — o}| < misly < |o| < p Vk = 1,2,..n. risulta allora

f(z,) — f(z}) < € e quindi, per quanto ricavato sopra

n

S(f,0) = s(f,0) <> emisl, = e(b—a).

k=1

Per il Teorema di Riemann, f € %[44 O
Teorema 1.0.6. Se f : [a,b] = R ¢ una funzione monotona allora f € Hjay)

Dimostrazione. Supponiamo f monotona crescente, f 1 . Allora f(a) <
f(z) < f(b) per ogni x € [a,b], quindi f é limitata. Sia € > 0 e sia
o= {:1:0,:61, :cn} € Qpq) tale che |o| < e. Siha

n

S(f,0) = s(f,0) =D _(f(ax) = fax))misy

k=1

n

< el Y (fan) = flar)) < e(£(b) = f(a)).

k=1

Per il Teorema di Riemann f € Z|qy. O
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Proposizione 1.0.7. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata e sia ¢ in(a,b).
Allora f € Rjqp) se e solo se f € Rjaq € f € Rlep)- In questo caso si ha

/ab f(z)dx = /ac f(z)dz + /Cdf(x)da:.

Lemma 1.0.8. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata continua su (a,b).
Allora f € Rap)

Teorema 1.0.9. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata e tale che l'insieme
F={z¢€lab]/ f non e continua in x}

sia finito.
Allora f € Ray).-

Dimostrazione. Escludiamo a priori il caso in cui F' = 0 in quanto 'afferma-
zione coinciderebbe con il caso di f funzione continua su tutto [a, b].

Supponiamo allora F' # 0. Possiamo affermare che esiste un numero finito di
punti @ = ay, @9, ...,a; = b, j > 2 tali che f é continua su (o, 11), per
k=1,...,j—1. Allora per il lemma precedente f € %o, ) Per k =1,...5—1
e quindi per la Proposizione precedente, f € Z, . O

Alcune proprieta dell’integrale

Teorema 1.0.10. Siano f e g € Hjay. Allora:

o f+9€ Ry e

/ab(f(x) + g(v))dr = /abf(x)da: + /abg(x)dx;

® \f € Aoy per ogni A€ R e

/ab)\f(x)dx = )\/abf(:v)d:v;
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o se f(x) < g(x) per ogni x € RHqy),

/ab flz)dz < /abg(x)d:p;

¢ |f| S %[a,b} € , .
| / f(2)da] < / )de

Teorema 1.0.11 (Teorema della media integrale). Sia f € Hjqp). Posto

1 b
W= b—a/a f(z)dz

risulta

inf f < pu < sup f.
[a,b] [a,b]

Dimostrazione. Per ogni o € {)j,4), si ha

Z-nf[ob,b]f' (b_a) < S(f,O') < S[ug])f (b_a’)

e quindi, poiché f; f(z)dx = fabf(x)dx,

b
inff-(b—a)g/ f(z)dx <sup f-(b—a).

[a,b] [a,b]

Dunque, poiché

1 b
§= b_a/a f(@)de,
si ha

inf f < pu < sup f.
[a,b] [a,b]

]

Definizione 1.6. Sia f : [a,b] — Z. Si chiama primitiva di f una funzione
¢ : |a,b] — R derivabile in ogni punto di [a,b] e tale che ¢'(z) = f(z) per
ogni z € [a, b].
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Diamo ora due versione del teorema del calcolo fondamentale dell’inte-

grale.

Teorema 1.0.12 ( I Teorema fondamentale del calcolo integrale). Sia

[ € Ry e sia ¢ una primitiva di f. Allora

/ J(@)de = [(2)]7=" = 6(b) - d(a).

Dimostrazione. Poiché f € .y, fissato € > 0, per il Teorema di Riemann

esiste una scomposizione o = {a:o, Ty eeey xn} € Qo tale che

S(f,o) —s(f,0) <e.

Possiamo scrivere

3(b) — ¢(a) = ¢(wn) — d(w0) = > _(d(x1) — Blwr-1)).-

k=1

Per il teorema del valor medio, esiste yx € (zr_1 — x) tale che

d(wr) — d(kr—1) = ¢'(yr) (we — 211) = flyr) (T — T1).

Sostituendo sopra

n

P(b) — ¢(a) = Flyw) (2 — xp=1) < Z sup  f(zr — Tp—1)

k=1 k=1 [xk—lvwk}

=S(f,0) < s(f,a)—i—eS/ f(z)dz + €.

In modo analogo dimostriamo la disuguaglianza

¢@—W@2/f@M—e

Utilizzando questa e la precedente e per 'arbitrarieta di € otteniamo



16

1. Integrale di Riemann e di Cauchy in R

Teorema 1.0.13 ( II Teorema fondamentale del calcolo integrale).
Sia f € Rjap)- Poniamo

Filab >R, F(x):/xf(t)dt.

Allora:
(i) F' é continua in ogni punto di [a,b] ;

(ii) se f € continua in o, allora F é derivabile in xy e si ha

F'(w0) = f(wo).

Dimostrazione. Proviamo la continuita di F.
Sia g € [a,b] e sia h € R — {0} tale che 2 + h € [a,b]. Si ha

Flao+ 1)~ Floo) = [ " byt - [ st =

dove

Per il Teorema della media integrale

inf f<pulh)< sup f.
(z0,x0+h) (zo,z0+h)

In particolare |u(h)| < supy, ) |f|- Pertanto

lim(F(zo + h) — F(x)) = 0.

h—0

Proviamo ora la (ii). Sia zy un punto di continuitd di f. Allora per ogni € > 0

esiste p > 0 tale che, per ogni t € [a, b] con |t — x| < p, si ha

flxo) —e < f(t) < f(xo) + e

e quindi
flzo) —e < f(t) < f(mo) +€, Vt€E (xg, 20+ h)



17

se |h| < p. Integrando su (xg, o + h) e dividendo per h si ottiene
f(xo) —e < p(h) < f(xg) + € selh] < p.

Allora
lim p1(h) = f(o)

h—0
quindi

pu(h) = h

]

E’ il momento ora di soffermarci sul concetto di Primitiva di una funzione.
La prima formulazione del teorema fondamentale del calcolo integrale ci dice
che una funzione integrabile e dotata di primitiva ha l'integrale uguale alla
differenza dei valori della primitiva stessa calcolata algi estremi dell’intervallo
di integrazione.
E’ bene ricordare perd che 1’ esistenza di una primitiva non é condizione
necessaria e sufficiente di integrabilita. Vediamo infatti due esempi che di-

mostrano quanto appena detto.

L’ esistenza di una primitiva non € condizione necessaria di integrabi-
lita: esempio di una funzione che non ha primitive ma ¢é integrabile secondo

Riemman. Premettiamo il seguente teorema.

Teorema 1.0.14 (di Darboux). Sia I un intervallo non banale di R e sia

f I —= R funzione derivabile in ogni punto di I. Allora l'insieme
{F@)/feel}=Ff()
€ un intervallo di R.

Dimostrazione. Siano xq1,x2 € I e sia a € R tale che f'(z;) < a < f'(xq).
Dobbiamo provare che esiste « € I tale che f'(x) = a.

Per fissare le idee supponiamo 7 < x5 e poniamo

g: [z, 2] = R, g(x) = f(x) — ax.
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La funzione g é continua e derivabile in ogni punto di [z1, 23] con
g(x) = [f(z) -

per ogni « € [xy, xs]. Poiché ¢'(z1) = f'(v) —a < 0e ¢ (x2) = f'(z2) —a > 0,
g non pud essere iniettiva. Infatti, se fosse iniettiva , sarebbe g 1 e quindi
g > 0su [z, x5], oppure g | e quindi ¢’ < 0 su [x1, z3]. Esistono allora yq,ys €
(21, 23], con y; < o, tali che g(y1) = g(y2). Per il teorema di Rolle eisiste
un punto = € (y1,ys2) tale che ¢’(x) = 0. Allora f'(z) = « e 'affermazione é

provata. O

Osservazione 3. Dal teorema di Darboux segue che condizione necessaria

affinché f: I — R sia dotata di primitiva é chef(I) sia un intervallo.

Esempio
Sia f:[-1,1] = R,

fz) =

0, sex =0

{1, sel<z<l1
-1, se —1<x<0

Questa funzione non ha primitive, in quanto f([-1,1]) = {1,0,—1}
non é un intervallo ma é integrabile perché limitata e con un solo punto

di discontinuita.

L’esistenza di una primitiva non € condizione sufficiente di integrabilitd:
esempio di una funzione integrabile non secondo Riemann ma dotata di pri-

mitive.

Esempio



