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Introduzione

Lo scopo di questa tesi e quello di presentare alcuni esempi caratteristici di

soluzioni fondamentali per operatori differenziali lineari a coefficenti costanti.

Il primo capitolo fornisce una breve introduzione alla teoria delle distribu-
zioni, focalizzando la sua attenzione principalmente sulle distribuzioni tem-
perate. Esso e suddiviso in 4 sezioni; nella prima sezione viene introdotto
il concetto di convoluzione tra distribuzioni temperate, nella seconda viene
definito il prodotto di una distribuzione per una funzione, mentre le ultime
due sezioni, che sono le piu corpose, trattano i concetti di derivata e trasfor-
mazione di Fourier, mettendo in risalto le loro principali proprieta. In questo
capitolo viene anche introdotta la distribuzione di Dirac J, alla quale fanno
riferimento la maggior parte degli esempi proposti, e che € necessaria per dare
la definizione di soluzione fondamentale. Il primo capitolo cosi composto ci
fornisce tutti gli strumenti necessari per cominciare ad analizzare le soluzioni
fondamentali. Ricordiamo la nozione di soluzione fondamentale:

Sia
P@)= Y a,0°

lal<m

un operatore differenziale lineare a coefficenti costanti. Si chiama soluzione

elementare o fondamentale di P(0) una distribuzione E € .'(R") tale che
P(O)E = 0.

Una proprieta cruciale della soluzione fondamentale ¢ la seguente:



ii

INTRODUZIONE

Se E & una soluzione elementare di P(0) e S é distribuzione con supporto

compatto, allora esiste la convoluzione F % S e questa e soluzione

PO)T = 8.

Il secondo capitolo e suddiviso in tre sezioni, ciascuna delle quali presen-
ta un particolare operatore differenziale insieme ad una rispettiva soluzione
fondamentale. Inizialmente viene illustrato 'operatore delle onde, a seguire
si trova 'operatore di Laplace, e per concludere viene analizzato 1’operatore

del calore.

Cocludono la tesi due appendici: 'appendice A introduce in maniera gene-
rica gli spazi numerabilmente normati, nell’appendice B invece sono esposti
i due spazi . (R") e Z(R"); #(R™) ¢ lo spazio numerabilmente normato e
completo il cui duale ¢ lo spazio delle distribuzioni temperate, mentre 2(R")

e limite induttivo di spazi numerabilmente normati completo.
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Capitolo 1
Distribuzioni Temperate

In questo capitolo vengono presentate le distribuzioni, e in particolre le
distribuzioni temperate. Per definirle ¢ necessario fare riferimento agli spazi
Z(R") e Z(R™) definiti nelle appendici.

Nel seguito indicheremo con ® uno tra i due spazi . (R") e Z(R").

Definizione 1.1. Sia @' il duale di ®. Se T' € @', cioe T ¢ applicazione
continua T : & — C si dice che T e una distribuzione; In particolare se
® = . (R") si dice che T ¢ una distribuzione temperata.

Il valore di T in ¢ € @ si indica con < T'|¢ > o < T, |¢(xz) > o piu
semplicemente T'(¢).

Osservazione 1. ' ¢ uno spazio vettoriale pertanto se T, Ty € &' e ¢1, ¢ € R,

anche ¢ T + Ty € @ ed ¢ la distribuzione tale che:
<ClT1+CQT2‘¢>:Cl<T1|¢>+CQ<T2‘¢> V¢€(I>

Ty + 15 e detta somma di T} e Ty, e ¢;T} € detto prodotto di ¢; per T7.
SeTl,Tg ECD/, T1:T2 <‘:><T1’¢>:<T2’¢> v¢€@

Osservazione 2. Sia ® = Z(R™). Se T' € ®* (insieme dei funzionali lineari
su @, &* O @), T ¢ distribuzione se € continua. Allora per il teorema A.0.2;

. . >
T & una distribuzione <= ¢, — 0 =< T | ¢ >— 0.
k—o0 k—o0

1



1. Distribuzioni Temperate

Invece per teorema A.0.4;

U<I>* cosi se T € ®*,dp € N,T € &7, allora T ¢ continua se e

solo se T ¢ limitata; tutto questo ci assicura che T' ¢ una distribuzione <=
Ip e N, JeeR,e>0taliche | <T[¢>|<c|9l,

Sia ® = Z(R"™). Allora, per il teorema B.0.6 un funzionale lineare su Z(R")
¢ una distribuzione se e solo se per ogni compatto K C R" esistono p € N e
Ckp > 0 tali che

<Ti|¢p><Ckploll,x perogni¢ € Zr(R").
Esempio 1.1. Esempi di distribuzioni temperate.
e DISTRIBUZIONE DI TIPO FUNZIONE

— Sia ® = 2(R"). Sia f € £}

L (R™) allora definiamo

/ f(x)o(x)de Vo e PZ(R")
T} ¢ un funzionale lineare continuo infatti

|Tf¢>k|—|/f bu()dz| = |/f bu(2)da] <

Rn

< [1r@)ion@lds < mgxlnta)] [ 1f@)ldz

(suppgr, € K compatto di R™)

e, da questa relazione si deduce ¢y, f(%;o) 0= T¢(¢r) = 0.

Ty ¢ una distribuzione detta distribuzione di tipo fuzione.

(R™) si puod associare

In questo modo ad ogni funzione f € £},

una distribuzione.

— Sia & = S(R"). Sia f : R — C tale che 3M > 0 per cui
G

s—, 2 € R", 1 < p < oo ¢ sommabile o IM > 0
(L [J]|F)M



|/ ()|

per cui supess————+-— < 400 (f € L.
eekn (14 ||z]|")M
la convergenza dell’integrale). Definiamo

(R™) non ci assicura

/f Dz Vo€ SR

T ¢ una distribuzione temperata.

Sep=4oc0se2M+n+1<qgeN
|f(2)]” dx
| / Flx)o(a)da| < supess ¢l
N J (L [l

Se p=1, allora se 2M < q €N

|f(2)]
r)p(r)dr| < [ ———5—dx ¢

2M+

<qgeN

|f(@)]” dx 1
z)o(x)dr| < ———dx —)¥ .
%f( ol |<(R/n<1+||xll v ><4<1+Hx!l ) ol

Dunque Ty € un funzionale lineare su ./(R"); inoltre le stime

Sel<p<+oo,allorase%+ = e

S =

o S (R -\
ottenute mi assicurano che se ¢y B0 — Tr(¢r) — 0 percio
k—ro00 k—o0
tale funzionale ¢ anche continuo; 7y € ./(R™).

Osserviamo che se g ~ f cioe g(z) = f(z) q.d. risulta
/ d:zc—/f z)dr V¢ e S (R")

perche i due integrali differiscono per un insieme di misura nulla.
Allora preso f come rappresentante della classe di equivalenza si

pone

1(6) =< Tip |6 >= [ f(@)o(a)da

piu brevemente, indicheremo 7} con 7.

Ty ¢ detta distribuzione temperata regolare o di tipo fuzione.



1. Distribuzioni Temperate

e DISTRIBUZIONE DI DIRAC
Sia 6 definita da

<0l >=0¢(0) Voe S (R").

d ¢ un funzionale lineare su . (R"), cioe 6 € . (R™)*. Ovviamente se
o ”:EQ 0 =< d|¢r >= ¢x(0) — 0 ; percid § ¢ continua e quindi
—00

—00

J € L(R™). Questa ¢ chiamata distribuzione di Dirac.

1.1 Convoluzione di distribuzioni temperate

Definizione 1.2. Sia 7' € .%/(R"). Sia w un aperto limitato di R™. Dire che
T & nulla su w significa che < T'|¢p >=0V ¢ € . (R"), suppp C w.
Sia {2 I'unione di tutti gli aperti limitati di R™ sui quali 7" ¢ nulla.

Allora R™ — Q si chiama supporto di T' (suppT).

Esempio 1.2. Sia ¢ la distribuzione di Dirac. Fissiamo ad arbitrio un aperto
limitato © di R™ tale che 0 ¢ . Allora se ¢ € .#(R") e suppp C w si ha
< d]¢p >= ¢(0) = 0 (poiché 0 ¢ supp¢); pertanto § € nulla su ogni aperto

limitato di R™ non contenente lo zero, percio supp d = {0}.

Osservazione 3. L’insieme delle distribuzioni temperate con supporto com-

patto € un sottospazio di ./(R™), che viene denotato con &”’(R™).

Definizione 1.3. Siano 5,7 € . (R"). Se V¢ € .(R") esiste
< Sy| <Ty|p(x+y) >>elaposizione < U|¢p >=< 5, | <T,|p(x+y) >>
definisce una distribuzione temperata, allora U si chiama convoluzione di S

con T e si denota con S xT.

Ci limitiamo a richiamare il risultato seguente (per una prova si veda, ad

esempio, [2], Capitolo 27).

Teorema 1.1.1. Se S,T € /(R"), e almeno una delle due appartiene a
&' (R™), allora esiste S+ T.



1.2 Prodotto di una distribuzione per una funzione

Osservazione 4. Siano S e T due distribuzioni temperate di tipo funzione

(S =95,T=1T,).Allora vale:
<SxT|p>=< 8| <Tp|p(x+y) > V¢e SR

cioe

<SxT|¢p>= /f / z)p(x + y)dx)dy =

~ [10( [ o = woraziay = [[ tigta - pota)dsdy.

Rn™ R™

Osservazione 5. T % § = T. Infatti
<Tx0[¢>=<T,| <éy|d(x+y) >>=<T,|¢(z) >

cosl

<Txd|lp>=<T,|p> VoeLR").

1.2 Prodotto di una distribuzione per una

funzione

Sia T' € @' e sia f un moltiplicatore per ® (si veda I’Appendice) allora si

definisce fT' come:
<fT|op>=<T|fo> Voeo.

Si osserva che f¢ € ® perche f un moltiplicatore per ®, quindi f7" e un

. . . @ > C s s
funzionale lineare su ®, inoltre se ¢y k—> 0 = for k—) 0 ma poiche T" ¢
—00 — 00

continua f¢y ki> 0 =< fT|¢r >=<T| fon >ki> 0, quindi
—00 —00
ok = 0 =< fT|dp > 0;
k—o0 k—o0

dunque, fT appartiene ancora a ®’, e si chiama prodotto di T per f.



1. Distribuzioni Temperate

Esempio 1.3. Se ¢ = .(R") e sia f un moltiplicatore per .(R") con
f(0) =0, allora f§ =0, se invece f(0) = 1, allora fo = 4.

Per esempio e/<%%>§ = § perche e!<%%> =1

Osservazione 6. Ogni elemento di @);(R™) ¢ un moltiplicatore per .7 (R") e
quindi anche per ./(R").

1.3 Derivata di una distribuzione

Sia T" € @' e sia o un multi-indice. chiamiamo «a-derivata di T, e la

denotiamo con 9% T, 'elemento di &’ definito cosi:
<°T|¢p>= (-1l <T|D%> Vopecd.

La definizione & ben posta poiche D® e un’operazione lineare da & in sé

(o k_%o 0 = D¢ k_%o 0 questo ci assicura la continuitd di 0> T).
e PROPRIETA
1) Se a, 8 sono due multi-indici e T" e ¢’ si ha:
9P T) =0T = 0°(0°T)
2) Se Ty, T, € ' si ha:
9(T1 +Ty) = 0° Ty + Ty

3) Se T € & e DV f & moltiplicatore per ® V+,0 < v < «, si ha:

T = (O‘)Daﬁf.aﬂT

B<a B
Dimostrazione. Proviamo queste tre proprieta:
1) V¢ € ® risulta
<00°T)| ¢ >= (1) < ° T | D¢ >= (—1)*H8l < T | D?(D*¢) >=

= (=Dl < T | D >=< 0T | ¢ > .



1.3 Derivata di una distribuzione 7

2) V¢ € @ risulta
<(M+T)|¢>= (-1 < Ty + Ty | D¢ >=
= (-1l < Ty | DY > +(=1) < Ty | D*¢ >=
<OT|p>+<0Th|p>=< 0TI+ 01| ¢ > .
3) Si prova per induzione.
Siaa=¢e; =(0,...,0, }, 0,...,0) useremo questa notazione:
0% =0;, D% =D,
Vediamo che
0;(fT)=D,f-T+ f-0,T.
<0;(fT)|¢>=— < fT|Dj¢p >= - <T|fDjp >= - <T|Dj(fp)-D;f-¢ >=
=—<T|Di(fp) >+ <TI|Djf-¢ >=< ;T | fp >+ <T|D;f-¢p >=
=< fO;T|¢p>+<D;f -T|p>=< fO;T+D;f -T|¢p>.

Ora supponiamo vera questa formula per |a| < m, con l'intento di

dimostrarla vera anche per |a| = m+ 1 . Sia |a| = m, allora
O (JT) = (0 (JT)) = 0Dy f - T+ - 0,T) =
0%(D;f - T) + 0°(f - 9,T) = (per ip. induttiva)
= <O‘> D> (Dyf) - T+ (“) DB 05 (0,T) =

BLa B B<a B

_ «Q a—B+e; r . 9f « a=Br  9B+e; _

- <B)D tei .9 T+;(B)D foofte T =
<a <a

( sostituiamo nella seconda sommatoria § =y —¢; )

:Z(Z)Da+€j_ﬁf_aﬁT+ Z (’yfée')Da-‘rEj—’Yf‘a’YT:

B<a e;j<y<ate;
_ Z (Oé"‘ej)DOH-ej'—ﬁf_aﬁ T+ Z [<OC)+( (6] >]Da+ej—5f,aﬁ T+
B<a, B;=0 5 e;<f<a B B — €5

U o 5 (g

BLa+te;, Bj=a;+1 BLate;
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]

Osservazione 7. Se f € @, risulta 0“f = D*f.
Per esempio sia f € C'NZ(R) e Df € C° N Z(R), allora f € S (R) e
V¢ € S (R) risulta

+oo
<0f16>=- < f1Do>= - [ f@)0/(a)d.
Ma poiche,

/ F(@)¢! (2)dx = [f(2)d())", — / F(@)¢(x)de

+oo +oo
dato che esistono finiti i due integrali: [ f(z)¢'(z)dx e [ f'(x)¢(x)dz,

esistono finiti anche i due limiti: Iggloof(x)dx) e wl_i}@()()f(a:)gb(:c).

Questi limiti devono essere entrambi nulli, perche se per esempio fosse
zgrfoof(x)qﬁ(x) # 0, poiche xgrlloogb(x) = 0 perche ¢ € .(R), allora dovrebbe
essere ml_i>r_nool f(z)] = 400 e quindi non potrebbe essere f € Z(R). Essendo

i due limiti nulli si ha:

+o00
<0f|p>= / f(@)(x)de =< Df |6 >

e quindi 0f = Df.

Esempio 1.4. Funzione di Heaviside.

La funzione di Heaviside e la funzione H : R — R definita in questo modo:

1 >0
H(z) =
0 <0

H
poiche per M =0 supess% < 400, H ¢ una distribuzione tempe-
zern (14 ||z]|")M

rata. Si ha

+o0o
<OH|¢p>=— < H|¢ >= —/H(x)(b'dx——/¢'(x)dyc—¢(0)
R 0



1.3 Derivata di una distribuzione

= 0H =§.

Si osservi che OH non ¢ la derivata ordinaria di H (DH(z) = 0 se x # 0,
non esiste in x = 0, perche DH(0) = 400 e DH~(0) =0).

Teorema 1.3.1. Sia T € /' (R) eT' =0 =T = cost.

Dimostrazione. Per ipotesi e <T'|¢p >=— <T|¢' > V¢ € L (R).
Proviamo che poiche ¢ € . (R) esiste ¢; € . (R) tale che ¢| = ¢ se e solo

+oo
se [ ¢(s)ds = 0. Infatti vediamo che se ¢} = ¢, allora

7¢<8>d8 = 7¢3<s>ds = g1 ()% =0.

+oo
Viceversa, se [ ¢(s)ds = 0, allora poniamo

—00

¢1(x) = 7¢(8)d8 = —7¢(S)d8

cosi ¢} = ¢. Resta da provare che ¢, € .7 (R).
Sep>1alloraVk >0

#1071 ()| = [ D" ()| — 0.

Sep=0, conz > 0siha

+o0

+oo
C
Hoo)l = [ooas) <ot [ s

T

per una certa costante Cj > 0, questo perche ¢ € . (R). Ma per t > = &
1 1

11 F S+

-, quindi

—+00

xk ds
xk’gzbl(x)! ng(l—i—:L‘Q)k/ ds — 0
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Il caso con x < 0 e analogo.

Dunque con tali premesse, se ¢ € .#(R), fissiamo ¢y € #(R) e tale che
+oo
[ ¢o(s)ds = 1. Si ha

+oo +o0
o) = [6(z) — dolz) / 6(5)ds] + do(z) / o(s)ds

poiche

70[¢(w) - ¢o($)7o¢(8)d8]dflf =0

—0o0

esiste ¢ € L (R) tale che ¢) = ¢ — (+fo¢(s)ds)¢0; allora

+o0o '
<T|¢>:<T|¢/1>+<T|(/¢(3)d5)¢0 >:< per ip. >

<T|¢)>=0
+o0o +o0o
:<T|(/¢(5)ds)¢o >= / <T| o> d(s)ds =<< T| ¢ > |6 >

e quindi
T =<T|¢y >= cost

1.4 Trasformata di Fourier di una distribu-

zione temperata

Sia T € .Z(R"). Definiamo la trasformata di Fourier di 7" in questo

modo:

< FT)|¢p>=<T|d> VYée SR

dove

36 = (F(0)(€) = / <0 §()dr, € € R

Rn
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e la trasformata di Fourier di ¢.

La definizione ¢ ben posta, infatti la trasformazione di Fourier ¢ una appli-

cazione .7 : (R") L gy (R™) lineare e continua; pertanto se ¢ " 0,
—00

allora. oy = 0 in .7(R™).
—00
Dunque se 7' € .¢/(R") allora anche Z#(T) € '(R™) (¢x = 0 =
—00

on — 0=< F(T)|[ ¢ >=<T| o > — 0 perché T & distribuzione).
—00 —00
Esempio 1.5. Trasformata di Fourier della distribuzione di Dirac.

5(6) = 6(8) = 3(0) = /

—00

+o0 too
50— [e-otais Jotows =109

La Trasformata di Fourier della distribuzione di Dirac e la distribuzione 1;
6=1.

e PROPRIETA
1) Se Ty, T, € .7"(R™), allora
F (T +T) = Z(T)) + F (D).
2) Se T e /'(R"), allora
O*F(T) = F((—i€)" T¢).
3) Se T € .7'(R"), allora
(F(0°T))e = (i€)*(F (1))

Dimostrazione. Proviamo le tre proprieta:

1)
< F(M+T)|¢>=<Ti+T|d>=

<T1|$>+<T2|¢A5>:<ﬁ(T1)|gb>+<ﬁ(Tg)|¢>.
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2) Se 6 € #(R"), anche D¢ € .#(R") e Do (€) = (i€)*(€), quindi
<O F(T)| ¢ >= (1)1 < Z(T)| D >= (-1)*| < T| D¢ >=
= (~D)l < T | (i€)°6(€) >= (-1l < (i€)°T¢ | 6(€) >=
=< (i) Te | §(&) >=< F((—i€)°Te) | & > .
3) Se ¢ € L(R"), anche D¢ € ./ (R") e
< F(0°T)|¢p >=< 0°T | ¢ >= (—1)* < T| D¢ >=
= (-1 < T| (~ig)*d(y) >= (-1 < (F(T))e| (~i€)6(€) >=
= (=12 < (F(]))e | (i) ¢(&) >=< (i) (F(T))e | 9(&) >
O
Definizione 1.4. Sia a = (aj,as,...,a,) € R" cona; #0Vi € {1,2,...,n}.
Se f:R" — C, poniamo:
(maf)(x) = flarz, ..., anx,) = fla-x).

Se T € /'(R™), definiamo 7,7’ come:

<m | ¢ >= <T|mip> V¢e LR

|CL16L2 Ce CLn|

dove ¢ = (3=, o).

7an

T, € un operatore lineare di .#(R") in sé.

Osservazione 8. Se f € Z'(R"), riguardando f come distribuzione tempe-
rata di tipo funzione, si ha .7 (f) = . Infatti V¢ € < (R™) risulta

< F(f)|6>=< f|d>= /f(x da:—/f /¢ y)dy)d =

/¢ /f d:cdy—/f gy =< Flo >

(f ¢ continua e limitata, percio e lecito considerarla come distribuzione

temperata).
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Osservazione 9. Se T € .7'(R") si ha

Infatti, V¢ € .(R") risulta
<71 F(F(T))| ¢ >=< F(F(T)) |10 >=

=<T|F(F(r_10)) >=<T |71 F(F(¢)) >

questo perche

T 17 (9) = F (7-10)

infatti

F(m10)() = / e 8 §(—a)da = / e §(a)da = 71 F(6) ()

R’!L R’!L

Pero vale anche

@#mﬂ%)) — 6.
Quindi risulta
G ) =T
Esempio 1.6.
S= L \F(FE) = ——1  F(1).
(2m)" (2m)n

Per la proprieta 3) si ha

quindi
0% =
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Capitolo 2
Soluzioni Elementari

Definizione 2.1. Sia

P@)= )Y a,0°

la|<m
un operatore differenziale lineare con coefficenti costanti. Si chiama soluzione
elementare o fondamentale di P(0) una E € .'(R") tale che

P(O)E =56,

Osservazione 10. Siano E una soluzione elementare di P(9) e T' € '(R")
una soluzione di P(0)T = 0, allora osserviamo che anche E + T ¢ una solu-
zione elementare di P(0); pertanto in generale, la soluzione elementare non
¢ unica.

Inoltre se E' ¢ una soluzione elementare di P(0) e S € &'(R"), cioe S & di-
stribuzione temperata con supporto compatto, allora esiste E x .S ed essa e
soluzione di

PO)T =S
infatti P(0)(E % S) = (P(O)E)*«S=3d«5=S5.

2.1 L’ operatore delle onde

Sia

15



2. Soluzioni Elementari

Allora una soluzione elementare ¢
E(z) = H(xy)...H(z,).

H . H(x,
Infatti essendo supess’ (z1) 5 ()
zER™ (1 + [J[]7)M

< 400 questa funzione e una distri-

buzione di tipo funzione, e quindi appartiene a .#”’(R™), inoltre V ¢ € .(R")

risulta

<O ...0E|¢p>=(-1)"< H(xy)...H(x,)|Dy...Dpop(x) >=

/ /D1 d[L‘l d

o0

= nl/ /Dl . n1¢3317-..7.Tn_1,0)dx1...d$n_l:...
0

e quindi

O ...0,E=9.

Consideriamo ora 'operatore delle onde:
0 — 0} (z,t € R).
Ponendo £ =z +t, 7 = x — t, questo operatore diventa
40¢0; .

Infatti
o Or 0 o 9 0 0

96 0¢ or oc ol or ot
analogamente ottengo

0 o 0

or  or ot
? 9 a.,0 0. &

scor \or " a)\er o) "o o

Pertanto una soluzione elementare ¢

M@ﬂz%H@+ﬂH@—w:%HW—MU

=<d|¢>



2.1 I’ operatore delle onde

Infatti V¢ € .7 (R?) risulta
< (07 = O)E(@, 1) | ¢(x,t) >=< E(z,1) | (D; — Dj)¢(,t) >=

1
[ B 002~ D)ot dodt = 5 [ Hx ~ H)(D? = DE)oa.t) dedt =
R? R?
poiché H(z — |t|) € non nullo solo se x — [t| > 0, cioe = > |t], si ha

400 +o0

_ %/ /(Dg — D?)o(a, 1) dwdt —

—oo [t

si effettua un cambio di variabili ponendo z = (£ + 7),t = 3(§£ — 7), lo

jacobiano di tale cambiamento e:

o@t)] |5 5] 1 1
e indicando ¢(3 (€ + 7), 5(§ — 7)) = (&, 7), risulta
“+o00 400 +00 +o00

=;{waw@ﬂ@&wzlgamwmww:

“+oo +oo +0o0

/ /Dg (8, 7)dE)dT = /[wa(fm)]gwch:

0
/DmmT [ (0, D)5 = (0, 0)
Percio

< (ai - atZ)E(xv t) | ¢<J],t> >= ¢(0» 0) = gb(O? 0)

quindi
(02— )VE =4

Ora prendendo ¢ € Z(R") con supp¢ compatto, quindi ¢ e distribuzione

temperata di tipo funzione a supporto compatto (¢ € &'(R™)), si puo ottenere

e, t) = (Ex0)z,t) = [ Bla = 6.t = rjo(é, ) dedr =

R2
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—+o0 337|th|

:%/H(x—g—\t—7’\)¢(§,7’)d§d7’=%/( / ¢(§, 7)dg )dr

—00

che ¢ soluzione di (02 — 92)u = ¢(x,t).

2.2 L’operatore di Laplace

Sia P(0) l'operatore di Laplace
P@O)=A=) 0.
j=1

Una soluzione elementare ¢ data da

1
—Inr sen =2

21

—s —r sen > 2

dove r = ||z|| = (Zx?)% ed n € N, e dove I & la funzione di Eulero:
i=1

+oo
MNa) = /xalexdaz quando e a > 0.

0

Essa gode di queste proprieta:
1) Na+1) =al' (o)
2) '(n)=(n—-1)! ¥YneN
3) I'(z) =r

Prima di mostrare che effettivamente E & una soluzione elementare, vediamo

due esempi che serviranno al nostro scopo.
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Teorema 2.2.1. Scriviamo per semplicita v := ||z||. Sia f = f(r) tale che

3M >0, [ |i(r)|)

dr < +00. Allora

2(;5(917))dgzt, Vo e S (RY).

9
(9 or

<Zc‘92f|¢>> /f

Esempio 2.1. Sia n = 2. La funzione z — Inr,z € R?* — {0} ¢ tale che

oo |
M > 0, —_
[l

tipo funzmne apphcando il teorema 2.2.1 otteniamo

dr < +o00, percio e una distribuzione temperata di

—+o00

< (07 +03)(Inr) | ¢ >= /lnr — r—/gf)dé’

0

+o00 2w

=~ [ (o = 27000

0 0

Percid (07 + 93)(Inr) = 274 .

Esempio 2.2. Sia n > 2. La funzione x — r*™, x € R" — {0} ¢ tale che

+oo ‘ 2—n’
dAM > 0, | ————dr < +o0, percio e una distribuzione temperata di
{ (1+r2)M P P

tipo funzione; applicando il teorema 2.2.1 otteniamo

<O )¢ >=
j=i

—+00

T T 27
0 0
_ /7«2—”5(7’”_15(/ - //gb . (sin Hl)n_Q ...sinf,_odb, .. -den—l))dr =
0 0 0

0

T 27

—(Z—n)/ o r" 1(%/ //¢ (sinfy)" = ...sin6,_odb; ...d0,_1))dr =
0
+o00 T T 27
0)/3( ”—12(/ //(s' 0,)" 2. . .sin6, _odf; ...d0, 1))d
87”T aT 1m oy ..., _qaby ... n—1 T.
0 0 0 0
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2. Soluzioni Elementari

Per calcolare questo integrale bisogna ricorrere alla funzione Beta di Eulero:

1

B(p,q) = /xp_l(l — )" 'z con p,g€ C,Rep > 0,Req>0.
0

Essa gode di quetsa proprieta:  B(p,q) =
Sia m € N. Allora

K

/ (sin 0)™d6 = 2 / (sin 0)™df =
0

0
: - 9 dt
( cambio variabile ¢ = cos® 6, df = — )
2VtV1 -t
0 . 1 1
=2 [(1-1)% dt = [t3(1—t ?dt:/té—l 1—1)"3 ~dt =
=% gt = [ria- fritn
1
r(Hr(msL r(mtL
= (3 = ) = e
2 L3 +1) L(g+1)
Pertanto
™ T 27
/...//(sin@l)"2...Sin9n2d91...d9n1 =
0 00
we D(55HD(%52)...T(3 1
e TR
PG . Ii) (%)
Quindi

< (Z O | ¢ >=2(2 - n)ﬂ”_QF
J=1

poiché n > 2 si ha I'(§) = (5 — 1)I'(§ — 1), pertanto

DR

Ora mostriamo che F ¢ una soluzione elementare. Infatti V¢ € . (R?):
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o n—2

<<AE|¢>=<«ﬁ+a@E|¢>:<(&+¢§x%gnm|¢>:<5|¢>.

o n>2

<AE|¢ >=< (i FN——2—r*") g >=<6|p> .

j=i

Dunque E ¢ soluzione elementare; se ¢; € Co(R?), ¢o € Cy(R?), allora

wle) = (Exon)(a) = - [ nlla =yl - 6r(w)dy,

un(z) = (Ex)(@) = (=2 i) (@) = (———spy) (&) = —

Ay 4dmr

1 P2(y) d

dn ) Jlz —y]
R3

sono i potenziali newtoniani soluzioni di Au = ¢ (n =2) e Au = ¢ (n = 3).

2.3 L’operatore del calore
Sia P(0,,0¢) (x € R™, t € R) l'operatore del calore

P(a$,at) — 3t — Am

n
Osserviamo che P(io,iog) = iog — 3. (i0;)? = iog + ||o||*.
j=1
1 :
Per ogni fissato ¢ # 0,0 — = ! 5 appartiene a

ioo+ ol —oo+i|o||
Oy (R), e quindi a .'(R).

Osserviamo che vale

1
F = —2mie*H(—
( —x + 1€ ) mie H(=s)
infatti
+oo 1 .
FleSH _ —iTS —es [ ds = s(fia:fs)d — _ — ¢
(e (s)) /e e (s)ds /e s Tir—: - Taiie

R 0
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cosl, sfruttando 'osservazione 9, si ottiene

1
—T + i€

i 7 ( ) = FZ(F(e=*H(s))) = 2me= H(—s) .

Pertanto &

e quindi

Poniamo allora

Hit .
E(z,t) = ﬁa_l(e_‘l(’”%H(t)) = Q/GKI’D_'U'?%J = (cambio variabile o = —n)
m
R
_ H() /€i<x,n>||n||2tdn _HQ©) /€i<z,a>||a||2tdo_.
2m 2m
Rr Rn
Risulta i
t |2
E(z,t) = (ﬂ)ﬂ e~
2nrat2

Verifichiamo che questa e una soluzione elementare relativa a 0; — A,.

Sicuramente essa ¢ una funzione di classe C*° su R™ x R — {(0,0)}, inoltre

+o0
Bzt 1 1 o2
//(%MMh: n/ ndéhd@ﬁ:f
1+¢t2 2nrz ) (14 t2)tz 2
R R™ 0 Rn

E(z,t)

Dunque (z,t) — TP ¢ sommabile su R" x R; quindi £ € .#/(R" x R).
Considero ¢ € .7 (R™ x R); allora

< (B, — A E(x, ) | d(x,t) >= — < E(x,1) | (Dy + Ay)d(a, t) >=

400 +00
= —/(/E(x,t)(DmLAx)gb(x,t)d:v)dt = —Eli%}r /(/E(x,t)(Dt+A$)¢($,t)da:)dt.
E +o0

Lﬂ/H%MQ+&wmmmﬁ—

R™ €
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2.3 L’operatore del calore
“+o0o

/(70E(x,t)Dt¢(m,t)dt)dx + /(/E(w,t)Axgb(m,t)dx)dt.

3

R €
Integrando per parti ottengo:
+oo

/ B, ) Du(, )t — [, )bz, )] — / DBz, )6 (. 1)t

= —E(z,e)p(x,e) — /DtE(x,t)gzb(x,t)dt.
Dunque
/ ( / E(z,t)(Dy + Ay)g(x, t)dt)dx =
)¢(37,75)d9€)dt+/(/E(a:,t)Ax¢(x,t)dx)dt.

- / E(z,¢)é(x, e)do— / ( / D.E(x,t

Rn
Il primo addendo dell’ultimo membro ¢ uguale a
¢(x,e)dr = ( usando le coordinate sferiche 0y ...60,_1, r = ||z||)

2

e
Nz £2
]Rn
+o00 P2 T 27
1 € i : n—2 : n—1
=T 5% ([ ... [o(x,e)(sinby)" .. .sinb, _2db; ...d0p_1)r" dr =
0 0 0
n—1
( cambiando variabile u = QL\/E’ dr = 2v/edu, v = gnl\g/gg )
...sin Hn_gdgl .. d@n_l)r”_ldu —
e—0t

L 1
=
7 o’
— —— [ e U du - WnZ $(0,0) = —¢(0,0) ;
T2 F(g)

e—0t

+00 T 2T
eyl / . / 6(z, &) (sin ;)"
0 0 0
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questo perche 1T'(%) = 70 ey du.
Quindi
+o0o
/ ( / E(a, 1)(Ds — Ao, t)dt)da =
R™ €
+00 +oo
—¢(0,0) DiE(z,t)¢(z,t)dz)dt + [ ([ BE(z,t)Ar¢(z,t)dz)dt .
)Y I
Inoltre si ha che
+00 +oo
(| E(x,t)Azp(x,t)dx)dt = | (| AgE(x,t) - ¢(z,t)dx)dt
1 I

Ma su R" x R — {(0,0)}, FE & una soluzione ordinaria di (D; — A,)v = 0.

Dunque
< (O — Ap)E(x,t) | p(x,t) >= ¢(0,0) =< 0y¢ | P(x, 1) > V¢ € S (R" xR)

e quindi (0; — A,)E = 6.

A questo punto, considerando per esempio ¢ € Cy(R™ x R), allora

u(z,t) = (E * ¢)(x,t)

) ¢(y7 T)dydT =

—ooR"

_lle—y)?

4(t—T1)
— / / ¢ y, T)dydT
7T 2

—ooR™

¢ soluzione di (0 — A,)u = ¢(z,1t).



Appendice A
Spazi numerabilmente normati

Definizione A.1. Sia X uno spazio vettoriale (su R o C) e siano || ||, e
| |, due norme per X. Si dice che la prima ¢ pitt debole della seconda se
dec e R,c >0, tale che ||z||, < ¢|z]|, VzeX.

In questo caso si dice anche che la seconda e piu forte della prima.

Due norme si dicono confrontabili se una ¢ piu debole dell’altra.

Due norme si dicono equivalenti se ciascuna di esse e piu debole dell’altra.

Esempio A.1. C'([0,1]) = {f :— C, f & di classe C'}

C1([0,1]) & uno spazio vettoriale e siano

£l =max | F@] .l = max|f ()] + max |F (2)
I Ilyell I, sono due sue norme e [, < [If[l, v/ € C*([0,1]).

Dunque la prima norma e pitt debole della seconda; non sono pero equivalenti
poiche non vale il viceversa. Infatti mostriamo questo semplice controesem-
pio; sia fo(x) = e ™, n = 1,2,..., [|[full; = 1, [[fall, = 1+ n e quindi
BeeR,c> 0, tale che || full, < cllfull, V[ € CH[0,1]).

Definizione A.2. Sia X uno spazio vettoriale e || ||; e || ||, due norme
per X. Esse si dicono concordanti se ogni successione in X, che sia di Cauchy
sia rispetto ad || ||, che a || ||, e che converga a zero rispetto ad una delle

due norme, converga a zero anche rispetto all’altra.

25
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A Spazi numerabilmente normati

Y

Definizione A.3. Sia X uno spazio vettoriale e sia || ||, || | ... un

infinita numerabile di norme per X. Sia || ||, pitt debole di || , € siano

[
| ll,ell [, concordantiVn € N. Poniamo V, ,(z) = {y € X, |ly—z, <
etcone eRe>0,e Z={F, V.,(x) cone €eRe >0,neNze X}

Allora £ e base di una topologia per X, ed X munito di questa topologia
si denota con (X; || ||, | |5, --.) e si chiama spazio numerabilmente

normato.

Osservazione 11. Affinché la definizione sia ben posta occorre provare che %
e base di una topologia. La condizione neccessaria e sufficiente per cui 4 sia

base per una topologia per X e:

1) oeA
2) X=URB
Be#

3) Bl,Bgeﬂ,xGBlﬂBgﬁﬂBg,xEBggBlﬂBg

Per ipotesi || ||, € pit debole di || ||, pertanto Vn € N3C, tale che

x|, < Cnllx T € X; non e restrittivo porre C,, = n e poiché
lzll, < Collzll, . Vo e X & restritti C, = 1¥n € N poiché

n+1
le norme || ||, ;e Cynll [,;, sono equivalenti pertanto possiamo sostituire
(XN llg) con (X, Gl lgn)-
1) @ € & per ipotesi
2) v € V.,(x) e quindi X = U Vinlx)= U B
z€X c€RT neN Be#

3) Sia x € V., n,(a) N Ve, 0, (b), proviamo lesistenza di un V, ,,(z) tale
che Ve, s (2) C Ve (@) N Ve, (B).
Sia 0 < e3 < min{e; — ||z —al,, &2 — [ly — bll,,,} e nz = max{ni,ny};

cosi se y € Vo, () allora [y — || . < &3, e quindi
ly = all,, <lly =l +llz = all,, <lly—=l,, +llz—adl,, <

<et+lz—al, <&

ly = Oll,., < lly = 2l,, + llz = 0ll,,, <lly —zl,,, + llz = 0ll,,, <
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<eg+[lr—0bl,, <e;

percio y € Vz, n, (a) N Ve, 0, (b), cosi z € Vo, n,(2) C Ve oy (@) N V2,0, ().

Definizione A.4. Sia (X; || ||;, || | ...) uno spazio numerabilmente
normato.Una successione (zy)gen in X, si dice di Cauchy se essa ¢ di Cauchy

rispetto a || Vn € N; si dice convergente se 3 € X, xy k”% xVneN.
— 00

[
Ogni successione convergente ¢ di Cauchy ma non viceversa.

Lo spazio si dice completo <= ogni successione di Cauchy e convergente.

Osservazione 12. x, — zin (X; | [, || s ---) <= Ve >0,e € R
n—oo

e Vp € Ndn(e,p) € N tale che |z — z,|, < € per n > n(e,p) cioe z, €

‘/E,p(m)vn > n(a’—j,p).

Definizione A.5. Siano (X: || [y, | [l -2) © (X5 5 1 [ o)
due spazi numerabilmente normati sullo stesso campo K. Una applicazione

T : X — X'’ si dice lineare se

T(ayz1 + asxs) = a;T(x1) + asT(xs) Vaixe € X Vajas € K

Essa si dice continua nel punto xg € X se VV/, (0) 3V;,(0) con 6 = (g, n),
p = p(e,n) tali che x — o € V5,(0) = T(z — 20) € V,,(0).

Osservazione 13. Se T' e continua in un punto di X allora 7" ¢ continua su

tutto X.

Teorema A.0.1. Siano (X; || [l | I o) e (X5 0 W |l -.)
due spazi numerabilmente normati sullo stesso campo K e sia T : X — X'
lineare. La condizione neccessaria e sufficiente affinché T’ sia continua ¢ che
Vp € Ndq(p) € N tale che T' sia continua da (X, || |,,)) @ (X", || ||;)

Teorema A.0.2. Siano (X | [y, | Iy ) e (X5 1 10 | [ -)

due spazi numerabilmente normati sullo stesso campo K e sia

T: X — X' lineare. T ¢ continua <= xy, k—> 0 in
—00
X M I gy o) = Tlaw) — 0in (X011 1 M5 -0 )
k—o00



28

A Spazi numerabilmente normati

Dimostrazione. =) Fissato un V! (0) con ¢, p arbitrari, allora per la linea-
rita di 7" 3V;,(0) tale che x € V5,(0) = T'(x) € V! (0).

Se xy, h— 0in (X; || |l;, I Iy, ---) allora 3k., € N tale che z;, €

—00
Vsp(0)Vk > k., (osservazione 12), pertanto se k > k., poiché T" & continua
si ottiene che T'(zy) € V,(0) = T'(zx) - Oin (X5 [ Il [l o)
<=) Supponiamo xy, " 0in (X; || Iy, Il g o) = T(xx) — 0 in
—00 —00
X5 N, 1 NS --.). Vogliamo provare che T & continua, supponiamo

per assurdo che non lo sia, allora esiste un p tale che per nessun ¢ T' e

continua da (X, || |l,) a (X, | ||;), esiste allora (xy)geny in X tale che
!/
HT(:ck)||; > k||zgl], cioe HT(kHiink)H > 1. Fissato un arbitrario m € N, per
p
k>msiha ||l = g < wd, = & Pertanto ponendo g = g
si ha che ||yxl|,, — 0 Vm e N, cosiyy, — 0in (X5 || [, | o ---);
k—o00 k—o0
per l'ipotesi di continuitd su 7" sara T (y) h— Oin (X5 0 Iy ---),in
—00
particolare HT(yk)H; = 0 ma e HT(yk)H; > 1 Vk € Nsie cosi raggiunto
—00
’assurdo. O
Teorema A.0.3. Lo spazio numerabilmente normato (X; || ||, || s ---)
o0 —_—
é completo <= X = () X!
n=1
Definizione A.6. Si definisce duale dello spazio normato (X, || ||), lo spa-
zio vettoriale dei funzionali lineari continui su (X, || ||), cioe le applicazioni

continue f : X — C. Si definisce duale dello spazio numerabilmente norma-
to (X5 | I, I s, --+), lo spazio vettoriale dei funzionali lineari continui
su (X5 || Il Il g, ), cioé le applicazioni continue f: X — C .

Il duale € sempre uno spazio completo.

Teorema A.0.4. Sia (X; || |, | |5 ---) uno spazio numerabilmente
normato. Sia X, il duale di (X, || |,). Se f € X, , posto

I£Il, = sup |f(2)|

llll,, <1
| ||; ¢ una norma e (X, || ||;) ¢ uno spazio di Banach.
Inoltre X, € X/, ,Vp € N e, se X' ¢l duale di (X; [ [, | |y ---)
risulta X, =2, X}, .



Appendice B
Spazi . (R") e 2(R")

Definizione B.1. o = (ay, a9, ...,a,),a € (NU{0})™ & detto multi-indice,
elal => a; = a;+ay+ -+ a, ¢ detta lunghezza di a. Se av e  sono
due multi-indici, scrivendo a@ > (a0 > ) si intende «; > 5; (o > f;)

Vi=1,2,...,n. Se z € R" poniamo z® = z7* ... 2%, Siano f,g € C*(R"),
olel f
Ozt ...0xon

D(0) =3 (§)07r D

B<a B

poniamo D*f = . Vale la formula di Leibnitz:

Spazio . (R")

Z(R™) e lo spazio vettoriale delle funzioni a “decrescenza rapida”.

S (R") = {f € C*(R"), D’ f(x) — 0Va, f multi-indici}

Tr—r00
Sia f € .(R™) poniamo, per p € N,

[£1l, = sup sup (1 + [[=[[)"| D f (x)|

2€R™ || <p

29
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B Spazi ./ (R") e 2(R")

| I, wanorma e [If], < £, ¥p € N
Indichiamo con .%,(R™) lo spazio vettoriale delle funzioni f : R” — C di
classe C” e con ||f||, < +oo. Proviamo che .%,(R") & completo.

Sia (fm)men una succesione di .#,(R") di Cauchy rispetto a || || ; allora

e = foll, =l sup S\ﬁ(l + [z )LD fu(z) = D*fu(x)[ = 0.
Cosi ogni successione (D f,,)men con |a| < p converge uniformemente su R™,
e quindi 3 fy di classe C? e tale che D*f,, — D% f, uniformemente su R".
Ve € R* Jm, € N tale che (14 [[])?|D*fu(x) — D*fy(2)] < &

per |a| <p, m,u>m.eVx e R"

Ora si osserva che se una successione e di Cauchy rispetto ad una certa norma,

allora la successione delle norme ¢ limitata, quindi 3C € R* tale che

[fmll, = sup sup (1 + [|z[[)"| D* fm ()] < € Vm €N.

zER™ |a|<p

Da questa disuguaglianza e dalla precedente, risulta

(A+[z[)71D* fo ()| < (4l D* fo(x) =D fin () [+ (14| 2])7| D frn(2)| < e+C

con m > me, |a| < p e Va € R"; per arbitrarieta di € segue || fo, < C, e
quindi fy € .7, (R"™).

Infine da (1+||z||)?|D* fi(x) — D fo(x)| < e conm > m., o <peVx € R
segue || f — foll, < € e quindi f, u> fo. Dunque .%,(R"™) ¢ completo.
Proviamo ora che le norme || || sono Concordantl.

Sia p < ¢ ed (fin)men una succesione di .(R"), di Cauchy rispetto a || ||,

e convergente a zero rispetto a || |[|; poiché (S (R"™),|| [|,) ¢ completo
3 fo € F(R") tale che || f,n — foll, —> 0; ma || fnl[, —> 0 e quindi
m— 00 m—r0o0
fm(z) — 0 Vaz € R"; allora deve essere fo = 0 e quindi || fu[|, — 0.
m—0o0 m—0o0

Cio prova che le norme || ||, e | ||, sono concordanti.

Ora poiché ., (R™) ¢ completo rispetto a || ||, 7 (R”)” > & un sottospazio
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di Z,R"), S (R") = ﬂ (R e Z(R") C .7,(R") V p, allora si ha

p_
P 1,
S R") = [ ZR")
p=1
Pertanto per il teorema A.0.3 (< (R");|| |l;.ll 5,-..) € uno spazio nu-

merabilmente normato completo, che sara denotato con . (R").

Limiti induttivi e spazio Z(R")

Sia E uno spazio vettoriale sul campo dei complessi. Supponiamo che

esista una successione di sottospazi (Ej)gen thale che

o [ = UEk,
keN

e [, € uno spazio numerabilmente normato e completo per ogni k € N;
e E) C Fiyq1 e 'immersione ¢ continua per ogni k € N.

Possiamo allora indurre una topologia su E (la topologia di limite induttivo
numerabile stretto di spazi numerabilmente normati completi) dicendo che un
convesso V' C E ¢ un intorno dell’origine se e solo se, per ogni k € N, VN E} e

un intorno dell’origine in Ej (munito della sua topologia). Scriveremo allora
che F =ind lim E,.

k—o00
Richiamiamo due risultati fondamentali sui limiti induttivi di spazi nu-

merabilmente normati completi (si veda [2], Capitolo 13).

Teorema B.0.5. Sia £ = ind klim Ey., dove per ogni k € N E}, € uno spazio
— 00

numerabilmente normato e completo. Allora E é completo.

Teorema B.0.6. Sic £ = ind lim Ej, dove per ogni k € N Ej ¢é uno

k—o0
spazio numerabilmente normato e completo. Allora una applicazione lineare

T : E — C é continua se e solo se ¢ continua da Ej a C per ogni k € N.
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Sia K C R™ un compatto. Poniamo
CR(R") = {f € C*(R"), suppf C K}
Se f € C¥(R™) e sia p € N. Poniamo ancora

£l = maxmax| D f(z)].

2€k [a]<p
Allora || [, x ¢ una norma e ||f||, x < [ fll,;1x VP € N.
Si verifica che (C(R™); || Iy, |l5,--.) € uno spazio numerabilmente nor-

mato completo, che sara denotato con Zk(R™).

Consideriamo ora una successione (€2 )ren di aperti limitati tali che
i) Q. C K, := Q) C Qyqq1 per ogni k € N;

keN
Poniamo allora 2(R") := ind limg_,oo Zk, (R"). Dunque Z(R") ¢ lo spazio
delle funzioni C§°(R™) con la topologia del limite induttivo. Si dimostra che

la topologia non dipende dalla scelta della successione (€2 )ren che verifica i)

e ii).

Moltiplicazione per una funzione

Sia ® uno dei due spazi . (R") e Z(R™). Una funzione f : R" — C si

dice moltiplicatore per ® se:
1) Voed, foed

2) Dapplicazione m : % — f% e continua (cioe ¢y IHiOZ 0= fou ]HiOZ 0)

o Sia & = .7(R"). Se f € C*(R") e Va multi-indice 3C, € R,C, >0 ¢
Po € N tali che |Df(x)| < Co(1 4+ ||z||)P=, allora f & un moltiplicatore
per .Z(R"). Infatti se ¢ € #(R") sicuramente f¢ € C®(R"™); per
la| < p si ha:

A+ 21D (@)l < 3 (‘“) (A + )1 D72 £ (@)]-| D o(x)| <

B<a B
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<3 (§) Coatr-+ el o100 < (S () o) 6l

BLa B<a

cOn ¢ = MAXPo_p, allora 3C,, costante tale che ||f¢|| < Gyllgll,, e

quindi f¢ € Z(R"), inoltre ¢y, —> 0= fgbk

e Sia & = Z(R"). Se f € C®°(R") allora f ¢ un moltiplicatore per
Z(R™). Infatti se ¢ € Cg°(R™) sicuramente f¢ € Cg°(R"); per |a] < p

si ha:
1D (f(@)d(@)] <Y (T )max| D> f(2)] - max | DP(x)|
%(ﬁ) K K

ma max| D=7 ()] < Cop quindi [D*(f(2)¢(@)] < (2 (§)Ca-s) 1],

Dunque 3C, costante tale che ||f¢||p <C, ||¢||p’ perciod ¢y i(ﬁ;) 0 —s
—00

f o

7).

k—o0

Definizione B.2. Si definisce &)/(R") come lo spazio vettoriale delle fun-

zioni f € C*°(R™) tali che esistono due costanti Cy, ¢ € p,, ¢ tali che
D% f(x)] < Cap(L+[[z])P~s VoeR"

Pertanto ogni elemento di &(R™) ¢ un moltiplicatore per ./ (R").

Derivazione

La derivazione ¢ ovviamente lineare.

e Sia & = .Z(R"). Se ¢ € Z(R") allora anche D% € . (R")V o multi-
indice. Inoltre osservando la definizione di || ||, si ottiene subito la

relazione || D¢, < [|#][,,, dalla quale segue subito che

Ok j(R ) 0 = D% k(—>) 0. Pertanto l'operazione di derivazione e
— —00
continua da .’ (R") in sé.
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e Sia & = Z(R"). Se & € C§°(R") allora anche D*¢ € C§*(R")V«
multi-indice. Inoltre osservando la definizione di || ||, si ottiene subito
la relazione ||D%¢||, < [|][,,,- Pertanto analogamente a sopra l'ope-

razione di derivazione ¢ continua da Z(R") in sé.

Trasformazione di Fourier

e Sia & = ./ (R"). Sia f € (R"). La trasformata di Fourier di f e
definita da:

(F()E) = F(6) = / I f(2)dr, €€ R

RTL

Si dimostra che f € S(R") = fes (R™), inoltre in questo caso

si ha che f(x) = (Zi)n fei<’”’5>f(£)df . Questo mi permette di dire
R’ﬂ

che 'operazione .# ¢ suriettiva, perché preso un qualsiasi f € ./ (R"),

posto g(x) = (2;)71 [ <58 f(€)de risulta F (g) = f. B anche iniettiva.
Rn

Z ¢ quindi una applicazione .# : . (R") =y (R™); ¢ anche lineare

su

e continua.

e Sia ® = Z(R™). Su questo spazio la trasformata di Fourier non ¢ in-
vertibile, infatti I'unica funzione f € C§°, quindi a supporto compatto,
la cui trasformata di Fourier abbia ancora supporto compatto ¢ f = 0,

la funzione nulla.
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