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Introduzione

In questa presentazione ci dedicheremo in un primo momento all'analisi dei ricoprimenti
di spazi topologici, dapprima dando la de�nizione di che cosa e�ettivamente sia un rico-
primento di uno spazio topologico, ed una classi�cazione caratterizzata su macro-famiglie
di proprietà; quindi parleremo di ricoprimenti aperti, chiusi e localmente �niti.
In seguito a�neremo la nostra trattazione passando a scandagliare varie tipologie di
ricoprimenti, come: i ricoprimenti fondamentali, i quali legano la loro peculiarità di
ricoprimento con il concetto di aperto topologico. Ci occuperemo poi degli spazi com-
pattamenti generati, questi si riconoscono nel possedere la proprietà di separazione di
Hausdor�, e uno speci�co tipo di ricoprimento formato dai loro sottospazi compatti.
Quindi sarà necessario anche riportare alla mente alcuni concetti riguardanti la compat-
tezza e gli spazi di Hausdor�, qui avremo modo anche di mostrare il teorema di Wallace.
Dal concetto di compattamente generato riusciremo inoltre ad ottenere un metodo per
estendere qualunque spazio topologico ad uno spazio Kelley�cato.
Nella seconda parte, dopo aver �ssato la nozione di esaustione in compatti e visto alcune
sue applicazioni, che richiederanno di rispolverare i concetti di connessione e componente
connessa, avremo anche modo di fare una piccola ma dettagliata digressione riguardo un
metodo classico di compatti�cazione: la compatti�cazione di Alexandro�.
Passeremo poi a lavorare con i ra�namenti, quindi chiariremo che cosa si intenda per
ra�namento, per poter accedere agevolmente all'esposizione di spazi paracompatti, e alle
loro correlazioni con spazi compatti ed esaustioni in compatti.
Successivamente ci focalizzeremo sugli spazi normali, mostrando come ogni spazio topolo-
gico di Hausdor� e paracompatto sia uno spazio normale. In�ne de�niremo i ra�namenti
stellati e gli spazi pienamente normali, dando prova che ogni spazio pienamente normale
sia anche normale.
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Capitolo 1

Ricoprimenti

In questo capitolo studiamo che cosa signi�ca ricoprire uno spazio topologico, a tal pro-
posito forniamo ed analizziamo alcune tipologie di ricoprimenti e le loro correlazioni.
Inoltre metteremo in mostra le proprietà degli spazi topologici che possono essere dedot-
te dall'utilizzo di certi ricoprimenti.

1.1 Ricoprimenti

Cominciamo con il de�nire il concetto di ricoprimento ed esaminiamone alcuni esempi.

De�nizione 1 (Ricoprimento). Una famiglia di sottoinsiemi di X, A = {Ai}i∈I , è detta
ricoprimento se X = ∪i∈I Ai. Se |I| <∞ allora A è un ricoprimento �nito di X.

Esempio 2. {X} è un ricoprimento di X.

Esempio 3. Se (X, τ) è uno spazio topologico allora τ è un ricoprimento di X.

Esempio 4. La famiglia Un = {] 1
n
, 1[} con n ∈ N è un ricoprimento di ]0, 1[.

Esempio 5. Se (X, d) è uno spazio euclideo allora la famiglia {B(x, 1) |x ∈ X} è un
ricoprimento di X.

Esempio 6. La famiglia {[1, 2[, ]3
2
, 5

2
[, ]2, 3]} è un ricoprimento �nito di [1, 3] ⊂ R con

la topologia euclidea.
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8 CAPITOLO 1. RICOPRIMENTI

De�nizione 7 (Sottoricoprimento). Sia A = {Ai}i∈I e B = {Ai}i∈J ricoprimenti di X,
allora B è detto sottoricoprimento di A se J ⊂ I.

Ecco una classi�cazione di vari tipi di ricoprimenti.

De�nizione 8. Sia X spazio topologico e A = {Ai}i∈I ricoprimento di X:

1. A è detto aperto se ogni Ai ∈ A è aperto;

2. A è detto chiuso se ogni Ai ∈ A è chiuso;

3. A è detto localmente �nito se per ogni x ∈ X esiste V ⊂ X aperto tale che x ∈ V
e V ∩ Ai 6= ∅ solo per un numero �nito di i ∈ I.

Esempio 9. In (X, Grossolana) sia A = {Ui}i∈I ricoprimento aperto di X, allora esiste
ī ∈ I tale che Uī = X, quindi {Uī} è un sottoricoprimento aperto di X.

Esempio 10. In (X, Cofinita) sia A = {Ui}i∈I ricoprimento aperto di X. Preso Ui0 ∈ A,
Ui0 = X\{x1, x2, · · · , xn} e per ogni j ∈ {1, · · · , n} esiste ij ∈ I tale che xj ∈ Uij ;
quindi X = Ui0 ∪ · · · ∪ Uin . Perciò {Ui0 , · · · , Uin} è un sottoricoprimento aperto di X.

Esempio 11. In R la famiglia {[n, n+ 1] |n ∈ Z} è un ricoprimento chiuso e localmente
�nito di R.

Esempio 12. Il ricoprimento dell'esempio 4 é aperto, mentre quello dell'esempio 5 è chiu-
so.

De�nizione 13 (Ricoprimento Fondamentale). Sia X spazio topologico, A = {Ai}i∈I
ricoprimento di X. A è detto ricoprimento fondamentale quando U ⊂ X è aperto se e
solo se U ∩ Ai è aperto in Ai per ogni i ∈ I.

Esempio 14. Non tutti i ricoprimenti sono fondamentali: {{x} |x ∈ R} è un ricoprimento
chiuso di R che non è fondamentale.

Osservazione 15. Se X è uno spazio topologico, Y sottospazio di X, e A ⊂ Y è aperto
in X, allora lo è anche in Y per la de�nizione di topologia indotta. Analogamente se
A ⊂ Y è chiuso in X si ha che A è chiuso anche in Y .
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Esempio 16. La famiglia {[−n, n] |n ∈ N} è un ricoprimento fondamentale di R. Infatti,
preso un intervallo in R di estremi a, b se questo è del tipo:

1. ]a, b[) ]a, b[ è aperto in R dunque per ogni n ∈ N, ]a, b[∩ [−n, n] è aperto in [−n, n]
per l'osservazione 15.
Se per ogni n ∈ N, ]a, b[∩ [−n, n] è aperto in [−n, n], ne segue che ]a, b[ =
∪n∈N (]a, b[∩ [−n, n]), quindi ]a, b[ è aperto anche in R perchè unione di aperti
è aperta.

2. [a, b]) [a, b] è chiuso in R dunque per ogni n ∈ N, [a, b] ∩ [−n, n] è intersezione di
chiusi quindi è un chiuso. [a, b] ∩ [−n, n] è chiuso in [−n, n] per l'osservazione 15.
Se supponiamo che per ogni n ∈ N, [a, b] ∩ [−n, n] sia aperto, ne segue che [a, b] =
∪n∈N ([a, b] ∩ [−n, n]), quindi [a, b] è aperto in R, allora R\[a, b] deve essere chiuso,
ma ciò è assurdo.

3. [a, b[) [a, b[ non è nè aperto nè chiuso in R. Per n > max {|a|, |b|} si ha che
[a, b[∩ [−n, n] = [a, b[ che non è nè aperto nè chiuso in [−n, n].
Se supponiamo per assurdo che per ogni n ∈ N, [a, b[∩ [−n, n] sia aperto ricadiamo
nella seconda parte della dimostrazione del punto 2.

4. ]a, b]) analogo a [a, b[.

Quindi {[−n, n] |n ∈ N} è un ricoprimento fondamentale di R.

Proposizione 17. Siano X, Y spazi topologici, A = {Ai}i∈I ricoprimento fondamentale
di X. Allora f : X → Y è continua se e solo se per ogni i ∈ I, f |Ai

: Ai → Y è continua.

Dimostrazione. Sia U ⊂ Y aperto.
⇒) Se f : X → Y è continua allora f−1(U) ⊂ X è aperto, quindi poichè A è un
ricoprimento fondamentale ne segue che f−1(U) ∩ Ai è aperto per ogni i ∈ I, ma
f−1(U) ∩ Ai = f |−1

Ai
(U) perciò f |−1

Ai
(U) è aperto in Ai per ogni i ∈ I.

⇐) Se f |Ai
: Ai → Y è continua per ogni i ∈ I, allora f |−1

Ai
(U) è aperto in Ai per ogni i.

f |−1
Ai

(U) = f−1(U) ∩ Ai, e se f−1(U) ∩ Ai è aperto in Ai per ogni i ∈ I si ha che per la
de�nizione 13 f−1(U) è aperto in X.

Esempio 18. Consideriamo R e S1, prendiamo il ricoprimento visto nell'esempio 16 come
ricoprimento fondamentale di R. Sia f : R→ S1 tale che f(x) = eix. f è continua dunque
per ogni n ∈ N si ha che f |[−n, n] deve essere ancora un applicazione continua. Infatti preso
eix ∈ S1, r ∈ R+, la palla B(eix, r)∩S1 è aperta in S1 e f−1(B(eix, r)∩S1) = ]x−a, x+a[
per qualche a ∈ R+. ]x − a, x + a[ è aperto in R quindi per l'osservazione 15 è aperto
anche in [−n, n] per ogni n ∈ N.
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i seguenti due Lemmi riguardano risultati sulla topologia indotta che saranno molti
utili per questa trattazione.

Lemma 19. Sia X spazio topologico, Y ⊂ X e A ⊂ Y . Se Y è aperto in X, allora A è
aperto in Y se e solo se A è aperto in X.

Dimostrazione. ⇒) Se A è aperto in Y , per de�nizione di topologia indotta si ha che
esiste B aperto di X tale che A = B ∩ Y . Poichè per ipotesi Y è aperto in X, ne segue
che B ∩ Y è intersezione �nita di aperti quindi aperto, perciò A è aperto in X.
⇐) Ovvia per l'osservazione 15.

In maniera analoga si dimostra il duale:

Lemma 20. Sia X spazio topologico, Y ⊂ X e C ⊂ Y . Se Y è chiuso in X, allora C è
chiuso in Y se e solo se C è chiuso in X.

Esempio 21. Il disco D1 = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1} è un chiuso di R2. Consideriamo il qua-
drato iscritto nel disco {(x, y) | |x| ≤ 1√

2
, |y| ≤ 1√

2
}. Il quadrato è chiuso in R2 quindi

per l'osservazione 15 è chiuso anche nel disco. A sua volta il quadrato è chiuso nel disco
allora è anche chiuso in R2.

Teorema 22. I ricoprimenti aperti e i ricoprimenti chiusi localmente �niti sono fonda-
mentali.

Dimostrazione. 1. Ricoprimenti aperti) Sia A = {Ai | i ∈ I} ricoprimento aperto di
X, U ⊂ X. Se U ∩Ai è aperto in Ai per ogni i ∈ I, allora per il lemma 19 U ∩Ai
è aperto anche in X. Quindi U = ∪i∈I Ai ∩U è aperto perchè unione di aperti. Se
U è aperto in X allora U ∩ Ai è aperto in Ai per ogni i ∈ I, perchè intersezione
�nita di aperti è aperta.

2. Ricoprimenti chiusi e localmente �niti) Consideriamo un ricoprimento chiuso �nito
di X: C1 ∪ · · · ∪ Cn. Sia U ⊂ X tale che U ∩ Ci è aperto in Ci per ogni i. Sia
B = X\U allora B∩Ci = Ci\(U ∩Ci). B∩Ci è chiuso in Ci perchè un chiuso tolto
un aperto resta chiuso. B∩Ci è chiuso anche inX per il lemma 20. B =

⋃n
i=1B∩Ci

è chiuso perchè unione �nita di chiusi. Se {Ci | i ∈ I} è un ricoprimento chiuso e
localmente �nito, allora esiste A = {Aj | j ∈ J} ricoprimento aperto di X tale che
{Ci ∩ Aj | i ∈ I} è un ricoprimento chiuso �nito di Aj per ogni j ∈ J . Perciò se
U ∩ Ci è aperto in Ci per ogni i, ne segue che U ∩ Ci ∩Aj è aperto in Aj ∩ Ci per
ogni j, quindi U ∩ Aj è aperto in Aj per ogni j ∈ J , allora per il lemma 19 U è
aperto in X.
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1.2 Compattezza e Spazi di Hausdor�

In questa sezione esponiamo il concetto di spazio compatto e la proprietà di separazione
T2, o Hausdor�; queste nozioni ci saranno utili anche in seguito. Inoltre appro�ttiamone
per enunciare e dare prova del teorema di Wallace.

De�nizione 23 (Compatto). Sia X spazio topologico, X è detto compatto se per ogni
ricoprimento aperto esiste un sottoricoprimento �nito.

Esempio 24. Ogni insieme �nito è compatto, indipendentemente dalla sua topologia:
dato un qualunque ricoprimento aperto, possiamo ottenere un sottoricoprimento �nito
scegliendo per ogni punto un aperto che lo contiene.

Esempio 25. (X, Discreta) è compatto se e solo se è �nito: uno spazio discreto ha come
ricoprimento aperto {{x} |x ∈ X} e questo è �nito se e solo se X è �nito.

Esempio 26. (R, Euclideo) non è compatto, poichè il ricoprimento aperto {B(0, r) | r >
0, r ∈ R} non ammette sottoricoprimento �nito.

Passiamo ora a studiare come si �propaga� la nozione di compattezza a sottospazi e
immagini di applicazioni continue.

Teorema 27 (Heine - Borel). Sia E ⊂ Rn con la metrica euclidea, allora E è compatto
se e solo se è chiuso e limitato.

Teorema 28. Sia X spazio topologico compatto e C ⊂ X chiuso; allora C è compatto.

Teorema 29. Siano X, Y spazi topologici, f : X → Y un'applicazione continua, se X è
compatto allora la sua immagine f(X) è un sottospazio compatto di Y .

Ora enunciamo e dimostriamo il teorema di Wallace.

Teorema 30 (di Wallace). Siano X, Y spazi topologici, A ⊂ X, B ⊂ Y sottospazi
compatti e W ⊂ X ×Y un aperto tale che A×B ⊂ W . Allora esistono U ⊂ X e V ⊂ Y
aperti tale che A ⊂ U, B ⊂ V e U × V ⊂ W .
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Dimostrazione. Caso A = {a})
Per ogni b ∈ B esiste una coppia di aperti Ub ⊂ X, Vb ⊂ Y tali che (a, b) ∈ Ub×Vb ⊂ W .
Per ipotesi B è compatto e {Vb | b ∈ B} è un ricoprimento aperto, allora esiste un
sottoricoprimento �nito {Vbi | i ∈ {1, · · · , n}} tale che B =

⋃n
i=1 Vbi . Poniamo U =⋂n

i=1 Ubi e V =
⋃n
i=1 Vbi ne segue che {a} ×B ⊂ U × V ⊂ W .

Caso A generico compatto)
Abbiamo appena mostrato che per ogni a ∈ A esiste una coppia di aperti Ua, Va tali che
{a} × B ⊂ Ua × Va ⊂ W . La famiglia {Ua | a ∈ A} è un ricoprimento aperto di A ed
A è compatto, allora esiste un sottoricoprimento �nito {Uaj | j ∈ {1, · · · , n}} tale che
A =

⋃m
j=1 Uaj . Poniamo U =

⋃m
j=1 Uaj e V =

⋂m
j=1 Vaj , ciò implica A×B ⊂ U ×V ⊂ W .

De�nizione 31 (Spazio di Hausdor� o T2). Sia X spazio topologico, X è detto T2 se
per ogni x, y ∈ X con x 6= y, esistono Ux, Vy aperti tale che x ∈ Ux, y ∈ Vy e Ux∩Vy = ∅.

Esempio 32. Sia X un insieme dove X 6= {x} e X 6= ∅. (X, Grossolana) non è mai T2

perchè gli unici insiemi aperti sono ∅ e X stesso.

Esempio 33. La topologia Discreta su qualsiasi spazio è sempre T2 perchè ogni punto è
aperto.

Esempio 34. (R, Cofinita) non è T2 perchè non esistono aperti disgiunti: se A, B
aperti non vuoti allora A = R\{x1, · · · , xn} e B = R\{y1, · · · , yk} quindi A ∩ B =
R\({x1, · · · , xn} ∪ {y1, · · · , yk}) ma siccome R non è �nito ne segue che A ∩B 6= ∅.

Lemma 35. Sia (X, d) spazio metrico. Allora X è T2.

Dimostrazione. Presi x, y ∈ X con x 6= y, allora d(x, y) > 0. Sia r ∈ ]0, d(x, y)
2

[ al-
lora B(x, r) ∩ B(y, r) = ∅ perchè se esistesse z ∈ B(x, r) ∩ B(y, r) allora per la
disuguaglianza triangolare si avrebbe: d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 2r < d(x, y).

Teorema 36. Sia X spazio topologico, allora X è T2 se e solo se ∆x = {(x, x) |x ∈ X}
è chiuso in X ×X.

Proposizione 37. Sia X spazio topologico T2 e K ⊂ X compatto. Allora K è chiusa.

Corollario 38. Siano X, Y spazi topologici, X compatto e Y T2, sia f : X → Y conti-
nua, allora f è un'applicazione chiusa.

Un esempio che mette bene in luce l'importanza del corollario 38 è il seguente:



1.3. SPAZIO COMPATTAMENTE GENERATO 13

Esempio 39. Sia X = [0, 1] consideriamo la relazione di equivalenza 0 ∼ 1, allora X/ ∼
è omeomorfo a S1: sia f : X/ ∼→ S1 de�nita da f(x) = (cos(2πx), sin(2πx)), f è con-
tinua e biunivoca, inoltre X è compatto per il teorema 27 perciò lo è anche X/ ∼ perchè
quoziente di un compatto è compatto. S1 è T2 per il lemma 35 quindi per il corollario
38 si ha che f è chiusa. f è chiusa, continua e biunivoca ciò implica f è un omeomor�smo.

1.3 Spazio Compattamente Generato

De�nizione 40 (Compattamente generato). Sia X spazio topologico, X è detto com-
pattamente generato se X è T2 e {Y ⊂ X |Y compatto} è un ricoprimento fondamentale
di X.

Esempio 41. (R2, Euclideo) è compattamente generato perchè in quanto spazio metrico
per il lemma 35 è T2. Ora mostriamo che {K ⊂ R2 |K compatto} è un ricoprimento
fondamentale. Preso A ⊂ R2 : se A è aperto in R2 allora A∩K è aperto in K per l'osser-
vazione 15. Se per ogniK compatto si ha che A∩K è aperto inK, allora A = ∪K (A∩K).
A è aperto in R2 perchè unione di aperti. Allora R2 è compattamente generato.

Proposizione 42. Sia X spazio topologico tale che per ogni x ∈ X, esiste Ux ⊂ X
intorno compatto di x. Allora X è compattamente generato.

Dimostrazione. Supponiamo che ∆x = {(x, x) |x ∈ X} non sia chiuso in X ×X, quindi
(X ×X)\∆x non è aperto. Per ipotesi per ogni x ∈ X esiste Ux ⊂ X intorno compatto
di x, sia π : Ux×Ux → Ux proiezione al secondo fattore, poniamo C = (Ux×Ux)\∆x, C
non è aperto. Esiste x̄ /∈ π(C) perciò Ux × {x̄} ⊂ Ux × Ux\C. Poichè Ux è un intorno
e C non è aperto ne segue che Ux × Ux\C contiene un aperto che a sua volta contiene
Ux × {x̄}. Per il teorema 30 esiste V intorno di x̄ tale che (Ux × V ) ∩ C = ∅ perciò
V ∩ π(C) = ∅ ma ciò è assurdo. Allora ∆x è chiuso quindi X è T2 per il teorema 36.
Ora consideriamo la famiglia {Ux |x ∈ X} questa è un ricoprimento chiuso di X per la
proposizione 37. Preso A ⊂ X si ha che: se A è aperto in X allora A∩Ux è aperto in Ux
per ogni x ∈ X attraverso l'osservazione 15. Se per ogni x ∈ X si ha che A∩Ux è aperto
in Ux, ne segue che A =

⋃
x∈X A ∩ Ux è aperto in X. Ciò implica che {Ux |x ∈ X} è un

ricoprimento fondamentale di X, quindi X è compattamente generato.

Esempio 43. (R2, Euclideo) è compattamente generato per l'esempio 41. Per ogni x ∈ R2

esiste B(x, 1) intorno di x, questo intorno è compatto per il teorema 27.
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Esempio 44. Sia X un insieme �nito, (X, Discreta) è compattamente generato: per ogni
x ∈ X esiste {x} intorno compatto di x. La Discreta è T2 per l'esempio 32.

De�nizione 45 (Applicazione propria). Siano X, Y spazi topologici, f : X → Y
continua, allora f si dice propria se per ogni K ⊂ Y compatto si ha che f−1(K) è
compatto.

Proposizione 46. Sia X spazio topologico T2, allora X è compattamente generato se e
solo se ogni applicazione propria f : Y → X è chiusa.

Dimostrazione. ⇒) Per ipotesi X è compattamente generato quindi per la proposizione
42 si ha che per ogni x ∈ X esiste Ux intorno compatto di x, allora f−1(Ux) è compatto
perchè f è propria. Sia fx : f−1(Ux)→ Ux, fx è continua, f

−1(Ux) è compatto e Ux è T2

perchè sottospazio di un T2 è T2; allora fx è chiusa per il corollario 38. Y = ∪x∈X f−1(Ux)
e quindi l'applicazione f : Y → X è tale che f = ∪x∈X fx, dunque f è chiusa perchè
unione di funzioni chiuse.
⇐) Sia A = {K ⊂ X |K compatto}, vogliamo mostrare che A è un ricoprimento fonda-
mentale di X. Per ogni K consideriamo fK : K → X applicazione identità su K, quindi
fK è una funzione propria. Preso U ⊂ K si ha che: se U è chiuso in K per ogni K ⊂ X,
poichè per ipotesi ogni applicazione propria verso X è chiusa, ne segue che fK(U) = U
è chiuso in X. Perciò K\U è aperto in K per ogni K implica che X\U è aperto in
X. Inoltre se X\U è aperto in X, visto che le applicazioni proprie sono continue, ne
segue che f−1

K (X\U) = K\U è aperto in K per ogni K. Se esiste un K dove U non è
chiuso allora U non è chiuso neanche in X, quindi K\U non è aperto in K per qualche
K ⊂ X implica che X\U non è aperto in X. Inoltre se X\U non è aperto in X, si ha
che f−1

K (X\U) = K\U che non è aperto in K per ogni K. Allora A ⊂ X è aperto se
e solo se A ∩K è aperto in K per ogni K ⊂ X compatto, perciò A è un ricoprimento
fondamentale di X. Per ipotesi X è T2 allora X è compattamente generato.

Proposizione 47. Sia (X, τ) spazio topologico T2 e sia K la famiglia dei sottoinsiemi
A ⊂ X tali che A ∩ K è aperto in K per ogni K ⊂ X compatto. Allora valgono le
seguenti a�ermazioni:

1. La famiglia K è una topologia più �ne di τ e vale K = τ se e solo se (X, τ) è
compattamente generato.

2. Lo spazio topologico (X, K) è T2 e compattamente generato.

3. Siano Y spazio topologico compattamente generato e f : Y → (X, τ) un'applicazio-
ne continua. Allora anche f : Y → (X, K) è continua.

Dimostrazione. 1. K è più �ne di τ se per ogni A ∈ τ si ha che A ∈ K. Preso
A ∈ τ, A ∈ K se A ∩K è aperto in K per ogni K ⊂ X compatto. Se A ∈ τ per
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de�nizione di topologia indotta si ha che A∩K è aperto in K per ogni K compatto
di X.
⇒) (X, K) è compattamente generato se è T2 e A = {K ⊂ X |K compatto} forma
un ricoprimento fondamentale, cioè A ⊂ X aperto se e solo se A ∩K è aperto in
K per ogni K ∈ A; ma ciò è ovvio per de�nizione di K.
⇐) A ∈ K se A ∩K è aperto in K per ogni K ⊂ X compatto. Per ipotesi (X, τ)
è compattamente generato, quindi A ∈ τ se e solo se A ∈ K.
Allora K = τ .

2. Poichè τ ⊂ K e (X, τ) è T2 allora anche (X, K) è T2. Per de�nizione A = {K ⊂
X |K compatto} è un ricoprimento fondamentale di X.
Quindi (X, K) è compattamente generato.

3. Preso A ∈ K se f−1(A) è aperto in Y allora f : Y → (X, K) è continua. A ∈ K
dunque per ogni K ⊂ X compatto si ha che A ∩ K è aperto in K. f−1(A ∩ K) =
f |−1
K (A ∩ K) che è continua per la topologia indotta da τ , quindi f−1(A ∩ K)

è aperto in Y . f−1(A ∩ K) = f−1(A) ∩ f−1(K). K ⊂ X è compatto e X è T2

allora per la proposizione 37 si ha che K è chiuso, f : Y → (X, τ) è continua
quindi f−1(K) è chiuso in Y . Y è per ipotesi compattamente generato quindi per
la proposizione 42 si ha che per ogni y ∈ Y , esiste Uy intorno compatto di y.
Uy ⊂ Y è compatto e Y è T2 perchè compattamente generato allora Uy è chiuso.
f−1(K) = ∪y∈Y (Uy ∩ f−1(K)). Uy ∩ f−1(K) è intersezione di chiusi quindi è
chiusa; Uy ∩ f−1(K) ⊂ Uy perciò per il teorema 28 Uy ∩ f−1(K) è compatto.
f−1(A) ∩ f−1(K) ∩ Uy è aperto in Uy per la de�nizione di topologia indotta, quindi
f−1(A) ∩ f−1(K) ∩ Uy è aperto anche in f−1(K) ∩ Uy per l'osservazione 15. I
compatti di Y possono essere formati dall'unione di f−1(K) ∩ Uy, per opportuni
K ⊂ X compatto e Uy ⊂ Y intorno compatto di y. Poichè Y è compattamente
generato ne segue f−1(A) è aperto in Y .

La topologia K viene detta estensione di Kelley della topologia τ e lo spazio
topologico (X, K) viene detto il Kelley�cato di (X, τ).





Capitolo 2

Esaustione in compatti

In questo capitolo andiamo a porre l'accento sui comportamenti all'in�nito degli spazi
topologici e lo faremo tramite particolari successioni di spazi compatti, dette esaustioni
in compatti. Analizzeremo nel dettaglio anche un metodo classico di compatti�cazione:
la compatti�cazione di Alexandro�. Inoltre dopo aver de�nito cosa si intende per spazio
paracompatto snoccioleremo i legami tra paracompattezza e compattezza, e quelli tra
paracompattezza ed esaustioni in compatti. In�ne tratteremo gli spazi normali analiz-
zando anche i ra�namenti stellati e gli spazi pienamente normali.

2.1 Esaustione in compatti

De�nizione 48 (Esaustione in compatti). Una esaustione in compatti di uno spazio
topologico X è una successione di sottospazi compatti {Kn |n ∈ N} tale che:

1. Kn ⊂
◦

Kn+1 per ogni n ∈ N

2. ∪n∈NKn = X

Osservazione 49. Per ogni esaustione in compatti {Kn} di uno spazio X, la famiglia delle

parti interne {
◦
Kn} è un ricoprimento aperto di X e quindi, per ogni H ⊂ X compatto,

esiste n tale che H ⊂
◦
Kn ⊂ Kn.

Esempio 50. Per ogni n ∈ N poniamo Kn = {[−n, n] |n ∈ N} ⊂ R. I Kn sono compatti
per il teorema 27, [−n, n] ⊂ ]− n− 1, n+ 1[, e Un∈N [−n, n] = R. Quindi la successione
{Kn} è un'esaustione in compatti di R.

17
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Esempio 51. Per ogni n ∈ N poniamo Kn = {(x, y) |x2 + y2 ≤ n2} ⊂ R2. I Kn sono
compatti per il teorema 27, e {x2 + y2 ≤ n2} ⊂ {x2 + y2 < (n + 1)2}. ∪n∈NKn = R2.
Perciò la successione {Kn} è un'esaustione in compatti di R2.

Un tecnica tipica per far rientrare il comportamento all'in�nito di uno spazio topo-
logico X tra le proprietà topologiche usuali è la compatti�cazione di Alexandro� X̂.

Osservazione 52. Dato uno spazio topologico non compatto X, una sua compatti�cazio-
ne è uno spazio topologico Y compatto tale che X è omeomorfo ad un sottospazio denso
di Y .

De�nizione 53 (Compatti�cazione di Alexandro� X̂). Sia X spazio topologico, ∞ un
punto non appartenente a X e de�niamo X̂ = X ∪ {∞}. Su X̂ consideriamo la famiglia
τ : τ = {A |A ⊂ X aperto} ∪ {X̂\K |K ⊂ X chiuso e compatto}.

Con il seguente Lemma si veri�ca che τ é la famiglia degli aperti di una topologia.

Lemma 54. Sia (X, s) spazio topologico, allora (X̂, τ) con τ = {A |A ∈ s}∪ {X̂\K |K ⊂
X chiuso e compatto} è uno spazio topologico.

Dimostrazione. 1. ∅ , X̂ ∈ τ) ∅ ∈ s quindi ∅ ∈ τ . ∅ è anche chiuso e compatto in X
perciò X̂\∅ = X̂ e ciò implica che X̂ ∈ τ .

2. τ chiusa per unione qualsiasi) Sia {Ai} ∈ τ , si ha che:
Se Ai ∈ s per ogni i allora ∪iAi ∈ s quindi ∪iAi ∈ τ .
Se esiste j tale che∞ ∈ Aj ne segue che dobbiamo mostrare X̂\(∪iAi) sia chiusa e
compatta in X. X̂\ ∪i Ai = ∩i(X̂\Ai). X̂\Aj ⊂ X chiuso e compatto per ipotesi.

∩i(X̂\Ai) = (X̂\Aj)∩ (∩i 6=j(X̂\Ai)), gli Ai ⊂ X sono aperti quindi gli X̂\Ai sono
chiusi, intersezione di chiusi è chiusa perciò (X̂\Aj)∩ (∩i 6=j(X̂\Ai)) è chiusa in X.

(X̂\Aj) ∩ (∩i 6=j(X̂\Ai)) ⊂ X̂\Aj e servendoci del teorema 28 possiamo a�ermare

che (X̂\Aj)∩(∩i 6=j(X̂\Ai)) è compatta in X. Allora ∩i(X̂\Ai) è chiusa e compatta
in X.

3. τ chiusa per intersezione �nita) Siano A, B ∈ τ , si ha che:
Se A, B ∈ s allora A ∩B ∈ s quindi A ∩B ∈ τ .
Se ∞ ∈ A ∩ B dobbiamo mostrare che X̂\(A ∩ B) sia chiuso e compatto in X.
X̂\(A∩B) = (X̂\A)∪(X̂\B). ∞ ∈ A, B quindi per de�nizione di τ si ha che X̂\A
e X̂\B sono chiusi e compatti in X, perciò (X̂\A)∪ (X̂\B) è chiuso e compatto in
X perchè unione �nita di chiusi è chiusa e l'unione �nita di compatti è compatta.
Se ∞ ∈ A ma ∞ /∈ B, allora A ∩B ∈ s quindi A ∩B ∈ τ .
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Esempio 55. Consideriamo la proiezione stereogra�ca, questa è la proiezione dei punti
sulla super�cie di una sfera dal suo Polo Nord, N , sopra un piano che è il tangente alla
sfera nel Polo Sud, S. Tale applicazione determina una corrispondenza biunivoca tra i
punti della sfera privata di N e i punti del piano; che a sua volta può estendersi ad una
corrispondenza biunivoca tra punti della sfera e i punti del piano ampliato con un punto
all'in�nito: basta far corrispondere a questo il Polo Nord. Perciò R2 ∪∞ è omeomorfo
ad S2, quindi S2 è la compatti�cazione di Alexandro� di R2.

Lemma 56. X̂ è un spazio topologico compatto.

Dimostrazione. Sia {Ui}i∈I ricoprimento aperto di X̂, X̂ = ∪i∈I Ui. Esiste un indice, che
lo indichiamo con 0, tale che ∞ ∈ U0, quindi ∪i∈I\{0} Ui è un ricoprimento aperto del

compatto K = X̂\U0, perciò esiste un sottoricoprimento �nito di K, K = U1 ∪ · · · ∪Un.
Allora X̂ = U0 ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un, ciò implica che X̂ è compatto.

Proposizione 57. X̂ è T2 se e solo se X è T2 e ogni punto di X possiede un intorno
compatto.

Dimostrazione. Poichè X è aperto in X̂ per il lemma 19 si ha che due punti distinti di
X hanno intorni disgiunti in X se e solo se hanno intorni disgiunti in X̂. Preso x ∈ X
allora x e ∞ hanno intorni disgiunti in X̂ se e solo se esiste U ⊂ X aperto, dove x ∈ U ,
ed esiste K ⊂ X chiuso e compatto con x ∈

◦
K tale che U ∩ (X̂\K) = ∅.

Esempio 58. S2 è la compatti�cazione di Alexandro� di R2 per l'esempio 55. S2 e R2

sono entrambi T2 in quanto spazi metrici per il lemma 35, e per ogni (x, y) ∈ R2 esiste
B((x, y), ε) che è un intorno compatto di R2, per il teorema 27.

Osservazione 59. L'inclusione naturale X ↪→ X̂ è un'immersione aperta.

Proposizione 60. Siano X, Y spazi topologici T2, sia f : X → Y immersione aperta.

Allora g : Y → X̂ dove g(y) =

{
x se y = f(x)
∞ se y /∈ f(X)

è continua.

In particolare ogni spazio topologico Y compatto e T2 coincide con la compatti�cazione
di Alexandro� di Y \{y}, per ogni y ∈ Y .

Dimostrazione. Sia U un aperto di X̂. Se U ⊂ X allora g−1(U) = f(U) e f è aperta
per ipotesi. Se U = X̂\K con K ⊂ X chiuso e compatto, allora g−1(U) = g−1(X̂\K) =
Y \f(K). f(K) è compatto per il teorema 29, e per la proposizione 37 si ha che f(K) è
chiuso, quindi Y \f(K) è aperto. Allora g è continua perchè la preimmagine degli aperti
è aperta.
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Ora consideriamo il caso in cui Y è compatto e T2, X = Y \{y} e f è l'inclusione.
L'applicazione g è continua e biunivoca. Poichè Y è compatto e X̂ è T2 per il corollario
38 si ha che g è anche chiusa, allora g è un omeomor�smo. Perciò Y è la compatti�cazione
di Alexandro� di X.

Osservazione 61. La compatti�cazione di Alexandro� X̂ è la compatti�cazione più pic-
cola possibile, ovvero quella che si ottiene aggiungendo un solo punto ad X. Questo può
essere chiamato punto improprio, o all'in�nito.

Esempio 62. [0, 1] è la compatti�cazione di Alexandro� di [0, 1[, poichè [0, 1] è T2 e
compatto ed è ottenuto da [0, 1[ aggiungendo solo il punto 1.

Esempio 63. Sia Sn super�cie sferica di Rn, P ∈ Sn, allora Sn è compatti�cazione di
Alexandro� di Sn\P .

Proposizione 64. Sia f : X → Y un'applicazione propria. Allora f si estende in modo
naturale ad un'applicazione continua f̂ : X̂ → Ŷ .

Dimostrazione. Siano X̂ = X ∪∞, Ŷ = Y ∪∞, e f̂ : X̂ → Ŷ un'applicazione tale che:
per ogni x ∈ X f̂(x) = f(x) e f̂(∞) =∞.
Per ipotesi f è un'applicazione propria quindi per de�nizione 45 f è continua. Sia
A ⊂ Ŷ aperto e ∞ ∈ A, allora A = Ŷ \K dove K ⊂ Y chiuso e compatto. f̂−1(A) =
f̂−1(Ŷ \K) = X̂\f−1(K). f è propria quindi si ha che f−1(K) è chiuso e compatto in X,
perciò X̂\f−1(K) è aperto, dunque f̂ è continua.

2.2 Cenni su Connessione e Componenti connesse

Ecco un breve excursus sulla connessione e sulle componenti connesse che ci saranno utili
per il prossimo paragrafo.

De�nizione 65 (Arco o Cammino). Una funzione continua f de�nita da [0, 1], con to-
pologia euclidea, ad X spazio topologico, è detta arco, o cammino, di estremi f(0), f(1).

De�nizione 66 (Connessione per archi). Sia X spazio topologico, X è connesso per
archi se per ogni x, y ∈ X, esiste γ : [0, 1]→ X arco con γ(0) = x e γ(1) = y.
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Esempio 67. Gli intervalli in R sono connessi per archi: preso I = [a, b], x, y ∈ I
con x ≤ y, de�niamo γ(t) = (1 − t)x + ty. Questo vale per ogni genere di intervallo
[a, b[, ]a, b], ]a, b[, e per ogni dimensione n > 0.

Esempio 68. Le sfere Sn sono connessi per archi per ogni n > 1 per la proiezione stereo-
gra�ca, esempio 55.

De�nizione 69 (Connessione). Sia X uno spazio topologico, X è detto connesso se
A ⊂ X aperto e chiuso, allora o A = X oppure A = ∅. Altrimenti X è sconnesso, infatti
esisterebbe X\A ⊂ X aperto e chiuso con X\A 6= ∅ e X\A 6= X dove A ∩ (X\A) = ∅,
quindi sconnette X.

Esempio 70. Un punto è sempre connesso.

Esempio 71. R\{0} è sconnesso infatti: R+ = ]0, ∞[∩ (R\{0}) è aperto, R+ = [0, ∞[∩ (R\{0})
è chiuso, e ∅ 6= R+ 6= R\{0}.

Esempio 72. Q è sconnesso infatti: [−
√

2,
√

2] ∩ Q è chiuso, ]−
√

2,
√

2[∩Q è aperto,
e ∅ 6= [−

√
2,
√

2] ∩ Q 6= Q.

Esempio 73. Sia X = {a, b} con la topologia τ = {∅, {a}, X}. X è connesso perchè
{a} è aperto e il suo complementare {b} è chiuso, perciò nè {a} nè {b} sono aperti e chiusi.

Lemma 74. Se X è connesso per archi allora X è anche connesso.

De�nizione 75 (Componente connessa). Sia X spazio topologico, C ⊂ X è detto
componente connessa se:

1. C è connesso.

2. Per ogni A ⊂ X connesso tale che A ∩ C 6= ∅ si ha A ⊂ C.

Quindi una componente connessa è un elemento massimale della famiglia dei sotto-
spazi connessi, ordinata per inclusione.

Esempio 76. Se X è connesso l'unica componente connessa di X è X stesso.
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Esempio 77. Siano X uno spazio topologico e C ⊂ X un sottospazio aperto, chiuso,
connesso e C 6= ∅. Quindi C è una componente connessa di X. Se esiste A connesso
dove C ⊂ A, allora ne consegue che C = A.

Esempio 78. Siccome i punti sono connessi si ha che questi sono le componenti connesse
di Q, infatti se A ⊂ Q, a e b ∈ A dove a 6= b, allora esiste un irrazionale r ∈ ]a, b[ e
quindi C = A∩ ]a, r[ è aperto e chiuso in A.

2.3 Applicazioni

Proposizione 79. R2 non è omeomorfo a R× [0, 1].

Dimostrazione. Per ogni n ∈ N poniamo Kn = {(x, y) |x2 + y2 ≤ n2} ⊂ R2. La
successione di {Kn} è una esaustione in compatti di R2. Supponiamo che esista f : R2 →
R× [0, 1] omeomor�smo. Dn = f(Kn) e {Dn} è un'esaustione in compatti di R× [0, 1]
per il teorema 29. Esiste N ∈ Z+ tale che ({0} × [0, 1]) ⊂ DN ; per l'osservazione 49
(R × [0, 1])\DN è unione disgiunta di due aperti non vuoti: (] − ∞, 0[×[0, 1])\DN e
(]0, ∞[×[0, 1])\DN .
(R× [0, 1])\DN non è connesso, mentre R2\KN è connesso, allora è assurdo che esista f
omeomor�smo.

Proposizione 80. R× [0, 1] non è omeomorfo a R× [0, ∞[.

Dimostrazione. Per ogni n ∈ N poniamo Kn = {(x, y) |x2 + y2 ≤ n2, y ≥ 0} ⊂ R ×
[0, ∞[. La successione di {Kn} è un'esaustione in compatti di R× [0, ∞[. Supponiamo
che esista f omeomor�smo tale che f : R× [0, ∞[→ R× [0, 1]; Dn = f(Kn) esaustione
in compatti di R× [0, 1] per il teorema 29. Esiste N ∈ Z+ tale che ({0} × [0, 1]) ⊂ DN ;
per l'osservazione 49 (R× [0, 1])\DN ha due componenti come in proposizione 79. Invece
(R× [0, ∞[)\KN è connesso, quindi è assurdo che f sia omeomor�smo.

Proposizione 81. Sia A il cilindro aperto, {(x, y, z) |x2 + y2 < 1} ⊂ R3, B il cilindro
chiuso, {(x, y, z) |x2 + y2 ≤ 1} ⊂ R3. Allora A non è omeomorfo a B.

Dimostrazione. Sia Kn = {(x, y, z) |x2 + y2 ≤ 1, z ∈ [−n, n]}, la successione di {Kn}
è un'esaustione in compatti di B. Supponiamo che esista f : B → A omeomor�smo.
Dn = f(Kn) e la successione di {Dn} è un'esaustione in compatti di A per il teorema
29. Esiste N ∈ Z+ tale che {(x, y, 0) |x2 + y2 ≤ 1} ⊂ KN ; B\KN ha due componenti
connesse: {(x, y, z) |x2 + y2 ≤ 1, z > 0}\KN e {(x, y, z) |x2 + y2 ≤ 1, z < 0}\KN .
Invece A\DN è connesso. Quindi è assurdo che esista f omeomor�smo.
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2.4 Ra�namenti e Paracompattezza

De�nizione 82 (Intorno). Sia X uno spazio topologico, x ∈ X; allora U ⊂ X è detto
intorno di x se esiste V aperto tale che x ∈ V ⊂ U .

Esempio 83. Un aperto è intorno di ogni suo punto.

Esempio 84. [0, 2] è intorno di 1 ma non lo è nè di 0 nè di 2.

Denotiamo con I(x) la famiglia di tutti gli intorni di x.

De�nizione 85 (Sistema fondamentale di intorni). SiaX spazio topologico, x ∈ X, J ⊂
I(x) è detto sistema fondamentale di intorni di x, se per ogni U ⊂ I(x), esiste A ∈ J
tale che A ⊂ U .

Esempio 86. Sia U ∈ I(x) un intorno �ssato. Allora tutti gli intorni di x contenuti in U
formano un sistema fondamentale di intorni di x.

Esempio 87. Sia B base della topologia, allora gli aperti di B che contengono x formano
un sistema fondamentale di intorni di x.

Esempio 88. Sia (X, d) uno spazio metrico. Per ogni x de�niamo Bx = {B(x, ε) | 0 <
ε, ε ∈ Q}. Per ogni x ∈ X, la famiglia Bx è un sistema fondamentale di intorni di x.

Proposizione 89. Sia X spazio topologico e {Ci}i∈I una famiglia di chiusi localmente
�nita, allora ∪iCi è chiusa in X.

Dimostrazione. Preso x ∈ X\ ∪i Ci, allora esiste Vx ⊂ X aperto tale che x ∈ Vx e Vx
interseca un numero �nito di elementi della famiglia {Ci}i∈I ; indichiamo tali elementi
come Cx

1 , C
x
2 , · · · , Cx

n . Sia Wx = Vx ∩ (X\Cx
1 ) ∩ · · · ∩ (X\Cx

n), quindi Wx è aperto.
Wx ⊂ X\ ∪i Ci, perciò X\ ∪i Ci = ∪x/∈∪iCi

Wx. Allora ∪iCi è chiuso.

Esempio 90. Sia R, consideriamo la famiglia {[i, i + 1]}i∈Z, questa è localmente �-
nita, infatti per ogni x ∈ R B(x, 1

2
) interseca al più due intervalli di questo tipo:

[bxc − 1, bxc], [bxc, bxc+ 1], [bxc+ 1, bxc+ 2]. ∪i [i, i+ 1] è chiusa in R.
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De�nizione 91 (Ra�namento). Sia X uno spazio topologico e siano {Ui | i ∈ I},
{Vj | j ∈ J} ricoprimenti di X. {Ui | i ∈ I} è un ra�namento di {Vj | j ∈ J} se per
ogni i ∈ I, esiste j ∈ J tale che Ui ⊂ Vj. In tal caso si dice funzione di ra�namento
qualunque f : I → J tale che Ui ⊂ Vf(i) per ogni i ∈ I.

Esempio 92. Siano {Ui | i ∈ I}, {Vj | j ∈ J} due ricoprimenti di uno spazio topologico.
Il ricoprimento {Ui ∩ Vj | (i, j) ∈ I × J} è un ra�namento di entrambi. Come funzioni
di ra�namento è possibile prendere le proiezioni π1 : I × J → I e π2 : I × J → J .

Esempio 93. SiaX uno spazio metrico e sia x ∈ X. La famiglia U = {B(x, r) |x ∈ X, r ∈
[1, ∞[} e la famiglia V = {B(x, 1) |x ∈ X} sono ricoprimenti aperti di X. V è un ra�-
namento di U perchè per ogni x ∈ X esiste un r > 1 tale che B(x, 1) ⊂ B(x, r). Come
funzione di ra�namento possiamo prendere f : X× [1, ∞[→ X, dove f(x, r) = B(x, r).

De�nizione 94 (Paracompatto). Sia X uno spazio topologico, X è detto paracompatto
se ogni suo ricoprimento aperto ammette un ra�namento aperto e localmente �nito.

Dal seguente Lemma ne consegue che se uno spazio è compatto allora è anche para-
compatto.

Lemma 95. Sia X uno spazio topologico, se ogni ricoprimento ammette un ra�namento
�nito, allora X è compatto.

Dimostrazione. Sia V = {Vj | j ∈ J} ricoprimento aperto di X, per ipotesi V ammette
un ra�namento �nito, che indichiamo con U . U = {Ui | i ∈ I}. Per la de�nizione di
ra�namento 91 si ha che anche U è un ricoprimento di X e esiste una funzione f : I → J
tale che Ui ⊂ Vf(i) per ogni i ∈ I, allora U può essere visto come un sottoricoprimento
�nito di V , perciò X è compatto.

Corollario 96. Sia X uno spazio topologico compatto allora X è anche paracompatto.

De�nizione 97 (Localmente compatto). Sia X uno spazio topologico, X è detto local-
mente compatto se ogni suo punto possiede un intorno compatto.

Esempio 98. Gli aperti di Rn sono localmente compatti. Infatti se U ⊂ Rn è aperto e
x ∈ U esiste r > 0 tale che B(x, r) ⊂ U ; per ogni 0 < R < r la palla chiusa B(x, R) è
un intorno compatto di x in U .
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Esempio 99. Uno spazio compatto è localmente compatto poichè esso è intorno compatto
di ogni punto.

Proposizione 100. Sia X uno spazio topologico, {Ai}i∈I una famiglia localmente �nita
di X, allora ∪iAi = ∪iAi.

Dimostrazione. Per la proposizione 89 si ha che ∪iAi è un chiuso in X. Ora la relazione
∪iAi ⊂ ∪iAi è ovvia. L'altra implicazione, ∪iAi ⊂ ∪iAi, è soddisfatta perchè ∪iAi è un
chiuso che contiene Ai quindi contiene anche Ai per ogni i ∈ I. Allora ∪iAi = ∪iAi.

Esponiamo le correlazioni che intercorrono tra spazi paracompatti ed esaustioni in
compatti.

Teorema 101. Sia X uno spazio topologico T2, allora valgono le seguenti a�ermazioni:

1. Se X possiede un'esaustione in compatti, allora X è paracompatto e localmente
compatto.

2. Se X è connesso, paracompatto e localmente compatto, allora X possiede un'esau-
stione in compatti.

Dimostrazione. 1. Sia la successione {Kn |n ∈ N} un'esaustione in compatti di X.
Sia B base della topologia. Vogliamo mostrare che per ogni A ricoprimento aperto
di X esiste C ⊂ B ra�namento localmente �nito di A.
Per ogni n ∈ N e per ogni x ∈ Kn\

◦
Kn−1 consideriamo Ai ∈ A dove x ∈ Ai, e

Bx
n ∈ B dove x ∈ Bx

n e Bx
n ⊂ Ai ∩ (

◦
Kn+1 \Kn−2).

I Bx
n sono un ricoprimento aperto di Kn\

◦
Kn−1, e poichè Kn\

◦
Kn−1 è compatto

allora esiste un sottoricoprimento �nito del tipo: Bx1
n ∪ Bx2

n ∪ · · · ∪ Bxs
n . L'unione

al variare di n di tali ricoprimenti fornisce la famiglia C cercata.

2. Per ipotesi X è localmente compatto quindi esiste A = {
◦
Ai}i∈I ricoprimento aperto

di X, dove Ai è un intorno compatto di un qualche x ∈ X. Quindi
◦
Ai è compatta

per ogni i ∈ I per il teorema 28.
Per ipotesi X è paracompatto dunque esiste B = {Bj}j∈J ra�namento aperto e
localmente �nito di A, perciò per de�nizione di ra�namento 91 si ha che per ogni
j ∈ J esiste almeno un i ∈ I tale che Bj ⊂ Ai. Allora Bj è compatta per ogni j
per il teorema 28.
Per ogni C ⊂ B sottofamiglia si ha: ∪{B |B ∈ C} è chiusa in X per la proposizione
89. Allora preso B1 ⊂ B sottoinsieme �nito, chiamiamo K1 = ∪{B |B ∈ B1},
K1 è compatto perchè unione di compatti. Esiste B2 ⊂ B sottoinsieme �nito dove
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B1 ⊂ B2 e K2 = ∪{B |B ∈ B2} è compatto e K1 ⊂
◦
K2. Iterando il ragionamento

si ottiene una successione {Kn} di compatti tale che Kn−1 ⊂
◦
Kn.

Ora se ∪n∈NKn = X allora {Kn} è un'esaustione in compatti di X.
∪n∈NKn = ∪{B |B ∈ ∪n∈N Bn} = ∪{B |B ∈ ∪n∈N Bn}, dunque ∪n∈NKn è aperta
e chiusa in X, ma per ipotesi X è connesso quindi X = ∪n∈NKn.

De�nizione 102 (Base numerabile). Uno spazio topologico si dice a base numerabile se
esiste una base della topologia formata da una quantità numerabile di aperti.

Esempio 103. R è a base numerabile: la famiglia {]c, d[ | c, d ∈ Q} è una base numerabile
della topologia euclidea, infatti per ogni a, b ∈ R, ]a, b[= ∪{]c, d[ | a ≤ c < d ≤ b, c, d ∈
Q}.

Esempio 104. Sia X uno spazio topologico a base numerabile, B. Y ⊂ X è ancora uno
spazio topologico a base numerabile infatti: {A ∩ Y |A ∈ B} è una base numerabile di
Y .

Teorema 105. Sia X spazio topologico localmente compatto, T2, e a base numerabile;
allora esiste una esaustione in compatti di X.

Dimostrazione. Sia B base numerabile di X, indichiamo con Bc ⊂ B la sottofamiglia de-
gli aperti che hanno chiusura compatta. Poichè per ipotesi X è T2 e localmente compatto
si ha che Bc è un ricoprimento aperto di X. Sia A la famiglia delle unioni �nite di Bc,
A è al più numerabile perchè Bc ⊂ B e B è numerabile. Per ogni A ∈ A, A è compatta,
e per ogni K ⊂ X compatto esiste A ∈ A tale che K ⊂ A.
Consideriamo g : N → Bc suriettiva e de�niamo per ricorrenza una successione di com-
patti K1 ⊂ K2 ⊂ · · · , ponendo K1 = g(1), Kn = An ∪ g(n) dove An ∈ A ed è scelto tra
quelli contenuti in Kn−1. La successione {Kn} è un'esaustione in compatti di X.

Corollario 106. Ogni spazio topologico localmente compatto, T2, e a base numerabile è
paracompatto.

Dimostrazione. Ogni spazio topologico localmente compatto, T2, e a base numerabile per
il teorema 105 ammette una esaustione in compatti; uno spazio topologico che ammette
una esaustione in compatti è paracompatto per il teorema 101.

Lemma 107. Sia X spazio topologico paracompatto e T2. Allora per ogni x ∈ X, x
possiede un sistema fondamentale di intorni chiusi.



2.4. RAFFINAMENTI E PARACOMPATTEZZA 27

Dimostrazione. Preso x ∈ X, esiste U ⊂ X aperto dove x ∈ U . Sia C = X\U, X è
T2 quindi per ogni y ∈ C esiste Wy ∈ I(y) tale che x /∈ Wy. U ∪ {Wy | y ∈ C} è un
ricoprimento aperto di X, per ipotesi X è paracompatto quindi esiste un ra�namento
aperto localmente �nito, ∪{Vi | i ∈ I}. Consideriamo V = ∪{Vi | i ∈ I, Vi ∩ C 6= ∅}, V
è aperto perchè unione di aperti. Poichè Vi ∩ C 6= ∅ allora esiste un qualche y ∈ C tale
che Vi ⊂ Wy, quindi x /∈ Vi, perciò x /∈ V = ∪{Vi | i ∈ I, Vi ∩ C 6= ∅}. Dunque X\V
è un chiuso contenuto in U , allora ogni x ammette un sistema fondamentale di intorni
chiusi.

Teorema 108 (Teorema di restringimento). Sia X spazio topologico paracompatto e T2,
sia ∪{Ui | i ∈ I} un ricoprimento aperto di X. Allora esiste ∪{Vi | i ∈ I} ricoprimento
aperto e localmente �nito tale che Vi ⊂ Ui per ogni i ∈ I.

Dimostrazione. Preso x ∈ X esiste i(x) ∈ I tale che x ∈ Ui(x), ed esiste W (x) ∈ I(x)

aperto tale che W (x) ⊂ Ui(x). ∪{W (x) |x ∈ X} è un ricoprimento aperto di X, per
ipotesi X è paracompatto quindi per la de�nizione 94 esiste ∪{Aj | j ∈ J} ra�namento
aperto e localmente �nito di ∪{W (x) |x ∈ X}. Per de�nizione di ra�namento 91 ne
segue che esiste f : J → I funzione di ra�namento tale che Aj ⊂ Uf(j) per ogni j ∈ J .
Per come abbiamo scelto gli Aj si ha che Aj ⊂ Uf(j). Per ogni i ∈ I consideriamo Vi =
∪{Aj | f(j) = i}, Vi è aperto perchè unione di aperti. Poichè ∪{Aj | j ∈ J} è localmente

�nita, ne segue per la proposizione 89 che Vi = ∪{Aj | f(j) = i} = ∪{Aj | f(j) = i} e
questa è contenuta in Ui, quindi Vi ⊂ Ui per ogni i ∈ I.

Richiamiamo ora le de�nizioni di metrica e spazio metrico con la �nalità di inqua-
drare meglio il teorema di Stone.

De�nizione 109 (Metrica). Sia X un insieme, l'applicazione d : X ×X → R≥0 è detta
metrica se rispetta le seguenti proprietà: per ogni x, y, z ∈ X

1. d(x, y) = 0 se e solo se x = y

2. d(x, y) = d(y, x)

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

Osservazione 110. La proprietà 3 è detta Disuguaglianza Triangolare.

Esempio 111. Sia X un insieme, la funzione d : X ×X → R,

d(x, y) =

{
0 se x = y
1 se x 6= y

(2.1)
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è una distanza. Questa è detta distanza banale.

De�nizione 112 (Spazio metrico). Sia X un insieme dotato di una metrica d, allora
(X, d) è detto spazio metrico.

Esempio 113. Lo spazio Rn, dotato della distanza euclidea

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 (2.2)

è uno spazio metrico.

Teorema 114 (A.H. Stone). Ogni spazio metrico è paracompatto.

Dimostrazione. Sia (X, d) spazio metrico, A = {Ai}i∈I ricoprimento aperto di X. Con-
sideriamo la famiglia Bn che è formata dalle palle B(x, 1

n
) che intersecano al più un

numero �nito di elementi di A, dove x ∈ X, e n ∈ N.
Per ogni x ∈ X, esiste almeno un i(x) ∈ I tale che x ∈ Ai(x), ed esiste anche un n̄ ∈ N
dove per ogni n ≥ n̄ si ha che infy∈X\Ai(x)

d(x, y) > 1
n
> 0.

Fissato n ≥ n̄ e poniamo Vx = B(x, 1
3n

). Sia Ux = ∪{B(y, 1
3n

) | y ∈ X, Vx ∩ B(y, 1
3n

) 6=
∅)}. Ux ⊂ Ai(x), allora {Ux |x ∈ X} è un ra�namento aperto di A, ed è localmente �nito
perchè sottofamiglia di Bn che è localmente �nita.

2.5 Spazi normali

De�nizione 115 (Spazio normale). Sia X uno spazio topologico, X si dice normale se
è T2 e se chiusi disgiunti sono contenuti in aperti disgiunti. Equivalentemente, X spazio
T2 è normale se per ogni coppia di chiusi disgiunti A, B ⊂ X, esistono U, V ⊂ X aperti
tali che A ⊂ U, B ⊂ V e U ∩ V = ∅.

Esempio 116. Ogni sottospazio chiuso di uno spazio normale è normale: sia X spazio
normale, Y ⊂ X chiuso, per ogni A, B chiusi e disgiunti in Y si ha per il lemma 20
che A, B sono chiusi anche in X. X essendo normale ammette l'esistenza di U, V ⊂ X
aperti disgiunti tali che A ⊂ U, B ⊂ V ; ne segue che U ∩ Y, V ∩ Y sono ancora aperti
per l'osservazione 15 e disgiunti, inoltre contengono rispettivamente A e B.

Esempio 117. Ogni spazio compatto e T2 è normale, infatti: sia X tale spazio, presi A, B
chiusi disgiunti di X allora per il teorema 28 si ha che A, B sono anche compatti. Ora
consideriamoW = X×X\∆x, dove ∆x = {(x, x) |x ∈ X}. W è aperto in X×X perchè
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per il teorema 36 ∆x è chiuso. A×B ⊂ W , per il teorema 30 esistono U, V ⊂ X aperti
tali che A ⊂ U, B ⊂ V e U × V ⊂ W . Poichè X è T2 è sempre possibile scegliere U e V
a�nchè U ∩ V = ∅. Allora X è normale.

Lemma 118. Sia (X, d) spazio metrico, per ogni Z ⊂ X, Z 6= ∅, la funzione dZ : X → R
dove dZ(x) = infz∈Z d(x, z) è continua.

Dimostrazione. Mostriamo per ogni x, y ∈ X che dZ(x)−dZ(y) ≤ d(x, y). Per ogni ε > 0
esiste z ∈ Z tale che dZ(x) + ε ≥ d(x, z), quindi dZ(y) ≤ d(z, y) ≤ d(z, x) + d(x, y) ≤
dZ(x) + ε + d(x, y). Allora dZ(y)− dZ(x) ≤ ε + d(x, y) −→ d(x, y) per ε −→ 0, quindi
dZ(y)− dZ(x) ≤ d(x, y).

Proposizione 119. Sia (X, d) uno spazio metrico. Allora X è normale.

Dimostrazione. X in quanto spazio metrico è T2 per il lemma 35. Presi A, B ⊂ X chiusi
disgiunti, consideriamo la funzione f : X → [0, 3] dove f(x) = 3dA(x)

dA(x)+dB(x)
. dA e dB

sono continue per il lemma 118 quindi f è continua perchè prodotto di funzioni continue
e dA + dB non si annulla mai. U = f−1(]2, 3]), V = f−1([0, 1[) ⊂ X aperti perchè
controimmagine continua di aperti. A ⊂ U, B ⊂ V e U ∩ V = ∅, quindi X è normale.

Esempio 120. R2 è normale: presi x, y ∈ R2 con x 6= y, sia ε = d(x, y). Poniamo
A = B(x, ε

4
), B = B(y, ε

4
) ne segue che A∩B = ∅. Ora consideriamo U = B(x, ε

2
), V =

B(y, ε
2
) allora U ∩ V = ∅ e A ⊂ U, B ⊂ V .

Proposizione 121. Sia X spazio topologico T2 e paracompatto. Allora X è normale.

Dimostrazione. Siano A, B ⊂ X chiusi disgiunti, X = (X\A) ∪ (X\B). Per il teorema
108 esistono U, V ⊂ X aperti tali che: U ∪ V = X, U ⊂ X\A e V ⊂ X\B; allora
A ⊂ X\U, B ⊂ X\V e (X\U) ∩ (X\V ) = ∅.

De�nizione 122 (Ra�namento stellato). Sia X spazio topologico e siano ∪{Ui | i ∈ I}
e ∪{Vj | j ∈ J} ricoprimenti aperti di X. {Vj | j ∈ J} è un ra�namento stellato di
{Ui | i ∈ I} se per ogni x ∈ X l'aperto V (x) = ∪{Vj |x ∈ Vj} ⊂ Ui per qualche i ∈ I.

Esempio 123. In R consideriamo A = {]x, x+ 3
2
[ |x ∈ R}, B = {]−x− 2, x+ 2[ |x ∈ R}

ricoprimenti aperti di R. Preso x ∈ R si ha che gli elementi di A che contengono x sono:
]x− 3

2
+ ε, x+ ε[, · · · , ]x− ε, x+ 3

2
− ε[, con ε abbastanza piccolo, la loro unione è uguale

a ]x− 3
2

+ ε, x+ 3
2
− ε[ e questa è contenuta in ]− x− 2, x+ 2[.
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De�nizione 124 (Spazio pienamente normale). Sia X uno spazio topologico, X si di-
ce pienamente normale se X è T2 e ogni ricoprimento aperto ammette un ra�namento
stellato.

Esempio 125. R2 con la metrica euclidea è T2 per il lemma 35. Se consideriamo A =
{B(x, r) |x ∈ R2, 0 < r ∈ R+} allora esiste sempre un ra�namento stellato di A.

Lemma 126. Sia X uno spazio pienamente normale. Allora X è normale.

Dimostrazione. Per ipotesi X è pienamente normale quindi X è T2. Siano C, D ⊂ X
chiusi disgiunti, (X\C)∪ (X\D) è un ricoprimento aperto di X. Poichè per ipotesi X è
pienamente normale allora esiste {Vj | j ∈ J} ra�namento stellato di (X\C) ∪ (X\D).
Poniamo U = ∪{Vj |Vj ∩ C 6= ∅}, U è aperto e C ⊂ U ; W = ∪{Vj |Vj ∩D 6= ∅}, W è
aperto e D ⊂ W . Se esistesse x ∈ (U ∩W ) allora esisterebbe un Vj tale che Vj ∩ C 6= ∅
e Vj ∩D 6= ∅, ma quindi l'aperto U(x) = ∪{Vj |x ∈ Vj} non è contenuto in X\D, perciò
{Vj | j ∈ J} non è un ra�namento stellato, ma ciò è assurdo. Quindi C ⊂ U, D ⊂ W e
U ∩W = ∅, ne segue che X è normale.

Teorema 127. Sia X spazio topologico T2 e paracompatto. Allora X è pienamente
normale.

Dimostrazione. Sia {Ui | i ∈ I} ricoprimento aperto di X, vogliamo trovare un suo raf-
�namento stellato. Non perdiamo di generalità se supponiamo che {Ui | i ∈ I} sia lo-
calmente �nito. Per il teorema 108 esiste {Ci | i ∈ I} ricoprimento chiuso e localmente
�nito dove Ci ⊂ Ui per ogni i ∈ I. Poichè {Ci | i ∈ I} è localmente �nito allora per
ogni x ∈ X, esiste W (x) ⊂ X intorno aperto di x tale che solo un numero �nito di Ci
interseca W (x). A meno di restringere ulteriormente W (x) possiamo assumere che:

1. se x /∈ Ci allora W (x) ∩ Ci = ∅,

2. se x ∈ Ci allora W (x) ⊂ Ui.

Fissiamo x, esiste i ∈ I tale che x ∈ Ci, se x ∈ W (y) allora W (y) ∩ Ci 6= ∅, quindi
y ∈ Ci e W (y) ⊂ Ui. Perciò {W (x)} è un ra�namento stellato di {Ui | i ∈ I}, X è T2

per ipotesi, quindi X è pienamente normale.
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