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Introduzione

La teoria dei giochi prese forma negli anni 50 del 1900, prima con gli articoli
pubblicati da John Nash nel 1950 in merito al concetto di equilibrio di Nash [4] e
al problema della contrattazione [5], poi con quelli pubblicati da Lloyd Shapley nel
1953 riguardanti i giochi stocastici [9] e il cosiddetto valore di Shapley per giochi
cooperativi [8]. T due fecero amicizia durante il periodo di studi a Princeton ed
entrambi hanno vinto in seguito il premio Nobel per 'economia: Nash nel 1994 e
Shapley nel 2013.

I giochi stocastici furono quindi introdotti da Shapley nel 1953 [9] per modelliz-
zare le interazioni dinamiche in cui ’ambiente cambia in risposta al comportamento
dei giocatori e alle loro decisioni. Un gioco stocastico ammette un insieme di gio-
catori. Ad ogni fase il gioco é in uno stato noto, preso da un insieme di stati, e ogni
giocatore sceglie un’azione da un insieme di azioni possibili. Le azioni scelte dai
giocatori e lo stato corrente del gioco determinano il payoff di ciascun giocatore
e la distribuzione di probabilita che caratterizza lo stato successivo del gioco. La
complessita dei giochi stocastici risiede nel fatto che le scelte prese dai giocatori
hanno talvolta effetti contraddittori. Infatti le azioni dei giocatori, insieme allo
stato corrente del gioco, determinano in primo luogo il payoff immediato di ogni
giocatore e, in secondo luogo, influenzano la scelta di un nuovo stato che deter-
mina poi i potenziali payoffs futuri. In particolare quando un giocatore sceglie le
proprie azioni deve bilanciare il voler ottenere grandi payoffs immediati e il provare
a raggiungere stati che garantiscono grandi payoffs futuri. Tale decisione spesso

puo risultare difficile. Sebbene questa dicotomia sia presente anche nel caso di



ii

INTRODUZIONE

un singolo giocatore, la presenza di piu giocatori che cercano di massimizzare il

proprio payoff rende I’analisi della situazione ben pit complicata.

Nel primo capitolo di questa tesi viene presentato il modello dei giochi sto-
castici competitivi finiti, cioé con due giocatori aventi lo stesso obiettivo ma in
conflitto 'uno con 'altro, caratterizzati da un numero finito di stati e di azioni, e
in cui la somma dei payoffs dei due giocatori ad ogni fase di gioco € zero. Questo
significa che il guadagno del primo giocatore ¢ sempre uguale alla perdita del se-
condo giocatore. Questa tipologia di giochi rientra dunque tra i cosiddetti giochi
a somma zero. Una condizione sufficiente affinché un gioco a somma zero abbia
un valore v ¢ che esista una strategia per il primo giocatore, detta ottimale, che ga-
rantisce che il proprio payoff atteso non sia minore di v qualunque strategia segua
il secondo giocatore, e al contempo esista una strategia per il secondo giocatore
che garantisce che il payoff atteso del primo giocatore, qualunque strategia questo
segua, non superi v. Shapley dimostro in [9] che i giochi stocastici competitivi
ammettono un valore attualizzato rispetto ad un certo fattore di sconto: questo
rappresenta quanto vale il gioco, per i giocatori stessi, quando i payoffs futuri sono
scontati rispetto ad un tasso positivo costante. Il modello di Shapley é equiva-
lente ad uno in cui i giocatori attualizzano i propri payoffs futuri rispetto ad un
fattore di sconto che dipende dallo stato corrente e dalle azioni dei giocatori stessi.
I modelli dei cosiddetti giochi stocastici attualizzati sono spesso utilizzati in
campo economico e in tal caso il fattore di sconto ha una chiara interpretazione.
Inoltre, dato che i parametri che definiscono il gioco sono indipendenti dal tempo,
la situazione che i giocatori affrontano oggi se il gioco ¢ in un certo stato, ¢ la stessa
che affronteranno domani se il gioco sara in quello stesso stato. Nel 1982, Mertens
e Neyman in [2]| e [3]| provarono che i giochi stocastici competitivi ammettono un
valore, che ¢ proprio uguale al limite dei valori attualizzati quando il fattore di
sconto tende a zero. Questo rappresenta il valore del gioco per i giocatori quan-
do questi sono sufficientemente pazienti. Nel secondo capitolo sono presentati i
risultati di Luc Attia e Miquel Oliu-Barton, pubblicati nel 2019 in [1], in merito a

una formula per il valore di un gioco stocastico competitivo. Trovare una formula
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che fosse trattabile dal punto di vista computazionale é stato per circa 40 anni
uno dei principali problemi aperti in questo ambito. Il risultato si basa sulla ca-
ratterizzazione dei valori attualizzati che si ottiene riducendo un gioco stocastico
attualizzato con un numero finito n di stati, a n matrici di gioco, una per ogni

stato iniziale possibile.

La teoria dei giochi stocastici e le sue applicazioni sono oggetto di studio di di-
verse discipline scientifiche, tra cui economia, biologia e computer science. Inoltre
gli strumenti matematici utilizzati e sviluppati nello studio dei giochi stocastici,
vengono sfruttati da matematici e informatici in molti altri campi. Sebbene la com-
prensione delle situazioni dinamiche sia migliorata notevolmente grazie ai lavori
di Shapley, le domande a cui sappiamo rispondere sono ancora molto limitate e i
modelli analizzati ancora molto stilizzati. Pertanto sono necessari nuovi strumenti
che permettano di analizzare modelli pitt aderenti alla realta e conseguentemente

di fare previsioni pitl accurate. Questa é la sfida per i prossimi anni.
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Capitolo 1
Preliminari

I giochi stocastici procedono per fasi. Ad ogni fase il gioco € in uno stato noto,
preso da un insieme di stati, e ogni giocatore sceglie un’azione da un insieme di
azioni possibili. Lo stato attuale e le scelte prese dai giocatori determinano il payoff
della fase per ogni giocatore e la distribuzione di probabilita che caratterizza gli
stati della nuova fase. La complessita dei giochi stocastici risiede nel fatto che le
scelte prese dai giocatori hanno due effetti a volte anche contraddittori. Queste
infatti, insieme allo stato attuale, determinano in primo luogo il payoff immediato
che viene ricevuto da ogni giocatore e, in secondo luogo, influenzano la scelta del
nuovo stato, che a sua volta determina poi i possibili payoffs futuri. In particolare
quando un giocatore sceglie le proprie azioni deve bilanciare il voler ottenere grandi
payoffs nel presente e il provare a raggiungere stati che assicurano grandi payoffs
nel futuro. La decisione spesso puo essere difficile. Sebbene questa dicotomia sia
presente anche nel caso di un solo giocatore, la presenza di altri giocatori rende

I’analisi della situazione ben pit complicata.

D’ora in poi verranno utilizzate le seguenti notazioni: per ogni insieme finito
E denotiamo I'insieme delle probabilita su (E, P(E)), dove P(F) indica l'insieme
delle parti di E, con

A(E) = {P:E—> 0,1] t.c. ZP(G)Zl}

eckE
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e la cardinalita dell’insieme E con |FE].

1.1 Giochi a somma zero a due giocatori

Analizziamo il caso semplice di un gioco a somma zero a due giocatori che si

svolge in una sola fase.

Definizione 1. Un gioco a somma zero a due giocatori ¢ descritto da una
tripletta (S,T,p) in cui S e T sono gli insiemi delle strategie possibili rispettiva-
mente per il primo e per il secondo giocatore e p: S X T — R ¢é una funzione di
payoff. Indipendentemente e simultaneamente il primo giocatore sceglie s € S e il
secondo t € T; il primo giocatore riceve p (s,t) e il secondo —p (s,1).

Questo gioco ha un valore quando

sup inf p (s,1) = inf Sup p (s,).

In tal caso denotiamo questa quantita v = v(p).

Osservazione 1. In questa tipologia di giochi il gquadagno del primo giocatore &

sempre uguale alla perdita del secondo.

D’ora in poi faremo riferimento al caso di giochi a somma zero a due giocatori

utilizzando I'espressione giochi a somma zero.

Definizione 2. Sia (S,T), p) un gioco a somma zero che ha un valore v.

Una strategia ottimale per il primo giocatore ¢ un elemento

s* € S tale che p(s*,t)>vVteT. (1.1)
Analogamente una strategia ottimale per il secondo giocatore é

t* €T tale che p(s,t") <vVseS. (1.2)

Osservazione 2. Se esiste v t.c. valgono le condizioni (1.1) e (1.2) allora v é un

valore del gioco a somma zero (S, T, p).
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Dimostrazione. Vogliamo mostrare che
v =supinf p(s,t) = inf su s,t).
segteTp( ) = inf segp( )
Sfruttando le proprieta delle funzioni inf e sup e sapendo che per ipotesi valgono
le condizioni (1.1) e (1.2), otteniamo la seguente catena di disuguaglianze

< inf 1)< inf t) < t) < .
vsinfp(sh, )_iléls)gng(s, )_ilells)p(s, )<w

Questo implica che

= supinf p (s, t).
v SSEIS)%?T'O(S’)

In modo analogo si ottiene che
v>supp(s,t*) >infsupp(s,t) >inf p(s*,t) > v.
> supp(s,17) 2 infsup p (s,1) > inf p (s7,1) >
Dunque si ha

= inf t).
v %QT?;;EP(S’)

A questo punto possiamo concludere che v ¢ un valore di (5,7, p). O

Vediamo ora alcune proprieta del valore v(p) di un gioco. Il seguente risultato si
trova in [11] ed ¢ una generalizzazione del Teorema Minimax di John Von Neumann

presente in [6].

Teorema 1. Sia (S, T, p) un gioco a somma zero. Supponiamo che S e T siano due
sottoinsiemi compatti di uno spazio vettoriale topologico e p una funzione continua
t.c. la funzione s — p(s,t) sia concava ¥t € T e la funzione t — p(s,t) sia
convessa Vs € S. Allora (S, T, p) ha un valore ed entrambi i giocatori hanno delle

strategie ottimal.

Osservazione 3. Questo teorema fornisce condizioni sufficienti per l'esistenza del
valore v(p) e di strategie ottimali per entrambi @ giocatori di un gioco a somma

ZETO0.

Osservazione 4. Ovviamente vale la proprieta di monotonia. Supponiamo infatts
che (S, T,p) e (S,T,v) abbiano un valore e che p(s,t) < wv(s,t) V(s,t) € S xT.
Allora v(p) < v(v).
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Inoltre si utilizza spesso la seguente identificazione: ogni matrice M € MP*"(R)
corrisponde ad una terna (Sys, Ty, par) riconducibile ad un gioco a somma zero a

una fase, dove:

Sy=A{1,...,p}) = {s:{l,...,p}—) 0,1] te > s(a) = 1},

Ty ::A({l,...,r}):{t:{l,...,r}—)[o,l] S t(b):l},

b=

=

T

par (5,) =D Y " s(a) may t(b) V(s,t) € Sy x Ty

a=1 b=1
Queste matrici prendono il nome di matrici di gioco. Il valore della matri-
ce M, che indichiamo con v(M), ¢ il valore del gioco a somma zero a una fase

(Sunrs Tar, par); tale valore esiste per il Teorema 1.

Osservazione 5. Supponiamo che M (1) sia una matrice con entrate che dipendo-
no con continuitd da un parametro T € R. Allora 7 — v(M(7)) & una funzione

continua.

Dimostrazione. Per comodita useremo la notazione p(s,t, M) per indicare la fun-
zione ppr(s,t). Osserviamo che tale funzione ¢ continua in tutte le sue varia-
bili per come é definita. Sia M, € MP*" fissata. Vogliamo dimostrare che
v(M) := sup,cg,, infier,, p(s,t, M) ¢ continua in My. Osserviamo che Sy e Ty
sono compatti rispettivamente di RP e di R" e quindi il sup e I'inf della defini-
zione sono dei veri e propri max e min. Consideriamo un intorno compatto U
di My. La funzione p(s,t, M) é continua sul compatto Sy, X Ty x U e pertanto
¢ anche uniformemente continua su tale insieme. Segue quindi che la funzione
minger,, p(s,t, M) & continua sul compatto Sy, x U nelle variabili (s, M), e quindi
é anche uniformemente continua su tale insieme. Per lo stesso motivo si ha che la
funzione maxgeg,, minier,, p(s,t, M) é continua su U. Quindi v(M) & continua in
My. A questo punto la tesi segue dal fatto che v(M(7)) é composizione di funzioni

continue. O
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Inoltre si deve a Shapley e Snow [10] la seguente formula per il valore di una

matrice di gioco: VM, 3M sottomatrice quadrata di M tale che

B det M
(M)

v(M)

~

con (M) := 37, cij somma di tutti i cofattori ¢;; := (—1)"*/ det(M, ;) di M,
dove M,] indica la matrice M a cui togliamo 1'i-esima riga e la j-esima colonna, e

con la convenzione che p(M) =1se M &1 x 1.

1.2 Giochi stocastici a somma zero

Presentiamo il modello, introdotto da Shapley nel 1953 in [9], dei giochi

stocastici finiti competitivi, cioé:
e con due giocatori aventi lo stesso obiettivo ma in conflitto I'uno con 'altro,
e caratterizzati da un numero finito di stati e azioni,
e in cui la somma dei payoffs dei giocatori ad ogni fase é zero.

D’ora in avanti con l'espressione giochi stocastici faremo sempre riferimento a

questa tipologia di giochi.
Definizione 3. Un gioco stocastico ¢ descritto da una sestupla (K, I,J,q,q,k):

o K ={1,...,n} & un insieme finito di stati;

I={1,....p} e J ={1,...,7r} sono rispettivamente gli insiemi finiti delle

aziont del primo e del secondo giocatore;

g: K xIxJ—Reéla funzione di payoff del primo giocatore;

q: K x1IxJ— A(K) é una funzione di transizione;

o kc K ¢&lo stato iniziale.
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In ogni fase di gioco m > 1, entrambi i giocatori conoscono lo stato corrente
k., € K dove k; = k; allora indipendentemente e simultaneamente il primo gioca-
tore sceglie un’azione i,, € I e il secondo giocatore sceglie un’azione j,, € J. La
coppia (im, jm) € osservata da entrambi i giocatori e da questa essi possono de-
durre il payoff in quella fase, cioé g (K, im, jm)- Nella fase successiva m + 1 viene
generato un nuovo stato k,, 1 secondo la distribuzione di probabilita q (k. im;, Jm)

e il gioco procede come sopra.

Osservazione 6. La funzione di transizione q : K x I x J — A(K) si puo
wdentificare con una funzione a valori nello spazio delle matrici quadrate, cioé
q:1xJ — M. In questo modo possiamo associare alla funzione di transi-
zione una matrice di dimensione n x n, cioé (q(i,7))r = q(U'|l,4,75) & la proba-
bilita di transizione dallo stato | allo stato " sapendo che i giocatori hanno scelto

rispettivamente le azioni i e 7.

Definizione 4. Formalmente una strategia per il primo giocatore ¢ una suc-
cessione di funzioni 0 = (0p),,q b om (K X I x J)" x K — A(I). Analo-
gamente, una strategia per il secondo giocatore ¢ una successione di funzioni
T = (Tm)mzy £-6 Tt (K X I X J)" X K — A(J). Gli insiemi delle strategie per

il primo e per il secondo giocatore si indicano rispettivamente ¥ e T.

Il modello di Shapley ¢ equivalente ad uno in cui i giocatori attualizzano i propri
payoffs futuri rispetto ad un fattore di sconto che dipende dallo stato attuale e dalle

azioni dei giocatori stessi.

Definizione 5. VA € (0, 1] fattore di sconto, definiamo il gioco stocastico at-
tualizzato (K, 1,J,9,q,k,\). Si tratta del gioco stocastico (K,I,J,g,q,k) in cui
il primo giocatore massimizza il suo payoff totale scontato normalizzato

Z A (1 - )\)m—l g (kma Zma]m) )

m>1

mentre il secondo giocatore minimizza tale quantita.

Questa ¢ una caratteristica dei giochi a somma zero. Consideriamo A e k pa-

rametri, mentre (K, 1, J, g, q) fissati.
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Vediamo ora che sono soddisfatte le ipotesi del Teorema di estensione di Kol-
mogorov enunciato nell’appendice A. Osserviamo che K x I x J é un insie-
me finito e quindi possiamo considerare come o-algebra su tale insieme l'insie-
me delle parti P(K x I x J). In particolare consideriamo VYN € N, l'insieme
A=A x - x Ay C (K x I x J)Y dove A; := {(ks,is,J0)} Vt =1,...,N.

Dunque il cilindro N-dimensionale su A é

Ci..n(A) = {x € (K xIxJNte. (z,...,05) € A}
= {.1' € (K x I x J)N t.c. x1 = (lﬁ,il,jl),...,l‘]\[ = (kN,iN,jN)}.

Si tratta cio¢ dell’insieme dei giochi in cui sono fissati i primi N stati e le pri-
me N azioni di entrambi i giocatori. Questo discorso vale per ogni scelta dei
(Kmyim, jm) € K XTI x Jconm=1,... N. Sia (0,7) € ¥ x T una coppia di stra-
tegie con un certo stato iniziale k fissato. Per ogni N consideriamo la distribuzione
(PE)1,...v su (K x I x J)N definita ricorsivamente sugli insiemi A nel seguente

modo:

N=1:
(P )1(A1) = P(ay = (k1,i1,51) = o(i) - 7(j1)

dove o(i1) é la probabilita che il primo giocatore scelga 'azione i; € [ se-
guendo la strategia o, 7(j1) € la probabilita che il secondo giocatore scelga
I’azione j; € J seguendo la strategia 7. Inoltre sfruttiamo il fatto che i gioca-
tori scelgono le loro azioni in modo simultaneo e indipendente e che 'istante

iniziale k = k; & fissato.

(Pcf,‘l')l,Q(Al X AQ) = P(CEl € Al) . P(l’g € A2|.Z'1 < Al) =
= (P )1(Ay) - q(kalky,iv, j1) - o(ia) - T(5a)
dove q(ko|ky1,11,71) € la probabilita di transizione dallo stato k; allo stato ko

quando il primo e il secondo giocatore hanno scelto rispettivamente le azioni

i1 € J1.
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N > 2 : Iterativamente si ottiene che

.....

= (PiT)l ..... N—1(A1 X X AN—l) : Q(kN|]€N—1,iN—1>jN—1) : U(iN) : T(jN) .
(1.3)

Verifichiamo che sono soddisfatte le proprieta di consistenza i) e ii) (si veda

’appendice A).

.....

soddisfano la seconda proprieta, che in questo caso risulta essere: per ogni N € N e
per ogni H := Hyx---xHy € P(KxIxJ)N dove H € P(KxIxJ)Vt=1,...,N,

(Pol.cﬂ_)l N(H1X"‘XHN,1X(KXIXJ)):(P£T)1 ..... N,I(Hlxu'XHN,l).

.....

Dimostrazione. Verifichiamo che vale sugli insiemi A definiti in precedenza. Dob-
biamo quindi dimostrare che: VA := A; x -+ x Ay C (K x I x J)Y dove N € N,

si ha

(Pfﬂ—)l N(A1X"'XAN_1X(KXIXJ)):(P[];T)1 77777 N—I(Alx"'XAN—1>-

77777

Questo ¢ sufficiente poiché un qualunque H; C (K x I x J) & unione finita di

singoletti. Sfruttiamo la definizione ricorsiva (1.3) e otteniamo:

(PE ) n(A X x Ay x (K x I x J)) =
N (B (A X x Ay x (o = (k0,)) =

(kyi,j)E(KXIXJ)

Z (P n-1(Ay X - x Ay ) - q(klky 1, in1,in1) - 0(6) - 7(5) =

(P )1, n—1(Ap X - X Ay_q) - Z q(klkn-1,in-1,in-1) - 0(i) - T(j) =
(kyi,j)e(KxIxJ)

(Pf;h ..... No1(Ap X e X Ay ) - Z q(klkn—1,iN-1,in-1) - ZU(i) ZT(j) =
keK i€l =

Nvo1(Ap X oo x Ay_q)-1-1-1.

77777

]
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Dal teorema di estensione di Kolmogorov segue quindi che ogni coppia di strate-
gie (0, 7) € ¥ x T con un certo stato iniziale k, insieme alla funzione di transizione
¢, induce un’unica probabilita Pfﬁ sull’insieme dei giochi (K x I X J)N con la
o-algebra generata dai cilindri o(C). Questo significa che esiste un’unica misura
di probabilita P} _su ((K x I x D), o(C)) tale che per ogni N € N e per ogni

H € P(K x Ix J)N vale

Py (Cr..n(H)) = (P .. (H).

Un elemento dello spazio di probabilita (K x I x J)",¢(C)) & una traiettoria
di tutto il gioco, cioé w = (wi,...,wy,...) dove Wy, = (Kpy,im, jm). Siano quindi
i (W) =1y € jm(w) := jn le variabili aleatorie che rappresentano le azioni rispet-
tivamente del primo e del secondo giocatore alla fase di gioco m e sia k,,,(w) := ky,
la variabile aleatoria che rappresenta lo stato della m-esima fase. Dunque ad ogni
coppia di strategie (o,7) € ¥ x T corrisponde un unico payoff atteso ¥ (o, 7) per
il gioco attualizzato (K, I, J, g,q,k,\):

W) =B 1D XA =N g (K, i, jim) (1.4)

m>1

dove il valore atteso @ fatto rispetto alla misura di probabilita P .

Osservazione 8. Il ruolo del parametro X nella definizione di o5 (o,7) & cruciale

PET avere una serie convergente.

1.3 Strategie stazionarie

Definizione 6. Una strategia stazionaria ¢ una strategia che dipende solo dallo
stato corrente del gioco. Cosi (Ty)m>1 t-¢. Ty =2 K — A(I) ¢ una strategia
stazionaria per il primo giocatore mentre (Ym)m>1 t.c. Ym =y : K — A(J) & una
strategia stazionaria per il secondo giocatore. Gli insiemi delle strategie stazionarie

per il primo e per il secondo giocatore si identificano rispettivamente con A (I)" e

A(J)"
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Definizione 7. Una strategia stazionaria pura é una strategia stazionaria de-
terministica. Dunque (Ty,)m>1 t.c. Tpy = x 1 K — I & una strategia stazionaria
pura per il primo giocatore mentre (Ym)m>1 t-¢. Ym =y : K — J & una stralegia
stazionaria pura per il secondo giocatore. Gli insiemi delle strategie stazionarie
pure per il primo e per il secondo giocatore si identificano rispettivamente con I"

e J".

Supponiamo che entrambi i giocatori usino strategie stazionarie nel gioco stoca-
stico attualizzato (K, I, J, g, q, k,\) per un certo A € (0, 1]. Siano quindi x € A(I)"
ey € A(J)" tali strategie. La legge delle variabili aleatorie i, € j,, si ottiene condi-
zionando rispetto allo stato. Questo significa che se k,,, = [ é lo stato iniziale della
fase di gioco m, allora (i,,|k,, = [) ha distribuzione z; su I e (j,,|k,, = [) ha distri-
buzione y; su J. Indichiamo con ¢(!'|l,1,j) la variabile aleatoria che rappresenta
la transizione da [ a I'. Definiamo Q(z,y) € R™*" e g(z,y) € R™ indicando con
Qur (x,y) I'elemento di posto (1,1) della matrice Q(z,y) e con g; (z,y) la compo-
nente [-esima del vettore g(x,y). Si ha che @, (z,y) ¢ il valore atteso condizionato
allo stato k,,, = [ della probabilita di transizione da [ a I’ mentre g;(z,y) é il valore
atteso del payoff condizionato allo stato k,, = [ e dipende solo da uno stato [
poiché non si considera la transizione ad un nuovo stato. Formalmente, per ogni
LI e{l,...,n} siha

Qui (@,y) = Eay [q (ks b, Jon) [ ko = 1] = > @@ w(5) g (UlL4,5),

(i,5)elxJ
(1.5)
81 (2, y) == Epy (9K i ) | K = 1] = D> w (D () gli,5). (16)
(i,5)eIxJ

Osservazione 9. Condizionatamente a K,,, per costruzione i,, € j,, sono indipen-
denti; questo spiega perché in (1.5) e (1.6) é presente il prodotto delle marginali e

non la distribuzione congiunta.

Osservazione 10. Q(z,y) ¢ una matrice stocastica di transizione infatli tutti i

coefficienti sono compresitraQ el e perognil = 1,...,n si ha 2?21 Qur(z,y) = 1.
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Proposizione 1. Sia v, (z,y) = (v (z,y),...,7¥ (z,y)) € R™ il vettore dei
payoffs attesi al variare dik = 1,... n, allora Q(z,y), g(z,y) e (x,y) soddisfano

le sequenti relazioni:

W (@y) =Y A =N""Q" (z,y) g (x,y) = Ag (2, y)+(1 = 1) Q (z,9) 1 (z,1) .

m>1

Dimostrazione. Si ha che

(@ y) = (@), i, y) =

<Ei,y > oA(1- )\)m—lg(km,im,jm)] LB

m>1

Z A (1 - )‘)m_l g<km7 ima.iﬂl)] ) =

m>1

= A=) (B [90m, b 3] s B [9 (Ko s Jin)])

m>1

Dobbiamo quindi mostrare che per ogni m > 1 si ha
(Epy [0, imsdm)] s By [0, i dim)]) = Q"7 (2,y) g (2,9) -

Se m = 1 & banalmente vero. Se m = 2 si ha: perognil=1,...,n,

Efn,y [g(k27 i27j2)} = Efﬂ,y g(k27 i27j2) : Z 1(k2:l’) -

=1

> EL, [9(ka o, o) (ke = 1)] - EL , [q(U k1, iy, o) (Ko = 1)) =

I'=1

> er(z,y) - Qule,y) = Qulx,y) - glw,y)

I'=1

dove Q;(z,y) indica la l-esima riga della matrice Q(z,y). Vediamo cosa accade se
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m>2:perognil=1... ,n,

Efp,y [g<km7 imajm)] - Ei,y g<km7 imvjm) . Z 1(km=l(m_1))ﬂ---ﬂ(kgzl(l)) =
W m=1)=1
Z E;y [g(kma iy Jm )| (km = l(m_l)) N N(ky = l(l))]
1) im=1)=1
CEL, [q(W ke, i, 1) (ke = 1)] =
! ..  me) o

Z Qo (z,y)- Z E,, [g(km7lm,Jm)|<km =1 )N (ks =1 )} _
(=1 1) j(m=1)—q

.....

'QﬂhJ@Nxvy»

A questo punto possiamo cambiare gli indici e otteniamo cosi che

Z QZ,I(U ('Tu y) )

1(1)=1
S EL [0 b o)l (ki = 1D) A0 (kg = 1)) - Qo (2, ) =
1), 1m=2)=1
> @Quor(@y)* DY B [0y, ) [k = 17) 00 (ks = 1))
1M=1 12) . [(m=2)—=1

.....

Procedendo in questo modo arriviamo a

> (Quon ()™ ELy (9K s o) | (K = 1)] - Qe (2, ) =

1M=1
> (Quor(a, )" g (z,y) = (Qulx,y)" " - gz, y).
1M=1

Abbiamo dunque dimostrato la prima uguaglianza. Mostriamo ora che vale anche
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la seconda.

B2 (l’,y) = Z A (1 - )\)m—l Qm_l (ZL’,y) g (:L'7y) =

Ag(w,y) + > AL =Nz, y)g(w,y) =
Ag(w,y) + Y AL =X (1= 2" Qx,y) Q" *(x,y) g(x,y) =

m>2

Ag(SC,y) + (1 - A)Q(xv y) Z >‘(1 - )\)mfZ QmiQ(l” y)

m>2

A questo punto cambiando l'indice nella sommatoria si ottiene proprio

#2) (l’,y) = )\g(:v,y) + (1 - )‘)Q(:I%y)’y)\ (Q?,y) :

Dunque riordinando i termini si ha

(Id = (1 = N)Q(z,y)) m(z,y) = Ag(z,y)
dove Id é la matrice identita di dimensione n.

Proposizione 2. Per ogni matrice stocastica P di dimensione n xn eV € (0,1]
st ha

det (Id — (1 — A) P) > A",

Dimostrazione. Sia M :=1d — (1 — X\) P. Dato che P ¢ una matrice stocastica la

somma dei coefficienti di ogni riga ¢ minore o uguale a 1 e quindi si ha
MM — ZlMu/‘ Z A s V1 S l S n.
V#l
Quindi M ¢ una matrice a dominanza diagonale stretta per righe poiché
Ml,l > Z ’Mu/’, Vi<l<n.
V£l
Dunque Yu € R tale che p < A la matrice M — 1 Id é ancora a dominanza diagonale

stretta e quindi in particolare é invertibile. Segue che tutti gli autovalori reali di
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M sono maggiori o uguali a A\. Analogamente per ogni u = a + ib € C tale che
|| = Va? + > < A, la matrice M — p11d ¢ a dominanza diagonale stretta e quindi
invertibile. Segue che, se n = c¢+id & un autovalore complesso di M, allora |n| > A.

Si ha quindi che
N <|e+id? = +d* = (c+id) (c —id) = nn.

Ricordiamo che det M = [],_, pu con pua, . . ., pin, autovalori di M contati con molte-
plicita. Quindi dato che ogni autovalore reale contribuisce con un fattore maggiore
o uguale a \ e ogni coppia di autovalori complessi coniugati con un fattore maggiore
o uguale a \? segue che det M > \". O]

Dato che Q(z,y) ¢ una matrice stocastica di transizione, applichiamo la Pro-
posizione 2 e concludiamo che la matrice Id — (1 — \) @ (z, y) ¢ invertibile. Quindi
si ha

(2, y) =A(1d= (1= 1) Q(2,y)) " g (xy).

La k-esima componente del vettore 7, (z,y) per la regola di Cramer ¢ data da
k _ (.I', y)

T (x,y) - d (l‘,y) )

dove d3 (x,y) = det (Id — (1 — \) Q (z,y)) e d5 (z,y) ¢ il determinante della matrice

n X n ottenuta sostituendo la k-esima colonna di Id — (1 — A\) @ (z, y) con Ag (z,y).

IS
> O

(1.7)

1.4 Valori scontati e valore

Ad ogni gioco stocastico attualizzato (K, 1, J,g,q, k, ) corrisponde una terna
(Z, T, 7’/{’) che possiamo interpretare come un gioco stocastico a somma zero a una

fase. Dunque definiamo il valore di un gioco stocastico attualizzato.

Definizione 8. Il gioco stocastico attualizzato (K,I,J,g,q,k,\) ha un valore
quando

sup inf 75 (0, 7) = inf sup45 (o, 7)
cex TET TET 5

Denotiamo questo valore con v¥.
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Talvolta si fa riferimento a v§ parlando di valore scontato del gioco stocastico
(K,I,J,9,q,k). Shapley dimostro in |9] che ogni gioco stocastico (K, I, J, g,q, k, \)
ammette un valore v¥ e che per entrambi i giocatori esistono strategie stazionarie

ottimali.

Osservazione 11. Nel modello dei giochi stocastici il fattore di sconto \ rappre-
senta il grado di impazienza dei giocatori; in questo senso © payoffs futuri sono
attualizzati. Alternativamente si puo interpretare X come la probabilita che il gioco

termini dopo ogni fase.

Definizione 9. I/ gioco stocastico (K, I,.J,g,q,k) ha un valore se esiste un v* € R
t.c. Ve > 0 esiste una coppia di strategie ottimali (0.,7.) € ¥ X T tali che per un

certo \g € (0,1] le sequenti disuguaglianze valgono YA € (0, Ag) -
k k
(o, T) >0 —e VT €T,
(o) <P +e Voex

All'inizio degli anni '80 Mertens e Neyman in |2]| e [3] dimostrarono che ogni

gioco stocastico (K, I, J,g,q, k) ha un valore v* = lim,_,q+ v} .






Capitolo 2
Risultati principali

Presentiamo ora i risultati di Luc Attia e Miquel Oliu-Barton pubblicati nel
2019 in [1]. Lo scopo ¢ quello di determinare una formula per il valore di un gioco
stocastico. Il risultato si basa sulla caratterizzazione dei valori scontati che si
ottiene riducendo un gioco stocastico attualizzato con n stati, a n matrici di gioco,
una per ogni stato iniziale. Denotiamo con k uno stato iniziale fissato compreso
tra 1 e n. Il gioco parametrizzato che corrisponde a £ si ottiene semplicemente
linearizzando il quoziente in (1.7) per ogni coppia di strategie stazionarie pure. In
questo capitolo utilizzeremo il grassetto per riferirci a strategie stazionarie pure

ie " eje J" rispettivamente per il primo e per il secondo giocatore.

2.1 Formula per i valori scontati

Definizione 10. Consideriamo k € {1,...,n} stato iniziale fissato. Per ogni

z € R, definiamo la matrice W (z) di dimensione |I|" x |J|" = p™ X r™ come
WE () )= d () - = (L) V(L) e I x T
dove i e j sono strategie stazionarie pure.

Teorema 2 (Formula per i valori scontati). YA € (0,1] il valore v§ di un gioco

stocastico attualizzato (K, 1,J,g,q,k,\) & Uunica soluzione reale di
v (W)’f (z)) =0,

17
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dove v ¢ la funzione valore introdotta nella sezione 1.1.
Introduciamo la seguente notazione:

e Perogniz = (z1,...,x,) € A(I)" strategia stazionaria per il primo giocato-
re, denotiamo con & € A (I") ’elemento che corrisponde al prodotto diretto

delle coordinate di x. Formalmente,

p()=Ju@)  Vi=(,....0) el
=1

In modo analogo per ogni y = (y1,...,y,) € A (J)" strategia stazionaria per

il secondo giocatore si definisce § € A (J™) come
9G)=[]=G)  Vi=(i....da) €™
=1

Osservazione 12. La mappa x —— T é 1-1 e da linclusione canonica
A(I)" C A(I™). In modo analogo y — § & 1-1 e da Uinclusione canonica
A" CAJT.

o Le lettere x e y si riferiscono a elementi di A (I™) e A (J") rispettivamente.

Esplicitamente si ha

A(I™) = {X:I”—> [0,1] te. Y x(i) 1},

A(J") = {y 2 J" = 10,1] t.c. Z y(j) = 1} :

e Perogni zeReV(x,y) € A(I") x A(J") poniamo

WY () oyl = Y xOWL(2) [y () =
(i,j)elmxJn
= > x()E) -2 10)y () =
(ij)elnxJn

= Y x(OAGHyG -2 > xOBGI)yG).

(ij)eImxJn (ij)elm xJn
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Osservazione 13. Notiamo che si puo identificare W (z) € MP"™>™ con
la terna (A(I™), A(J™), W} (2) [x,y]) sfruttando Uidentificazione presentata
alla fine della sezione 1.1. Questo significa che WY (2) [x,y] corrisponde al

payoff di un gioco stocastico a somma zero a una fase.

Per dimostrare il Teorema 2 occorrono alcune proprieta che dimostriamo qui di

seguito.
Osservazione 14. Per ogni A € (0,1] si ha d3 (1,j) > 0, V(i,j) € I" x J".
Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 2. O]

Lemma 1. Sia A € (0,1]. Per ogni (x,j) € A(I)" x J" valgono le sequenti

proprieta:
i) &Y (2.3) = Yiepn & () ) (1.3):
i) d5 (0,3) = Siepn & () d5 (15) V€ {1....n};
i) WE(2)[2,j) = d§ (x,j) — 2d% (x,j) Vke{l,...,n} eVz€R.

Dimostrazione.

i) Fissiamo j € J" strategia stazionaria pura per il secondo giocatore. Per ogni

strategia stazionaria per il primo giocatore x € A (I)", poniamo

M(I,J) =1d— (1 - )‘> Q (ZL’,j),

cosi che
det M (2,) = d (2,) .

In particolare, per definizione si ha
det M (i,j) = d3 (i,j) Vie I™

Sappiamo che vale I’equazione (1.5) quindi la prima riga di M(z,j) dipende da x
solo attraverso x1, ovvero la prima componente di z, e la dipendenza é lineare. Scri-

viamo x come combinazione convessa di strategie stazionarie { (¢, z2, ..., x,),i € I}
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e usiamo la multilinearita del determinante per ottenere

det M (z,j) = det (le (i, 79, ...,2n) 7.]))

el

_le detM Z,Z‘Q,.--,xn)vj)’

el

Usando lo stesso ragionamento sulle altre righe si ottiene per induzione che

det M (z,j) le i Z:cg iz) Z:cn i,)det M ((iy,12,...,1n),J) -

iel icel inel

Questo per definizione di & ¢ uguale a ) ;.. & (i) det M (i, j).

ii) Analogo al punto precedente. Fisso j € J". Per ogni z € A (I)", indichiamo

M* (x,j) la matrice ottenuta sostituendo la k-esima colonna di M (z, j) con \g (x, j)

cosi che
det M* (x,j) = d5 (z,]j).
In particolare si ha
Vie I, det M*(i,j) = d5 (i,j) .

Per le equazioni (1.5) e (1.6) la l-esima riga di M* (z,j) dipende da z soltanto
attraverso la componente [-esima di z, cioé x;, e la dipendenza é lineare. Quindi

come nel punto i) si ottiene

det M* (x,§) = > & (i) det M* (i, ).

ie/n

iii) Segue dalle definizioni di W§ (2)[Z,j] e W¥ (2)[i,j] e da i) e ii) :

ieln
=Y e i) -2 D)) = (2.1)
ieln ieln
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Osservazione 15. Osserviamo che il Lemma 1 é enunciato ¥ (x,j) per convenien-
za, ma vale ¥ (x,y). L’ultima proprieta puo essere quindi enunciata come seque:
per ogni (x,y,2) € A(I)" x A(J)" xR,

WX (2) [2,9] = d} (z,y) — zd} (=, ).
Lemma 2. Per ogni z1,z2 € R con z; < z9 e per ogni A € (0,1] si ha
v(WY (21)) = 0(W3 (22)) = (22 — 21) A",
In particolare z — v(WY{ (2)) ¢ una funzione reale strettamente decrescente.

Dimostrazione. Per definizione la matrice ((i,j) ¢ una matrice stocastica di di-
mensione nxn per ogni (i,j) € I" x J" coppia di strategie stazionarie pure. Quindi

per la Proposizione 2 si ha

Dunque dalla definizione di WY (2) [i,j] e da questa disuguaglianza segue che per

ogni z1,20 ER, 21 < zg e V(i,j) € I" x J",
W3 (21) [1.3] = WX (22) [1.3] = d3(1.3) — 2d3(3,) — dX(1,§) + 22d3 (1) =
= (2 —21)dS (i,j) > (20 — 21) \™.
Da questo segue che
WY (21) [1,3] = WX (22) [1,3] + (22 — 21) A™ (2.2)
Dato che
o(WE ()= sup inf WE(2)[xy] =

xEA(IM) YEA(J™)

sup inf Y x(1)WR (2) [i.J] v (),

nyyEA(JP
XEA(IM)YEAL™) (o T g
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allora sfruttando la (2.2) e la monotonia del valore si ha
V(WX (21)) = v(WY (=) >

sup inf Y x@) (WX (z2) [id] + (22— 20A) ¥() | -

ny yEA(JP
XEA(IM)YEAU™) \ (4 ETm g

sup inf Y x(i) WA (=) [i.] y(i) =

n GA Jn
XEA(I) YEAU™) (o

sup _inf o x@OW () LIl yG) + > x() (22— 2\ y()

n) yEA(
xEA(Im) YEAU™) (ig)elnxJn (LjelnxJr

sup inf Y x(i) WA (=) [i.] y(i) =

ny yEA(J"
XEA(IM) YEAL™) (o

sup inf > x(MWS (22) 1,3 y() + (22— 20)A" | —

eA(Jn
XA YEAU™) \ (¢ o ET g

sup inf Y x(0) WY (=) [i,] y(3) =

ny yEA(J"
XEA(IM) YEAL™) (0T g

sup  inf Z x(DWE () [1,3] y(§) | + (22 — 20)A"—

n eA(J™
XA YEAU™) \ (4 T

sup inf Y x(1) W (2) [1,3] ¥ () = (22 — 2)A™.

n eA(J™
XEA(IM) YEAUM) (0T

Quanto appena dimostrato implica che v(W{ (21)) — v(W¥ (22)) > 0. Quindi la

funzione z — v(W¥ (2)) & strettamente decrescente. O

Lemma 3. Per ogni k € {1,...,n} e per ogni X € (0,1], vale v(W¢ (v’j)) =0.

Dimostrazione. Per iii) del Lemma 1sihacheV (x,j) € A (I)"xJ" vale la relazione
W (08) 6,31 = (0,3) — o4 (0.5). 23)

Sia x* € A (I)" una strategia stazionaria ottimale per il primo giocatore nel gioco
stocastico attualizzato (K, I,J,g,q,k, \), questa esiste per quanto dimostrato da

Shapley in [9]. Sia 2* € A (I™) il prodotto diretto delle sue coordinate. L’ottimalita
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di z* implica che v§ (z*,j) > % , cioe

Inoltre @ (z*,j) ¢ una matrice stocastica di dimensione n x n quindi per la Propo-

sizione 2 si ha
d) (2*,j) = det (Id — (1 — ) Q (z*,j)) > A" > 0.
Di conseguenza la relazione precedente equivale a
d5 (z%,§) — vidS (z%,§) > 0. (2.4)
Dalle equazioni (2.3) e (2.4) segue che
Wy (v3) [27,3] = 0.

Inoltre per ogni matrice M = (m,;) di dimensione p x r, corrispondente ad un
gioco a somma zero (Syr, Tar, par), € Vs € Sy = A({1,...,p}) la definizione di
valore implica che

p

M) = inf t) > mi .
v(M) ssélé’lzf tg%M pu(s:1) 2 llglblgr — s (@) may

Dunque

(WY (0F)) > min WY (vF) [2%,§] > 0.

jeJn
Invertendo i ruoli dei giocatori si ottiene un risultato analogo al Lemma 1 per ogni
(i,y) € I" x A(J)" e quindi v(WF (v§)) < 0. Questo dimostra la tesi. O

Adesso dimostriamo il Teorema 2 relativo alla formula per i valori scontati.

Dimostrazione del Teorema 2. Per il Lemma 2 la funzione z —— o(Wf(2)) ¢
strettamente decrescente dunque l'insieme {z € R, (W} (z)) =0} contiene al

massimo un elemento. Per il Lemma 3 tale elemento ¢ proprio v}. O
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2.2 Formula per il valore di un gioco stocastico
Teorema 3 (Formula per il valore di un gioco stocastico).

k
Per ogni z € R,  3F* (2) _,\11%1+M € RU{zxoo}.
—

Il valore v* del gioco stocastico (K,1I,.J,q,q,k) ¢ lunica soluzione di

FF(2) <0 sez>w
w e R, . (2.5)
FE(2)>0 sez<w

Proviamo innanzitutto che 3F* (2) € RU {£oc} Vz € R e poi che 'equazione

data dal sistema ammette un’unica soluzione.
Lemma 4. Sia z € R. Allora esistono R funzione razionale e A\g > 0 t.c.
v(W (2)) = R(A) YA€ (0, ).

Dimostrazione. Per costruzione le entrate di W¥ (z) sono polinomi in A. Per quan-

to visto alla fine della sezione 1.1, sulla formula per il valore delle matrici di gioco,

si ha che
det WF (=
o} (2)) = LS
( te)
con W) sottomatrice quadrata di W¥ (z ( W (z ) somma dei cofattori

di W¥(z), cioé la somma dei ¢;; = (—1 )Zﬂ det (W (2 )) dove (W§ (z))” ¢ la
matrice ottenuta da W¥ (z) togliendo la i-esima riga e la j-esima colonna. Per
convenzione ¢ (W)’f (z)) =1se W¥(z ) ¢ 1 x 1. Quindi

VA€ (0,1], 3R t.c. v(Wy (2)) = R()).

Poiché la scelta di una sottomatrice quadrata varia al variare di A, allora la fun-
zione razionale R corrispondente puo variare. Il numero di possibili sottomatrici
quadrate di W¥ (z) ¢ finito, quindi anche il numero di possibili funzioni razionali
R(\) che soddisfano questa uguaglianza é finito. Di conseguenza esiste un insieme
finito £ = {Ry,..., R.} tale che

VA€ (0,1], 3R € E t.c. v(W§ (2)) = R(N).
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Quindi VA il punto (/\, v(W§ (z))) appartiene all’'unione dei grafici delle funzioni
Ry, ..., Rp. Sappiamo che la funzione A — v(W¥ (2)) & continua in (0, 1]. Segue
quindi che, siccome X varia nell'intervallo (0,1], la curva A — (X, v(W} (2)))
puo saltare dal grafico di R a quello di R’, con R, R’ € F, soltanto nei punti dove
questi si intersecano. Inoltre prese due funzioni razionali, queste o sono congruenti

oppure si intersecano un numero finito di volte. Dunque 3\, tale che VR, R' € E
R(A) =R (N VA€ (0,)) oppure R(X)# R (\) VA€ (0,)\).
In particolare IR € F tale che v(W¥ (2)) = R(X) YA € (0, \o). O

Lemma 5. [l sistema (2.5) ammette un’unica soluzione.

v k z
Dimostrazione. Per il Lemma 4 esiste F*(z) = limy_,q+ w

niamo per assurdo che I'equazione (2.5) ammetta due soluzioni w < w’. Allora

Vz € R. Suppo-

Vz e Rconw < z <w'si ha:
se considero w come soluzione = F* (z) < 0 poiché z > w;

se considero w’ come soluzione = F*(z) > 0 poiché z < w'.

Siamo giunti cosi ad un assurdo e quindi possiamo concludere che il sistema am-
mette al massimo una soluzione. Dimostriamo ora che esiste sempre una soluzione
per (2.5). Siano zp, ze numeri reali con z; < z; . Dal Lemma 2, dividendo per \"

e facendo tendere X\ a 07, si ottiene
Fk (Zl) 2 Fk <22)+22—Zl. (26)
In particolare valgono le seguenti relazioni:

FF()>0 V2 <z se FF(2)

v

FF(Z)<0 V2 >2 se F¥(2) (2.7)

FF(2)#0 V' # 2 se FF(z2)

IN
o o o

Mostriamo che F* non é costante. Osserviamo che questo & ancora compatibile
con l'equazione (2.6) nel caso in cui F’* = +o0 oppure F* = —oco. Definiamo

- = mink’ing (/{;7@7]) e C+ = maXg;; g <k7 Z,j) Allora vale che

VYA€ (0,1] sihaC™ <of <O,
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2. Risultati principali

Per il Lemma 2 la funzione z — v(W{ (2)) & strettamente decrescente quindi

segue che
(W (CF)) < v(Wy (v)) < v(WX (C7)).

Sappiamo per il Lemma 3 che v(W} (U’j)) = 0, dunque dividendo per \" e facendo

il limite per A — 07 si ottiene:
FF(CH)y <0< F*(CT). (2.8)

. . . . . . —_ +
Definiamo ricorsivamente due successioni reali (u,,),,~, € (u,),,>; ponendo
uy =C,uf =CT ev¥m>1

T(up, +uf) se F* (3 (u, +ut)) >0

Um+1 = . . )
U, altrimenti
L L(up, +ut) se F* (3 (u, +ul)) <0

(The altrimenti

Per costruzione ¥Ym > 1 si ha F¥(u,) > 0 e F¥(u)) < 0. Inoltre (2.7) e (2.8)
implicano che Vm > 1, C~ < u, < u} < CT. Da queste disuguaglianze e per
come sono costruite le due successioni si ha che (u,),,~, ¢ monotona crescente e
(u:;)le é monotona decrescente. Dunque entrambe le successioni ammettono un

limite. Inoltre, per ogni m > 1, si ha

1
+ - v _ -
0< U1 — U1 < § (um _um) :

Questo implica che la differenza u! — u, tende a 0 e quindi che le due suc-
cessioni ammettono lo stesso limite. Indichiamo tale limite con @w. Dunque,

Ve > 0 Im, tale che u,, > u — ¢ e dall’equazione (2.6) segue che

F¥(a—e) > F*(u, ) +u, —(@—e¢)>0.
Analogamente si dimostra che F* (i +¢) < 0 Ve > 0 . Infatti Ve > 0 Im. tale che
uyt, < u+ ¢ e dall’equazione (2.6) segue che

FF(u+e) < F*(u)) +u), — (u+e) <0.

Quanto appena visto e il sistema (2.7) dimostrano che @ é soluzione della equazione

(2.5). Pertanto possiamo concludere che @ ¢ I'unica soluzione di (2.5). O
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Proviamo ora il risultato pit importante, ovvero il Teorema relativo alla formula

per il valore di un gioco stocastico.

Dimostrazione del Teorema 3. Sia w I'unica soluzione dell’equazione (2.5). Fissia-
mo € > 0. Si ha quindi F* (w — ) > 0 poiché w — & < w. Segue che I\g > 0 tale
che vy(W§ (w—¢)) >0 Ve (0,)). Peril Lemma 2 la funzione z — v(W¥ (2))
& strettamente decrescente e per il Lemma 3 si ha che v(WF (vf)) = 0. Dunque
o8 > w—¢e VA€ (0,)\). Larbitrarieta di ¢ implica che liminfy_ o+ v} > w.
Invertendo i ruoli dei giocatori si ottiene in modo analogo che lim sup,_, o+ v < w.

Quindi i valori scontati rispetto a A convergono quando A tende a 0%, cioé esiste

lim v§ = w.
A—=0t

Possiamo concludere che w = v* poiché Mertens e Neyman in [2] e [3] hanno

dimostrato che

lim of = o*. 2.9
Tim of = (29)

]

Osservazione 16. Il Teorema 3 seque quindi dall’esistenza del valore v* e dalla

uguaglianza (2.9) dimostrata da Mertens e Neyman nel 1982 [3].






Appendice A

Teorema di estensione di

Kolmogorov

In questa appendice sono inseriti alcuni concetti di teoria della probabilita ne-
cessari per enunciare il Teorema di estensione di Kolmogorov presente alla fine

dell’appendice stessa. Si veda |7] per maggiori dettagli.

Dato un generico insieme I denotiamo R! := {z : I — R} I'insieme delle fun-
zioni da I in R. Interpretiamo R’ come il prodotto cartesiano di R con se stesso
|I| volte, anche se I non ¢ finito o numerabile. Dunque x € R’ puo essere vista
come una curva parametrizzata in R, dove I é l'insieme dei parametri. Diciamo
che R! ¢ lo spazio delle traiettorie da I in R. In questo caso z € R! & quindi
una traiettoria reale. Potrei considerare al posto di R anche R? o un qualunque
altro spazio metrico (M, d) separabile e completo. In tal caso M! ¢ lo spazio delle

traiettorie x : I — M.

Muniamo R’ di una struttura di spazio misurabile introducendo una
o-algebra che generalizza il concetto di o-algebra prodotto. Chiamiamo cilindro
un sottoinsieme di R’ di cui é fissato un numero finito di componenti.

Definizione 11. Siat € I, H € B, x; la t-esima componente di x, si dice cilindro

29
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unitdimensionale
Ciy(H):={zeR' |z, e H}.

Siano ty,...,t, € I distints, H,,... , H, € B, H= Hy X ---x H,, si dice cilindro

finito-dimensionale

-----

Indichiamo con C la famiglia dei cilindri e con B! = o (C) la 0-algebra generata
dat ctlindri.
Nel caso generale di uno spazio metrico (M, ) separabile e completo, By ¢

la o-algebra di Borel su (M,d) e B ¢ la o-algebra generata dai cilindri finito-

dimensionali

77777

dove t1,...,t, e le H=Hy x---xX H, con Hy,...,H, € Bs.

Abbiamo introdotto B! al fine di dare la seguente definizione.

Definizione 12. Un processo stocastico reale X = (X;)ic;r sullo spazio di

probabilita (), F, P) ¢ una variabile aleatoria a valori nello spazio delle traiettorie
(RE, BE):
X:Q+— RN

Se I ¢ finito o numerabile allora diciamo che X é un processo stocastico di-

screto.
Per ogni t € I, denotiamo X, la t-esima componente del processo stocastico X.

Osservazione 17. Il fatto che X sta una variabile aleatoria significa che vale la

condizione di misurabilita
(X € C) € F per ogni C € B. (A.1)
A sua volta, la condizione (A.1) equivale a

(X, € H) € F per ogni H € B, t € I.
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Diamo dunque la seguente definizione equivalente di processo stocastico reale.

Definizione 13. Un processo stocastico reale ¢ una famiglia indicizzata di

variabili aleatorie reali X = (Xy)ier-

Osserviamo che, per definizione, se fi;, . 4, sono le distribuzioni finito-dimensionali

di un processo stocastico X = (X;);es, allora si ha
[ty oty (H1 X oo X Hy) = P((Xy, € Hi) N -2 N (X, € Hy))

con ty,...,t, € I e Hy,...,H, € B. Di conseguenza valgono le seguenti pro-
prieta di consistenza: per ogni famiglia finita di indici ty,...,t, € I, per ogni

Hy,...,H, € B e per ogni v permutazione degli indici 1,...,n si ha

1) ,utl,...,tn (Hl X X Hn) = /J't,y“),..‘,t.y(n) (H'y(l) X X H’Y(TL))J
i) ity (Hy X X Hyog XR) = gy gy (Hy X X Hyy).

Quindi i) e ii) sono condizioni necessarie affinché le py, ;. siano distribuzioni

n

finito-dimensionali di un processo stocastico (X;) Il Teorema di estensione di

tel”
Kolmogorov mostra che sono anche condizioni sufficienti.

Osservazione 18. La prima proprieta di consistenza é rilevante soltanto nel caso

in cut I non ha un ordinamento particolare.

Teorema 4 (Teorema di estensione di Kolmogorov). Sia I un insieme. Supponia-
mo che per ogni famiglia finita di indici t1,...,t, € I sia data una distribuzione
Lty 1, SuR™ e siano soddisfatte le condizioni i) e ii). Allora esiste un’unica misura
di probabilita p su (R[,BI) tale che

1 (Cyoon (H)) = g, (H)
per ogni ty, ..., t, € I famiglia finita di indici e H = Hy; X --- x H, € B,,.

Questo teorema si generalizza al caso di uno spazio metrico separabile e com-
pleto (M 0).
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