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Introduzione

L’obiettivo di questa tesi & quello di presentare il Teorema di Rettificabi-

lita di De Giorgi per poi dare una condizione necessaria e sufficiente affinché
sussista una formula di Gauss-Green per insiemi di Borel E.
Tali risultati sono stati provati da Ennio De giorgi in due suoi celebri lavori
“Su una teoria generale della misura (r — 1)-dimensionale in uno spazio a
r dimensioni” [2] e “Nuovi teoremi relativi alle misure (r — 1)-dimensionali
in uno spazio a r dimensioni” [3], pubblicati nel 1954 e nel 1955. La nostra
trattazione seguira da vicino le impostazioni di Lawrence C. Evans e Ronald
F. Gariepy in ” Measure Theory and Fine Properties of Function” e di Enrico
Giusti in ” Minimal Surfaces and Functions of Bounded Variation”. Seguen-
do dunque questi autori introduciamo il concetto di funzioni BV (dall’inglese
Bounded Variation), funzioni le cui derivate prime deboli sono misure di Ra-
don, ovvero misure di Borel regolari finite sui compatti. Da cio discende la
nozione di insieme di perimetro finito £, ovvero un insieme la cui funzione
indicatrice xg € una funzione BV.

Nello specifico, nel primo capitolo vengono date le definizioni di funzioni
BV e insiemi di perimetro finito, nelle loro versioni globali e locali. Successi-
vamente vengono enunciati risultati di densita e di compattezza per lo spazio
delle funzioni BV e un teorema di semicontinuita inferiore della misura va-
riazione. Infine, verra enunciata una formula di Coarea per le funzioni BV e
le disuguaglianze isoperimetriche per gli insiemi di perimetro finito.

Nel secondo capitolo definiremo la frontiera ridotta di un insieme di pe-
rimetro localmente finito. Come conseguenza immediata di tale definizione
otterremo che la misura perimetro rispetto ad F, ||0F]|, ¢ concentrata sulla
frontiera ridotta. Dopo aver discusso alcune proprieta fondamentali della
frontiera ridotta, studieremo il blow-up di tale insieme. Infine vedremo come
il concetto di frontiera ridotta permettera di caratterizzare completamente la
misura perimetro di E: dimostreremo infatti che ”la frontiera ridotta e retti-
ficabile”, ovvero, a meno di un insieme trascurabile per la misura perimetro
|OE||, possiamo scrivere la frontiera ridotta come un’unione numerabile di
compatti contenuti in ipersuperfici di classe C''; e non meno importante che



la misura perimetro ¢ la misura di Hausdorff (n — 1)-dimensionale concen-
trata sulla frontiera ridotta. Concluderemo l’elaborato con la dimostrazione
di una formulazione generalizzata del Teorema di Guass-Green valido per gli
insiemi di perimetro localmente finito.



Capitolo 1

Funzioni BV e Insiemi di
Perimetro Finito

1.1 Definizioni e Teorema di Struttura

Per tutto questo capitolo U denotera un insieme aperto di R".

Definizione 1.1. Una funzione f € L'(U) ha variazione limitata in U se

sup{ [ fiivp ds | € Cha (R, I¢l <1} < oo
U
e indichiamo con BV (U) lo spazio delle funzioni che hanno variazione limi-
tata.

Definizione 1.2. Sia £ C R™ L£"misurabile. Diciamo che E ha perimetro
finito in U se xg € BV (U).

Diamo ora le versioni locali delle precedenti definizioni:

Definizione 1.3. Una funzione f € LXU) ha variazione localmente finita
in U se per ogni V CC U (ovvero V C V C U e V compatto)

sup {/ fdivep dx ‘ ¢ € Coomp(V,R™), o] < 1} < 400
U

e analogamente denotiamo questo spazio di funzioni con BV,.(U)

Definizione 1.4. Sia £ C R™ L"-misurabile. Diciamo che E ha perimetro
localmente finito in U se xg € BVio.(U).

Enunciamo ora un risultato che caratterizza questi spazi di funzioni:
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Teorema 1.5 (Teorema di Struttura per funzioni BVj,. ). Sia f € BVj,.
Allora esiste una misura di radon p su U e una funzione p-misurabile o :
U — R" tale che:

i) |o(z)]=1 p-quasi ovunque

i) [, fdivode=—[,p-0du Vee Cclomp(U, R™)

Osservazione 1.6. Se prendiamo ¢ = (¢, 0, ...,0) con ¢ € Z(U) spazio delle
funzioni test su U, otteniamo che

/fd—(pcm:—/gpaldu
U 5331 U

dove il termine di sinistra e la derivata della distribuzione f rispetto a x; ap-
plicata a ¢ (portando il segno meno a sinistra), mentre il termine a destra & la
distribuzione oy applicata a . Siccome pero |o(z)| = 1 e o & p-misurabile,
o1 € ancora una misura di Radon. In definitiva leggendo il teorema di strut-
tura in termini di distribuzioni otteniamo: “le derivate pariziali deboli di una
funzione BV sono misure di Radon”.

Dimostrazione. Definiamo il funzionale lineare

L:C. _(UR") =R

comp

con:

L(p) = —/deivap dx

per ¢ € CL (U,R"). Siccome f € BVio.(U), per definizione abbiamo che

comp
sUp{L(p)|¢ € Conp(V.R"), o] < 1} = C(V) < +00
per ogni V CC U. Inoltre

¥
Il e

ccl (UR"Y

comp

<l=

’ @
|| oo

= 1) <000 = L) < CW )l
el o

con ||¢]|pe < +o0. Pertanto il funzionale ¢ continuo. Rimane ora da dimo-

strare, che fissato un compatto K e un aperto V, con V CC U, possiamo

scegliere una successione (pp)ren € ¢ € CQ (U, K) con suppp C K ta-

le che ¢ — ¢ uniformemente in V. Possiamo prendere una successione

del genere perche possiamo sempre mollificare la ¢ € CO,,, C Ly, quindi
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pe x p € Cooyp €d essendo  a supporto compatto abbiamo che . — ¢
uniformemente in K.

Definiamo dunque
L(p) = lim L(e)

k— 400
questo limite esiste e non dipende dalla successione: sia infatti (¢)ren tale
che 1, — ¢ uniformemente in V. Allora:

<

/U(fdivgpk — fdivily) dx

/ fldivpg — divipg| dx| =
U

< CWV)lloe = Yrllz <

_ ' [ Ao = 00l do
unif. in K

< CV)(ller = ell) + ([l = ll) =" 0
Abbiamo quindi che L si estende in modo unico al funzionale lineare
L(p) : Cpmp(U,R™) = R
e vale che:
sup { ()¢ € Cllu(URY), o] < 1 e supy € K | < 00
Sotto queste ipotesi vale percio il teorema di rappresentazione di Riesz che
conclude la prova. O]

Introduciamo ora alcune notazioni che derivano dal teorema di struttura.

1. Se f € BWo(U), scriviamo ||Df|| al posto di p e conseguentemente

[Df] = ||Df||Lo, dove o & la densita rispetto alla misura p. Per-
tanto, riscrivendo il teorema di struttura abbiamo che per ogni ¢ €
CYclomp (U7 Rn) )

[ saive do == [ o-adipfi == [ o-app

2. Se f = xg, scriviamo ||[OE|| per u e vy := —o, quindi il teorema puo
essere riscritto nel seguente modo:

Y € Coomp(U, R”),[Ediw dx = /Uso -vg d||OE]||

Questa scrittura ricorda il teorema della divergenza e in effetti si ri-
conduce a questo nel caso in cui l'insieme F sia regolare, ovvero F con
frontiera C* e H" ' (OE N K) < oo per ogni K C U compatto. Si di-
mostra infatti che [|OE|(U) = H" ' (OE NU) e pertanto, per U = R™,
si ha che ||OE||(R") = H"}(OF).
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3. Se f € BVjoe(U), essendo o una funzione vettoriale (o1, ..., 0,,), scrivia-

mo

p'=|Df||Lo*
Applicando ora il teorema di decomposizione di Lebesgue, si ha che per
ognit € 1,..,n,

= e
con pi, << L™ e ullL". Inoltre, per il teorema di Radon-Nykodym,
ph. = L"Lf;, con f; € Li . e scriviamo:

of _

8xi ‘_fz
(o of
o= (3L . 30)

[D flac := (:u(lzcv ces Hge) = L"LD f
[Df]s = (g -oos 17)
da cui [Df] = L"LDf + [Df]s.

4. Se f € WL (U) e per ogni V CC U,p € Clomp (V. R™) con o] < 1,
abbiamo che:

/fdivgodx:—/Df-gode/\Df\d:c<+oo
U U v

dove si e sfruttata la definizione di derivata debole e infine che tale
derivata sia in Li. (U).

Otteniamo dunque che W\ (1) € BVioe(U) e in questo caso || D f|| = £L* L|Df|.

loc

In generale vale che W\ (U) € BVioe(U) e inoltre che se f € BVioe(U), allora

loc

fewtP(U)e fe L (U), [Df]ls=0e Df € LE (U), quindi la differenza

loc loc
tra le funizoni di Sobolev e le funzioni BV sta solo nella parte singolare di

[Df].

Definizione 1.7. Chiameremo ||Df|| la misura variazione di f e ||OF| la
misura perimetro di E.

D) = sup{ [ g dr | o€ Cly (R, Jol <1 }
U

|OBI|(U) = sup { [ dive de € by (0B, [l <1 }
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Inoltre,
BV(U) = {ue L'(U) | IDfI(U) < +oo}

e definiamo una norma su questo spazio:
I lBvw) = llullLrw) + IDFIIU)
Osservazione 1.8. (BV(U), || f||sv()) € uno spazio di Banach

Proposizione 1.9. Sia E C R” limitato. Se dF ¢ di classe C? allora la
misura perimetro coincide con la misura (n — 1)-dimensionale di Hausdorff
concentrata sulla frontiera topologica, ovvero

|0E||(U) = H" 1 (OENTU)

Dimostrazione. La prima disuguaglianza vale in generale, anche senza dare
ipotesi sulla regolarita della frontiera, infatti, presa ¢ € CL  (U;R")

comp
dive dx = / ¢ -vp dH" !
/E - —~ O
eorema della Divergenza
< [ lelel et = [ ol el due
OF BEHU\</1" \_/1-/

<H"YOENU)

(U;rny Otteniamo
omp 3
lpl<1

loE|(U) < H"H(0ENTU)

e passando al sup 1
c

Dimostriamo ora l'altra disuguaglianza. Siccome OF ¢ di classe C?, la fun-
zione x — vp(z) & di classe C' con |vg(z)| = 1. Sia ora ¢ € O, (U),
tale che v = 1 in U’ con U’ C U, allora, prendendo ¢ := g, otteniamo
¢ € Clopp(U; R™) e anche |p] < 1. Allora, sfruttando nuovamente il Teorema
della Divergenza

/diw de = / 0 -vg dH" ! = Vg -vg dHY = Y dH™
E OF OF OF

Scegliamo ora U’ = U in modo da ottenere una successione di aperti che
invade U, ovvero U;:o? Ur = U, e prendiamo Vk, = 1 su Uy. Per costruzione

Y, — Xu, quindi
k—oo

1OE||(U) z/ Uy dH —— [ xp dH"h = H"HOENT)
o))

Cio conclude la prova. ]
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1.2 Approssimazione con funzioni C'*°

Teorema 1.10 (Semicontinuita Inferiore della Misura Variazione). Sia (fi)ren
e fk — f in LI(U)
k—o00
Allora
IDAIW) < lim inf D £l (V)

Dimostrazione. Sia ¢ € CL,. (U,R"™) con |p| <1 allora

comp

/ fdivp dx —/ frdive dx
U U

< qO/U = fil do = Cll i — £,

quindi abbiamo ottenuto

/fdz'w dr = lim / fedivy dx
U k—oo Ji;

D’altra parte per definizione si ha

< [ 18 = il ldivgl da
U

toc(U) k—o00 0

| didive ds < 1D5I)

U

Allora
lim / frdive dx = lim inf/ frdive dz < liminf || D fi||(U)
k—oo Jir k—o0 U k—o0

abbiamo preso il limin f poiché a priori non sappiamo se esiste il limite della
misura variazione.

Andiamo ora a fare il sup sulle y, che compaiono solo a sinistra della disu-
guaglianza, e otteniamo

IDAN0) = sup [ fivg do < timint |Df(0)
PEC pmp(URM) JU ko0
lel<1

Diamo ora un importante risultato di densita.

Teorema 1.11 (Anzellotti-Giaquinta). Sia f € BV (U)
allora 3(fx)reny C BV(U) N C>(U) tale che

12



loc

i fi——= [ inlj,(U)
i. [|Dfll(U) —= [IDfI(U)

Osservazione 1.12. Vediamo ora come questo risultato sia il massimo che
possiamo ottenere in termini di densita, € infatti falso che lo spazio BV (U)N
C>(U) ¢ denso in BV (U).
Sia f € BV(U), supponiamo per assurdo che 3(fi)ren C BV (U) N C>®(U)
tale che

fi—f i BV()

Prendiamo ora U' CC U tale che f;, € Wh'(U) Yk € N. Un tale insieme
esiste poiché se fr € BV (U) = f, € L*(U) e inoltre, essendo le derivate di
fr continue su un compatto, tali derivate sono anche limitate

O fr
@xi

/ Ok dr < L™"(U') max
U/

T; U’

dunque

= fallwiaey < IDG = I < ID( = fIO)

monotonia

< _
< ka thBV(U) m

ovvero ( fi)ren € di Cauchy in Wh(U"), quindi f3 Wk—(U)> g, allora 3(f, )j-n
—00

sottosuccessione tale che fy, —— ¢ quasi dappertutto in U’, ma d’altra parte
Jj—00

BV (U . Ly’ . .
fr LGN f, e di conseguenza fj Lo, f, quindi vale anche f,. —— f quasi
k—o00 k—o0 7 jooo

dappertutto in U’; allora per unicita del limite
f=¢g inU
Possiamo sempre scegliere come U’ una successione di insiemi che invade U,
allora possiamo concludere
f=¢g inU
quindi, siccome g € WH(U), vale anche f € Wh1(U’). Ne concludiamo che
BV(U)Cc WHY(U') VYU ccU
e cio e assurdo poiché se in R considerariamo la funzione di Heaviside

H(z) 1 sexz>0
T) =
0 sex <0
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otteniamo che H ¢ W1(R), ma la sua derivata distribuzionale ¢ la delta di
Dirac centrata in 0, che ¢ una misura di Radon, allora H € BV (R).

Diamo ora la dimostrazione del Teorema.

Dimostrazione. Fissato € > 0 e dato m € Z, definiamo gli insiemi

Uy :={x €U | dist(z,0U) >

k}ﬂB(O,k+m) Ym e N

abbiamo che gli U, sono limitati, e scegliamo m abbastanza grande affinché
IDf(UNUY)| <e (1.1)

Sia Uy := 0 e definiamo Vj, := Uy ~ Up_1
Consideriamo ora una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento {V} }ren,
sia dunque ((x)ren tale che

o (, €C

comp (

>  G=1suU

Moltiplichiamo ora per f e andiamo a mollificare f(; in modo da poter som-
mare tra loro le funzioni ottenute essendo definite su tutto R™.

In particolare abbiamo che supp(n., * (f(x)) C Vi e siccome f(, fD(, €
L' (U) per le proprieta dei mollificatori

/U ey (FG) — Gl dr < =

/ e, * (fDC) — fDG| doe < — 2k
U

Definiamo dunque

Z nsk ka

Osserviamo che per come abblamo deﬁnlto i Vi vale che Vo € U 3V intorno
di x tale che f.(x) ¢ somma di un numero finito di termini (x).

Inoltre f. € C*°(U) essendo somma di un numero finito di funzioni C*°(U),
tuttavia non possiamo dire nulla sul supporto, poiché il supporto ¢ unione
numerabile di compatti che a priori non ¢ compatto. E ancora, poiché f =

220:1 f<k7 si ha
dz :/
U

[e.e]

D (e * (FG) = FGr)

k=1

If = fellow) = *(fC) —

14



< [ S (06 = 16l do =3 [ (760 - ol do < Y o =
k=1"U k=1

U k=1
possiamo portare la sommatoria fuori dall’integrale poiché possiamo applica-
re il Teorema di Beppo Levi in quanto la successione delle somme parziali e
monotona crescente e abbiamo convergenza puntuale in un intorno del punto
X poiché otteniamo una somma finita per (x)
Allora f. — fin LY(U) e applicando il Teorema 1.10 si ottiene che

IDAIU) < limint | DL (V) (12)

Sia ora p € C1 (U R") e |p| <1, allora

comp

/U fativg dr =3 /U ey * (fC)divg di

00
k=1

Z/U(ka)(ng x divp) dx

M8

/ (FC)div(n, * ) da

U

e
Il

1

- ; /U fdivp(Cr(ne,, * ) dx — ; /U JDC - (e, * ) do

dove nella seconda uguaglianza sfruttiamo il seguente fatto (%)

/U(na*f)gde/U(/nna(:v—y)f(y) dy) g(x) dv =

applicando ora il Teorema di Fubini e utilizzando n.(z —y) = n.(y — x), si ha

-/ ( [ 100 dx) r = [ ( [ ety —9t0) d:c) 1) dy

nell’ultimo passaggio abbiamo potuto scambiare i domini di integrazione per
come sono costituiti i supporti delle funzioni.
Consideriamo ora

f < DG, (ne, * ) > da
>[4 =

allora, per analogo motivo di (xx) ,
Z/f<DCk,(nsk*so) > dw:Z/f< (Me, * DCi), o > dx
k=1"U k=1"U
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o0

/U < (o, % fDC) — fDCovp > du

k=1

poiché Y7 (=1 = D(>;2, () =0, inoltre possiamo portare il segno
di derivata sotto il segno di sommatoria poiché in ogni intorno di un punto
x la sommatoria e finita, quindi la derivata della somma e la somma delle
derivate

= > ey DG, =0 e anche > 7, fU < fD(, 0> dx =0

In definitiva otteniamo:
| gdivgds =3 [ fdivoGutn ) o= [ < (1xfDG)-1DG o > da
U =1"U k=1"U

=1+ 1

andiamo dunque a stimare queste due quantita

|| < +

/U fdivp(Gi(ne, * @) dv

kZQ /U fdivp(Gr(ne, * ¢)) dv

< IDSIU) + D IDFI(VR)
k=2

< [[DFI[U) +3[[DfIIU ~ Uh)
< [[DfIU) + 3¢
otteniamo la prima disuguaglianza da (;(n., * ) € CL (U,R") e |(1(n., *

comp

¢)| <1, la seconda dalla definizione dei Vj e dal fatto che ogni punto di U
appartiene al massimo a 3 insiemi Vj e infine la terza dalla (1.1).

[Io| =

< (e, * fDC) — fDCyp > d

;/U . .

< | (N2, * fDCe) — fDCk| || da
;/U . .

o (o) 8
<3 [ 10 £DG) - 1DG) da < 3 o ==
k=1"U k=1
quindi

/ fedive dx < ||Df||(U) + 4e
U
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questa disuguaglianza vale per ogni ¢ € Ciomp(U ,R™), quindi vale anche per
il supgect (grny con |p < 1 allora

comp
lp|<1

IDfAU) < IDFII(U) + 42
In definitiva, ricordando la (1.2), si ha

IDFIU) < limint [ DF() < [ DLIU) < lmsup [ D) < [IDF0)-+4e

mandando € — 0 concludiamo la prova. O

1.3 Compattezza

Definizione 1.13 (Frontiera Lipschitziana). Sia U C R", diciamo che OU &
Lipschitz se Vo € OU 3r > 0 e una mappa lipschitziana v : R"™! — R tale
che (a meno di rotazioni e traslazioni) si ha

UNB(z,r)={y | Y1, s Yn-1) < yu} N B(z,7)

dove
B(x,r) ={y | lyi—zi| <ri=1,..n}

in altri temini possiamo dire che OU ¢ localmente (a meno di rotazioni e
traslazioni) il grafico di una funzione lipschitziana.

Teorema 1.14. Sia U C R" aperto e limitato con OU Lipshitz. Sia (fi)ken
una successione in BV (U) tale che

sup | fill pv () < o0
keN

allora esiste una sottosuccessione (fi,)jen € una funzione f € BV(U) tale
che
fr, — [ in L'(U) (1.3)
j—o00

Osservazione 1.15. Possiamo considerare questo Teorema come un risul-
tato di compattezza, in quanto una successione limitata in BV (U) ammette
una sottosuccessione convergente in L'(U).

Dimostrazione. Yk scegliamo g € C*°(U) tale che

1
/lfk_gk| dlE<E
%) v

(
Sup/ |Dgy| dx < oo
U
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Abbiamo che tali funzioni esistono per il Teorema di Anzellotti-Giaquinta, e
quello che facciamo ¢ dunque approssimare ciascun fj con una successione

(g1)ien C BV(U) N C>=(U) tale che

LY(U)

g — [x
l—o00

|Dgll(U) — |IDSI()

quindi le condizioni (%) derivano
1

dalla definizione di limie per ¢ =

1
[ 1= do ==l <
U

e, sapendo che ||Dg||(U) P |Dfell(U) e [, |Dgi| dz < ||Dg|(U), dal
fatto che

[ 1Dal dz < IDANO) < Ifillave < sup vy < oo
U

che & finito per ipotesi = supy, [, [Dgi| dz < oo
Ricapitolando abbiamo (g;)ien C L'(U) e supy, [, |Dgk| dz < oo
= (g1)ien € WH(U) ed essedo U limitato con frontiera QU Lipschitz pos-

siamo applicare un’Osservazione successiva al Teorema di compattezza negli
spazi WHP(U) ( Osservazione A.11 ), allora (g, )jen € f € L' (U) tale che

g, — f in LY(U) con 1 < g <17
J—00

per definizione si ha che 1* = 2= > 1 = siccome f € L' (U) e U ¢ limitato
si ha anche che f € L'(U) quindi per ¢ = 1

g, — f € LYU) in LY(U)
j—o0
allora

[t =ntde< [ 15—yl do [ 1oy - 11 do
U U U
1 1

<o lg;, — [ dfczl—+\|glj—f!\L1(U) — 0
J U J Jroo

poiché vale (k) ed essendo (I;)jen, per definizione di sottosuccessione, una
successione monotona. Allora abbiamo trovato una sottosuccessione (fx;));en
di (fx)ren tale che
Jo, —= [ in LY(U)
J—00
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1

Le(U) , allora per il Teorema di

ma alllora abbiamo convergenza anche in L
semicontinuita inferiore si ha

IDAIU) < liminf || £,]|(T)

quindi f € BV (U), cio conclude la prova. ]

1.4 Disuguaglianze Isoperimetriche

Diamo ora un risultato che lega la misura variazione di f con la misura
perimetro dei suoi insiemi di livello. Siano f: U — R, con ¢ € R definiamo

E,={zcU]| f(zx)>t}

inoltre ¢ facile verificare che per f € BV(U) la mappa t — ||0E:||(U) ¢
L'-misurabile.

Teorema 1.16 (Formula di Coarea per funzioni BV). Sia f € BV (U) allora
i. B, ha perimetro finito per £!-quasi ogni t € R
ii. [|DfIU) = [T 10EN() dt

Viceversa se f € L'(U) e fj;o |OE||(U) dt < oo
allora f € BV(U)

Vogliamo ora enunciare alcune fondamentali disuguaglianze che legano la
misura n-dimensionale di Lebesgue L™ alla misura perimetro, queste disu-
guaglianze vengono chiamate Disuguaglianze Perimetriche e discendono dai
seguenti risultati.

Teorema 1.17 (Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev per funzioni
BV). Esiste una costante C tale che

vf € BV(R") < GilDSIRY)

(T

Teorema 1.18 (Disuguaglianza di Poincaré per funzioni BV). Esiste una
costante Cy tale che
VB(z,r) CR" e Vf € BV,(R")
1F = (Farll i sy < Coll DA (B 1)
con (f)er = fmf dy  media di f sulla palla B(z, )
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Teorema 1.19. Sia F C R” insieme limitato e di perimetro finito
allora

i. LYE)'w < C1|0E||(R™)
ii. V palla B(z,r) CR"
min{£"(B(z,r) N E), L"(B(z,r) ~ E}'"% < 2C5||0E||(B(x, 7))

Osservazione 1.20. Le costanti C} e Cy che compaiono in questo Teorema
derivano dai Teoremi 5 e 6 che a loro volta derivano dai Teoremi di Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev e Poincaré per funzioni W7,

Inoltre, nel caso (i), si dimostra anche il viceversa ovvero che la Disuguaglian-
za Isoperimetrica implica la Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
nel caso p = 1.
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Capitolo 2

Teorema di Rettificabilita di De
Giorgi

2.1 Frontira Ridotta

Definizione 2.1. (Supporto di una misura) Sia (X, ) uno spazio misurabile,
definiamo il supporto di p come

supp p = {z € X | YU intorno di x p(U) > 0}

Notazione 2.2. Definiamo inoltre la differenza simmetrica tra due insiemi
AeB
AAB := (AN B)N (BN A)

Proposizione 2.3. Il supporto della misura di Radon ||0E|| € un sottoinsie-
me della frontiera topologica di E, ovvero

suppl|OF]| ={x € R" | 0 < LY(EN B(z,7)) < wpr™ ¥r >0} COFE

dove w, = L"(B(0,1)).
Inoltre esiste F insieme di Borel tale che

L'EAF)=0 e supp|l|0F| =0F

Ricordiamo che se E ¢ un insieme di perimetro finito e L*(FAF) =0,
allora anche F e di perimetro finito.

Dimostrazione. Sia x € R tale che Vr >0 L"(E N B(x,r)) = 0, allora

0= / dive de = / - vy d||OE||
ENB(z,r) B(z,r)
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Siccome ¢ € arbitraria cio vale anche per il SUPgect, (B(a.r)Rn)) allora
lp|<1

1OE[|(B(z,7)) =0

Analogamente sia x € R” tale che Vr > 0 L"(E N B(x,r)) = w,r™ =
L B(z,r)) = B(z,7) C E,

dunque
/ divp dr = / divp dx =
ENB(z,r) B(z,r)

= o -vdH" ' =0
~ 8B(z,r)

Teorema della Divergenza

essendo p a supporto compatto in B(x,r).
Passando nuovamente al sup,ect1 (g, ) ey Otteniamo

comp
lp|<1

1OE[|(B(z,7)) =0

D’altra parte se x ¢ supp||0E| = ||0FE||(B(z,r)) = 0 per qualche r > 0,

allora
0= / p d||OFE| = /dz’vgpdm = / Xe dive dz
n E n

Vo e CL . (B(z,r); R")

comp
Allora Jc € R tale che xg = ¢ quasi ovunque su B(z,7), ne segue che

necessariamente ¢ € {0,1} = L"(E N B(z,r)) € {0,w,r"}.

Dimostriamo ora la seconda parte dell’enunciato:

a meno di modifiche di misura nulla possiamo considerare E un insieme di
Borel. Andiamo ora a costruire 'insieme di Borel F tale che

L'(EAF) =0

OF ={z eR" | 0< LY(ENB(z,1)) < wpr™ ¥r >0}
Definiamo dunque due aperti disgiunti:
A :={z € R" | Ir > 0 tale che L"(E N B(z,r)) =0}

Ay :={z € R" | Ir > 0 tale che L"(EN B(x,r)) = w,r"}

possiamo dunque considerare la successione {zy}ren C Ao tale che Ay C
Uken B(@k, 1) con 1y, > 0 e L™(E N B(wy, 1)) = 0, dunque per subadditivita
si ha che L"(ENAj) = 0. Procedendo analogamente anche per A; si ottiene
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che L"(A; N E) = 0.
Poniamo dunque

F:=(AUE)\ A
per costruzione F ¢ un insieme di Borel e vale che
LYMFNE)<L'ANE)=0, LYNENF)<L'ENA)
Dunque L*"(EAF) = 0.
Abbiamo inoltre che
R™ N\ (Ag U Ay) = suppdE = suppdF C OF

e allo stesso tempo

(9F C R" AN (A() UAl)
dunque per costruzione

Ay Cint(F) e FCR"N A
O

Da qui in poi, quando non diversemente specificato, prendiamo E inisieme
di perimetro localmente finito in R™ .

Definizione 2.4. (Frontiera Ridotta) La frontiera ridotta di E, che indichia-
mo con J*F; ¢ il piu piccolo insieme di x € R™ che soddisfano le seguenti
proprieta:

L. ||OE||(B(z,r)) >0 ¥r>0
2. lim,_,, fB(x,r) vg d||OE| = vg(x)

3. lvp(x)] =1
Da cio risulta definita anche vg, che possiamo pensare anche come una
funzione di Borel vg : *E — S™1L.
Chiamiamo vg normale unitaria esterna ad E nel senso della teoria
della misura.

Dalla definizione seguono immediatamente le seguenti osservazioni:

Osservazione 2.5. Per il Teorema di differenziazione di Lebesgue-Besicovitch
abbiamo che il limite in (2) esiste ||0F|| — quasi ovunque ed essendo |vg| =
1 ||0F]| — quasi ovunque si ottiene che

|OE||(R" ~ 8*E) = 0

ovvero la misura perimetro |[0F|| & concentrata sulla frontiera ridotta 0*F.
Possiamo dunque riscrivere il Teorema di Struttura nel seguente modo:

[divode= [ v |0B] Vi€ CLy, (R RY
E o*E
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Osservazione 2.6. Ricordando che se E C R"” e un aperto con frontiera
di classe C! allora ||0E||(U) = H" (U N OE) e sfruttando l'osservazione
precedente, otteniamo:

se E C R"™ & un aperto con frontiera C! = 0*F = 0F

e in questo caso vg coincide con 1'usuale normale esterna ad E.

Osservazione 2.7. Per definizione di frontiera ridotta si ha 0* E C supp||0E||,
allora per la Proposizione precedente vale anche 0*FE C JFE. Inoltre |[|[0F|| ¢

concentrata su 0*F quindi anche su 0*F.

Per definizione di supporto si ha supp||0E| C 9*E, quindi unendo le due

inclusioni 0*E = suppl||0E)||.

Inoltre, modificando E con un insieme di misura nulla, si ha supp||0E|| = OE.

Allora unendo tutti questi risultati otteniamo:

O*FE =0F
a meno di modifiche di insiemi di misura nulla.

Esempio 2.8. Sia £ C R? un quadrato nel piano con i lati paralleli agli assi
cartesiani.
Abbiamo che il limite vg(z) esiste Vo € OF, ma

|vg(z)] =1 <= x non ¢ un vertice del quadrato

infatti se « & un vertice si ha |vg(z)| = [9432] < 1.
Allora si ottiene

0"FE = OF ~ {vertici del quadrato}

Lemma 2.9. Sia ¢ € C} (R™;R"). Allora Vz € R"

comp

/ divp dy = / v -vg d|OE| + / o-vdH"!
ENB(z,r) B(z,r) ENOB(x,r)

per £ — quasi ogni r > 0
dove v indica la normale esterna a 0B(z, ) in senso classico.

Prima di dare la dimostrazione osserviamo il seguente fatto.

Osservazione 2.10. In questa formulazione il teorema e molto simile al
Teorema della Divergenza (enunciato nel caso di un aperto €2 con frontiera
Lipschitz), con una differenza: intuitivamente la frontiera dell’insieme F N
B(z,r) ¢ vista come 'unione di 0B(z,r)NE e di 0EN B(xz,r) in cui definite
le rispettive normali v e vg.
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Dimostrazione. Sia h : R" — R con h € C*°(R") e consideriamo [, div(hy) dy,
possiamo applicare la regola di Leibniz all’integrando, essendo hp ancora una

funzione C,,,,(R™ R™), e ottenere

/div(hgo) dy = /hdz’mp dy + /Vh‘gpdy
E E E

Inoltre sfruttando il Teorema di struttura possiamo sostituire il primo ter-
mine

/hgp-uE d||OE|| = /hdz’vgp dy + /Vh-gpdy (2.1)
E B E

Definiamo ora la funzione

1 se0<s<r
r—s+e

ge(s) i=¢ ——— ser<s<r+e
€

0 ses>r-+e
e consideriamo
he = 96(’3/ - x’)

osserviamo innanzitutto che

0 se0<s<r os>r+e¢

gi(s) =4 1
—— ser<s<r+e
€

quindi
0 sely—z|<r oly—x|>r+e
Vh. = ly—=x
————— ser<|ly—z|<r+e
ely — x|

Possiamo prendere h = h. in (2.1) poiché h. ¢ una funzione Lipschitz e la
formula di Leibinz vale anche per tali funzioni, quindi si ha

/ hep - vg d||OE| = / he divp dy + / Vh, ¢ dy
R E E

1 _
:/hgdivgody——/go-y xdy
E €JE ly — |
1 _
:/hediwdy__/ o VT gy 22
E € En{yeR"|r<|y—z|<r+e} ’y_'r’

Sfruttando la formula di Coarea per le palle, si ha

y—=T y—=T

/ @'———-Z(/ - dy
En{yeR"|r<|y—z|<r+e} ly — | EN(B(x,r+¢)~B(x,r)) ly — x|
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1 r+e -
:—/ (/ gp-yd";‘-l”1> dsi%/ - v dH"!
€Jr ENOB(x,s) ENOB(x,r)

Inoltre sapendo che

ceso |1 se0<|y—x|<r
he(y) —
0 sely—z|>r
ovvero
e—0

ha (y) — XB(z,r)

dunque, mandando € — 0 in (2.1), si ha che il limite passa sotto il segno di

integrale:

/ XB(zr)¢ - VE d||OE] = / XB(z,r) dive dy + / - v dH"!
E E ENdB(x,r)

per L£'—quasi ogni 7 > 0.
Cio conclude la prova.

]

Lemma 2.11. Esistono delle costanti positive Aq,. . . , A5 dipendenti solo

da n (con n dimensione dello spazio ambiente) tali che

Vo € O°F

1.

lim inf £(B(z,r) N E)

r—0 rn

> A, >0
i L (B E
lim inf ( (x,?“) > )

m i1 s > Ay, >0

iii.

lim inf ||8E||(B§x,r)) > A; >0
r—0 rn—
s OF|(B
iy I2EIBET)
r—0 e
V.

19BN B(z.r)|[R") _

,rn—l —

lim sup
r—0

Osservazione 2.12. Prendendo ad esempio la (i) e la (ii), il Lemma ci dice
che le misure dei punti di £ che stanno all'interno della palla e dei punti
di F che stanno fuori dalla palla sono tutte dell’ordine di ", che ¢ 'ordine
di grandezza di L"(B(z,r)) = w,r™. Vediamo esplicitamente, attraverso un

esempio, come cio possa accadere solo se consideriamo i punti della frontiera

ridotta.
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Esempio 2.13. Sia F := {(z,y) € R? | y > |z|*}, con 0 < a < 1. Si ha
dunque OF = {(z,y) € R? | y = |z|*} e 0*F = OFE ~. {(0,0)}.

Consideriamo per r > 0 sufficentemente piccolo la palla centrata nell’origine
B((0,0),r) e il quadrato circoscritto Q di lato 2r, allora

2
1l -«

11—«

r

L"(B((0,0),r) N E) < L"(B((0,0),r)NQ) =

quindi £"(B((0,0),7) N E) ha un ordine di grandezza minore rispetto a r2.
Diamo ora la dimostrazione del Lemma.

Dimostrazione. 1. Consideriamo il risultato del Lemma precedente, pas-
sando al Sup,ec1  (rgny € sfruttando ¢ - v < [p|[v| <1 otteniamo:

comp
[el<1

l0(£ N B(z,)II(R") < |0E|(B(z,r)) + H"'(ENIB(x,r)) (2.3)

Prendiamo inoltre ¢ € C, = (R™; R™) tale che

comp
¢ =vg(x) su B(x,r)

cioe ¢ assume il valore vg(z) in modo costante sulla palla. Possiamo
costruire tale ¢ approssimando vg (che a priori & solo L*) in modo che
sia L}, ed estendendo con 0 tale funzione fuori da un opportuno aperto
di B(z,r) . In questo modo abbiamo una funzione C7,,, (R";R") che

¢ costante sulla palla = div(vg) =0 su EN B(z, 1)
Sostituendo dunque nel Lemma precedente si ha:

/ Vg - Vg d||8E|| = —/ Vg -V dHn_l
B(;p,r) Eﬂ@B(w,r)
Sia ora x € 0*FE, allora per definizione
1
lim v - / v dJOE|| = ()2 = 1
r—0 ||8EH(B($,7‘)) B(z,r)

Facciamo ora comparire i moduli

/ Vg - Vg d”aEH‘ = / Vg -V d%nil
B(z,r) ENdB(z,r)

e sfruttiamo le disuguaglianza di Cauchy-Schwarz %ll/E|2 <vg-vg <

|VE|2
/ Ve Vs dHaEH‘
B(z,r)

1
5 dior) <
B(z,r)
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g/ vl | dH*' = HNENOB(e, )
Eﬁ@B(x,T)YY

Allora per £!—quasi ogni r > 0 sufficientemente piccolo, cioe 0 < r <
ro = ro(z) abbiamo

%H@EH(B(x,r)) < WY (EN OBz, 1)) (2.4)
e sostituendo in (2.3) si ha
10(E N B(z,r))||(R") < 3H" Y(ENOB(z,7)) (2.5)
per quasi ogni r € (0, 7). Definiamo ora
o(r) = L"(B(z,r) N E)

e applicando nuovamente la formula di Coarea per le palle si ha
g(r) = / H" 1 (OB(x,r) N E) ds
0

inoltre, essendo g assolutamente continua ¢'(r) = H" 1 (0B(z,r) N E)
per quasio ogni r > 0. Sfruttiamo ora la Disuguaglianza Isoperimetrica
e la (2.5)

g(r)'=% = LYB(z,r)NE)'"" < C|d(B(x,r) N E)||(R")
< C3H" Y (0B(z,r)NE) = Cig'(r)

per quasi ogni r € (0,7¢), dove le costanti sono state tutte assorbite in

Ch.

Dunque
1 1 1 4 1\’
= < g g0) = n(g0)7)
1
Allora integrando da entrambe le parti la disuguaglianza diventa:
1 r
[ —
() = &
quindi
") > o
r
M=
OVVero
L"(B(z,r)NE) 1
rm (Cin)™

e cio prova la (i).

28



. VpeCl —(R"R") siha

comp

/divgo dr + / divp dr = / divp dx =0
E R7\E n

/divcp dr = —/ divy dx
E R\ E

prendendo ora il Sup,ec1 ey Si Ottiene
comp\*~»

lel<1

1B = [[oR" ~ E)|

allora

inoltre, dal teorema di struttura,

/ v vy d||OE| = /divgp dx
n E

:—/ divp dz = —/ o vanws dJ|OR" ~ B)|
R\ FE n

quindi Vg = —UVRn E-
Sostituendo —vgn. g a vg € R” 0 E in luogo di F nel punto precedente
si ottiene (ii).

. Consideriamo la Disuguaglianza Isoperimetrica Relativa e dividiamo
entrambi i menbri per "1

10E[I(B(x,7))

rn-

Y

> ¢ mm{/:”(B(a:,r) NE) £YB(x,r) ~ E)}l—i

rr rm
utilizzando i risultati (i) e (ii) otteniamo direttamente (iii).
. Dalla (2.4) si ha
|0E||(B(x,7)) < 2H" Y (ENdB(z,7)) < 2H" 1 (0B(x,7))
2 nw,r™t = ot
da cui si ottiene la (iv).
. Analogamente dalla (2.3) si ha
lo(E N Bz, n)[(R") < |0E(|(B(z,r)) + H"H(ENIB(x,r))
<Crt 4+ Ot = Oy !

da cui si ottiene la (v).
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2.2 Blow-up

Definiamo ora alcuni spazi.
Definizione 2.14. Sia x € 0*F fissato. Sia l'iperpiano
H(z) :={y e R" | vp(z) - (y — x) = 0}

possiamo pensare ad H(z) come una sorta di piano tangente ad E in x e, in
effetti, se la frontietra di E ¢ abbastanza regolare (ad esempio di classe C'1)
queste due nozioni coincidono.

Siano inoltre i semispazi

H*(z) :={y e R" | vg(z) - (y — ) > 0}

H™(x) :={y € R" | vp(x) - (y — x) < 0}

Il nostro obiettivo sara ora quello di studiare le proprieta locali della
frontiera ridotta e lo faremo andando ad analizzare il Blow-up

E.={yeR"|r(y—z)+x € FE}

conr € O*E e r > 0 fissati. Sia ora

Osserviamo che vale
ye ENB(z,r) < g.(y) € E.NB(x,1)

infattisey € ENB(z,7) = |ly—z|<r = |EE+r -z <1

= g-(y) = 2+ 2 € B(x,1)

Inoltre r(g,(y) —») +tz=r(**+r—-2)+r=y € FE

= Gr (y) € Er

e analogamente si dimostra ’altra implicazione.

Il seguente Teorema afferma che il blow-up di un punto x della frontiera
ridotta converge localmente al semipiano negativo individuato da vg(z), ov-

vero per 7 > 0 sufficientemente piccolo EN B(x,r) approssima la mezza palla
H=(z)N B(x,r).

Teorema 2.15. (Blow-up) Sia x € 90*F, allora
XE, = Xm0 L (R")
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Osservazione 2.16. Questo Teorema non vale per i punti che appartengo-
no alla frontiera topologica ma non alla frontiera ridotta, ovvero il limite
potrebbe esistere ma non c¢’e¢ convergenza al semispazio negativo.

Se escludiamo i punti appartenenti a EM, E®) 9*E, con EW, EO© i pun-
ti con densita 1 e O rispettivamente, ovvero tali che £"(EAEW) = 0 e
L((R™ ~ EYAE®) = 0, il comportamento del blow-up E, pud essere arbi-
trariamente complesso. Ad esempio € possibile costruire un insieme di peri-
metro finito E tale che VF insieme di perimetro finito esiste una successione
rn 222 0F, tale che XE., o vp in L (R™)

loc

Dimostrazione. Senza perdita di generalita possiamo suppore che z = 0 e
ve(0) =¢e, = (0, ...,0,1) e di conseguenza

H(0)={y € R" | y, =0}
H(0) ={y € R" | y, > 0}

H(0) = {y € R" | yn <0}

Lo schema della prova sara quello di dimostrare dapprima che FE, tende ad
un semispazio e poi mostrare che tale semispazio € proprio H~(0)

. k—o0 . N .
Dunque presa una successione 1, —— 0 ci bastera mostrare che esiste una
sottosuccessione (s;)jen C (7%)ken tale che

r—0 . n
XESj L> XH-(z) 11 Llloc(]R )
Sia ora fissato L > 0 e definiamo

D, := E, N B(0, L)

=Y
9r(y) = -
Facendo un cambio di variabile, Yo € C,, (R";R") con [p| < 1 si ha
. 1 :
/ divp dz = — / div(p o g.) dy
\ " JENB(OrL)
1

Tn—l

— = [ wosvmnom dioENBO.L)
]Rn

< 19N B(O,rL))|[(R")

o <C<oo Vre(0,1]
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dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo sfruttato il punto (v) del Lemma
precedente.

Passando ora al SUPgecy,,, (RmRM) la disuguaglianza continua a valere
lpl<1

0D, [|(R") < €' < o0
inoltre si ha anche
Ixp, |1 @ny = L(Dy) = L"(E- N B(0, L))
< L"B(0,L)) < o0
e unendo questo due fatti:
XD, || By (eny < € < 00

Allora possiamo applicare il Teorema di compattezza: esistono una succes-
sione (s;)jen C (7k)ken € una funzione f € BVj,.(R"™) tali che, scrivendo per
semplicita di notazione F; := E_,

j—00 . 1
XEJ- — f 1 Lloc

Inoltre possiamo dire che xg; converge puntualmente ad f per L"-quasi ogni
x, quindi necessariamente f(z) € {0,1} per £" -quasi ogni = e di conseguenza

f=xr L"—quasi ovunque

Per il Teorema di semicontinuita inferiore F' C R™ ha perimetro localmente
finito.
Dunque Vp € C = (R™; R"™)

comp

/d@'w dy — / o ve d|OF (2.6)
F n

dove vp ¢ una funzione ||0F||-misurabile con |vp| = 1 ||0F||-quasi ovunque.
Dobbiamo ora provare che F' = H~(0)

Iniziamo col dimostrare che vp = e, ||0F|-quasi ovunque. Per semplicita
scriviamo v; := vg,, quindi Vo € C},  (R™;R™)

comp

| e wdion) = [ diveay

J
: L%OC
e siccome X, m XF
/ divp dy —— | dive dy
E; F

J—00
J
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allora per la (2.6) otteniamo

[ e mdiog — [ v djor|

Rn

che & appunto la definizione di convergenza debole delle misure di Radon,

ovvero

villOE; || = vellOF ||

Essendoci dunque convegrenza debole per tali misure, possiamo dire che per
ogni L > 0 tale che ||OF||(0B(0, L)) = 0 (quindi per una famiglia numerabile

di tali L > 0)

[ waon)— [ v djor)
B(0,L) I JB(0,L)

d’altra parte, facendo un cambio di variabile come sopra

1
[ o mdion) = o= [ (vog.)-ve djoE]

e passando poi al SUPgecy,,, (RmR™)
lel<1
1
10E;[1(B(0, L)) = == 0E[|(B(0,5,L))

J

Inoltre, sfruttando ancora il cambio di variabile,

1
/ vy dIOE,| = —= / vy d|IOE]
B(0,L) Sj B(0,s;L)

possiamo dire

1
d||OF;|| = —— [ B(0,L)v; d||0FE;
fo, 5 0B = S [ BO.Ly dlo|

1
T Lr—1gn1 / vp d|OE| = ][ ve d||OFE|
n S;  Wn JB(0,s;L) B(0,s;L)

J 9]

Allora per definizione di frontiera ridotta

lim v d|OE;| = hm][ v d|OE|| = ve(0) = en
(0,L) I J B(0,s;L)

Jj—00 B(0
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Moltiplichiamo scalarmente per e, 'equazione (2.7), allora, essendo continuo,
il prodotto scalare passa sotto il segno di integrale, dunque si ottiene

1
lim / en-v; d|OE;| = en-en = lea] = 1
i—oo |OE;||(B(0, L)) J(o,L) ’ ’
Oovvero
i [ ewovy dIOES| = lim |9E,(BO, L)

Sfruttando infine il Teorema di semicontinuita inferiore si ha

1OF[(5(0, L)) < lim inf [|0£5(|(B(0, L))

= lim en - vj d||OE]|
7% J B(0.L)
= / en - vp d||OF| (2.8)
B(0,L)

quindi in conclusione
16F|[(B(0, L)) < /B oy v dIEI < OB, 1)
07

Allora
en-vp =1|0F|| —qo = vp=¢,||0F|| —q. o.

Dalla disuguaglianza precedente segue anche
1OF[[(B(0, L)) = [|0E;]|(B(0, L))

Dimostriamo ora che F & un semispazio. Dal punto precedente abbiamo
ottenuto

[divods = [ preidlor] Vo Ol @R
F n

Fissato ¢ > 0 consideriamo il mollificatore 7. e la funzione regolarizzata
f¢ :=n. * xr, osserviamo che essendo xr € L},. = f° € C®(R").
Dunque

fe divp dz = / Ne x X divep dz
Rn R"

= / (/nne(z —y) xr(y) dy) dive dz
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_ / (/ n:(y — 2) divg dz) Xr(y) dy

= / XF(ne * divp) dy = / Ne * divp dy
" F

dove abbiamo sfruttato il Teorema di Fubini e il fatto che n.(z—y) = n.(y—=2),
inoltre per le proprieta dei mollificatori

/ Ne x divp dz = / div(ne x ) dz
F F

In definitiva

fedivp dz = / div(ne x o) dz = / (e %) - en ||OF||
F Rn

R”

_ / ne* (- en) d|OF| = / 0 * pn d|OF|
n ]Rn

N : : ) 1 n
dove ¢, & I'n-esima componente di . D’altra parte, essendo f¢ € C,,,,(R"),
vale che

fedivp dz = / div(fep) dz — / Vf-pdz = —/ Ve pdz

R

Di conseguanza otteniamo che

afe ,

= =1 -1
o 0 Vi , N
ofe

>
0z, =0

Inoltre f¢ —0> Xr per L™ quasi ogni x, quindi possiamo concludere che
e—
Jv € R tale che
F={yeR"|y=>1}

a meno di insiemi di misura nulla.
Rimane dunque da mostrare che F' = H~(0) ovvero che v = 0.
Supponiamo per assurdo che v > 0, siccome xp, — Xr in L}OC(R") e
Jj—00
B(0,v) C F
wpy" = L(B(0,7)) = L*(B(0,7) N F)

_ lim £7(B(0,7) N By) — lim 28078 N E)

j—o0 j—00 S

n
J
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allora
LM(B(0,vs;) N E)  L"(B(0,7s;) N E)

wtst | L(B0s) i

> 1

quindi
£'(B(0,75,) ~ E)

Lr(B(0,7s;))  dee
ma cio ¢ in contraddizione con il punto (ii) del Lemma precedente.

Analogamente si procede supponendo che v < 0 per poi giungere a contrad-
dire il punto (i) del suddetto Lemma. O

0

Concludiamo il discorso sul blow-up di E enunciando il seguente risultato.
Corollario 2.17. Sia z € 0*E, allora

1.

L'((B(z,r)NE)N H*(0))

lim =0
r—0 rm
lim L'((B(x,r)~ E)NH(0)) _9
r—0 rn

L OB|(B(, )

=1
r—0 Wy L

Osservazione 2.18. Ricordando che £"(B(z,r)) = w,r", il punto (i) del
Corollario ci dice che il rapporto tra la misura di Lebesgue di (B(z,r)NE)N
H~(0) e quella della palla B(z,r) tende a 0 per r — 0. Quindi possiamo
dire che, per r sufficientemente piccolo, la maggior parte di R™ ~. E' € con-
tenuta in H*(0) e, ragionando in modo analogo per I'altra espressione, per
r sufficientemente piccolo la maggior parte di £ ¢ contenuta in H~(0). Se
consideriamo dunque una palla B(z, ) abbastanza piccola, 'iperpiano H(0)
divide la palla in due parti che approssimano bene E e R" \{ E.

Il secondo punto ci dice, invece, che la misura perimetro di £ di una pal-
la B(z,r) centrata in x € 0*E tende, per r — 0, alla misura (n — 1)-
dimensionale della palla.

2.3 Regolarita della Frontiera Ridotta

Il nostro obiettivo sara ora quello di dimostrare il Teorema di Rettifica-
bilita di De Giorgi (o Teorema di Struttura per Insiemi di Perimetro Fini-
to), prima di enunciarlo diamo pero alcuni importanti risultati che verranno
utilizzati nel corso della dimostrazione.
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Teorema 2.19. (Teorema del Ricoprimento di Vitali) Sia F una famiglia di
palle chiuse (non degeneri) in R™ tali che

sup{diamB | B € F}

Allora esiste una famiglia numerabile G di palle disgiunte in F tale che

UBclUsB

BeF Beg
dove B ¢ la palla con lo stesso centro di B e il raggio 5 volte superiore.

Osservazione 2.20. Ricordiamo che preso A € R il suo diametro e

diamA := sup d(x,y)
z,y€A

Lemma 2.21. Esiste una costante C, che dipende solo da n, tale che
H"(B) < C|0E|(B) VBCOJE

Dimostrazione. Siano €,0 > 0 e B C 0*F, siccome ||0F|| ¢ una misura di

Radon, si ha che
|OE||(B) = inf{||0E||(U) | B C U, U aperto }
Allora sicuramente esiste U aperto con B C U tale che
IOE((U) < [OE|(B) + €
Per il punto (iii) del Lemma (2.11) si ha

oo 1OBI(B (1)

r—0 prn—1

> Az >0

Definiamo ora la seguente famiglia

)
F:={B(xz,r) |z € B, Blx,r)CU, r< 10 |0E||(B(z, 7)) > Asr™™ '}
Possiamo dunque applicare ad F il Teorema del Ricoprimento di Vitali, allora

esiste una famiglia numerabile di palle disgiunte { B(x;, ;) }ien C F tale che

+0o0
B C U B(l’z,57”l)

i=1
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Essendo diam B(z;, 5r;) < 0 e sfruttando la definizione di misura di Hausdorff
+oo +o0o
HyH(B) <> wana(5r)" " < C > ||OE|(B(xi, 1))
i=1 i=1

C 19BNV) < O |0E)(B) +<
mandando dapprima ¢ — 0 otteniamo
Hy~'(B) < C [|0B]|(B)
e, infine, mandando J — 0 otteniamo la tesi. O

Teorema 2.22. (Teorema di Lusin) Siano 4 una misura di Borel regolare su
R" e f: R* — R™ funzione p-misurabile. Sia A C R™ p-misurabile e con
p(A) < +oo . Sia fissato € > 0 = esiste un compatto K C A tale che

L wANK) <e

ii. f|x € continua
Dimostrazione. Per ogni intero positivo i sia {B;;}jen C R™ la famiglia di
insiemi di Borel disgiunti tale che

+oo

1

R™ = U Bi,j € diamBm < ;
j=1

Definiamo inoltre A; ; := AN f~1(B; ;)
Essendo intersezioni finita di insiemi p-misurabili, A;; ¢ p-misurabile e vale

che
+o00o
A=A,
j=1

Prendiamo ora v := u L A la restrizione della misura x4 ad A, in modo da
ottenere una misura di Radon.
Essendo dunque ¢ di Radon e A v-misurabile si ha che

v(A) =sup{v(K) | K C A, K compatto }

da cui segue

g
9itj

VAZ‘J' ElKiyj C A tale che IJ(AZ‘J' AN Ki,j) <
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Allora
A\UK” = A\UK”

Jj=1 j=1
“+o00
UA,J\UKH U(AJ\K,J))
7j=1
- e X1 €
21 L Qi Qi
7j=1

Inoltre

hmuA\UK” A\UK”
Jj=1 Jj=1
dunque per definizione di limite IN (i) > 0 tale che
N(4) -
AN Kiy) < 0
j=1
Allora poniamo D; := U N@ K, ;, D; ¢ compatto poiché ¢ un’unione finita di
compatti.
Vi Vj fissiamo b;; € B, ; e consideriamo la funzione g; : D; — R™ definita
da g;(z) =b;jconz € K;jconj=1, ...,N(3)
Siccome Kj 1, . .., K; n@) sono compatti disgiunti g; ¢ continua.
Inoltre, essendo diamB; ; < 1,

1£(x) — gi(2)] < l vz e D,

Sia ora K = ()._ 1, K e intersezione di compatti, quindi e compatto, allora

possiamo concludere

WANK) <ZMA\D <221

=1

Infine, siccome |f(z) — g;(z)| < 3 Yz € D;, quindi anche Vz € K, otteniamo

che g; —— f uniformemente in K, ne segue necessariamente che f|x ¢
1—00

continua. ]

Teorema 2.23. (Teorema di Egoroff) Sia p una misura su R™ e sia ( fx)ren

una successione di funzioni p-misurabili f; : R — R™. Supponiamo inoltre
che esista A C R"™ p-misurabile con u(A) < 400 e fy k—> g puntualmente
— 00

per pu-quasi ogni x € A. Allora Ve > 0 4B C A insieme p — misurabile tale
che
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i wW((ANB)<e
i, f k—> g uniformemente in B
—00

Osservazione 2.24. Il risultato di Egoroff ci dice dunque che, presa una
successione di funzioni misurabili convergente puntualmente in A, riusciamo
a trovare un insieme (o meglio una famiglia di insiemi) che tendono dal
basso ad A e su ognuno di essi guadagnamo la convergenza uniforme della
successione di funzioni.

Dimostrazione. Definiamo

“+o0o
1
Cig = o | file) = g(@)] > 5
k=j
dunque si ha che Ci,j+1 C CI'J' \V/Z,j quindi anche (A N C@j_;,_l) C (A N Ol',j) ed
essendo p(A) < +oo tutti questi insiemi hanno misura finita. Allora, poiché
A e I'nsieme in cui f; converge puntualmente a g, vale che

lim (AN Cig) = pr <+ﬁ (AN Caj)) = p <A N (ﬁo Cm‘)) =0

Jj=1 J=1

Per definizione di limite 3N (i) € N tale che u(ANCinw)) < 57 Vi Vj > N(3)
Sia dunque B := A \ Ziof CinG) allora

+o0o +oo
£
=1

=1

Allora Vi Vo € B e Vn > N (i) per costruzione si ha | f,(z) — g(z)| < 35 quindi
fn — g uniformemente. ]

n—o0

Enunciamo ora un altro importante risultato, il Teorema di Estensione
di Whitney. Il fine di questo Teorema ¢ quello di estendere una funzione
definita su un compatto ad una funzione di classe C* definita su tutto R",
la strategia sara quella di estendere la funzione su un intorno del compatto
e poi estenderla ulteriormente con la funzione identicamente nulla fuori da
tale intorno.
E’ interessante osservare che non vengono date condizioni sulla regolarita del
compatto.
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Notazione 2.25. Sia C' C R" chiuso e assumiamo che f : ' — R e
d : C' — R™ siano funzioni date. Definiamo

f(@) = fly) —d(x) - (y — =)

con x £y
|z =y

R(z,y) =

pr(0) :=sup{ [R(z,y)| | 0 <y —x[ <6, z,y € K}
con K C C compatto.

Teorema 2.26. (Teorema di Estensione di Whitney) Siano f,d le funzioni
continue date sopra e supponiamo che VK C C' compatto valga

pr(0) Q 0

Allora 3f : R* — R tale che
i. fec!
ii. f=feVf=dsuC

Osservazione 2.27. Osserviamo che 'ipotesi py(9) = 0 € simile alla de-
—>

finizione di limite del rapporto incrementale di f, ovvero in altre parole po-
tremmo leggere il Teorema come ”se esiste una funzione d che, in generale,
non ¢ la derivata di f ma ne svolge il compito = esiste una funzione f che
estende f e tale che d sia effettivamente la derivata di f 7.

Teorema 2.28. (Teorema di Rettificabilita di De Giorgi) Sia £ un insieme
di perimetro localmente finito in R™. Allora

“+o00
OFE = U K.,UN
k=1

dove ||OE||(N) = 0 e Yk K}, ¢ un sottoinsieme compatto di Sy ipersuperficie
di classe C.

Inoltre Vk vg, |s, € la normale alla superficie S, e vale che
|OE| = H" 'LO*E
Dimostrazione. Yz € 0*E . Dal Corollario 1 abbiamo che

L"((B(xz,r) N E)N H(0))

lim =0
lim L'(B(z,r)~ E)N H(0)) _0
r—0 rmn
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Considerando come misura la misura perimetro ||0E|| ed essendo ||0E||(0*FE) <
oo possiamo applicare il Teorema di Egoroff a 9*F | dunque Ve > 0 3F; ||OF||-
misurabile tale che

IOE|(0°E ~ F}) < ¢

quindi
+o0

0B B~ |J F) =0
=1

Inoltre se consideriamo Ln((B(x’r)gE)mHﬂo)) e En((B(x’r)T\nE)me(o)) come funzioni

della variabile reale x, guadagnamo la convergenza uniforme in (x) Vi Vz € F;.
Vi applichiamo il Teorema di Lusin a Fj:
Ve > 0 3EY compatto con E! C F; tale che

IDE||(F; \ EY) <&

allora
—+oco

loB) (5~ | B)
j=1
e scegliendo fj, = vg Vk abbiamo che vg|,, ¢ continua.

Siccome { £/}, rimane una famiglia numerabile di insiemi, possiamo rein-
dicizzarla denotando tale famiglia come {Kj};=5.

Dunque da tutto cio si deduce che

+o0
el E~ | E) =0
1,7=1

OVVETro
“+00

0B B~ | 55 = 0
k=1
quindi (J;%3 K} coincide alla frontiera ridotta a meno di un insieme ||0E||-
trascurabile, cioe

—+o00
0"E=|JE,UN con ||0E[(N)=0
k=1

Inoltre, nelle nuove notazioni, diciamo che la convergenza in (x) ¢ uniforme
su K}, (poiché in particolare lo ¢ in F; e K, C F}) e vg|k, € continua.
Sia 6 > 0 e definiamo

pi(0) == Sup{%(m) W=D ooy <6, aye Kk}
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Per concludere vogliamo sfruttare il Teorema di Estensione di Whitney, ma
per poterlo fare dobbiamo verificare che py(9) 7 0.
—

Possiamo assumere senza perdita di generalita che £ = 1. Fissato 0 < e <1
per definizione di limite 30 < d < 1 e, preso z € K; e r < 20, si ha

n

L'(B(z,r)NE)NH"(2)) < a(n) r™ (x)

2n+2

£(B(z,r) ~ B)NH(2)) > a(n) (% - Qi;) ()

Siano ora x,y € K tale che 0 < |x —y| < § e supponiamo per assurdo che la

disuguaglianza W(?f# < ¢ sia falsa, allora abbiamo solo due casi possibili

1. vg(x) (y —z) > elz — 9
2. lvp(z) - (y—2)| < —clx —y|

Caso (1)
Se z € B(y,elz — y|) allora sara della forma z =y + w con |w| < elz —y| e

vi() - (z =) = vp(e) - (y —2) + vp(z) - w > elr —y| = |w| 2 0

quindi per definizione del semispazio H" si ha z € H*(z).
Allora possiamo dire che

B(y,elr —yl) € H (x) N B(y, 2|z — y|)

D’altra parte se prendiamo z = x in (%)

n

£(EN By, 2w~ 3l) 0 H (1) < oz aln) @l —yl)" = 5 aln) |z — "

se invece prendiamo z = y in (k)

L"(EN B(y,elr —yl) > LY(ENB(y,elr —y[) N H (y))

> aln) (5 = oz ) (e = ol)" > 5 ato) o =l

Tuttavia
B(y,elr —y|) € B(z,2)|lz —y|) N H (z)

e applicando la misura L"LFE la disuguaglianza continua a valere
gn n n
5 am) |z —y|" <LYUENB(y,clz —yl))
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n

< LYENB(y,2fr —yl) N H*(2)) < T aln) |z ="

dunque siamo giunti ad una contraddizione.
Caso (2)
Si dimostra che

B(y,elz —yl) € H () N B(x, 2|z - y)

e, procedendo in modo analogo al caso precedente, si giunge ad una contrad-
dizione.
Possiamo finalmente applicare il teorema di Whitney: prendendo

f=0 e d:==vg su K},

ne concludiamo che 3f;, : R* — R f € C'(R™) tale che

=0 suK,
Vﬁ:yE su K

Sia ora Vk € N .
Sp={zxecR"| f, =0, |Vﬁ|>§}

S), & l'insieme degli zeri di una funzione di claase C*!, quindi per il Teorema
della funzione implicita di Dini Sy ¢ una (n — 1)-varieta di R™ di classe C*.
Ci resta solo da provare che ||OF| = H" 'LO*E
Sia dunque B C 0*F un insieme di Borel, allora

H* Y (BNN) < C|oE|(BNN)<C|OE|(N)=0
~~

Lemma 2.21

quindi, per quanto visto sopra, possiamo supporre B C Uz:; K}, e senza
perdita di generalita anche B C Kj.

Consideriamo dunque l'ipersuperficie S; che contiene K; e definiamo la mi-
sura

pi=H"LS,
Essendo S; di classe C' e B di Borel
lim le conx € B

r—=0 a(n—1)rn=1
e dunque per il Corollario 1

i (B )
% TOET Bz, )

=1 conx € B (xx)
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osserviamo inoltre che
[OE[(B) =0 = u(B)=0

quindi
p<<|OE|

allora per il Teorema di Differenziazione di Misure di Radon

u(B) = /B Dyoy dOE|

dove

Djop)p(x) = lim inf puBar) o pBr)

[OEI(B(x.1) = 4 [OE[(B(x. 1)

allora

u(B) = /B d|0E| = |0E|(B)

2.4 Teorema di Gauss-Green

Siamo ora in grado di dare una versione generale della Formula di Gauss-
Green valida per gli insiemi di perimetro finito. Chiameremo dunque fron-
tiera nel senso della teoria della misura l'insieme dei punti per cui vale tale
formula, che, come vedremo, contiene la frontiera ridotta ma non coincide
con la frontiera topologica.

Definizione 2.29. Sia x € R", diciamo che = € 0,F, frontiera di E nel
senso della teoria della misura, se valgono

1.

L B(z,r)NE)

lim sup >0
r—0 rr
b LB E
lim sup (Blz,r)~ B) >0
r—0 rr

Lemma 2.30. Sia E un insieme di perimetro localmente finito in R”, allora

1. O0*FE Cc 0. F
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2. HL(0,E~ O"E) =0

Dimostrazione. 1. Si ha che
L"(B Nk L"(B NnE
lim sup (B(z,7) ) > lim inf (B(z,r) ) > 0
r—0 rm r—0 rm ~~

Lemma (2.11)

e analogamente si procede per il secondo punto. Cio dimostra che

O*FE C 0.F.

2. Siccome la funzione
L B(z,r)NE)

Tn

r s

. ) . ) ) 0
¢ continua, se z € 0, F, esistono sicuramentre una successione r; — e
una costante 0 < a < 1 tali che

LM B(z,r;) N E)

Wy,

Allora
min{L"(B(z,r;) N E , L"(B(z,r;) \ E)} = min{a, 1 — atw,r}

quindi, per la Disuguaglianza Isoperimetrica Relativa si ha

OF||(B
fmenp J2ELBEET)
r—0 T
Siccome||0E||(R™ \ 0*F) = 0, sfruttando un argomento basato sul

Teorema di ricoprimento di Vitali, si ottiene che
H YO, ENO'E) =0
[

Teorema 2.31 (Formula di Gauss-Green Generalizzata). Sia E un insieme
di perimetro localmente finito in R"™, allora

i. H"1(0,E N K) < oo per ogni compatto K C R™.

ii. Per H"!- quasi ogni x € O, F esiste un unica normale unitaria esterna
nel senso della teoria della misura vg(z) tale che

/dz’wp de = / ¢ -vp dH"?
E 0.E

Vo € CL  (R™;R").

comp
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Dimostrazione. Presap € C}, (R™R"), per definizione di misura perimetro

/dimpdx = / ¢ -vg d|OE| (%)
E n

Ma
|OE|(R" N\ 0*E) =0

sfruttando il Teorema di Rettificabilita ed il Lemma precedente si ha che
|0E| = H" 'LO.E

dunque H" 'LO,F ¢ una misura di Radon poiché la misura perimetro lo e&.
Sostituendo quanto appena trovato in (*), otteniamo la formula cercata. O
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Appendice A

Nozioni di Analisi Funzionale e
Toeria della Misura

Teorema A.1. (Teorema di Rappresentazione di Riesz) Sia L : Ceopmyp(R™; R™) —
R un funzionale lineare tale che

sup{L(f) | f € Ceomp(R";R™) , [f| <1, supp(f) C K} <o0

per ogni compatto K C R"™. Allora eiste una misura di Radon g su R™ e una
funzione p-misurabile o : R — R™ tale che

i. |o(xz)| =1 per p-quasi ogni x € R™
ii. L(f) = [gu f-odu V[ € Coppp(R™; R™)
Siamo p e v due misure di Radon su R”

Definizione A.2. La misura v si dice assolutamente continua rispetto a u
e si scrive
V< U

se vale che u(A) =0=rv(4A)=0 VACR"

Definizione A.3. Le misure v e i si dicono mutuamente singolari e si scrive
vlp
se esiste un insieme di Borel B C R"” tale che
u(R*" N B)=v(B)=0

Teorema A.4 (Teorema di Decomposizione di Lebesgue). Siano v, p misure
di Radon su R". Allora
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1. V= U4 + Vs, dove Vg, Vs sono misure di Radon su R” tali che

Voe << 4 € vslp
il.
D,w=Dyw, e Dyvs=0 p— quasi ovunque

e inoltre

v(A) = /AD#V dp + vs(A)

Teorema A.5 (Teorema di Radon-Nikodym). Sia (X, v) uno spazio di misu-
ra e sia g una misura o-finita sulla stessa o-algebra tale che y << v. Allora
3f € Li,.(X,v) tale che

ua) = [ 1 av
ovvero i = vLf.

Definizione A.6. Definiamo la funzione n : R* — R come segue

1
cel’-1 ge |zl <1
n(x) rz{ g

0 selz|>1

1

prendendo ¢ in modo che [p, n(z) dr =1, quindi ¢ := T
1113((),1)6@'271 dx

Sia ora € > 0, definiamo il mollificatore

1 =z
x) = —n(—
1) = —n(%)
I mollificatori agiscono su funzioni localmente sommabili attraverso la con-
voluzione: sia f € L (R™)

loc

£ = o N = [ =i dy = [ 0.y dy

Teorema A.7 (Proprieta dei Mollificatori). Valgono le seguenti proprieta:

1. feLL,(RY) = f. € C%(R).

loc

2. supp f =: K & compatto = supp f. &€ compatto, per supp f. C {z €
R | dist(z, K) < ¢}

3. Sia f € C(R™). Allora K C R™ ¢ compatto = f. — f uniformemente
E—r
su K.
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loc loc

of- 0 0 0
+ S () —negt = [nt-uglw

5. f € LPR™) = |Ife = fllr@ey — 0

4. f € L},.(R") ha derivata debole 2L € L} (R")

6. feWWPR") = n.*f — [ in WhP(R™)
e—>

Teorema A.8 (Teorema di Fubini). Sia f una funzione sommabile in R™ x
R™. Allora

i. la funzione z — f(z,y) & sommabile in R™ per quasi y in R™

ii. la funzione y — [, f(z,y) dz & sommabile in R™ e vale che

| awydedy = [ ( [t dx) w- | ( [ ) dy) dr

Teorema A.9 (Beppo Levi). Siano (X, o, 1) uno spazio di misura ed £ C
X un insieme misurabile. Sia inoltre (fy)reny una successione di funzioni
misurabili su o tale che:

0< filx) < folx) < ... < fi(x) < ... Vo eFE

e sia

f(x) = lim fy(z)Vzr € FE

k—o0

(questo limite & ben definito poiche la successione ¢ monotona crescente.
Inoltre f & misurabile in o, dal momento che & limite di funzioni misurabili.)

Allora:
i [ fidp= [ fau
k—o0 E E

Teorema A.10 (Teorema di Compattezza per WP ). Sia U C R™ limitato
e con frontiera OU Lipshitz, e sia 1 < p < n. Supponiamo che (fy)ren sia
una successione in WP tale che

sup|| fillwrr@y < 00

Allora esiste una sottosuccessione (f,)jen € una funzione f € W'?(U), tale
che
fkj — f in Lq(U)
J—00
per ogni
l<qg<p”

denotando p* = np—;
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Osservazione A.11. Nel caso p = 1, il Teorema afferma che esistono una
sottosuccessione (fy,)jen € una funzione f € L' (U) tali che

lim || fx, = fllzey =0
j—00

per ogni
1<g<1”

Teorema A.12 (Disuguaglianza di Gagliardo-Niremberg-Sobolev). Sia 1 <
p < n. Esiste una costante C'; che dipende solo da p ed n tale che:

(/n G dx>1/p* o (/n Dyp dx>1/p

per ogni f € W'?(R")
Teorema A.13 (Disuguaglianza di Poincaré). Per ogni 1 < p < n c¢’¢ una
costante Cy che dipende solo da p ed n tale che:

X 1/p* 1/p
(f = (Fanl dy) < Cyr (f DfP dy)
B(z,r) B(z,r)

Per ogni B(z,r) CR™, f € WY (U(x,7))
Notazione A.14. (f),, = fB(W) fdy

Siano p e v Radon measures on R”.

Definizione A.15. Per ogni punto x € R", si definiscono:

: v(B(z,7)) -
— limsup ————== se perognir >0, u(B(x,r)) >0
Do) = 3 TSP B ) per og u(B(x,r))

+00 se per qualche r > 0, u(B(z,7r)) =0

V(B 7)) :

liminf —————%  se per ogni r > 0, u(B(z,r)) >0
Do) = { LB ) per og u(B(z,r))

+0o0 se per qualche r > 0, p(B(z,r)) =0

Definizione A.16. Se D,v(x) = D,v(z) < 400, diciamo che v & differen-
ziabile rispetto p in x e scriviamo

Dyv(z) := Dyw(x) = D,v(x)

D,v ¢ la derivata di v rispetto a p. Ci riferiamo a D,v anche come la densita
di v rispetto a j.
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Notazione A.17. Denotiamo la media di f sull’insieme E rispetto alla

misura g con
1
fapim [ £
]{E u(E) Je

posto che 0 < pu(E) < 0o e che l'integrale a sinistra sia definito.

Teorema A.18 (Teorema di Differenziazione di Lebesgue-Besicovitch). Sia
p una misura di Radon su R" e f € L} (R™, u). Allora

lim fdu= f(r)
r—0 B(;L’,’r‘)
per p-quasi ogni x € R”

Teorema A.19 (Formula di Coarea per le Palle). Sia g : R* — R L"-
sommabile. Allora

/gd:}::/ (/ gd'H"_1>dT
R 0 OB(0,r)

In particolare abbiamo che

d
—(/ gdaz):/ g dH™ !
dr B(0,r) doB(0,r)

per Ll-quasi ogni r > 0.

Teorema A.20 (Teorema della Funzione Implicita di Dini). Sia F'(z,y) una
funzione definita in un aperto A C R? d di classe C'(A). Sia (xg,y0) un
punto di A, tale che

F(xo,90) =0 e %_5(37073/0) # 0.

Esistono allora un intorno U di xy e un intorno V di g, tali che per ogni
x € U esiste uno e un solo y = f(z) € V per cui risulta F(z,y) = 0.
La funzione f : U — V cosi definita ¢ di classe C'(U), e si ha

fl(w) = 2=
0y

(z, f(x))

Indicando con Z l'insieme degli zeri di F, il teorema asserisce che se
(20,%0) € un punto di Z in cui la derivata %—5 e diversa da zero, allora esiste
un rettangolo R = U x V con centro in (xg,yp) tale che l'insieme Z N R ¢
grafico di una funzione y = f(z) di classe C'.
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Teorema A.21 (Teorema di Differenziazione delle Misure di Radon). Siano
i, v misure di Radon su R”, con v << pu. Allora

V(A) = /A D,v dp

per ogni insieme p-misurabile A C R™.
Osservazione A.22. Questa ¢ una versione del Teorema di Radon-Nikodym.

Definizione A.23 (Convergenza Debole delle Misure di Radon). Siano g, (p)ken
misure di Radon su R". Diciamo che p converge debolmente alla misura g
e scriviamo

M — [
se vale una delle seguenti condizioni equivalenti:

L. hmk%oo fRn f duk = fRn f d/JJ per Ogl’li f € Ccomp(Rn)-

ii. limsup,_,. u(K) < p(K) per ogni insieme compatto K C R" e
w(U) < liminfy_, ux(U) per ogni aperto U C R™.

iii. limg_00 i (B) = p(B) per ogni insieme di Borel limitato B C R™ with
u(0B) = 0.
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