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Introduzione

Nell’ambito del Calcolo delle variazioni il primo problema e quello di provare ’esistenza
di minimi per dati funzionali. Un approccio classico per la ricerca dei minimi ¢ quello
dato dai cosiddetti “metodi diretti del calcolo delle variazioni” per lo studio di funzio-
nali integrali F', che risale a Riemann e Hilbert. L’idea centrale ¢ quella di scegliere un
opportuno spazio funzionale dove studiare il problema, spazio che dovra essere sufficien-
temente “grande” per garantire l'esistenza di un minimo, utilizzando tecniche ispirate al
teorema di Weierstrass.

Un esempio tipico di questo approccio e dato dallo studio di funzionali “tipo energia”
della forma

F(u):/Q]Vu]pdx—l—/qudx,

dove Q ¢ un aperto limitato di R, 1 < p < oo e f € LF(Q) con 1/p+1/p = 1. Un
ambiente naturale per lo studio di questi funzionali sono gli gli Spazi di Sobolev W1P().
La prova dell’esistenza del minimo ¢ ottenuta attraverso 3 passi:

i) si prova che F ¢ coercivo, cio¢ F(u) — 400 quando ||u|| = oo in WP(Q);

ii) si prova che F' & debolmente inferiormente semicontinuo, cioé che, se w, — u
debolmente in W'(Q), allora

F(u) <liminf F(u,);

n—o0

iii) si prova che da una successione limitata in WP(Q) si puod estrarre una sottosuc-
cessione debolmente convergente.

I1 punto iii), che sostuisce il teorema di Bolzano-Weierstass in spazi di dimensione infi-
nita, non vale pero in ogni spazio di Banach, ma solamente in spazi di Banach riflessivi
(Teorema di Banach-Alaoglu). Per questa ragione la tecnica precedente non copre il caso
p=1.

Infatti, per p = 1, W1(Q) non & riflessivo. D’altra parte, funzionali con crescita
p = 1 si prestano a studiare problemi inerenti a funzionali dell’area. Vengono dunque
introdotti nuovi spazi di funzioni proprio per affrontare tali problemi, gli Spazi BV (£2),



o Spazi di funzioni a variazione limitata, dove Le derivate nel senso distribuzionale di
funzioni in L*(£2) non sono in generale di tipo funzione ma di tipo misura.

Questa Tesi si propone di trattare parte della teoria di tali Spazi BV (2), seguendo
principalmente la presentazione di Evans e Gariepy in [1], per poi arrivare nell’ultimo
capitolo a sfruttare la teoria sviluppata per dimostrare un importante Teorema di esi-
stenza di insiemi di perimetro minimo, date determinate condizioni al contorno. Per
quest’ultimo risultato si fa riferimento a Giusti ([2]).

Nel primo capitolo si introducono gli Spazi BV (Q2) e BVj,.(2) e viene data una defi-
nizione di insiemi di perimetro finito. Si dimostra il Teorema di Struttura che garantisce
che le derivate in senso distribuzionale delle funzioni f € BV (£2) sono misure di Radon
definite sullo spazio euclideo R™, per poi dare a BV (€2) una struttura di Spazio norma-
to. Il capitolo si conclude con un confronto tra gli Spazi BV () e gli Spazi di Sobolev.
Risulta in effetti che se una funzione

f:OQ—=R

¢ tale che f € Wh(Q), allora f € BV(Q). 1l viceversa perd non & vero e viene
sottolineata la differenza tra i due spazi.

Il capitolo 2 inizia con la dimostrazione della semicontinuita inferiore della misura
variazione, risultato che sara fondamentale alla fine del capitolo per dimostrare un Teo-
rema di compattezza per funzioni BV. All'interno di questo capitolo si dimostra anche
il Teorema di Anzellotti-Giaquinta, una generalizzazione del Teorema di Meyers-Serryn
nello Spazio delle funzioni BV che permette di approssimare ogni funzione a variazio-
ne limitata tramite funzioni lisce. Un accento € posto sul fatto che questo non sia un
risultato di densita in norma BV'.

Il terzo capitolo e interamente dedicato allo studio del funzionale di ” Traccia”, utile
per controllare il ”comportamento al bordo” per funzioni con una certa regolarita fino
alla frontiera dell’insieme ().

Nel quarto capitolo vengono generalizzate le disuguaglianze di Sobolev e Poincaré
(per funzioni di Sobolev) alle funzioni BV. Fatto cio, vengono dimostrate la disugua-
glianza isoperimetrica e una sua versione locale. Queste permettono di dare una stima
sulla misura di Lebesgue di un insieme limitato £ C R™ conoscendo il perimetro di
quest’ultimo:

LM(E)" % < Cy||0E]|(R™).

Questo caso ¢ interessante quando l’insieme preso in questione ha perimetro finito,
altrimenti la stima ¢ banale. E interessante osservare la reciproca dipendenza del-
la disuguaglianza di Gagliardo-Niremberg-Sobolev e della disuguaglianza isoperimetrica
(Osservazione 4.1).

Nel quinto ed ultimo capitolo infine si vuole dare un esempio di problema che e
stato risolto grazie all’introduzione degli Spazi BV. Il problema, come precedentemente



anticipato, e quello di mostrare 'esistenza e 'unicita di un insieme di perimetro minimo
tra un insieme di insiemi che rispettino una stessa condizione al contorno. Per fare cio
si sfrutta un metodo diretto del calcolo delle variazioni che si avvale principalmente dei
risultati di semicontinuita inferiore e di Compattezza mostrati nel capitolo 2.



Capitolo 1

Funzioni BV

1.1 Preliminari

Per tutta la trattazione () sara un sottoinsieme aperto di R™.

Def 1.1. Sia f € L}, (Q). Fissato i € {1,..n} diciamo che h; € L}, (Q) ¢ la derivata
parziale debole di f rispetto ad x; in () se

/fa¢dx_—/h»¢dx
ox;

Def 1.2. Sia 1 < p < 00. Diciamo che una funzione f : ) — R appartiene allo spazio
di Sobolev WP (Q) Se:

i) feLr(Q).

ii) Per ogni i € {1,...n} le derivate parziali deboli g - esistono e 33— € LP(Q).

per ogni o € CL  (Q).

comp

In maniera analoga diciamo che f € VVllof(Q) se f € WHP(V) per ogni V.CC Q aperto.
NOTAZIONI
e Sia f € W'P(Q), la norma di f ¢ data da

1
1 lbwrsey = 1y + [ DS}

e Diciamo dunque che, data una successione { fi }xen di funzioni in W1?(Q),

fo—= [ in WY(Q) se ||fe — fllwrr@) — 0.



e In maniera analoga,
fro = [ in Wl(Q) se ||fu = fllwroey =0

per ogni insieme aperto V compattamente contenuto in €.

COSTRUZIONE DEL MOLLIFICATORE
Sia € > 0, denotiamo con €2, l'insieme

Q. :={zeQ|dx ) > e}
Definiamo la funzione 7 : R — R come

n(z) = {Ce(lzr}l) se |x] <1

0 se |x| > 1.

-1
Con C' > 0 in modo che [, n(x)dz =1, cioe C' := (fB(O N e(z2|1>dx> :

ne(x) = ginn (g) :

n. ¢ detto mollificatore standard. Se f € L, () definiamo

loc

fe 32775*f-

Sia € > 0. Poniamo

Cioe
flo) = / ne(e — y)f(y)dy con x € Q..
Q

Enunciamo di seguito alcuni risultati che ci serviranno per le dimostrazioni del Teo-

rema di struttura ((1.3)) per funzioni BV e per il Teorema di Anzellotti-Giaquinta (2.3)).

Teorema 1.1. (Proprieta dei mollificatori)

Sia f € L},.(Q), allora valgono le sequenti affermazioni:

i) Per ogni e > 0, f. € C®(Q.). Ha quindi senso riferirsi ad f. come la regolarizzata
per convoluzione di f.

ii) Se K := supp(f) é compatto, allora supp(f.) € compatto e vale
supp(f.) C{zx € Q | d(z,K) < &}.

iii) Se f € C(2), allora
fe=f



uniformemente sui compatti di €.
iv) Se f e Ll (Q) per qualche 1 < p < oo, allora

loc

£ fin L (Q).

loc

v) Se f € VVﬁJf(Q) per un certo 1 < p < oo, allora

0/ of

= *
aZL‘j "le 6xj

su €, per ogni j=1,...n. Cioé la derivata della regolarizzata é la regolarizzata della

derivata. In particolare
fe = fin Wil (Q).

Dimostrazione. [1] pag. 146. O

Def 1.3. (Misura)

Sia § una o — algebra definita su un insieme X. Si definisce misura su X una funzione
i § — [0,+00] tale che p sia o — additiva, cioe tale che se Ay, As,... € F € una
successione di insiemi mutuamente disgiunti, allora:

1 (U Ak) =) u(Ay).

keN

Gli elementi di § sono detti insiemi p — misurabili e (X,§, 1) viene detto spazio di
misura.

Def 1.4. (misura di Radon)

Sia p una misura definita sulla o — algebra di Borel di uno spazio topologico X di Hau-
sdorff. La misura si dice:

i) Regolare all’interno se per ogni aperto U

p(U)= sup  p(K).

KCU compatto

ii) Regolare esternamente se per ogni Boreliano B

uw(B) = _inf  puU).

BCU aperto

iii) Localmente finita se per ogni punto © € X esiste u intorno U di x tale che
w(U) < oc.

W € infine detta misura di Radon se e regolare all’interno, esternamente ed e local-
mente finita.



Teorema 1.2. (Rappresentazione di Riesz)
Sia 2 CR™ aperto e sia
L: Coomp(;R™) - R

un funzionale lineare che soddisfi la sequente condizione:
sup {L() | ¢ € Coomp(BR™), || <1, supp(p) € K} <oo ()

per ogni K C Q compatto. Allora esiste una misura pu di Radon su €2 e una funzione
o: 8 — R™ che sia p — misurabile tale che:

ol =1, i g.d

ii) Per ogni ¢ € Coomp(; R™) wvale:

L(w):/ < p,0>dpu.
Q

Def 1.5. u ¢ detta la misura vartazione associata ad L. Questa e definita per ogni
aperto V-CC Q) da

w(V) == sup {L(¢) | ¢ € Ceomp(;R™), || <1, supp(p) C V}.

La dimostrazione dettagliata del Teorema ¢ molto lunga e richiederebbe una tratta-
zione a parte. Viene inserita di seguito una traccia per riportare i passaggi salienti. Per
i dettagli consultare [1] pag. 60.

Dimostrazione. (traccia)
1) Si definisce p su aperti come nella Def. , mentre su insiemi A C ) arbitrari si
pone
p(A) :=inf{u(V); ACV, V aperto}.

2) Si mostra che p cosi definita & una misura. Lo si fa prima considerando un aperto
V' e un suo ricoprimento numerabile, poi per un insieme A arbitrario considerando un
ricoprimento numerabile di insiemi qualsiasi.

3) Si mostra che p ¢ una misura di Radon. Considerando due insiemi disgiunti e il
criterio di Caratheodory si vede che p € una misura di Borel, inoltre dalla definizione
di p discende che ¢ Borel regolare. Questo si mostra ”approssimando” (nel senso della
misura p) ogni insieme A con aperti Vi 2 A e poi sfruttando l'ipotesi di limitatezza (x)
si conclude che la misura sia finita sui compatti K C ).

4) Si definiscono C () := {f € Cromp(?) ; f > 0} e un funzionale

comp

AN:CE () =Ry, Af) :=sup{|L(g)| ; g € Coomp(R™), |g| < f}.

comp

Si osserva che, se fi, fo € CF,,,(Q), fi1 < fz, allora A(f1) < A(fa2).



5) Tale A & lineare, infatti
i) Mcf) =cA(f) Ve>0eVfelr, ().
i) A(fi + f2) = A(f1) + AM(f2)  Vfi, fo € CF,,,(Q).

6) A questo punto si afferma che

A(f) = /Q fdu VfeCh ().

La parte piu sostanziosa della dimostrazione sta per provare questa affermazione. Per
vedere come fare, si consulti la referenza ([1] pag. 61).

7) Ora si mostra che esiste una funzione p — misurabile o :  — R™ che soddisfi la
condizione ii) dell’enunciato. Si fissa e € R™, |e| = 1, e si pone

Ae(f) = L(fe) Vf € Coomp(§2).
Tale A. ¢ lineare e

wunséva

Allora ¢ possibile estenderlo ad un funzionale lineare limitato su L'(€2; ). Allora esiste
0. € L>(Q, ) tale che

&m—ﬂj%w

per f € Coomp (). Sia ey, ..., e, la base canonica di R™ e sia 0 1= )

se [ € Ceomp (;R™) , si ha

m

=1 Oe;€j. Allora,

m

L =YL epe) =3 [(eondu= [ 0

J=1

8) Infine rimane da mostrare che |o| = 1 u— quasi dappertutto. Per questo si prende
U C Q aperto e tale che u(U) < oo. Si riesce a verificare che

| tol dn = (0.

Questo vale per ogni U C 2 aperto, u(U) < oo. Allora |o| =1 u — quasi dappertutto.
]

1.2 Definizione di Funzioni BV e loro prime pro-
prieta

Per tutta la trattazione considereremo €2 C R™ aperto.

9



Def 1.6. i) Sia f € L'(Q). Diciamo che f ha variazione limitata in Q) se

sup { [o fdiv(p)dz | ¢ € CL,, (%GR, || <1} < oo.

Denotiamo lo spazio delle funzioni a variazione limitata in € con BV (§2).
ii) un sottoinsieme E C Q L™ — misurabile si dice di perimetro finito in Q) se

Xg € BV (9Q).
Nella pratica ¢ conveniente utilizzare delle versioni locali di tali definizioni:

Def 1.7. i) Sia f € L}, (Q). Diciamo che f ha variazione localmente limitata in

Q se, per ogni V. CC Q) aperto,

sup { [, fdiv(p)dz | ¢ € Clpy(ViR™Y), || <1} < o0

In tal caso scriviamo f € BV,.().
i1) un sottoinsieme E C Q L" — misurabile si dice di perimetro localmente finito
n () se

XE € BWOC(Q)'

Teorema 1.3. (Teorema di Struttura per funzioni BVj,.)
Sia f € BVee(Q2). Allora esiste una misura p, di Radon su 2, e una funzione
1 — misurabile

o:Q—R"

tale che:

i) lo(@)| =1 p—qd
i) per ogni ¢ € CH(LR™) si ha

/ fdiv(p)dx = —/ < @,0 > du.
Q Q

Dimostrazione. 1) Definiamo il funzionale

comp

L:CL (R — R, Q> — / fdiv(p)dz.
Q

Questo ¢ lineare poiché
div : C*(Q;R") — C(O;R)

o = div(p)

¢ lineare e l'integrale ¢ lineare:
Lo+ ) == [ fdiv(o+ o)ds =~ [ (fdinle) + fdin(w)de =
Q Q

10



/fdw dm—/fdw L(p) + L(v)

e analogamente per L(Ap), A € R. L’obiettivo ¢ quello di estendere L in modo unico ad
un funzionale

L: Ceomp(S1; R") - R

che rispetti le condizioni del Teorema di rappresentazione di Riesz (1.2)). In tal caso
questo risultato ci garantisce che 3 g misura di Radon su €2 e una funzione o : {2 — R"”
che sia p — misurabile tale che:

) Jo(@) = 1, 1 — q.d.

ii) Per ogni ¢ € Cromp(€2; R™) vale:

L(S0>:/ <p,0>dp.
Q

2) Per ottenere tale prolungamento osserviamo che, essendo per ipotesi f € BV,.(Q),
dalla definizione segue che, per ogni V' CC €2 aperto

C(V):=sup {L(p) | ¢ € Coop(ViR"), o] < 1} < 00,

Di conseguenza, per ogni ¢ € CL (V;R™) con V CC Q vale

comp

_ il — a .
|L(9")’_‘L(¢\|¢|y” !!w!I\L(M,)IS!!so\HC(V)! (%),

dove [[¢l| = [lellz=@

3) Sia ora H C  un qualsiasi compatto e sia Vg aperto tale che H C Vg CC . Per
ogni ¢ € Coomp(Vir; R™) tale che supp(p) C H sia {¢ ey una successione di funzioni

tale che ¢y, € C,,.,(Va; R") k € N e ¢, — ¢ uniformemente su V.

Osservazione 1.1. L’esistenza di una tale successione ci € garantita dalle proprieta
dei mollificatori. Possiamo infatti considerare una successione di p., con €y abbastanza
piccolo in modo tale che il supporto sia contenuto in Vy. Essendo ¢ continua é garantita
la convergenza uniforme sui compatti di Vi, in particolare su H. Prolungando con 0
fuori da H si ha convergenza uniforme su tutto V. Ovviamente le ¢, sono CL (Vi)

comp
essendo per costruzione Ccomp(VH)-

Definiamo a questo punto B
L(p) := lim L(py).

La convergenza uniforme ci garantisce l'esistenza del limite e il fatto che questo sia
indipendente dalla scelta della successione {py }ren convergente a .

= lim — /fdw or)d /hm fdiv(py)d /fdw
k—o0 k—o0

11



La disuguaglianza (%) ci permette di dare un controllo uniforme sul modulo:
L(o)| < Jim C(Van)llgell = CVir) imin [lge]| < C(Vir) ] < oo
Quindi L si estende in modo unico al funzionale lineare
L: Coomp(Q;R") — R; w— l}l_}HOlo L(ek)
e vale che

sup {I_/(SO) | ¢ € Coomp(S5R"), || <1, supp(e) C H} < 00.

Per ogni compatto H C 2. Come spiegato al punto 1), applicando il Teorema di rap-
presentazione di Riesz (1.2)) a L che rispetta le condizioni desiderate siamo in grado di
concludere. O

1.3 Notazioni ed esempi

i) Se f € BV},.(£2) denotiamo con
D]

la misura p, e diciamo che ||Df|| ¢ la misura variazione di f. Poniamo
[Df]:=IDfl[Lo

per indicare la misura ||Df|| concentrata sulla funzione vettoriale o. Questo significa
che, posto A C R™ Boreliano,

IDFI|Lo(A) = / od|| D]

Da questo vediamo che la condizione ii) del Teorema di struttura (1.3)) si puo leggere
come

[ saivois =~ [ <po>apfl == [ <pdps)>
Q Q Q
Per ogni ¢ € CL = (Q;R™).

comp

ii) in maniera analoga, se F ¢ un insieme di perimetro localmente finito in 2, consideriamo
f := Xg e scriviamo

1OE]]

per la misura p relativa alla funzione caratteristica. Diciamo che ||0E|| ¢ la misura
perimetro di E e che ||0F]|(£2) ¢ il perimetro di E in €.
Poniamo vg := —o. Ora possiamo scrivere

/ div(p)dx = / < p,vg > d||OE||
E 0

12



per ogni ¢ € CL  (Q;R").

comp

Dalla Def[1.5] si ha che, per ogni V- CC Q
IDFINV) = sup{ [, fdiv(p)dz | ¢ € comp(V;Rn)7 ol <1},
10E(|(V) = sup { [, div(p)dz | ¢ € CLp, (ViR™), Jo] <1}

com; (
P

Osservazione 1.2. Nei casi con sufficiente regolarita si riesce a dimostrare che ||OF]|
¢ la musura di Hausdorff del bordo e vg € la normale esterna al bordo, quindi quello che
st ottiene non € altro che il Teorema della divergenza.

Infatti, sia E C R™ un insieme L™ — misurabile regolare tale che OF sia C?. posta
||OE|| la sua misura perimetro si ha

OEIN(Q) = sup { [, div(@)de | ¢ € CLy (GR™), || <1}

comp(

1l Teorema della divergenza, che sotto queste ipotesi € applicabile, ci permette di affermare

che
/ div(p)dz = / <@ vp > dH" <
E OENQ ?_f's’

/ | [ve| dH < HHOE N Q).
OENQ \/1'/\/1'/

Da cui ||OE||(Q) < H"YOFE N Q). Vediamo che vale anche il contrario. FEssendo
OF € C?, 'applicazione x — vg(x) ¢ Ct. Fissato ' CC §Q scelgo ¢ € D(R™) tale che

Yior =1 e supp(yh) € Q, [P < 1.
Sia ¢ 1= Yvp. Vale che || < 1, p € Cy,,,, (4 R"), allora

comp

/E div(p)dz < ||OE||(€).

Inoltre
/ div(p)dr = V< vg,vg>dH"L
E OB N————

Sia ora {Q bren una successione di aperti che "invada” Q, cioé tale che Q C Qpyq €
Q C Upen Q- Per ogni ;. prendo una corrispettiva vy, che abbia le proprieta richieste
precedentemente. Abbiamo cosi una successione tale che v, 7 Xo. Vale dungue per il
Teorema della convergenza monotona

1OE]|(22 / VpdH" ™ — dH" = H"HOE N Q).
OENQ

Possiamo dunque concludere che, sotto le ipotesi di regolarita richiesta

10E||(Q) = H"H(OE N Q).

13



1.4 Decomposizione della misura variazione

Def 1.8. Siano e v misure di Borel su R".
(i) La misura v si dice assolutamente continua rispetto a p, e si scrive

V<<
se pi(A) = 0 implica v(A) =0 VA CR"
(ii) Le misure v e u si dicono mutuamente singolari, e si scrive
vilopu
se esiste un insieme di Borel B C R" tale che
p(R*"\ B) =v(B)=0.

Teorema 1.4. (di decomposizione di Lebesgue)
Stano v e p due misure di Radon su R"™, allora

V = Vge + Vs,
dove v, e vs sono misure di Radon su R™ con
Vae << by, Vs L p.

Diciamo che v,. ¢ la parte assolutamente continua ¢ che v, ¢ la parte sigolare di
v rispetto a .

Dimostrazione. [1] pag. 52. O

Teorema 1.5. (Radon-Nicodym)
Siano e v,. misure di Radon su R™ tali che

Vage << U.

Allora esiste un'unica funzione f € L*(R™; ) tale che

Voe ) = [E Fd

per ogni insieme F che sia v, — misurabile.

Dimostrazione. [4] pag. 121. O

14



NOTAZIONTI:

Posto o = (0!, ...0™), poniamo
p' = ||Df||Lo", i€ {1,..n}.
Dal Teorema di decomposizione di Lebesgue (Teorema possiamo scrivere
= e + 1,
con ‘ ‘
Mo, << L%, pe L L™,

dove £" indica la misura di Lebesgue n—dimensionale, che ¢ di Radon, come pf. Quindi,
in accordo con la notazione posta fino ad ora

,Uzc = ‘Cnl—fl
1

per certe funzioni f; € L. (2), con ¢ = 1,...,n. L'esistenza di tali funzioni ¢ garantita
dal Teorema di Radon-Nicodym (Teorema [L.F]). Scriviamo

fo, =fi(i=1,...,n),
Df = (for,-- faa) s
Dflae = (4. spl) = £°L DY,
[Dfls = (ud- - n).
Quindi
[Df] = [Dflac +[Df]s = L"LDf + [Dfls,
cosi che Df € LL . (Q;R") ¢ la densita della parte assolutamente continua di [D f].

loc

Osservazione 1.3. f € BV,,.(Q) N LY Q) e [|[Df||(Q) < oo <= f € BV(Q). Infatti:
(=) Per ogni p € CL,. (Q) vale

comp

/fdw«o)dasz—/<so,a>d||Df|| < /||s0||||0||d||Df||§
Q Q ol Y

||90||/Qd||Df|| — llllIDAN®) < o

Da cui
sup{fQ fdiv(p)dx | ¢ € Ciomp(Q;]R”), lo| < 1} < 00.

Poiché per tali ¢ wvale una maggiorazione uniforme della norma con 1. Quindi, dal
momento che per ipotesi f € L*(Q), f € BV (Q).

15



(<) Per definizione di BV (Q), f € LY(Q). Inoltre, per ogni V.CC § e per ogni
peCl (V) vale

/fdz'v(@)dxg/fdiv(go)dx.
v 0

Ora, prolungando identicamente ¢ con 0 fuori da V la divergenza rimane invariata e si
ha che

sup { [, fdiv(p)dz | ¢ € C,, (ViRY), [p| <1} <
sup { fo fdiv(p)dz | ¢ € Clyyp (R, [0 < 1} < 00,

Quindi f € BV.(Q2).

Per mostrare che || D f||(2) < oo & necessario innanzitutto capire chi sia ||Df]|(Q2) a par-
tire dalla conoscenza della misura sugli aperti compattamente contenuti in €. Si costrui-
sce dunque una successione di insiemi {Q}ren che invadano Q0 come nell’Osservazione
[Z.2. Si osserva ora che

IDFI@) = Jim [|DF]|(%) = sup { foy Fdiv(£)d | ¢ € Cly(HRY), [ < 1},

dove l'ultimo termine ¢ < oo per definizione di funzione in BV (Q).

Def 1.9. Sia f € BV (Q). Definiamo la norma di f in questo spazio come

Ll svi) = [[flleve) + [IDFIIS),

dove, come mostrato nell’Osservazione precedente,

IDII(Q) = sup { [, fdiv(p)dz | ¢ € Coopp(BR™), [io] < 1}.
Osservazione 1.4. Questa é effettivamente una norma poiché, per ogni f € BV (Q)
i) | fllr@) = 0 e [[DFI[(€2) >0, quindi

1 fllBviy == llflli@ + IIDFII(2) = 0.
Inoltre || f||z1@) =0 e [|[Df||(2) =0 <= f=0, da cui ||f||pvi) =0 <= f=0.

i) posto A € R
A llBvie) = [[Afll@) + DN =
(MA@ + MDA = M f ] sve)-

i11) Presa qualsiasi g € BV (Q)
f + gllsviey = IIf + 9l + ID(F + 9)lI(€) <
Nl + Mgl + 1D + [1DglI(€) = [[fllsvie) + [l9llBv©)-
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1.5 Funzioni BV e Spazi di Sobolev

Proposizione 1.1.
Wil (Q) € BViee(Q)

loc

e vale che, posti f € W) 1((2) eV CC,

loc

IDFIV) = sup {f, fdiv(p) | ¢ € CL (ViR [g <1} = / D|dz.

Dimostrazione. Sia f € W,21(Q), sia V. cC Qe sia ¢ € CL, (V;R") con |p| < 1.

loc comp

Allora, applicando la defizione di derivata debole,

i [ e -

/ ——prdr — - ——/—fcpndx:—/ < Df,p>dx
O0xq v 0z, v

Questo ci dice che

/fdiv(go)dx:—/ <Df,o>dr < /|Df| |l dx§/|Df|d:U < 0.
v v 7 v ~ 14 7

fewll @)

Dunque

IDFINV) = sup {f, fdiv(0) | @ € Cloy(ViRY), Jo] <1} < o0,

Per dimostrare la seconda parte dell’enunciato dobbiamo verificare che
[ 10s1as < D519,

Sia @ 1= |Dﬂ In questo modo vale che < Df, ¢ >=|Df| e |¢| < 1. Non & pero detto che

e Cl (V;R"), quindi consideriamo una successione {¢y }ren tale che @ — o, |pr| <

comp

1 e @ € Clypp (V3 R™); una tale successione puo essere scelta per esempio mollificando

opportunamente la funzione ¢ di partenza. Per le funzioni della successione vale

/ < Df,pp > dx < ||Df||(V) Vk € N.
14

Questo in particolare vale anche per il limite per £ — oo e il Teorema della convergenza
dominata mi permette di portare il limite sotto il segno di integrale ottenendo

1DJII(V) > nm/ < Df, g > dr —
k—oo v

/hm <Df,g0k>dx—/ <Df,gp>dac:/|Df|da:.
1% v 1%

k—00
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Osservazione 1.5. [] risultato appena mostrato permette di affermare che per ogni f €
Wie ()

IDfIl = L*L|Df]
e LM —q.d.

D
> \D_{ﬂ se Df #£0
0 seDf=0.

In maniera analoga a come é stato fatto per BV,.(S)) si dimostra che vale
whi(Q) C BV(Q).
In particolare, grazie alla proprieta di inclusione tra spazi LP, vale in generale che

Wl’p(Q) C BVipe(2) per 1 < p < 0.

loc

Cioe ogni funzione di Sobolev ha variazione localmente limitata.

Osservazione 1.6. NON vale pero 'uguaglianza insiemistica, cioé W' (2) € BVie(9).
Infatti, preso E C R™ insieme di perimetro localmente finito, si ha per definizione che
Xp € BVioe(Q), ma a priori non & detto che Xg € W, ().

Un controesempio su R ¢ dato dalla funzione

Hz) 1 sex>0
T) =
0 sex<O.

In effetti, abbiamo visto che se f € BVy.(2) si puo scrivere
[Df] = [Dflac+[Dfls =L"LDf +[Dfls.

Di consequenza, f € BVi,.(Q) sara tale che f € Wl’p(Q) —

fel?Q), Df e (L))", [Df]s = 0.

Da qui ci accorgiamo che la differenza tra le funzioni a variazione limitata e le funzioni
di Sobolev sta proprio nella presenza o meno della parte singolare [Dfls della misura
vettoriale [D f].
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Capitolo 2

Approssimazione e compattezza

2.1 Semicontinuita inferiore

Teorema 2.1. (Semicontinuita inferiore della misura variazione)
Sia f € LY(Q) e supponiamo che esista una successione { fi }ren con fr € BV(Q) Vk € N
tale che f, — f in LY (). Allora

DS < limin [ DA

Cioée la misura variazione é un funzionale inferiormente semincontinuo rispetto alla con-
vergenza in norma L.
Se f ¢ BV (Q) la misura variazione é definita ugualmente, in questo caso ||D f||(2) = oo.

Dimostrazione. Sia p € CL (Q:;R™), |¢| < 1. Allora

comp

| saiteyts = tim [ pivto)d.

e questo e vero poiché

|| saivtyto = [ fidiv(erdal < | 17 = flldiv(elde <

Collf = fellzr @) — 0 per k — oo.
Ora,

lim / frdiv(p)dz = — lim / < ,0 > d||Dfi|| <liminf ||D fi]|(2).
Q k—oo Jq k—o0

k—oo

Questo vale dunque anche per il sup al variare di ¢, e quindi otteniamo il risultato:
IDAIN) = sup { fo fdiv(p)de | ¢ € Crppp(BR), || < 1} <liminf [|D fi]|(2).
]
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Corollario 2.1. Se f;, — f in L'(Q) ed 3 C € RT t.c. ||Dfi]|(Q) < C Vk € N, allora
|Df|(R2) < oo, quindi f € BV(Q).

Cio¢, limite in L' di funzioni BV ed equilimitate ¢ BV. Per quanto riguarda insiemi
misurabili questo si traduce dicendo che limite di una successione di insiemi di perimetro
equilimitato ¢ un insieme di perimetro finito (nel senso del limite in L' della successione
delle funzioni caratteristiche) .

2.2 Approssimazione tramite funzioni lisce

Def 2.1. Sia {Vi}rer ricoprimento aperto di Q. Una partizione dell’unita su
subordinata a tale ricoprimento e indicizzata su I € una famiglia di funzioni continue
{¢k trer tale che:

i) supp(pr) C Vi, per ogni k € 1.

it) {supp(pr) ; k € I} sia localmente finito.

W) Y peror =1 su Q.

La condizione ii) significa che ogni punto x € {2 ha un intorno in cui ¢; ¢ nulla
tranne per un numero al piu finito di indici. Questo ci permette di dare un senso alla
sommatoria nel punto iii) intendendola come sommatoria dei termini ¢ (z) non nulli nei
punti z € ).

Teorema 2.2. (Esistenza di una partizione dell’unita)
Sia Q C R"™ aperto, e sia {Vi}rer un suo ricoprimento aperto. Allora esiste una parti-
zione dell’unita { ok }rer subordinata a {Vi}trer.

Dimostrazione. [3] pag. 259 O

L’enunciato di quest’ultimo teorema, cosi come la definizione di partizione dell’unita
puo essere dato piu in generale per spazi topologici di Hausdorff e paracompatti.

Teorema 2.3. (Anzellotti-Giaquinta)

Sia f € BV(Q), allora esiste una successione {fi}ren, con fr € BV(Q2) N C>(Q) tale
che:

(i) fo = f in LN(Q);

(1) [[Df|[(€2) = |[Df]|(€2) per k — oo.

Dimostrazione. 1) Sia e > 0, sia Qg := 0 e siam € Z*.
Definiamo, per k € N

Qp :={z € Q| d(x,00) > N B0,k +m).

k+m
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Scegliamo ora m abbastanza grande in modo che
IDFII(QN\ Q) <& (%)

{Q% }ren € un ricoprimento di € costituito da aperti inscatolati, cioe € C Qpyq.
Poniamo

Vi = Uks1 \ U1 ; kK €N,

{Vk}ren € un ricoprimento aperto e numerabile di € tale che ogni aperto intersechi solo
un numero finito di altri aperti; infatti, per ogni kK € N

mm(Uw):mlmnmmH

keN

Grazie al Teorema che ci garantisce 'esistenza di una partizione dell'unita subordinata
a questo ricoprimento (Teorema [2.2), sia {1} }ren una tale partizione. Per avere diffe-
renziabilita consideriamo, per ogni indice k e per €, abbastanza piccolo, la regolarizzata
per convoluzione (Yy)e, € Cg,, (Vi)

Sia ora

L (¢k>5k
R SN

In definitiva abbiamo ricavato {(x }ren una successione di funzioni C*°(2) tali che:

Ck S Cgsmp<w>
0<G(z)<1 VzeQVkeN

Yoo G =1suQ.

Ora, per ogni k=1,2,... si ha che f(;, € L*(Q), con supp(f¢x) C Vj.
Allora, per le proprieta dei mollificatori riportate nel Teorema 1, per ogni k=1,2,...
esiste un €, > 0 abbastanza piccolo tale che

supp(/Gi)ey) € Vi
e —fG|, <5 ©

LY ()
| DG 106, <5 (Do)
2) Definiamo a questo punto
for= ) (fCh)er-
k=1
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Per ogni punto x € €, esiste un k € N tale che 2 € V4. Questo intorno di x interseca i
supporti di al piu 3 funzioni della partizione, nello specifico (;_1, (5, (g1 Quindi, in
Vi,
k+1
felw) = > (G-
k=k-1

¢ somma finita di funzioni C*(V%), percio ¢ C*°(V}). Per questo motivo ¢ infinitamente
differenziabile in ogni punto di €2,

fe € C™(Q)
Osserviamo che

F=1> G=> fG,
k=1 k=1

per cui

Hff - fHLl = ||ZZO:1(ka>5k - fgk”U(Q) S

,; (fCk)es fck!\m)ézg_k:

o) k=1

=z

Possiamo dunque concludere che f. — f in L'(Q2) per e — 0 e abbiamo provato (i).
3) Per provare (ii) ricordiamo che il Teorema [2.1] ci garantisce che

DS < lminf [[DAJI(Q) (x5,

Sia ora p € CL  (Q:;R™), |p| < 1. Ricordiamo che valgono le seguenti:

comp

o div((rp) = Cdiv(p) + D¢ - ¢

i fDCk ’ (@)Ek = (fDCk)Ek tp

eee ) * D( =0 su (derivada ) - ( =1 e dalla linearita del gradiente, che ha
senso applicare perché localmente la sommatoria ¢ finita).

Allora N
/Q Fodiv()dz — Z /Q (C)owdiv(p)di =

kz::/fékdw e )dr =

:i/ﬂfdiU(CkSDek Z/fDCk e, dx =

oo e (L 1]

:Z/ fdiv(Crpe,) dx—Z/ ((fDC)e,, — fDG)dw =: I + 1.
k=1
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4) Notiamo ora che
[Chpee| < 1VR €N

e ricordiamo che ogni punto di 2 appartiene al piu a tre degli insiemi {Vj }ren. Quindi

) = | /Q Fdiv(Gige)dr+3 /ﬂ Fdiv(Crepe,)de]| <
k=2

< |IDAIQ) + D [IDFI(VA) <
< IDAII@) +3IDAI@\ @) < IIDSIE) + 3¢,
(*

=

D’altra parte, (Do) implica che
|15 <e.

Quindi
/Qfediv(so)d:v < ||Df|[(Q) + 4e.

Vale dunque il risultato per il sup:
IDSI(Q) < [[DFII() + 4e.

Questa stima e (x * x) completano la dimostrazione. O
Per consultare un articolo degli stessi Anzellotti e Giaquinta in merito, si veda [5].

Osservazione 2.1. Questo NON ¢é un risultato di densita. Non ¢é vero che BV () N
C*®(Q2) é denso in BV () con la topologia indotta dalla norma di BV ().
Infatti, sia f € BV (). Per assurdo esista { fx}ren tale che fi, € BV (Q) N C>(2),

fr iV_(Q)> f. Consideriamo ora un certo Q) C ) tale che f,, € W"(Q') Vk € N. Basta
—00
considerare Q' a chiusura compatta, infatti f,, € BV(Q') = LY(Q). Inoltre
Ok dxgmax% (Q)<oo Vj=1,...n.

Q' 8xj o 8xj

Allora
- 1,100y — D - Q/ S
fe = fallwra@ry = [1D(fi = fu)1(2) ~

< 1D = @) < 1fe = Sillsviey —— 0
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Dunque { fi}ren ¢ di Cauchy in W(Q). Allora esiste g € W(Q') tale che f; — f
—00

in WHH(QY'). Percio a meno di sottosuccessioni fr — g q.d. in Q). Per unicita del limite
f=gaqd inQ. In definitiva f € WHH(Q') = BV(Q) C W'Y(Q). Ma questo ¢ falso

e un controesempio e fornito, come nell’Osservazione e fornito dalla funzione di

Heawviside
1 >0
H(z) := ser =
0 sex<O.

2.3 Approssimazione debole di derivate

Introduciamo ora una nozione di convergenza debole per misure.

Proposizione-Definizione 2.1. Siano p,p, k € N misure di Radon su R™. Sono
equivalenti le sequenti affermazioni:

1. limp_eo fRn fduy, = fRn fdp per ogni f € Copmp(R™).
2. limsupy,_, o ux(K) < p(K) VK C R™ compatto e
lim infy o0 p(U) > p(U) YU C R™ aperto.
3. limg o0 pi(B) = u(B) VB C R™ boreliano limitato con p(0B) = 0.

Se wvalgono queste tre proprieta equivalenti diciamo che la successione delle { i }ren
converge debolmente alla misura p, e scriviamo

Mg — -
Dimostrazione. [1] pag. 65. O

Teorema 2.4. Per f, come nell’enunciato del Teorema definiamo la misura (vet-
toriale) di Radon come

pi(B) == D frdx
BNQ

per ogni Boreliano B C R™. Poniamo inoltre

u)= [ aps

Allora
M —

debolmente nel senso delle misure (vettoriali) di Radon su R™.
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Dimostrazione. 1) Sia ¢ € C,,,,(R";R") e sia ¢ > 0. Sia Q; come nella dimostrazione

del Teorema di Anzellotti-Giaquinta (Teorema [2.3):
Q= {2z € Qd(z:09) > =} N B0,1+m)
con m € Z abbastanza grande in modo che
IDAIQ\ Q) <= ().
Sia ora ¢ una funzione cutoff tale che

¢(=1suQ, supp(() CQ, 0<((r) <1Vre supp(Q).

l/@@wi/wDﬁmz
n Q

/C(p-kadx—l—/(l—C)ap-kada::: I, + I.
Q Q

2) Ricordiamo ora che se F ¢ un campo vettoriale e 1) & a valori scalari vale

Allora

div(F) = Dy - F +div(F).

Allora
div((Co) fi) = Dfi - Co + fediv(Co).

Da cui

h= [ divl(¢o) oo~ [ fudiv(o)de

(%)
Ma (x) = 0 poiché l'integrale della divergenza in senso debole di un’applicazione nulla
vicino al bordo (e (pfi lo & essendolo () e nullo. Questo si vede applicando la definizione
di derivata debole.
Siccome f, — f € LY(Q),

| / div(Co) (i — f)da] < / dio(Co)|fi — flda <

< ||div(Co)|| Lol fr — fllr) — 0 per k — oo.

Per cui I; converge a

—/Qdiv(g“ap)fd:rZ/QQP'd[Dﬂ:

~ [ e-apsi+ [ <= De-aps),

Q
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Dove la prima uguaglianza ¢ data dal fatto che (p € C’Clomp(Q;R") e [Cp| < 1, allora
posso applicare il Teorema di Struttura (Teorema che mi garantisce che valga il
risultato, con la notazione [Df] = ||Df||L o.

Osserviamo che il termine [,(¢ — 1)¢ - d[Df] si controlla con una costante dipendente
da ¢ per €. Infatti, essendo ¢ = 1 su {2y, l'integrale si riduce ad essere

/ (€ = g od|DfI| < lloll i~ / € 1]-0d||Df|| <
Q\Q1 Q\Ql

< CAIDAIR ) < Coe.
()

3) Studiamo ora 5. Per ragioni analoghe alle precedenti

L= [(-0p Dido= [ (=00 Do <

<llellume | IDfkde =, [ dDfie < CIDAINE\ )
2\ O\

Per il Teorema di Anzellotti-Giacquinta (Teorema ,

1D fel[(€2) = || DfI[(§2) per k — oo.
Essendo €2, aperto di €2, analogamente vale che

1D fiel[(1) = [IDf]|(€21) per k — oo.
Per additivita della misura inoltre

1D fil[(Q2\ 1) = [[D fiel [(2) = [|D fl |(€21) — [[DfII(€2) — [[DfI[(€) = [[DFI[(2\ Q).
Allora, per k abbastanza grande,
D full(2\ Q1) = [IDfI[(Q\ ) <& ().
<e

Questo ci permette di concludere, raccogliendo il 2 derivante dall’ultima disuguaglianza
nella costante C,,, che
I < Cgoéf.

4) Siamo ora in grado di verificare che vale la condizione 1 della Proposizione-Definizione
affinché py, — p. Per ogni k abbastanza grande in modo che valga la stima (é)

| fin pdpir, — [ pdp| = | I+ I — [, - d[Df]| <
| [y d[Df] + Cpe + Cype — [, - d[Df]| < 2C,e.
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2.4 Compattezza

Def 2.2. (Funzioni lipschitziane)
Siano (X, dx), (Y,dy) due spazi metrici, dove dx indica la metrica su X e dy quella su

Y. Una funzione
f: X—>Y

¢ detta lipschitziana (o lipschitz-continua) se esiste una costante reale K tale che
dy (f(z1), f(z2)) < Kdx (21, 22).
Tale K é detta essere una costante di Lipschitz per f.

Def 2.3. (Frontiera Lipschitziana)
Sia 2 CR™ diciamo che 02 é Lipschitz se Vx € 02 3 r > 0 e una mappa lipschitziana
v : R"™™ — R tale che (a meno di rotazioni e/o di rinominare le coordinate) si ha

QNQ, ) ={y|vWi, - ¥n-1) <y} NQ(x,7)

dove
Q(I’,’l") = {y | |yi_$i|<ra 221,,71}

In altri temini possiamo dire che OS2 ¢ localmente (a meno di rotazioni e/o di rinominare
le coordinate) il grafico di una funzione lipschitziana.

Inseriamo ora un risultato di compattezza per funzioni in uno spazio di Sobolev che
ci sara utile per un risultato analogo per funzioni BV.

Teorema 2.5. Sia 2 C R"™ aperto limitato con frontiera Lipschitziana, e sia 1 < p < n.
Sia { fr.}ren una successione in WHP(Q) che soddisfi la condizione

sup || fi|lwiro) < o0o.
kEN

Allora esistono una sottosuccessione { fi, }jen € una funzione f € W'P(Q) tali che
fe, = fin LY(Q)

3=

per ogni 1 < g < p*, con 1% =

SRl

Dimostrazione. [1] pag. 168. O

Osservazione 2.2. Per p=1 si dimostra che esistono { fy, }jen € f € L (Q) tali che
fe, = fin LY(Q)

per ogni 1 < g < 1%,

27



Teorema 2.6. (Compattezza per funzioni BV)
Sia Q C R™ aperto e limitato, con frontiera 02 che sia Lipschitz. Sia {fi}ren una
successione in BV (Q2) che soddisfi la condizione

sup || ful|Bv(e) < oo (%)
keN

Allora esistono una sottosuccessione { fy, }jen € una funzione f € BV (Q) tali che
fi; = fin L'()
per j — 00.

Dimostrazione. 1) Per ogni k € N scegliamo g, € C*(2) tale che:

. 1 y
D) | fr = gkl < %; i) SUp/ |Dgy|dx < oo.
keN Jo

L’esistenza di tali funzioni ¢ garantita dal Teorema di Anzellotti-Giaquinta (Teorema
2.3). Infatti questo ci garantisce che per ogni fj esiste una successione {g; }ien in BV ()N
C*>(Q) tale che

gi = frin LY(Q);  [[Dgill(Q) — [IDfill(Q) per i — oo.

Per cui per ogni k posso scegliere tra le g; una g in modo che || fx — gi||1() < % e che
1Dgil|(€2) < [[Dfill(22) + 1.
Questo garantisce che

sup/ |Dgi|dz < sup||D fi||(Q) + 1 < sup||fullBvio) + 1 < oo.
keN JQ keN keN

Osserviamo a questo punto che le g, € WH1(Q), infatti

el = lgel Iz + / Dgildz < oo,
——— Q

e LY(Q
Ik (V) <supp -

In particolare
1
sup ||gr|lwii ) < sup(|| fell 21 @) + E) +sup [ |Dggldr < oc.
keN keN keN JQ

2) Grazie all’Osservazione (che possiamo applicare alle g, grazie alle ultime osserva-
zioni) sappiamo che esiste una certa f € L' () tale che

gr; — fin LY(Q)
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Per la proprieta di inclusione tra spazi LP, che & applicabile dal momento che €2 e limitato
per ipotesi, L' () C L'(), allora

fe L.
Quindi fr, = f in L'(Q), infatti

[ fe; = fllevey < |fk; — gl gk, — fllzie) — 0 per j — oo.

<k%— per )

Ora possiamo concludere sfruttando la semicontinuita inferiore della misura variazione

(Teorema [2.1)):
IDFIQ) < liminf |Dfy,[|(2) _<_o.
j—roo ~—~~

()
In definitiva f € BV (). O
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Capitolo 3

Traccia per funzioni BV

3.1 Teorema di traccia per funzioni BV

In questo capitolo consideriamo sempre 2 C R™ aperto e limitato con frontiera Lipschitz.
Osserviamo che, essendo 02 localmente il grafico di una funzione Lipschitz-continua ~,
la normale esterna v esiste H" ' — ¢.d. su 9. Questo in accordo con il seguente

Teorema 3.1. (Rademacher)
Sia f: Q — R"™ Lipschitz-continua. Allora f ¢é differenziabile q.d. in Q.

Dimostrazione. [1] pag. 103. O

La normale esterna e infatti il gradiente normalizzato, che esiste q.d.
Ci accingiamo ora a dare una nozione di "traccia” per funzioni BV, che ci fornisca una
sorta di ”valore al bordo” di f su 0.

Introduciamo un risultato che ci sara utile per la per la prossima dimostrazione.

Teorema 3.2. (Formula dell’Area)
Sia f: R"™ :— R™ una funzione lipschitz-continua, con n < m. Allora, per ogni insieme
A CR"™ che sia L™ — misurabile,

/A Irdo = [ AT ).

Dimostrazione. [1] pag. 119. O

Osservazione 3.1. La formula dell’area ci dice che la misura H™ dell’tmmagine f(A) C
R™, considerando la molteplicita della preimmagine di ogni punto, puo essere calcolata
integrando lo Jacobiano Jy su A.

Siamo ora pronti per dimostrare il Teorema di traccia per funzioni BV.
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Teorema 3.3. Sia Q) aperto limitato, con OS2 Lipschitz. Allora esiste un’applicazione
lineare limitata

T : BV(Q) — L'(0S;H™™)
tale che
/ fdivp = — / - d[Df] —I—/ (¢ -v)TfdH"*
0 Q a0
per ogni f € BV(Q) e p € CY(R™;R™).

Def 3.1. La funzione T f, che é definita univocamente a meno di insiemi di misura nulla
per H" 1L 0RQ, & chiamata la traccia di f su ON).

Come gia detto precedentemente, interpretiamo 7'f come il ”valore al bordo” di f su
0N}

Dimostrazione. Introduciamo preliminarmente alcune notazioni. Sia
n
r=(x1,...,2,) € R,

allora poniamo z = (2/,z,) con ' = (zy,..., 7, 1) € R" e z, € R.
Siano x € R™ e h,r > 0. Definiamo il cilindro aperto

Clx,h,r):={yeR"; |y — 2| <r |y, — 2z, |< h}.
Siccome 0f ¢ lipshitz, allora e localmente il grafico di una funzione lipschitz
v: R — R,

Sia z € 9U. Allora v (2') = z,, quindi esistono necessariamente h,r > 0 tali che

h
max |y (y) —x,] < —.
la’—y'|<r 4

Possiamo dunque considerare un cilindro aperto che contiene un intorno di x € U tale
che
QNC(x,hyr)y={y; |2 =y <r, v() <yn < xn+h}.

Per semplicita di notazione poniamo C := C(z,r,h).
La dimostrazione si sviluppa nei seguenti passi:

1. Si dimostra il risultato per f € BV (Q2) N C*(R) localmente su 02 N C.,.
2. Sfruttando una partizione dell’'unita dell’unita si estende il risultato a tutto 0f2 .

3. Sisfrutta il teorema di Anzellotti-Giaquinta (Teorema per estendere il risultato
a f e BV(Q).
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1) Siano f € BV(Q) N C>®(Q) e r,h,y come sopra. Sia 0 < e < 2ey e dQnC.
Definiamo
) =W v @) +e)
e poniamo
Coe={yeCiv(W)+o<yn<v()+e}
con0<di<e< % Definiamo inoltre C. := Cy. e C* := (C'N Q) \ C. Allora

|mw—umsA€

L)+ o< [ D76 W)+ 0l a

Integrando ora da entrambe le parti su 9Q N C rispetto alla misura H"~! e sfruttando il
fatto che « & Lipschitz e la formula dell’Area (Teorema otteniamo

/ |MM—£@MWH§C/ Dfldy = C|Df| (Cs.).
oQNC

Cé,s

Abbiamo quindi ottenuto

1fs = fell sroancmn-1y < CIDFI(Coe)  (€)-

Siccome Cy. — oQNC, allora | Df|| (Cse) — 0. Quindi (f;).., ¢ una successione
€,0— €,0—

di Cauchy in L* (92N C,H" 1) che & uno spazio di Banach, quindi si ha che

dlim f, =: T}.

e—0

Inoltre mandando § — 0 in (<)) otteniamo che la disuguaglianza continua a valere:

|- plawet <cipric) @),
oaNC

Sia ora ¢ € CL_(C,R"). Osserviamo che cido non vuol dire che ¢ € CL (O, R")

comp comp
poiché il supporto di ¢ € un compatto di C e non un compatto di 2. Allora possiamo

dire che
/ fdiv(@)dy = — / o Dfdy+ / div(f&)dy.
Inoltre

/E div(fp)dy =

Quindi abbiamo ottenuto

fgp . Vdanl — / fESOE . Vdanl.

oce onanc

fdiv(p)dy = — / o Dfdy + / Fon - vdH

oaNC

€

Ce
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e mandando € — 0, siccome f. — Ty e . — ¢, si ha

fdiv(p)dy = —/ o-Dfdy+ / Trp - vdH" .
onc

Qne oanc

Quindi secondo le notazioni derivanti dal Teorema di struttura (Teorema [1.3])

fiivildy == [ goodlDfl+ [ Typovant @)

QNe oaNC

2) Consideriamo ora un ricoprimento di J2 fatto di cilindri aperti {C (z,r,, hy) | x €
002}, ma essendo 0f) compatto si ha che 3 C4,...,Cy cilindri aperti che ricoprono
0f). Prendiamo dunque una partizione dell’'unita associata al sottoricoprimento finito
{Ci}iy,. - Slano wy,...,wy € Cg;mp (R™) con supp w; € G e SN w; = 1.

Abbiamo allora che f = SN | fw; e inoltre ¥ C; valgono (#) e (&), quindi

N N
/Qfdiv(ap)dy = /Q;fwidiv(gp)dy = ; e fwidiv(p)dy =

N
“Y - / o od||Df|| + / Tpup - vdH™™)
i=1 QﬂCi aﬂﬂCi

—/gp-adHDfH—l—/ Trp - vdH" .
Q aanc

3) Passiamo ora al caso generale. Sia f € BV(€). Allora per il teorema di Anzellotti-
Giaquinta (Teorema [2.3) 3 {fi},cy successione in BV (€2) N C*(€2) tale che

Jr m J in Ll(Q)
1Dl (@) —— DA

Proviamo che {7}, }, .y € una successione di Cauchy. In maniera analoga a quanto fatto
precedentemente, prendiamo un cilindro aperto C e fissiamo ¢ > 0 e y € 90N C.

Definiamo 1
= [ nwawr a1 [ G

1
/ 1~ felawet = [y =2 g, ar s
oaNC ounc
[
panc €

Allora

[} dt]cm“< [ [ e
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1 [ 1 [
— [ [ m-laea< [ aciphc)
€ Jo Joonc € Jo

Andiamo adesso a stimare la norma L!:

ITs = Trll 2 oancaem—1) = / | Ty, — Ty, | aH"™
oanC

< / Ty, — fe)dH + / e fe / Ty — foldHr
ooNC ooNC

oaNC

< C(IDfI + IDAI () + / e — fe

a0NC
Con

e re n—1 __ 1 : . n—1
[ s = [ 2 - G, e an

(1 - Goota)awe < € [ 15 flay

Ce
Quindi in definitiva otteniamo che

C
I3 = Tillsomncaens < € (DL + DRIV C) + 2 [ 1= fldy

Passando ora al limite si ottiene la seguente stima:

limsup/ Ty, — Ty | dH™ ' < 2C||Df| (C.).
oanc

k,l—o0
Mandando € — 0 otteniamo che || D f|| (C:) — 0, quindi {77}, },y ¢ di Cauchy in
E—
uno spazio di Banach. Cio ci permette di concludere che
3 lim Ty =:Ty.
k_g{loo Tk !

Procedendo come nel caso precedente sfruttando una partizione dell’unita, si dimostra
che cio vale su tutto 0§2. Abbiamo dunque ottenuto che

[ fdivtorty =~ [ - odDl+ [ ()T ane
Q Q oU
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/ fediv(ip)dy — / fdiv(e)dy
Q Q

k—o0

/ (o - V)ThdH" " —— | (p-v)TpdH" "
a0 k—oo Jaq

Inoltre sotto le ipotesi di questo Teorema vale anche che pp — p debolmente (nel
senso delle misure), dove

wB)= [ Dide ¢ u(B)= [ dos)

Quindi, per definizione di convergenza debole (nel senso delle misure), vale che

o odipsll = [ o-adlns|
Q - Ja

e questo conclude la dimostrazione. O

Enunciamo ora un risultato che ci permette di avere una visione piu chiara dell’effet-
tivo comportamento di tale traccia.

Teorema 3.4. (Proprieta locali della traccia)
Sia Q aperto, limitato, con 0N lipschitz. Sia inoltre f € BV (). Allora per H" ! —
q.o. x € OS2 wvale che

lim [f(y) = Ty(x)ldy = 0

r—0 B(z,r)NQ

e quindi

Ty(x) = lim fy)dy.

r—0 B(z,r)N

Osservazione 3.2. In particolare, se f € BV(Q) N C(Q), allora
Ty = f|asz H !~ q-d.

Dimostrazione. [1] pag. 208. O
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Capitolo 4

Disuguaglianze isoperimetriche

4.1 Disuguaglianze di Sobolev e Poincaré

Def 4.1. Per 1 < p < n, definiamo

* np
P = ;
n—p

p* & detto il contugato (secondo Sobolev) di p. Si osservi che questa definizione equivale

ad imporre che
1 1

B 1
-

prp
Diamo ora un risultato che ci garantisce che, se f € WH(R") per un certo 1 < p < n,
allora f € LP".

Teorema 4.1. (Gagliardo-Niremberg-Sobolev)
Sia
1<p<n.

Allora esiste una costante Cy, dipendente solo da n e da p, tale che
1
1Al ey < Cal | |DFPd)?
Rn

per ogni [ € WIP(R™).
Dimostrazione. [1] pag. 162. O

Introduciamo inoltre un ulteriore risultato che ci permette di dare una versione locale
della disuguaglianza precedente.

36



Teorema 4.2. (Disuguaglianza di Poincaré)
Sia
1<p<n.
Allora esiste una costante Cy, dipendente solo da n e da p, tale che

1

(f _vw-wera)” <catf  ipswray
B(z,r) B(z,r)

per ogni B(z,r) CR"), f € WY (B(z,r)), dove

Dimostrazione. [1] pag. 166. O

Il prossimo obbiettivo ¢ vedere come questi risultati possono essere estesi a funzioni
BV, ma prima e necessario enunciare due risultati utili nella dimostrazione:

Lemma 4.1. (Fatou)
Sia (X, F, ) uno spazio di misura, e sia {fi},cn una famiglia di funzioni tale che
fr: X — [0, 4+00] sia p — misurabile Yk € N, allora

/ liminf frdp < hmmf/ frdp.
b's

k—o0
Dimostrazione. [1] pag. 26. O

Proposizione 4.1. (Disuguaglianza di Hélder)
Sia 1 < p < oo e sia q il suo esponente coniugato (cioé tale che %%—% =1). Sia
(X, F, 1) uno spazio di misura e siano f e g due funzioni misurabili su X a valori in

10, +00]. Allora 1
[ todn< (/ f’”du) (/ngdu)".

Dimostrazione. [4] pag. 63. O

Teorema 4.3. (Disuguaglianze per funzioni BV)
(i) Esiste una costante Cy tale che

121 ey < CLlIDFII(R™)

per ogni f € BV (R™) a supporto compatto.
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(ii) Esiste una costante Cy tale che

1 = (Pasllis (5757) < ColDANBL, )

per ogni B(x,r) CR"™ e f € BV,.(R").
(i11) Per ogni 0 < av < 1 esiste una costante Cs() tale che

11l (5 < C@IIDAI(BL. 7))

per ogni B(x,r) CR™ e f € BVj,(R™) che soddisfi la condizione

L'(B(z,r) N {f = 0})
Lr(B(x,r))

> «.

Dimostrazione. (i) Sia f € BV (R") a supporto compatto. Consideriamo una successione
{fk}ren tale che fr € O, (R") VE € Ne

fe = fin LNR™), fo — f L" —q.d., ||Dfi]|(R") — [|[Df||(R™) per k — oo.

Questa successione esiste in accordo col Teorema di Anzellotti-Giaquinta (Teorema [2.3)).

. . LY(Q) . .
Ricordiamo che se f, — f, allora esiste una sottosuccessione convergente puntualmen-
k—o0

te quasi dappertutto. Scegliamo eventualmente questa sottosuccessione senza perdere le
proprieta richieste (€2 & un generico aperto di R").
Il lemma di Fatou (Lemma ci permette di affermare che

HfHLl*(Rn) < hﬂg}f ||fk||L1*(1Rn)~

Osserviamo che f;, € WHHR™) Vk € N, infatti fr € L'(R") e Vi=1,..n

/ % dr = / % dr < max gik En(suPp<fk)) < 0.
n ! supp(fx) ' supp(fe) |7 <o
<00

Possiamo dunque applicare la disuguaglianza di Sobolev (Teorema per comple-
tare la dimostrazione della prima parte del Teorema, infatti questa garantisce che

[ fll e mry < Co |D f|dz,

Rn

che implica
1112y < O liminf || Dfil|(B") = G4l [ DF|(R).
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(ii) La seconda disuguaglianza si mostra seguendo un procedimento analogo al pre-
cedente, dove si sfrutta la disuguaglianza di Poincaré (Teorema invece che quella di
Sobolev.

Sia f € BVj,.(R™) e sia B(x,r) C R". Consideriamo una successione {fi}reny come
sopra. Sempre per il lemma di Fatou

1 = Dol (5y) < Tt i = el e sy (©)

Dal momento che f, € W (B(x,r)) possiamo applicare la disuguaglianza di Poincaré

(Teorema , che garantisce che

(]{B(M | fi = (fi)asr| "

Da cui si ottiene

1

1* 1
) - L*ka’ (fk)erLl*( ($7‘)) <027"][ ‘ka‘dy
£ (Be,n) )

1= (el < Oor (£ B) ™ [ DAy

Ora, osservando che % —1= —% e ricordando che £"(B(z,7)) = r"wy,,
CQT
i = (ol (5577 < - | IDhdy -
C2T Cg
= D fy|dy = B(z,7)).
o= | sy = DRI )

Nell'ultima uguaglianza si sfrutta il fatto che, essendo fp € WH(B(x,7)), la misura
variazione associata ha solo la componente assolutamente continua rispetto alla misura
di Lebesgue, che "non vede” il bordo della palla.

Possiamo ora concludere raccogliendo la radice dentro alla costante C'y e sostituendo
quando ottenuto in (o):

1 = (Derllpe (am) = Coliminf [|Dfil[(B(x,r)) = Co|[DFI[(B(a, 7).

(iii) Supponiamo ora che valga la condizione

LBz, r) 0 {f = 0})
Lr(B(z,r))

>a>0 (%)

Vale che

||f||L1*(M) é ||f ( )a:r||L1( Blar )+||< )ar“m*(m) <

disug.triang.
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< Col|DFI|(B(@, ™)) + (e (L7 (B, m)) % (k).

Nell'ultima disuguaglianza abbiamo sfruttato il punto (ii) del Teorema e il fatto che

-2
L ¢ R )

(|<f>m v /B - dy)l’ll ()| (L7 (B, 7)) .

Studiamo ora l'ultimo termine di (%)

(Fan (£ Bz, )% = (" (Blw ) ][ fdy‘ <
(B(xz,r)N{f#0}
- 1 1 1
Ln B fL‘,T 17’”T d = p— 1 d .
(O ) hrsoisen " = T St

B(z,r)n{f#0}
Applichiamo ora la disuguaglianza di Hélder (Proposizione , dove l'esponente co-
niungato di 1* e %, e otteniamo

3=

S 1 .\
e (LY (B(z, r)))n < _— Va
D€ B < ot ([ i)

3=

</B(x,r)ﬂ{f7é0} 1dy)
£ (Ble,r) 0 {f #0}) : o
Lr (B(sc, r)) 1112 (3a)

Possiamo ora inserire questa stima in (x*):

(1= )|l flle (m):

||f||L1* (B(a:,r)) < O2|

3=

DB )+ 1]l (557 (1~ )

e questo ¢ vero se e solo se

&
1l ) < =y IPAIB )

Ponendo Cs(«) := . (102 . si ottiene (iii).
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4.2 Disuguaglianze isoperimetriche

L’obiettivo ora ¢ di sviluppare alcune disuguaglianze in grado di stabilire una relazione
tra la misura di Lebesgue di un insieme e il suo perimetro. Per farlo sara necessario
avvalersi dei risultati mostrati nel paragrafo precedente.

Teorema 4.4. Sia E C R" un insieme limitato di perimetro finito. Allora

(1) L(E)"w < C||0B]|(R")

e per ogni palla B(x,r) C R™

1
n

(2) min {m (mm E) L Lr (m\ E>} < 204||0E]|(B(z,1)).

L’esistenza delle costanti Cy e Cy é garantita dalle disuguaglianze di Sobolev (Teorema

e di Poincaré (Teorema .

(1) e (2) sono dette rispettivamente disuguaglianza isoperimetrica e disugua-
glianza isoperimetrica relativa.

Dimostrazione. (1) 1l fatto che E sia di perimetro finito in R" significa che Xg €
BV (R"), il fatto che sia limitato significa che supp(Xg) € compatto. Applichiamo dunque
il primo punto del Teorema 4.3 a Xp:

X5l 1= mny < CHI[OE][(R™),

con

1 ¥e @) = (/ |Xp(z) ”d:c) — (/ 11*d:c) — L(E)* = L"(E)"*.
Rn E

(2) Poniamo per semplificare la notazione B := B(z,r). Sia f := Xz~p. Osserviamo
che

_ LY(BNE)
(f):r:,r - W?
infatti , En(B B
(far = ]{Bf(y)dy i) /B Xpnp(y)dy = B
Allora
L1 = el = [ |sostn) - % oy —
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1*

(BN E)|" / L (BNE)
X5 — — =
cv(BnE)|" / Lv(BNE)"
= 1-— _ dy + dy =
/EmE L"(B) Y B\E Y

_ £"(BNE) (EH(B) — LB E>)l* + LB\ E) (‘C”(B N E>)1* _

Xprp(y) —

£(8) £7(B)
— BN E) (%ﬁ%)ﬂ) + LB\ B) (ﬁnﬁ(f(g)E)) |
Ora, se L(BN E) > L"(B\ E), allora
LM (BNE) Sl
£M(B) ~2
e quindi
(Lo -onrra) "> SEER @ ey 2 @@ )
Se invece LM(BNE) < L"(B\ E), allora
LYB\E) _ 1
£M(B) 2
e quindi
(/ 70) ~ (Dl dy> e S (B E) 2 (B E)

Allora globalmente

(/ () — (F)as|" dy) _Tl”>% i {cn( (z, r)ﬂE) 5"( (z, r)\E)}_i ().

Ora ci ricordiamo che sotto queste ipotesi possiamo applicare il Teorema , punto (ii),
e ottenere

( / @) = (Panl” dy) = (Darllir ) < Coll DBz, 7)) = Col|0EA||(B(z, 1)

In definitiva da (&) e (V) discende il risultato richiesto:

min{c" (mmg) .cn( (z, r)\E)} " <2 |0E||(Blxr)).
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Osservazione 4.1. La disuguaglianza isoperimetrica e la disuguaglianza di Gagliardo-
Niremberg-Sobolev sono intimamente collegate. Abbiamo mostrato che la prima implica
la seconda, ma € in effetti vero anche il viceversa, cioe che assumendo la disuguaglianza
1soperimetrica si puo dimostrare la disuguaglianza di Gagliardo-Niremberg-Sobolev. Per
farlo € necessario introdurre un po’ di notazione e due ulteriori risultati.

NOTAZIONE: Per Q C R™ aperto, f: Q) — R et € R, definiamo
Ey:={x e Q| f(z) > t}.
Lemma 4.2. Se f € BV (Q), la mappa
t— |0 () (t € R)
¢ L' -misurabile.
Dimostrazione. [1] pag. 212. O
Teorema 4.5. (Formula di coarea per funzioni BV')

(i) Se f € BV (Q), allora E; ha perimetro finito per quasi ognit € R e

| D fI[(€2) = /_Oo |OE,|| (Q)dt.

(e e}

(ii) Viceversa, se f € L*(Q) e

/ |0E,|| (@)dt < oo,

allora f € BV (Q).
Dimostrazione. [1] pag. 213. O

Teorema 4.6. (Della convergenza monotona o di Beppo Levi)
Se (X, F,pn) ¢ uno spazio di misura e {f,} ~, & una successione di funzioni jn —
masurabili tale che
0< filz) < folx)<...<o0 VreX

lim f,(z) = f(z) VreX

n—oQ

allora f & u — maisurabile e
lim | f, du :/ f dp.
1l valore di ogni integrale puo essere infinito.
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Dimostrazione. [4] pag. 21. O

Siamo ora pronti a dimostrare quanto affermato sulla relazione tra le disuguaglianze
isoperimetrica e di Gagliardo-Niremberg-Sobolev nell’Osservazione [4.1|

Dimostrazione. (Osservazione 4.11) Sia f € C}, (R*) f > 0. Osserviamo che f €

comp

Cl..(R") ¢ WhH(R") € BV(R"). Inoltre E; ha perimetro finito per q.o. ¢ € R (in

comp

accordo col Teorema [4.5)) ed & limitato essendo, per ogni t, E; C supp(f), che & limitato
poiché compatto.
Allora la disuguaglianza isoperimetrica implica che

+0o0 1 +oo )
| 1ps@] o= DR [ loBl®) @z & [ T erm) e (@)

Th.20" ~° 1J—c0

Ora poniamo, per ¢ € (0, 4+00),

fi :R*" =R, fi(z) :=min{t, f(z)},

=
x)= ([ 507 ds) " =1l

Osserviamo che, se 0 < t; < ¢y, allora 0 < f;, < fi, e quindi X(¢1) < X(t3). Dunque X ¢
NON decrescente su (0,400). Dal Teorema della convergenza monotona (4.6)) discende
che

lim X (t) = ( Rnf(x)l*das)l_i Q).

t—o0

Inoltre, per h > 0 vale che

0< X(t+h)— X(1) < ( [ Viato) - ft<x>|1*da:) o

Infatti || forn — fill e ey > ([ fernll e ey = |1 fell L1# gey- Studiamo il termine integrando

| fean(x) — fe(2)]:
1) f(x) <t = |fin(z) = fil@)] = |f(x) — f(z)] = 0.

flx)—t se f(z)<t+h

2) f(z) >t (v € E) = |fran(z) — filr)] = {t+h —t se f(z) >t+h.

In ogni caso 0 # |fion(z) — fi(x)| < h su Ey, allora
0< X(t+h) — X(t) < hL(E) .
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Quindi X ¢ localmente lipschitziana. Per il Teorema di Rademacher (3.1) X’ esiste
LY — q.d. e inoltre 1
X)) < LB (0),

Sfruttiamo ora il fatto che, essendo X lipschitziana, ¢ assolutamente continua. Allora

1—% +00
x 1*d:c> = X' (H)dt <
(f s AELEE

+00 )
/ LME) wdt < ¢ | |Df(z)|dx.
’ Ry

R

Nella prima uguaglianza sfruttiamo le relazioni X'(0) =0 e (9).

Abbiamo dunque mostrato che vale la disuguaglianza di Gagliardo-Nirember-Sobolev
con p=1 e per ogni f € C’Clomp(]R"), f > 0. Possiamo estendere per densita il risultato
ad ogni f € WH(R™). O
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Capitolo 5

Insiemi di perimetro minimo

5.1 Esistenza di insiemi di perimetro minimo

La semicontinuita inferiore della misura variazione (Teorema [2.1)) e il Teorema di Com-
pattezza (Teorema [2.6) permettono di dare il seguente risultato sfruttando un metodo
diretto del calcolo delle variazioni.

Teorema 5.1. (Esistenza di insiemi di perimetro minimo)
Sia Q0 C R™ aperto limitato e sia L C R™ un insieme di perimetro finito (||0L||(R™) < c0).
Allora 3 E C (R™) tale che:

i) ENQC=LNAQe.

i) [|OE||(R™) < ||JoF||(R") V F CR™ t.e. FNQ°=LNAOQE.
La prima richiesta € che E coincida con L fuori da 2, la seconda e che E minimizzi il
perimetro tra gli insiemsi che godono di questa proprieta.

Dimostrazione. ) & limitato, cioe 3 R > 0 tale che Q C Bg, con Bg := B(0,R). Se
FNQe= LN,

1OF|[(R") = ||0F|[(Br) + [[0F||(Bg) = [|0F||(Br) + ||OL[|(Bg)-

Allora minimizzare il perimetro in R™ o in Bg € equivalente. Dunque il problema si
riduce a mostrare che 3 E C By tale che

i) ENQc=LNOQe.

ii) ||OFE||(Br) < ||OF||(Bg) VY F C Bgrt.c. FNQ‘=LNO".

Poniamo p := inf{||0F||(Br) ; F NQ° = LN O} e consideriamo una successione
minimizzante, cio¢ una successione {F}},. tale che

—00
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Dal momento che {||0Fy||(Bg)},ecy ¢ convergente, allora ¢ limitata. Per esempio, fissato
e > 0, da un certo k in poi ||0Fy||(Br) < €, quindi una stima dall’alto ¢ data da
mac{|[OF |(B), . [0F | Br),p + <}

Inoltre

1ot () = /B X, (2) do < L7(Bg) < o0,
R

allora {||XFk||L1(BR)}keN ¢ equilimitata.
Raccogliendo tutte queste osservazioni possiamo concludere che {Xr, }, . ¢ equili-
mitata in BV (Bg) (supgen ||Xr.||Bv(Br) < 00). Per il Teorema di compattezza ({2.6))

esistono una sottosuccessione {X Fk} e una funzione f € BV (Bg) tali che
7 ) jeN

X,

., —— fin L'(Bg).

7 j—o0
A meno di sottosuccessioni Xy, —— f q.d.; f ¢ quindi limite di una successione di
7 j—oo

funzioni che assumono solo valori 0 e 1, allora f stessa assume solo valori 0 o 1. Possiamo
dunque pensare f = Xp per E :={x € Bp ; f(z) =1}
Osserviamo che E appartiene all’insieme degli insiemi su cui abbiamo cercato 'inf.
Infatti
Fp,, NQ°=LNOQ° VkeN,

allora X i, = X, fuori da €2, e dunque
EnQ=LNA"
Da cio deriva che, per definizione di inf,
p < [[OE[|(Br) (V).
Per semicontinuita inferiore della misura variazione (Teorema vale inoltre che
10EI|(Br) < limint [[0F ||(Bx) = (0)
Da (Q) e ({) discende infine che

I0E|(Br) = p.
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