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Introduzione

Le equazioni differenziali frazionarie hanno attirato notevole attenzione di
molti matematici negli ultimi vent’anni, e sono risultate modelli fondamen-
tali in vari problemi di natura fisica, biologica e ingegneristica; infatti vengono
considerate come modelli alternativi alle equazioni differenziali non lineari.
Recentemente sono stati trattati molti risultati interessanti sull’esistenza e la
controllabilita di soluzioni di equaziont differenziali frazionarie, tra questi tro-
viamo [3],[5],19],[12],[13],]18]. La derivata frazionaria di Riemann-Liouville
ha singolarita in zero e [’analisi matematica delle equaziont differenziali fra-
zionarie di Riemann-Liouville é piu complicata. In questo elaborato verra
analizzato il lavoro di S. Ji, M. Wang [10] e verra approfondito. Si consi-
derera percio il sequente sistema semilineare integrodifferenziale con derivata

frazionaria di Riemann-Liouuville:

Dex(t) = Ax(t) + f (t,x(t),fot h(t,s,x(s))ds) cteJ = (0,0, o
limy_o+ Dat! =2z (t) = x.

dove 0 < a < 1, D ¢ la derivata di Riemann-Liouville di ordine a,

A 9(A) C X — X é il generatore infinitesimale di un risolvente fra-

zionario di ordine o {S,(t),t > 0} su X spazio di Banach, e gli operatori

h:AxX —- Xef:JxXxX — X sono funzioni non lineari, dove

A ={(t,s),0<s<t<b}, J:=|0,].



In questo elaborato si studiera lesistenza delle soluzioni al problema (1),
partendo nel primo capitolo con lintroduzione di alcune nozioni preliminar:
utili nella trattazione e prosequendo poi con lenunciare 'esistenza di una
soluzione (debole) in CY_ (J, X) spazio di Banach, costruito per risolvere il
problema della non limitatezza dei risolventi frazionari in t = 0. Nel se-
condo capitolo verranno elencate le condizioni minime necessarie per avere
soluzioni al problema (1) e verranno enunciati alcuni Lemmi utili per di-
mostrare ’esistenza delle soluzioni. Infine nel capitolo terzo verra illustrata
un’applicazione di quanto detto nella parte teorica, la quale sfruttera nella sua

formulazione alcuni risultati ottenuti negli elaborati citati nella bibliografia.



Capitolo 1

Nozioni e concetti preliminari sui

risolventi frazionari

1.1 Spazi di Banach e integrabilita secondo
Bochner

Definizione 1.1.1. (X, ||-||y) spazio normato si dice spazio di Banach se ¢é
completo nella metrica definita dalla norma, cioé se (X,d) spazio vettoriale
e completo (d= ||z —y|y,z,y € X), cioé se ogni successione di Cauchy

converge ad un elemento di X.

Definizione 1.1.2. Sia (X,.%, 1) uno spazio misurabile e sia B uno spazio di
Banach. Una funzione misurabile f : X — B é integrabile secondo Bochner
o, per brevita, Bochner integrabile, se esiste una successione {Sn}n21 di fun-
zioni semplici integrabili (nel senso usuale di Lebesgue, cioé fozl cep(Ag),
la funzione prende il valore ¢y, sugli inisiemi Ay che suddividono A) tale che:

limy oo [ |1f = Sullg die = 0, dove Uintegrale & Uintegrale di Lebesgue.



L’integrale di Bochner é definito da:

/fdu—limnﬁoo/ Spd.
X X

Denoteremo con C°(J, X) lo spazio delle funzioni continue da J in X con
norma: ||z||y = sup {||lz (t)||,t € J}, con L(X) = Z(X, X) lo spazio degli
operatori lineari limitati da X in se stesso, e con LP (J,X) lo spazio delle
funzioni fortemente misurabili con norma: ||f||;, = (fob £ ()| dt)/>, tali
che, appunto, t — || f(t)||% sia sommabile su un intervallo J, dove 1 < p < oo
e J & un intervallo [0,b].

Per definire una soluzione al problema (1) , considereremo lo spazio:
CY (L, X):={x(t);t'x(t) € C°(J,X)}, 0 < a < 1, con norma:
zlle,_. = sup{l[t'="x ()|l x ;t € T}, dove t'~x (t) [i=o = limy_o+t' "z (1).

Per come lo abbiamo definito CY__, (J, X) & uno spazio di Banach.

1.2 L’integrale frazionario di Riemann-Liouville
e il risolvente frazionario di ordine «

Daremo ora alcune definizioni e risultati sulle derivate frazionarie e sulle

equazioni differenziali frazionarie.

Definizione 1.2.1. La funzione Gamma é la funzione continua T’ : Rt — R*
definita da: T (a) = [7° 20 e dx.

Si puo wverificare che T'(1) = 1 e I'(a+1) = ol (a), da cui seque che
['(n+1) =n!, per ogni n € N.

Definizione 1.2.2. [12] L’integrale frazionario di Riemann-Liouville di or-

dine o € R di una funzione f € L' (J, X) ¢ definito da:

1°f (1) = ﬁ / (t — )" f(s)ds
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dove T'(+) ¢ la funzione Gamma et > 0.

Definizione 1.2.3. [12] La derivata frazionaria di Riemann-Liouville di

ordine a € RY di una funzione f € L' (J, X) e definita da:

1 d" ! n—a—1
—F(n—oz)dt”/o (t —s) f(s)ds

dovet>0ea€ (n—1,n],neN.

DEf(t) =

In particolare per 0 < a < 1, D*f (t) = ﬁ% fot (t—s5)""f(s)ds, t > 0.

Nelle due definizioni appena elencate, e a sequire in questo elaborato, l’in-
tegrabilita sara da intendere secondo Bochner. QOuvuviamente le ipotesi preli-
manari che verranno fatte net Lemmi e net Teoremi che enunceremo saranno

connesse alla Bochner integrabilita.

Sia * il simbolo di convoluzione: (f * g) (t) = fg f(t—s)g(s)ds,

dove f e g sono funzioni fortemente misurabili, cioé Bochner integrabili.
Per convenienza prenderemo: g, (t) = % pert >0 e gy (t) =0 pert <0,
0<a<1l1;stha:

1) IPf(8) = (ga = [) (1),

iW) Df (1) = g (g1-a * f) (2).

Definizione 1.2.4. [12] Sia 0 < a < 1, la famiglia {S, (t),t > 0} C Z(X)
¢ detta un risolvente frazionario di ordine o se soddisfa:

(i) Sa(1)z € C°(R™, X) e limy_o+ T () 1Sy () z =2, x € X;

(13) Sq (t) Sa (8) = Sa (8) Sy (t), s,t > 0;

(i) S (8) I$'Sa (s) = I7"Sa () Sa () = ga (8) [$'Sa (s) = g (s) I}'Sa (1),

s,t > 0.



1.3 1l generatore infinitesimale del risolvente
frazionario e risultati di convergenza nella
topologia operatoriale uniforme

L’operatore lineare A definito da:

=S, (t)x — %)x
ta

Az =T (2«) limy_yo+ T € D(A)

¢ il generatore infinitesimale del risolvente frazionario S, (t), e il dominio di
A & linsieme:

=S, (t)x — ﬁx
D(A) = x e X;limy_yo+ o esiste

Si ha che il risolvente frazionario S, (t) é illimitato per t sufficientemente
piccolo, ma t*7%S,, (t) ¢ limitato sull’intervallo [0,b], b € R*. Indicheremo

con M = supsey ||t Sq @)l J=[0,0].

Daremo adesso due definizioni che saranno estremamente utili in sequito:

Definizione 1.3.1. Sia X uno spazio di Banach. Un operatore lineare
A:D(A) = X, D(A) C X, sidice chiuso se ¥V successione {T;}; oy in Z(A)
convergente ad un elemento x € X, tale che lim; . Ax; =y € X si ha:

r € P(A) e Az=y.

Definizione 1.3.2. Un operatore A si dice densamente definito se il suo do-

minio & denso in X, cioé se: P(A) = X.



Lemma 1.3.1. [12] Sia {S, (t),t > 0} un risolvente frazionario di ordine
a e sia A il suo generatore infinitesimale; allora:

(1) ASa () = Sa(t) Az ¥ 5 € D(A), Sa(t)z € D(A), t > 0;

(if) S (t) & = gw + AIFS, ()2, V w € X, > 0;
(i) Sa (t) 2 = kg + [7Sa (1) Az, ¥ & € D(A), t > 0;
(iv) A & chiuso e densamente definito.

Ricordiamo ora le proprieta fondamentali di un semigruppo:
)T({t+s)=T@H)T(s) =T(s)T(t), t,s > 0;
2) T(0) = I, dove I & l’operatore identita in X.
T(t) é un semigruppo fortemente continuo o Cy se inoltre vale:

3) limioT (t)r =2,V z € X.

Definizione 1.3.3. Indicheremo con topologia operatoriale uniforme la topo-

logia della convergenza uniforme definita dalla famiglia delle seminorme della
I 7]l x

llzll x

fO'f’ma.’ “T”op = Supfﬂ;’éo

T e Z(X).

= sup|z|<1 | x|y, con X spazio di Banach e

Prima di procedere abbiamo bisogno di enunciare un Teorema relativo alla

proprieta di precompattezza, utile nella dimostrazione del prossimo Lemma.

Teorema 1.3.1 (Ascoli-Arzeld). Sia (X,d) spazio metrico compatto, sia
(Y, |Illy) spazio di Banach e sia CP(X,Y") Uinsieme delle funzioni continue
limitate da X a Y, dotato della norma uniforme e quindi spazio di Banach;
allora F C CP(X,Y) ¢é relativamente compatto (o precompatto) se valgono
le due sequenti condizioni:

(1) F(X) é precompatto in Y,V x € X;

(i1) F & equicontinuo, cioé: ¥ € >0 3 >0 tale che ||f(z) — f(v)|ly <e,
Vaoye X dzy) <6,V fe F.

10



La famiglia dei risolventi frazionari che stiamo studiando, definita per
t > 0, non & limitata per t sufficientemente piccolo, ma i risolventi frazio-
nari possiedono comunque la proprieta di forte continuita e la proprieta 1
di semaigruppo per t > 0. Per ovviare al problema della non limitatezza in
t = 0 abbiamo bisogno del sequente risultato di convergenza per i risolvents

frazionari nella topologia operatoriale uniforme.

Lemma 1.3.2. Sia {t'7%S,(t),t > 0} equicontinuo e compatto; allora

Yt >0 vale:
() timor 6+ )=S0+ 1) = D(@R=Su(8) - 15 (0], = 0
(i) iy 1S (2) = D(@)h* =80 (B) - (¢ = WS, (t = R, = 0.

Dimostrazione. Per ipotesi {t'=%S,(t),t > 0} & compatto; allora l’insieme:
B={t"""Sa(t)z; [|lz] x < 1},

¢ relativamente compatto in X V t > 0.
Quindi possiamo trovare una famiglia finita {t'~*Sa(t)x;; |2 x < 1}, C P,
per cui 3 € > 0 tale che:

€

|t Sa(t)e — 17 Sa ()], < 30T T(a)) (1.1)

con M definito come in precedenza.
Sia M che I' appartengono ai reali positivi e per Definizione 1.2.4(i) si ha:

3 hy > 0 tale che

7 Sa (B = D(@h' = Sa(h) - £~ Sa(t)ai] < 5, (1.2)
per ogni 0 < h < h; el <1< m.
Inoltre poiche {t'=2S,(t)} & equicontinuo ¥V t > 0,
3 hy > 0 tale che
[(t+ h)' St + )z — £ Su ()| < =, (1.3)

3
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per ogni 0 < h < hy e ||z < 1.

Ora per 0 < h < min{hy, ha} e per ||z||y <1, da (1.1), (1.2) e

che:

|(t+ ) =St 4+ h)a — D(a)h' =Sy (h) - 17 Sa(t)z |

< ||t + h)'TOSa(t + h)r — S ()|

+ ||t Sa(t)r — t1Sa () a)

+Htl_aSa(t)a:i—F(&)hl_aSa(h) S (t)i|

+ HF(a)hl_"‘Sa(h)-tl_o‘Sa(t)xi—F(a)hl_o‘Sa(h) 1708, (

<staasran 3 T TOM et
=3+ 1+l )M)3(1 T 3 ©

questo implica che ¥ t > 0 si ha:

limpo+ ||(E+ h)' "*Sa(t + h) — D(a)h' = Sa(h) - ' Sa(t)]|

il che prova (i).

(1.3) si ha

kg

=0

op

Per provare (ii) si puo applicare ad (i) la sostituzione: t+h=u, ¥Vt >0 e si

dimostra il Lemmea.

1.4 Soluzione (debole) del problema (1)

[

tramite 'integrale frazionario di Riemann-

Liouville in C{__(J, X)

Definizione 1.4.1. Una funzione z € CY__(J, X) ¢ detta soluzione (debole)

del problema (1) se soddisfa:

ta_l

T

12
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La definizione appena data é coerente con quanto detto fino ad ora (rife-
rimento a [6] e [18]), ma ci fornisce una formulazione pid debole di quella
classica. Infatti il concetto di soluzione debole ¢ legato a quello di derivata
debole: si tratta di definire la nozione di derivata anche per le funzioni inte-
grabili ma non necessariamente differenziabili. Una soluzione classica é in-
vece una funzione di classe C*, che & soluzione di un’equazione alle derivate

parziali di ordine k.

Lemma 1.4.1. [18] Sia f€ LP(J,X), 1 <p < oo. Allora:

b
limno / V£t +h) — F@) dt =0,

dove f(t) =0 pert ¢ J.

13



Capitolo 2

Soluzione al problema tramite
risolventi frazionari di Riemann-

Liouville

2.1 Dimostrazione dell’esistenza della soluzione
del problema (1) tramite risolventi
frazionari

In questo capitolo discuteremo le condizioni necessarie e sufficienti per avere
Vesistenza delle soluzioni del problema (1), senza utilizzare ’assunzione di
Lipschitzianita di funzioni non lineari. In sequito sfrutteremo le condizioni
poste per ottenere risultati importanti, che ci permetteranno di dimostrare
Vesistenza di almeno una soluzione del problema (1), tramite risolventi fra-
ZLOTGTE.

Sia r > 0, definiamo Uinsieme W, = {x € O (LX) llzlle, . < T}, dove

]|, . € la norma definita a pag 7, Capitolo 1.

14



Per brevita di scrittura scriveremo Hx(t) :f(f h(t,s,z(s))ds.

Daremo ora le sequenti ipotesi necessarie sul sistema integrodifferenziale
frazionario (1):

(H1) {t'*S, (t) ,t > 0} ¢ equicontinuo e compatto.

(H2) La funzione non lineare h: A x X — X soddisfa:

1. per quasi ogni (t,s) € A :={(t,s),0 < s <t <b} la funzione h(t,s,") :
X — X e continua, e

V z € X la funzione h(-,-,z) : A — X ¢ fortemente misurabile;
2. 3 m € RY tale che: ||h(t, s, )||x < m|z| -

(H3) La funzione non lineare f : J x X x X — X soddisfa le sequenti

condizions:

1. f(t,-,:) : & continua per quasi ogni t € J e f(,z,y) : J — X ¢

misurabile V z,y € X;
2. Per quasi ogni t € J e z,y € X s1 ha:

£tz )l < 0) + ot =zl + )

doveé’(t)GLP(J,X),p>$,0<oz<1eO<p<Mbajf%.
Con questa scelta di p st ha cheO<p<%per0>a<1, bm >0 e

M = supyey [[t1*Ss ()], J=[0,0].

Le ipotesi appena elencate saranno condizioni fondamentali per i risultati che
andremo ad analizzare in questa sezione. Prima di trattare 1 Lemmsi che ci
permetteranno di dimostrare l'esistenza della soluzione al problema, enunce-

remo uno det Teoremi fondamentali sulla convergenza.

15



Teorema 2.1.1 (Convergenza dominata). Siano f, : I = X, n € N, funzioni
Bochner integrabili, con I intervallo qualsiasi in R o prodotto di due intervalls
qualsiasi di R, e X spazio di Banach. Assumiamo che f(t) = limy_ oo fn(t)
esista quasi ovunque e che esista una funzione integrabile g : I — RT tale
che || f(O)|lx < g(t) quasi ovunque ¥ n € N; allora f & Bochner integrabile e
[, FO)dt=limy, o0 [; frdt. Inoltre vale: [, ||f(t) — fu(t)] x dt "Z0.

Richiameremo adesso una proposizione che ci permettera di studiare me-

glio la convoluzione.

Proposizione 2.1.1. [2] Siano X,Y spazi di Banach, sia f € L}
{f :R* = X; feé Bochner integrabile su [0,t],¥ t > 0} e sia

(RT, X) =

loc

T:RT = Z(X,Y) fortemente continuo; allora la convoluzione:

(T*f)(t)z/o Tt~ s) f (s)ds

esiste come integrale secondo Bochner e definisce una funzione continua:

Txf:Rt =Y.

Lemma 2.1.1. Sia f € L*(J,X) con p > é7 0 <a<1 esial’ipotesi (H1)

soddisfatta; allora la convoluzione:
t
(Sux PO = [ Sult = 9)f(5)ds,
0
t € J, esiste ed & una funzione continua su J.

Dimostrazione. Esistenza) Dalla proposizione precedente sappiamo che
Sa(t =) f() & misurabile sull’insieme (0,t) e per come abbiamo definito M

abbiamo:
(5o DO = H/ Su(t— ) - (t — 5 f(s)ds
<01 [ =956 s

X

16



1 . . . . .. i
Perp> = >1,0 < a <1, siprende il coniugato di p, cioe p’ = ]ﬁ > 1;
poiche per ipotesi f € LP(J, X) possiamo sfruttare la disuguaglianza di Holder,

per ottenere:

<ot ([ (= or P as)

p— ]_ ap—1 %1

< alfly ((225) )
1\ »
a—1 b= P
<l (B=)

che ci permette di dire che S, x f esiste.

Continuita) Vogliamo dimostrare che S, * f € C°(J, X).

Siano t1, ty tale che 0 < e <ty <ty < b; allora si ha:

(50 % £)(62) = (2% D)0
I [ Sutta= )61 [ St =760l
< [ (=S = ) = (0= 9 St 9)
(12— 5 )l
I (=9 5 =9 = (=977, (0 9)
(12— 57 F(5)dsll
[ =Sl =) (= ) = (0= 9" Sl
[ =778 (=) 1= 7 sl

<supsefo—d || (t2 = $)' 7 *Sa(ts — 5) — (t1 — 5)' " *Salty — )

1—1
a—1L p_l P
. b
110 (221

I

17



D — 1 1_% ap—1 ap—1 1_%
M Sl (=) (=t + 9P = (- 1) 57

ap — 1
t1 1—41
+ Ml (/0 ((ta = 8)* " = (t1 — s)* 1) P ds)
—1\'» .
+ M|l (fp — 1) (ty — t1)* 7. (2.1)

Ora grazie all’equicontinuita di {t'=*S,(t),t > 0}, al Lemma 1.4.1 e

all’arbitrarieta di € si ottiene:

1(Sa % F)(t2) = (Sa* F)(t)]x "7 0,

il che dimostra che (S, * f)(t) & continua su J'.
Per mostrare la continuita di Sy * f in zero notiamo che prendendo 0 <t <b

si ha:
/0 (t—5)""Sy(t—s)-(t—s)*"" f(s)ds

1—-1
a—1 b= 1 P
<wlfly e (2)

[(Sa* £)(t) = (Sa * [)O)]x =

X

da cui seque che Sy x f(t) — Sa * f(0) pert — 0F.
Si ha quindi che S * f(-) € C°J, X) e abbiamo dimostrato il Lemma. [

Lemma 2.1.2. Supponiamo che siano soddisfatte (H1),(H2) e (H3); allora

z e CY_(J,X) ¢é soluzione del problema (1) se e solo se x soddisfa:

x(t) = Sa(t)zo +/O Sa(t —s)f(s,x(s), Hx(s))ds, t € J'. (2.2)

Dimostrazione. =) Sfruttando il Lemma 1.3.1(i7):

a—1

Sult) = =

F(a)m + AIXS,()z, Yz € X, t >0,

e ricordando le notazioni definite pert >0, 0 < a < 1:

9a(t) = 53, I8 (8) = (90 x F)(2),

18



sihacheVee X,1>0,0<a<l1:
Sa(t)z = ga(t)r + A(ga * Sa) ().

Seque dalla chiusura di A generatore infinitesimale e dalla Proposizione 1.1.7

in [1] che:
9a(t) = Sa(t) — (Aga * Sa)(t)-

Sia x(-) una soluzione (debole) del problema (1) (Definizione 1.4.1); dal
Lemma 1.3.1(ii) si ha:

Ja * T =(So — Aga x Sy) x X
=Sy * T — Sy * (Agy * )
=S4 * (1 — Agy x 1)
=Sa * (gato + go * f (2 (), Hz ()))

=0a * (Sao + Sa * [ (x(-), Hz (+))),
e questo, grazie all’ipotesi (H1) con f definita come in (H3), implica che:
t
o) = Salt)oo + [ Salt = 5)f(s,(s), Hals))ds.
0

<) Supponiamo che x(-) soddisfi la formula (2.2). Dal Lemma 2.1.1 sap-
piamo che x(-) & ben definita su J'. Dalla definizione di generatore infinite-
simale del risolvente frazionario S,(-), Capitolo 1 pag 9, abbiamo che:

(sl’o‘Sa(S) — %) Iz (t)

SOé

A7 z(t) = limg 0+ T'(2a) (2.3)

Inoltre st ha:

(5'8u(s) ~ 7o) (t)

«

[0S0 (5) — 57 Ga(5)) (IESa(t)0 + o+ S+ F(-, (), Ha(-))(0)
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=5'"[Sa(s)17"Sa(t)z0 — ga(s) I} Sa(t)zo]
+ 57 Sa(s) - (1Sa) * f(,2(), Ha()(t)
= ga(s) - (I7'Sa) * f (- x(:), Ha(-)) (1))
=s""" [Sa(t)I3'Sa(5)70 — ga(t) 15 Sa(s) 0]
+ 57 [I78a(5)Sa(t) — I7Sa(8)ga(®)] * f(-, 2 (), Ha()(t)
=s' I3 Sa(5)[Sa(t)T0 — ga(t)wo + Sa * f (-, 2(-), H(-))(t)
= o * f(2(), Ha())(1)]
=s'"I7Sa(s) [2(t) — ga(t)zo — I f(t,2(t), Ha(t))(1)] -

Quindi (2.3) equivale a:

Al x(t)

=lim0+T'(20)57 17 Sa(s) [2(t) — ga(t)zo — I7 f(t, 2(t), Hx(2))()] . (24)

Notiamo inoltre che:

Mo 125l = I [ 172 — 7yt (ryadr -l

['(a) Jo

:Hrr<(23> /0 s (1= 1) S (sT)adr — al|x
_ ['2a) (! — A e Ir o) (s S (sT)xdT
||[F(a)]2/o (1—7) (@)(s7)"""Sa(s7)
I'(2a)

[F(a)]2/o (1 —7)* 7 adr|| x

= [11:(((233]>2 /0 (1—7)* e dr - suprepo [|T(a)(s7)' ™ Sa(s7)a — 2|

<suprep [|N(@)(s7) " Sa(s7)z — 2| .
Dalla Definizione 1.2.4(i) otteniamo:
|T(200)s' 2 I3 S (8)x — ||, — 0, s — 0%, (2.5)
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Combinando insieme (2.4) e (2.5) si ottiene:

ALfa(t) = x(t) = ga(t)zo — 17 f(t, x(t), H(t)),
che equivale a:

2(t) = AIFx(t) + ga(t)zo + 17 f (¢, x(t), Ha(t)),

e questo prova che x & soluzione del problema (1) e si conclude. O]

2.2 Compattezza di GW, in C)__(J, X)

Lemma 2.2.1. Supponiamo che siano soddisfatte (H1),(H2) e (H3) e sia
W, = {x € Ol (L, X);llzlle,_ . < 7“} ; allora la mappa G - W, — C1_(J, X)
definita da:

(Gz)(t) = /0 Sa(t —s)f(s,x(s), Hx(s))ds
e compatta.

Dimostrazione. Poniamo
B = {y € CO(J, X); y(t)= tlfa(Gx)(t), reW, te J} )

Per dimostrare la compattezza di GW, in CY_ (J, X) basta dimostrare che
Vinsieme B & precompatto in C°(J, X), grazie al Teorema 1.3.1.

Per prima cosa mostreremo che B(t) = {y(t); y € B} C X ¢ precompatto
in X, VteJ Set =0 allora B(0) = 0 e si dimostra la precompattezza.
Supponiamo quindi t > 0; per 0 < € < t possiamo definire [’insieme:

Be(t) ={y“(t); zeW,, te J} C X, dove:

y(t) = € 7*Sy(e) - T(a)t' ™ /0 h Sa(t —s—¢€)f(s,x(s), Hz(s))ds.
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Per le ipotesi (H3) e (H2), sapendo che per x € W, ||z||o,_ <7, s €]0,b],

y

<O(s) + ps |la(s) |l + ps'° / mre g, dr
0

st ha:

1£(s.0(5) Ho) <005+ 5= (Jalo)l + H |t matryyar

<o(6) + 5 (el + [ mlatr)lar

<6(5) + ps' = (o) +ps [ e el ar

<0(s) + pr + psl_o‘mgr

<0(s) + pr + p%r

<0(s) + pr + p%br. (2.6)
Dalla (2.6) per x € W,., t € J', utilizzando la Disuguaglianza di Holder come

nella dimostrazione del Lemma 2.1.1 si ha:

tla/O St — s — ) f(s,x(s), Ha(s))ds

X

<t [ = s = Sl = s =) (=5 = 9 olo), o) ds
<ot [ == 9 Golo), Bl s

<Mb'* /Ut_e(t —s5—¢e) ! (0(3) + pr+ p%br) ds

<Mp—o /U T s — O 0(s)ds

t—e b
+ Mblo‘/ (t—s5—e) ! (pr + pﬂr) ds
0 !

—1 \"» Mb b
<M (b b r) 10, + — (pr + pm—r) < 0. (2.7)
ap — 1 « «

Dall’ipotesi (H1) per € > 0 si ha che l'operatore €' =S, (€) & compatto.

Quindi adesso sappiamo che B(t) é precompatto in X,V t € J'.
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Siano t € J e d € (e,t); allora abbiamo

ly(t) — (o)l
<ie| / (St — ) (6 — 9 f (s, 2(s), Ha(s))ds
— A, (I (a >/0 (t—s— 0" Sult—s—0)
(5™ (s, 2(s), H(s))dslx
Hleesuorta) [ —s -
Sult—s— ) ((t = 9 = (1 — 5 — /") £(s,(5), Ha(s))dsllx

t

[ (=) 7Sa(t —5) - (t =) f(s,2(s), Hx(s))ds||x]

<pt-a /0 TN = 8) St — 5) — T(a)e=(t — 5 — €)= So(t — 5 — )
(t = 5)* " f(s,2(s), Ha(s)||xdds + b [|e!*Sa(e)|  T(e)

M I[(t = )7t = s — €)' f(s,2(s), Ha(s))|| xds

+OTOM [ (= 5)* 7 f (s, 2(s), Ha(s))|| xds

(t—s5—e) 7S, (t — s —O)||x(t —s)* 1 (O(s) + pr + p%br)ds
+b ¢ /t_a [|(t —s) "“Sa(t —s) — T'(a)e S, (€)

(t—s5—e) 7S, (t — 5 —o)||x(t —s)* 1(O(s) + pr + p%br)ds
1—-1

+ 50T (a) ( / s - e)‘*‘llflds) s

+OTOM [ (= 5)" 7 f (s, x(s), Ha(s))]| xds

t—e

=0+ Iy + I3 + 14,

23



dove

t—o
I —=pi-e /0 (= )8t — 5) — T(a)e =S (e)
(t—s5—e) 7Syt —s—)||x(t —5)*"HO(s) + pr + p%br)ds,

L=+b"" /t Tl = $) S (t — ) — T(a)e S (e)

=

(t—5—e)7 Sy (t — 5 — €)||x(t —5)* 1 (O(s) + pr + p%br)ds,
1 1

L=+ vearra) ([ fe- - s - g Eds) i,

Iy =+b""M /t_ [(t — 8)* 1 f(s,2(s), Hx(s))||xds.

Dal Lemma 1.3.2. sappiamo che I; — 0 per e — 0%. Dall’arbitrarieta die e 6
e dall’assoluta continuita dell’integrale, ereditata dalla Bochner integrabilita,
si ha: Iy — 0, Iy — 0 per €,0 — 0%. Infine dal Lemma 1.4.1 si ottiene che
I3 — 0 pere — 0.

Quindi per t € J', si ha:

limeo+ ||y(t) —y°(t)] x =0,

e questo implica che B(t) = {y(t);y € B} ¢é precompatto in X in quanto esiste
una famiglia arbitraria di insiemi precompatti chiusi in X.
Adesso andremo a mostrare [’equicontinuita di B in J.

Procedendo come si ¢ fatto per (2.7), si ottiene:
¢
I [ Satt = 9)fs.05). Hal)ds
0

sfp—11 Mb™ b
<MK (p )y|ey|L,,+ - (pr+p%r>

ap —1

=F, < o0, (2.8)
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perte J, ze W,..

Siay € B, 0<t, <ty <b, allora si ha
ly(t2) — y(t)l x
1| / (s — )£ (5, 2(5), Ha(s))ds
_ g / Sulty — 5)f (s, (s), Ha(s))ds] | x
U = 17) [ Sulta = 9075, 06), o)l

[3)

+ 17| Salts — 38)f(s,z(s), Hx(s))ds

0

— [ St = ) (5,206), Hals)s
< =t B0 [ St ). (s). Hls))ds
— [ Sults = )1 (sualo),Halo)s
Dalla (2.6) sappiamo che:
7G5 2(s), He()l < 6() + pr+ p"0r, 6 € I(J, X).
Dallespressione (2.2) del Lemma 2.1.1 abbiamo:
I /OtQ Su(ts — ) (s, 2(s), Ha(s))ds
— [ Salts = ) (ssalo), a0

per t1 — to, indipendentemente da x € W,.

Abbiamo quindi:

limtlﬁ‘fa Hy(tQ) - y(t1>HX = 07

che dimostra 'equicontinuita di B in J. Percio per quanto detlo all’inizio
della dimostrazione per il Teorema di Ascoli-Arzeld si ha che

G:W,— CY (J,X) & una mappa compatta. ]
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2.3 Teorema dell’esistenza delle soluzioni posto
come un problema di punto fisso

In questo paragrafo dimostreremo [’esistenza di almeno una soluzione al pro-
blema (1), sotto determinate condizioni iniziali. Prima di focalizzarci sul
teorema 1n questione enunceremo un allro teorema, che ci permeltera di

avanzare nella dimostrazione dell’esistenza della soluzione.

Teorema 2.3.1 (Punto fisso di Schauder). Sia (X, ||-|| ) uno spazio di Ba-
nach e sta K C X un insieme non vuoto, chiuso e convesso. SialT : K — K
un’applicazione tale che:

i) T e continua;

ii) T(K) C K é compatto; allora 3 z € K tale che T(x) = x.

Per insieme convesso st intende un insieme nel quale, per ogni coppia
di punti, il segmento che congiunge i due punti sia interamente contenuto
nell’insieme di partenza, o piu precisamente:
Y coppia di punti x,y € A insieme convesso, il segmento che li congiunge:
{(1+t)z+ty;t € (0,1)} ¢ interamente contenuto in A.

Ora stamo pronti per dimostrare il teorema:

Teorema 2.3.2. Siano le ipotesi (H1),(H2) e (H3) soddisfatte, allora il

sistema (1) ha almeno una soluzione.

Dimostrazione. Trasformeremo il problema di esistenza delle soluzioni in un
problema di punto fisso; per far questo grazie al Lemma 2.1.2 introdurremo

Voperatore ¢ = CY__(J,X) — CY__(J, X) definito da:

ox(t) = Sa(t)xo +/O Sa(t —8)f(s,x(s), Hz(s))ds.

26



Si verifica facilmente che il punto fisso di ¢ é soluzione del problema (1).
Proveremo quindi che ¢ ha un punto fisso sfruttando il Teorema di punto
fisso di Schauder enunciato in precedenza.

Lo dimostreremo per passi:

Passo 1) Possiamo affermare che oW, C W, in C1_,, dove:

2

1-1
o p—1 P
> M M |b 0
: [ faul + 31 (221 7 ||Lp],

— a? — Mb(ap + pbm)

e W, = {x ey (JX); HxHClw < r}7 definito come nella sezione prece-
dente.

Infatti dalla (2.8) si ha che per z € W,, t € J vale:

e ()|

< [ Salt)wol [ + 07

t
| Sutt = 91(s.a(s). Hals))ds
0
— 11 Mb™ mb
<M ||zol| + M (b b > 1011, + (pr + p—r)
ap —1 « «

<r.

X

Passo 2) Mostriamo ora che operatore ¢ ¢ continuo su W, C CY__(J, X).
Possiamo supporre che esista una successione x, tale che x, — x in W,.

Dalle ipotesi (H2) e (H3), per t € J, si ha:

(t = 5)* 7 (f(s,20(5), Han(s)) — f(s,2(s), H(s))) = 0,

per quasi ogni s € [0,t |, e dalla (2.6) seque:

(t =) [ f (s, 2als), Hrn(s)) = f(s,2(s), Hx(s))]

<2(t — 5)* 1 (O(s) + pr + p%br), se0,t].
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Infine dal Teorema della convergenza dominata (Teorema 2.2.1) si ha:

1 gan(t) = gu(t) <t /0 16— 5= Sa(t = )"~
(t = 5)* | f (s, a(s), Haa(s)) = f(s,2(s), Ha(s))| x ds

SMbl_a/O (t =) M I(f (s, 2als), Haa(s)) — f(s,2(s), Ha(s)))l|x ds =3 0,

che implica la continuita dell’operatore ¢ su W,.

Passo 3) Mostriamo come ultimo passo la compattezza dell’operatore ¢. Sia

¢ =1+ @2,
dove ¢1(t) = Sa(t)wo, ¢2(t) = [ Sa (s,2(s), Hx(s))ds.

Dal Lemma 2.2.1 si ottiene la compattezza di ¢o in W,.. Invece per la

compattezza di ¢y basta dimostrare che l'insieme:
V={zeC%J X);2(t) = t'*Sa(t)xo,xg € X,t € J},

e precompatto in C°(J, X).

Si vede facilmente che V(0) = {%}, V(t) = {t'"7*S,(t)xo} pert > 0, ¢
precompatto in X. Supponiamo che 0 < t; <ty < b;

se t1 = 0 in riferimento alla Definizione 1.2.4 (i) si ha:

- T(a)

Se t; > 0, procedendo come prima e dall’ipotesi (H1) si ha:

12(t2) = 2(0)llx = ||t2~"Sa(t2)o =,

X

t1—to

|| (tg) —Z(tl ||X ||t% aS (tg)l’o—tl S (tl)l’oHX — 0.

Per il Teorema di Ascoli-Arzela si ha che V & precompatto in C°(J, X), e
quindi ¢ = ¢, + ¢o & un operatore compatto in CY__(J, X).
Si conclude grazie al Teorema di punto fisso di Schauder (Teorema 2.3.1), che

esiste un punto fisso x per cui ¢x = x, che & soluzione del problema (1). O
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Capitolo 3

Una possibile applicazione

3.1 Soluzione del sistema evolutivo integrodif-
ferenziale con derivata frazionaria di
Riemann-Liouville

Consideriamo il sequente sistema evolutivo integrodifferenziale con la deri-

vata frazionaria di Riemann-Liouville della forma:

D%u(t,z) = 872271(15,;10) +F (t, u(t, ), fg hi(t, s,u(s,x))ds) ,0<t<1,0<z<1,
u(t,0) = u(t,1) =0,

limy_o+ Datt=u(t, ) = ugp(z).

Sia X = L*(0,1) spazio di Banach e sia A : 2(A) C X — X loperatore

definito da: Az = 2", con dominio:
D(A) ={z € X;z, 2 sono assolutamente continue, 2" € X, 2(0) = 2(1) = 0}.

Da Pazy(|16]), pag 234, abbiamo che loperatore A é il generatore infinitesi-

male di un semigruppo analitico compatto T(t), t > 0.
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Da [18] si ha che gli autovalori di A sono della forma: \, = —n*7?, n € N,
e i corrispondenti autovettori sono: e,(x) = \/2sin(nmz), n> 1, eg = 1, che
formano una base ortogonale per L*(0,1). Infatti derivando gli autovettori si

ottiene: €/ (x) = \/2nmcos(nmx), e (x) = —/2n*r?sin(nrx), e quindi:

n
Ael =€l = \pe, VneN.

Per dimostrare ['ortogonalita basta usare il metodo induttivo e sfruttare la
formula di addizione del seno nei passi di induzione.

Quindi T(t) & dato da:

=Y e < zen > e, V2 e LX0,1), V1> 0.

n=1

Se up(x) = > 7 epsin(nmzx) abbiamo:

E e e, sin(nm).

Dall’esempio di [12] sappiamo che A é il generatore infinitesimale di un

risolvente frazionario S, di ordine « e

[e.o]

Sa(tyug(x) = Y 1 Eoo(—n’7t*)cpsin(nmz).

n=1
Dove E, o(-) € la funzione di Mittag-Leffler definita da:

thak

B (—n?m1%) = Y52, CUmmit™ g <o < 1.

Sia f :]0,00) = R; la formula della trasformata di Laplace dell’integrale
frazionario di Riemann-Liouville é indicata con il simbolo

L{IPf(t)}:[0,00) = R, A —= L{I}f(t)} (\) ed ¢ definita da:

~

L{IFF®)}(N) = 5,
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dove J? ¢ la trasformata di Laplace, della funzione f, definita da:
J?: fooo e Mf(t)dt, Re\ > w, |f(t)| < ce®, ¢ costante.

Utilizzando il procedimento di [14], tramite la trasformata di Laplace e la

funzione di densita di probabilita si ottiene:
7S (t)ug(z) = oz/ooO 0, (0)T(t0)ug(z)db, (3.1)
per ogni ug € X, dove:
() = 2071~ F i, (0%)
¢ la funzione di densita di probabilita su (0,00), £,(0) >0 e
@a(0) = L3 (1)t et Tt i (), 6 € (0, 00).
La formula (3.1) mostra che:

11795, (t) = a / 06, ()T (1°0)do.

Dal Lemma 2.9 in [18] seque che la famiglia degli operatori {t'=*S,(t),t > 0}

e equicontinua, compatta e |[t!=*Sy(t)|| 2 < ra—ﬂf;) =M, dove

M'" = sup{||T'(t)]|;2;0 <t < 1}. Percio lipotesi (H1) é soddisfatta.
Sia f la funzione continua f: [0, x X x X — X definita da:

ft,u,h) = F(t,u(t,x),h(t,z)), 0 <t <1,0<z < 1.
con h: A x X — X definita da:
t
h(t,x) = [, hi(t, s, u(s, z))ds.
Prendiamo:
¢
F (t,u(t,x),/ hq(t, s,u(s,x))ds)
0
t
= e teos(u(t,z)) + pt' =@ (u(t,x) +/ cos(ts)u(s,x)ds) ,
0
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dove 0 < p < ﬁ Quindi le funzioni non lineari f e h soddisfano le ipotesi
(H2) e (H3).

Sia u(t)r = u(t,z), per t,x € (0,1); allora il sistema differenziale preso
in considerazione all’inizio del capitolo puo essere presentato nella forma
astratta (1), e tutte le condizioni del Teorema 2.3.2 sono soddisfatte. Per-
cio esiste una funzione u € Cy1_o(J, L*(0,1)) che ¢ soluzione del sistema

constderato in questo capitolo.
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Conclusioni

In questo elaborato ¢ stato introdotto un sistema semilineare integrodiffe-
renziale con deriwata frazionaria di Riemann-Liouville e si sono discusse le
condizioni per 'esistenza di soluzioni al sistema (1) tramite risolventi frazio-
nari, senza utilizzare la condizione di lipschtzianita. In ultima analisi & stato
adoperato il Teorema di punto fisso di Schauder, trasformando [’esistenza
delle soluzioni in un problema di punto fisso. Ci sono due punti dell’elabo-
rato in cui si deve prestare particolare attenzione. Il primo é il fatto che il
risolvente frazionario di Riemann-Liouville S,(t) non ¢é limitato int =0 e
il secondo & che S, (t) non ha le proprieta di semigruppo, e cio significa che
la compattezza di So(t) (0 t'179S,(t)) non implica 'equicontinuita di S, (t) (o
7S, (¢)).

Consapevole che ci potrebbe essere un ulteriore spazio di ricerca nello studio
della stabilita e controllabilita delle soluzioni, la mia attenzione si & focaliz-

zata esclusivamente sull’esistenza delle soluzioni del problema (1), sequendo

il modello dovuto a S. Jin e M. Wang [10].
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