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Introduzione

Lo studio della dissipazione viscosallo strato limite generato attorno ad una lamina

piana ha origine gia dai primi studi di Pohlhausen risalenti al [2Per diversi aspetti

pratici, si tende in genere a trascurare gli effetti dbfisipazioneriscasaquando si opera

con fluidi quali | 6acapeheaacausddéi eatmlatvaneentey el oc i t
elevatidei calori specificiMa per tali casi ce ne sono altrettanti in cui la forte viscosita

del fluido i n esame qal/ecs t|ddd heecgsaridoastedoallom®i t
dello strato limitetermico includendo anchgli effetti dissipativi. In particolare, essi si
manifestanmella struttura del campo di temperatanafluisconcsignificativamentesul

calcolo di importanti grandee di interesse applicativquali il coefficiente locale di
convezioneL 6i mportanza degli effetti dissipativi
e gia stata espressdle equazioni ottenute da Eckerte O. Drewitz[5] gia nel 1940n

cui per la prima volta si va a determinare una soluzione di tipo analitico per la temperatura

nello strato limitetermicocon dissipaziongiscosal a trattazione del problema termico

e sempre stata difficoltosa a causa della complessita delle equaziorénditiéirche

governanal problema stessdlalecomplessita ha richiestta parte dei vari studiosi nel

o
c

corsodel XXsecold, bausilio di semplificazioni e |
che numerici per arrivare a determinare le relative sohiizin questo lavoro di tesi si

andra ad esporre il metodo con cui sono state ricavate le equazioni associate allo strato
limite, siadinamicochetermicg conuna discussionsu un possibile approccio risolutivo

per lo strato limite dinamico e su divepsbcessi risolutivper lo strato limite termico. In
particol ar e, sipemR a tattaés @ & wu d probemaa tditferenziale dal

punto di vista numerico, sfruttando il software MathemdgtzaVolfram Research Ing.)
analizzandali effetti sia qualitativichequantitativi della variazione dei numeri di Prandtl

e di Eckert sul | 6amdnensodmle esulthseua teavath gimpie r at ur
corrispondenza della lamina pia@u e st 6 ul ti mo parametro  di
per il calcolo dello scambio termico tra parete solida e flusdl@ndra inoltre a ricavare

le equazioni dello strato limite termico nei casintoticiin cui il numero di Prandtl tenda

a zero o ad infiito e nel caso in cui il numero di Eckert tenda a zero o ad infinito, e per

tali casi si procedera alla relativa trattazione numerica.



In particolare, il Capitolo 1 trattera la deduzione delle equazioni dello strato limite
dinamico e termico attravers e ppr ossi mazi one di Prandt |
invece il principio di similarita delle equazioni dello strato limite ed il metodo basato sulla
variabile di similarit™. 1 Capitolo 3 ved
relativo alla solumne del problema dinamico insieme al metodo analitide. dckerte

O. Drewitz[5] ed al metodo numerico di E. Magyari [3] relativi alla determinazione dello

strato limite termico. Il Capitolo 4 contiene invece i risultati ottenuti utilizzando |l

softwae Mathematica (© Wolfram Research Inc.) per la soluzione numerica dei problemi

di strato limite dinamico e termictnfine, nel Capitolo 5 sono presentate le conclusioni

dello studio svolto.



Capitolo 1
Studio dello strato limite con

approssimazione di Prandtl

1.1 Nascita della teoria dello strato limite

Al 1l 6ini zio del X X secol o | a ri cerca roi

contrapporsi dueidersi approcci:

1 Idrodinamica teorica, focalizzata sullo studio di fluidi ideali (a viscosita nulla)
Essapoggiavas u |l | 6 & dilEalera esinoccupaa di delineare una teoria
matematicaigorosa ed elegantheperotrovavadifficile applicabilita;

1 Idraulicg al contrario della prima si tratta di una disciplina di natura empirica, |l
cui scopo stgprincipalmentenella determinazione delle perdite di carico nei
condotti, oltre che alla valutazione dei coefficienti di resiteper corpi solidi
che si muovono all déinterno di un f | ui

sperimentali carente di fondamenti teorici solidi

do.

La convergenza di queste due diverse branche di studiodpassibl e dal | 6i deazi

di un nuovo cacetto: lo strato limite. La sua teorizzazione nasce dal fatto che anche le
piu rigorosetrattazionimat emat i che del | 6i dr odeiirisublathi c a
fisicamente inacctdbili (ad esempio del campo di velocita) inerehtnoto di un fluido

nelle vicinanze di una supeife solida.La difficolta di analizzare con precisione
guest oul ti ma 2loafcelo dapharaneetri di interesaerpdetuale, cache
esempida portanzall concetto di strato limite & stato introdotto per la prima voéta d
Ludwig Prandtl nella sua conferen@a Fluid Motion With Very Small Frictiotenutosi

al congresso di matematica di Heidelberg nel 1904.1 e concett o consi
individuare una regione, in prossimitauwhaparete solida, in cui si concentrano tutti gli
effetti della viscosita del fluido. La velocita del fluido si ritrova quindi ad essere nulla in
corrispondenza della parete per poi aumentare fino al raggiungimento del valore relativo

al moto del fluido indsturbato Al di fuori dello strato limite invece, il fluido puo essere

t
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trattato come fluido ideale ed essendo adeguatamente distast#idi@lesso evolve in
moto irrotazionaleAnalogo discorso puo essere effettuato dal punto di vista energetico,
per qeesto si parla in maniera separali strato limite dinamico (precedentemente
descritto) e strato limite termicoaratterizzato dal fatto di essere una regione in cui gli

effetti di scambio termico tra parete solida e fluido a contatteessaono prepoderanti.

Andando a considerare fluidi di i nteresse
essendo poco viscosi il loro moto determina la comparsrali limite di spessore
estremamente contenutdl contrario, b trattazione di fluidi aviscosita piu elevata
comporta spessori deglrati limite piu importanti.

1.2 Teoria dello strato limite con approssimazione di
Prandtl

La trattazione matematica dello strato limite da parte di Praouiivolge lo studio di un

caso semplificatdidimensionalevale a dire una lamina piana solidalunghezza a
temperaturdy , lambita da un fluidehe si muove di moto uniforno®n fronte di velocita

rettiineo e perpendicolare alla lamina stesamoto del fluido indisturbatoé
caratterizzato da una velocité , ead una temperatauniformemente distribuita pari a

“Y, convenzionalmente considegdhferiorea”Y . Il sistema di riferimento cartesiano di

assix ey viene poi posto con origine in corrispondenza del primo punto di contatto tra
lamina e fluido e con asseparallelo alla laminaln ultimo andiamo a chiamare le
componenti della velocita del fluidoe U, rispettivamente quella lungoe lungow Uno

schema rappresentativo del caso e esposto in Figura 1.1, con annessa la rappresentazione

degli stati limite dinamico e termico.

t
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Figura 1.1.Lamina piana infinita a temperatuf?’ lambita da fluido a velocitdY e temperaturdy .
In blu é rappresentato lo strato limite dinamico annesso al campo di velocita, in rosso lo strato

termico con relativo campo di temperatura.

Dal punto divista matematico, lo strato limite dinami@o Figura 1.1 in blu come colore

rappresentativodonsiste nella regione in cui la velocita del fluiloispetta la seguente

relazione:

T 6 TR

La (1.1)altro non significa che gli effetti della viscosita al di fuori dello strato limite sono

01 %.
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Allo stesso modo, lo strato limite termiggn Figura 1.1 in rosso come colore
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rappresentativo)viene definib matematicamente come quella regione in cui la

temperatura del fluidoyrispetta la relaz
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Comeprima, fisicamente parlandta (1.2) individua degli effetti di scambio termifra
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1.2.1Equazioni dello strato limite dinamico

Con il fine di adimensionalizzarlendiamo a scrivere le equaziotel moto sotto le
ipotesi distazionarietafluido newtoniano, approssimazione di Oberb8dussinesq e

moto bidimensionale su pian®

TéTUﬁ &
Tl o P
o6 1o pr0o . 16T O .

6 Mo T ToTo P

8 pBd

La (1. 3), la (1. 4) e la (1.5) sono rispett

massa, del bilancio locale della quantita di moto luage del bilamio locale della

guantita di moto lungea In esse, si € indicato con — la viscosita cinematica del

fluido,” — la densita del fluido e caln 0 il carico piezometrico.

Loappr os s ilmsgaididnmte di Prandtprevede lo studio di un fluido a bassa
viscosita e corelevatev el oci t© nell a regione indisturba

considerare un numero defholds molto grande:

YO
YQ —— P&

Si procede all 6adi mensi oncad wd zoasderanm ke , per

rispettive lunghezze caratteristiche:
W U &
Uh——

Yo P

Analogamente per le velociée 0 si adoperano le rispettive velocita caratteristiche:

LY
YhW) P&



dove<e un numero reale positvb.e nendo cont o anche dell 6adi

carico piezorgtrico, la totalita dellequantita adimensionadli interessee espressa di

seqguito

v rZ (b > rz é N Z L‘)- . 5z 6

@ Q 5% Y Y

(eh] e-

P&y

Sostituendo le relaziodieella(1.9) nella (1.3) ottengb 6 azipme del bilancio locale della

massa adimensionalizzata

re” 1o
T T PP T
Allo stesso modad (1.4) diventa:
L10° 1o To” pt o . 1 &
Vi PP p

O —~~ U —7 — e YQ —
T o T Tw YQof Tw
Focalizzandosi sugli ultimi due termini del secondo membro delld)(lapplicando

| 6 a gsimazione di Prandtl, il primo & trascurabile mentre il secondo si comporta

diversamente a seconda del valdi<. Gli scenari possibili infatti sono tre:

T m 1 -, il relativo termine sarebbe nullo. Se cid fosse vero pero, si

perderebbero tutti i contributi della viscosita, cosa che va in disaccordo con la

natura dello strato limite (si perderebheoarticolard 6 ader enza al | a
T 1 -,la(1.11) assumerebbalforma:

T o . &

TG PP C

chedescriveun profilo di velocita lineare, che sua voltaisulta incompatibile

con le evidenze sperimentali;

T 1 -, rimane quindi | 6unico valore plausi

La (1.11) diviene quindi:

et 10t 1 e
6 Td TH T

PP O

r



Infine, le sostituzioni delle (9) nella (1.5), appurato cRe -, determinano il seguente

risultato:

10’

T_(bz Tt PP T
Vale a dire:

0° 0" w PP L

Riassumendo ed andando a dimensionalizzarelf)(la (1.13) e la (1.5), le equazioni
del bilancio locale della massa e della quantita di moto léngao per lo strato limite

dinamico sottd approssimazione di Prandtl sono le seguenti:

T 6T 0 S

Jo 106 pl 0 T 6.

O'r_(bUT_o'o T o mh PP X
0 08 PP Y

In particolarela (1.17) valutata pewelevato, vale a dire lontano dalla parete solida dove

la component® & trascurabile mentiee Y , diventa:

Y lll p'l'_f)

il che significa, dato ch&’ & costante, ché nel caso della lamina piana presenta un

gradiente nullpe che quindi la (17) puo esere riscritta come:

o ° ol °
T o

_.
o

pg T

-

W W



1.2.2 Equazione dello strato limite termico

Con gl stessi scopi di bril maci oohoicaéri am
soto le ipotesi di stazionarieta, fluido newtoniano, approssimazione di Oberbeck

Boussinesq e bidimensionalita:

TYTYT"YT"Y’

o %o | o To o pPg p
Si é indicato coriYla temperatuadel fluido, con — la diffusivita termica del fluido,
con — il calore specifico del fluidoe con3 la funzione di dissipazione definita
come:

3 ¢O0 P& ¢

In cui’O € il generico elemento del tensore delle deformazioni. Poiché siamo in due

di mensioni, 3eépaimpressione di

3 ¢ —. —, - ., . pg o

Sostituendo la (23) nella (1.2), si prosegueonl 6 adi mensi onali zzazione
in aggiunta alle relazioni della @, la temperatw adimensionalizzata e i nunmeti
Prandtl e di Eckert

Tenendo conto di cio si ottiene la (1)2n forma adimensionale:

T UZT;Y ﬂTl (@) TT_()Z p& })
°vw Y1F Tra G

Essa, rendendola dimensionale, ottien®imadefinitiva:

Y 1Y 1y 1o

%o Te B e Pg @



1.2.3 Limiti delle equazioni approssimate da Prandtl

Si riportano per completezza le equazioni ottenute:

~h pE Y

,T %
o—.
w

Y 1Ty 16
T W

N '

U— — = — 8 W

; | o or o Py,

Con esse e possibile studiare le caristiehe del fluido nello strato limite. Vi sono pero
delle limitazioni. In primo luogpla (128) non puo essere trattatesieme al contributo
della forza di galleggiamento cle e | xdossemiantato verticalmentda porterebbe

ad avere la seguente espressione:

éTéDTé,Té QY Y & 10
T ol o [ o P
Dove si € indicato cort) | modul o del | 6 accktliopdaffiaientedine di g

dilatazione termica isobaro. Se cosi fosse, si creerebbero delle celle convettive che
estenderebbero la rotazionalita del moto anche molto lontano dalla, pareteotendo

cosi piu distiguere lo strato limite con la regione di motdisturbato L éuni co caso
permetteebbeuno studi o dell o strato l i mite <cons
galleggiamento, sarebbe la situazione in cui la lamina & posta in posieidicale Si

avrebbe infatti una situaziome cui la forza di ga#ggiamento stessa sarehiva delle

cau® del moto e quindinfluenzerebbéo strato limite sia termico che dinamico

Ul teriore | semazidne di Brandtll édaacpnpersimrze delle equaziatia

struttura ellittica (caratterizzata dalla contergnea presenza degli operateri e —)

ad una struttura parabolica (presenza sole-gi cherendele equazioni (28) e (1.2)

delle equazioni evolutive ia Di conseguenza esse possono essere applicate salo per
midato che pew Ttin situazioni reali il fluidarisente giadella presenza della lamina (si

parla di effetto di retroazione). Se cio valesse anche per le equazioni ottenute, essendo

10



essedi caratere evolutivo, non rispetterebbe il principio di cae$@tto.Le equazioni

(1.28) e (1.D) gui ndi analizzano una situazione i
retroazione, cosa compat i bnfatt,giu ¥ @relevht@ ap pr os
pi 2 | 6ef fetto di retroazione  piccolo.

11



Capitolo 2
Applicazione del metodo di similaritaalle

equazioni dello strato limite tramite

Il metodo di similaritacome metodo per arrivare a risolvere le tre equazioni dello strato

limite, vede la sua comparsa ad inizio del XX secolo, grazie ai lavori di Blasius e

Pohl hausen. Esso consiste nell dandare a de
variabile di similaita, che permatta di ridurre il numero di variabili ed incognite del

problema iniziale, costruendone uno nuovo di mgwnplessita

2.1 Metodo di similarita applicato allo strato limite
dinamico

Il problema di partenza dello strato lim@@mamico vede la risoluzione deldue seguenti
equazionij n cui  gi " considerata | 6assenza del

detto in precedenza nullo nel caso di lamina piana:

TéTDT{ﬁ

Tl @ @

6 16 16

To e To° <

Le relative condi zi oni al contorno ed all o6i

1 @ m 6 T, condizione di aderenza alla parete
0 T, condizione di impermeabilita;

9 0O 6 Y.

Introducendo la funzione di corremtecw , definita in modo tale che:

12



—a
—a

) —r,Fl‘) — D
4 0

—a
—a

La (2.1) risulta essere identicamente nuitentrele condizioni di aderenza alla parete e

di impermeabilita diventano rispettivamente:

—a

— nh nPhAD ms8 c8

—a

Si prosegue ora con la definizione della variabile di similarita. Come detto in precedenza
la lunghezza caratteristica per leomtinatacoe — con_  pJ¢, € quindi ragionevole

assumere che lo spessore dello strato limite dingmiaosia tale che:

WO m e Y
—— PATYQ — ®
Y'Q

"I X

E possibile quindi scrivere:

O & V0
; 5 C#
Di conseguenza, si definisce la variabile di similarita
Y
—_ (L) —_—
— &

Per alcuni strati limite, detti similari, il rapporte- dipende unicamente da In altre

parole — dipendeanchedalla coordinatabpoiché al variare divaria anche lo spessore

1 . Quanto detto finoraespresso in termini matematici nella (2r§)ortata sottq

accoppiato alla (2.7) prende il nome di
o aw Y 'O- <1

Una volta appurato cio, si procede ridefinendo le grandezze di interesse in funzione di

Dalla (2.3), integrando lad — in & sostituendovi la (2.8) e cambiando variabilexda
in — ottengo:
r Y o o Y §:A

13



Dalla quale, identificando co®— la funzione tale che:
Q- O-" Q" € Q- O- CPT

Si possono riscriveré@ e[ come funzione diQ- :

6ahd YQ- P p
[ YW P q
Dalla (2.12) e dalla equazioe = — della (2.3)insieme con le relazioni

T - -1 - -

. - ’ _,h

T w wl w w ® o

dedotte dalla (2.7)%1 possono ottenere tutte le espressioni utili ai fini delle sostituzioni

nella (2.2), ovvero:

0 ,——Q—’ '?_w ’cw q—w Qeﬁd?—z) *Y"@e(a;ege T

Sostituendo quindi leelazioniespresse nellé2.14) insieme alle (2.12) e (2.1 Inella

(2.2),dividendopere—a pri mo e secondo membro, si ott
¢cQ "M m ¢p L
Con | 6i nt r—oadnuczhieo nlee dé¢ondi zi oni Sadnnoc@ont or no

modificare diventando:
- mDQ mQ =8 P o
-0 HbDQ p8 <P X

Come sipuo notare, la (2.15) insieme alle condizioni (2.16) e (2.17) costituisoono
problemaconndequazi one differenziale or@inari a

C o n u rvériabileiindipendente;, esattamente come ladobiett.i

i nizio capitolo. Oltretutto si tratta di wun
di terzo ordine con tre condizioni. 1 pr ol
non lineare.

14



2.2 Metodo di similarita applicato allo strato limite
termico

Lo stesso approccio puo essere svolto per lo strato limite termico, partendo

dal | 6equazi one:
T Y T Y 1Y "1 o
| 7 = P Y
T W T ®w T oo
Considerando la temperatura adimensionale:
Y
VARV, P w

Assumendo che essa sia funzione,d possibile derivare le espressioni sottostanti:

T - I -1 —

T o cw rT_oo IT_ T eeuc-))eS & m
Queste ultime, in combinazione con le relazio(®.11), (2.13) e (2.14), ed insieme alle
definizion del numero di Eckert e di Prandtl, possono essere sostituite(2dl& per

andare ad ottenere:

alhe

0i7"Q 01 O@xe 1 & p
Le condizioni relative alla (2.21) vengono ricavate da:

1 @ m Y "Y,condizione alla parete;

 wOH Y Y, condizione all oéinfinito.
che tradotte in termini @i e di—, diventano:
- mnD m8 C& ¢
-0 bD p8 & o

Ancora una volta, la (2.21) insieme alle condizioni (2.22) e (2.23) costituiscono un

probl ema con unéaequezioodendrfheceni aanduni c:
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c 0 n u nvériahild irdipendente;, oltre ad essere un problema chiuso, dato che vi &

undbequazione di secondo ordine con due cond

E importante notare poi che la risoluzione del problemaiterpresuppone pero la
conoscenza della soluzione del problema dinamico, data la presenza nella (2.21) della

funzione™Qe della sua derivatsecamda " @e a2

2.2.1 Caso senza dissipazione viscqga4® ) e sua
risoluzione

Di solito, poiché wé gemralmened e | | 6 op m——il @aumero di Eckert & di molto
inferiore ad 1, tanto da tr as caliremole i | re
| 6equazione di partenza sarebbe:

Y T Y &

O—. U—, . T

oo Mo ¢

Dalla (2.24) applicando lo stesso ragionamento di prima, € possitideerd 6 associ at a

equazione in ed—:

T iy i7Q m & v
C
Essaal t r o non ¢ heaalla@®h),ceper laauele aakyeno le stesse

condizioni (2.22) e (2.23). La (2.25) puo @ssrisolta andando a riscriverla come:

T Pr. .

— -0i Q

- c Q0

Dall 6equazi one di Bl asius (2.15) si ri cava
Q P.

a EQ c& X

Combinando quindi le ultime due relazioni si ottiene:

T 5. Q

T Uiy g Y

16



Integrando la (2.28) due volte ed applicando le condizioni (2.22) e (@23plutare le

costanti di i ntegraziene si ottiene | 6espre
. @eed Q- "

B ) 7 g w
L Qe -

2.22 Caso conf1@ H

Un caso particolare sussiste quai@d® Hb. Fisicamente parlando, esso avviene quando
lamina e fluido indisturbato coesistono alla stessa temperatura. Questo ci permette di
andare ad approcciare la (2.18) con una nuova definizignecte per distinzione verra

indicata con :

_— .
G C& T

Applicando lo stesso ragionamento del paragrafo 2.2, il problema risultante é:

"all o)

01 °Q 0i'@ea m ®p

Con condizioni:

1 w m"Y "Y,condizione alla parete;
1T 0 Y 7Y, condi zione alloédinfinito.
Che tradotte in termini @i e di—, diventano:

- 7D mth C® ¢

-0 BbD n8 C® o

2.23 Caso con|l ¥ Hbe sua risoluzione

Anche in presenza d) i© bl 6 equazi one (2.21) subi sce
permette un diverso tipo di approccio risoluti$vtratta di una situazione in cui il fluido

in esame presenta quindi una elevata viscosita insieme ad una conducibilita termica molto

17
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bassa. lat@reatich di tale proprieta si nota andando a dividere nella (2.21) per
0 |, cosa che permettere di elidere il primo termine data la tendebZadhb. Il risultato
e quindi il seguente:

g"g'z O@GRexe T T

Da notare che la condizione al contorno (2.22) non puo essere applicata in questo caso

dato che non avrebbe fisicamente seDsoun fluido con tali proprief&i si aspetta infatti

un valore della temperatura adimensionalep@érnmdi ver gent .&Sicansdrvai nf i ni
qguindi solo |l a condizione alldéinfinito (2.2
visto che la(2.34)é del primo ordine

Andando ad esplicitare nella (2.34), integrando una volta ed applicando la condizione

al | 6i n ficavare lia costanie di integrazione si ottiene il seguente risultato:

Q- C® L
Espressione ded.l 6andamento di

2.24 Caso con|f ® e sua risoluzione

Considerand® i° 1l 6 e g u @.21) pudessere rielaborata indicando@on0 i Q@

ottenendo:
T W 'Reae T & @
Per questodéultima equazione pu, essere invec

che ci permette di otteneked a n d a ihe-nperalivedsi valori diw:

T - Qe O QN C® X

La condi zione alléinfinito (2.23) nan  gen
(2.37) per ricavare il valore diche soddisfa la condizione stessa. Tale valore, che verra

chiamatow di soglia ed indicato co, € quindi ricavabile da:

18



@ Qed Q7 QN & P

2.3 Deduzione delle espressioni per il calcolo di
grandezze di interesse applicativo

Una volta indivi d&uediparticdlapeampartanaeeandetermimazione

dif aar. Con il val ore di guest 6ultimo  possi
flusso termico trasmesso dalla parete solidéualo (17 ) tramite la legge di Fourier, il

coefficiente locale di aovezione('Q) tramite la legge del raffreddamento di Newton

insieme al coefficiente di scambio termico medip €éd infine | numero di Nusselbcale

(0 6) e medio Nu). Lébespressione per il cal col o del

pero inbase alla definizione data alla temperatura adimensionale.

Nel caso essa sia definita comeovvero come quanto espresso dalla (2.19), per mezzo

della legge di Fourier, si ottiene la seguente espressiane di

Y

177 . T- .
1 ® ' L0 T QY Y mn—., QY 7Y T & w
n (%70 T iy —4 G
In cui si & indicato cofQ — la conduttivita termica del fluido. Con la legge del
raffreddament o di Newt on Qs i ottiene invece
. n w QYo o
~ Y T 1 5 T T % g8 T

Da cui e possibile ricavai® considerando una lamina di lunghezza fibitael seguente

modo:

P s QY Qw Q.
5QQeT my o — ngvd 8 p

Q — o7

Ed infine, il numero di Nusselt:
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0o o) ! oyd 8 ¢

Come anticipato, sono tutte grandezze dipendenteda.

Con | o stesso metodo  possibile ricavare
caso in cui la temperatura adimensionale sia definita comevvero come quanto

espresso dalla (2.30). In tal caso tali espressioni saranno:

. LYY y

n w Qs —. T h 8 o
W ()

o N o . Q. 7 -

Q oV w n(bYQTh 8 1
ko)

Q C nE‘Y'd c& v

00 nYd 8 & @
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Capitolo 3

Risoluzione delle equazioni dello strato limite

Tralasciando il caso descrittoinparagraif2.2.1,2.2.3 e 2.2.4 in cui le soluzioni sono gia
state riportate in forma analitichproblema dello strato limite con dissipazione viscosa

vede quindi la risoluzione di due equazioni differenziali, una per lo strato limite dinamico:

0 M T o
- mDQ mhQ m8 o]
-0 HbDQ p8 o

Ed una per lo strato limite termico:

P

i E* 17"Q 01 O@eae 1 o8
- n0 m8 oR
-0 bD] p8 oD

Nel caso diO ® Hbil problema termic@ssume la forma:

gf)i Q 0iQeea m o
- nbh 78 o®p
-0 bD m8 080
I probl emi appena mostrat.i r i -gegrisoupgrdan 0 q ui n

strato limite con dissipazione visco3ale problema vede la sua comparsa molto tempo
addietro, ed é stato oggetto di studio da parte di numerosi accademnienria della
dissipazione viscosa nello strato limiiefatti, ha origine con Pohlhausen nel 198]. E

stato poi riconsiderato dackert e Drewit45] e successivamente da Morgan, Pipkin e
Warner[1][7]. Le idee fondamentali pero, per lo studio del problema della dissipazione

viscosa ad elevati valori di Pr si hanno con gli studi di Leveque, Fage e Hakner
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Lighthill [9], che $ruttarono il fatto che ad elevati Pr lo strato limite termico e cosi sottile

che il profilo di velocita puo essere considerato lineare.

3.1 Risoluzione dello strato limite dinamico con metodo
per serie

La risoluzione de(3ll)pedessare raggionéa traimitemi@dheds i u s
asymptotic expansionsmethod(come fattoda Morgan, Pipkin e Warner [[f] o da
Narasimha,Vasantha[2]) oppure ancora applicando principio la trasformazione di

Merkin per poi ricavare una soluzione analitica in seri&e&e [3]. In questo lavoro si

riporta come metodo risolutivo, il metodo per serdbec onsi st e nell dand

approssimare analiticamente la funzid@Qe espandendola in serie di potenaevero:

Q 0
— R oP T
€A ®
E da cui e possibile ricavare le rispettive espressioni delle derivae di
- €0 0 0
EA Y EA o p
- €0 0 0
A : pA A o ¢
- €0 0 0
— - — _ o® o
eA E pA €A P
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Tenendo conto della regola relativa al prodotto tra due serie di pbteogttuendo le
espressioni (30), (3.11), (3.12) e (3.1B) nella (3.1) si ottienealseguente espressione:

0 0 0 @
e = == — Tl op 1
¢ A Bt OA
Che puo essere riscritta come:
0 0 0 o
—_ = — I v
NFY @t OA

Da cui, siccome una seridi potenze e identicamente nulla se e solo se tutti i suoi

coefficienti sono nulli, allora:

0 0 0 R
EA B OA Tiplg oPp @

C _
Quindi in definitiva si ottiene:

. EA o 0 5 A,
(0} —_ TQE ’?’QA T[hDh; O'&X

La (3.17) pud essere usata per calcolare qualunque coeffidentene o, una volta
notio ,0 eo0 . Perricavare quesiiltimi, € possibile ricorrere alle seguenti relazioni
ottenute dalla (3.0) e dalla (3.2):

Qn 6 Rt 6 QRem O HReawmoe 6 8 op P
Da cui risulta che:

0 0 ™ 0P w

1 Sianodate due serid3 ®w-,B @ — .l prodotto tra le dued@come risultato la serie

- PATd OO 8
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Denominando poi:
RQemw 0 T o] T

Ed applicando la (37), si ottengono i coefficienti di interesse:

O mh mh rm nd  nh

r (3.21)
5w mm ow 2P

C T

Dalla (321) si noacome tali coefficienti presentano una sequenza ben definita, ovvero
due nulli seguiti da uno non nullo. Possiamo quindi andare a riscrivere una nuova serie
6 comprendente solo termini non nulli, definita come:

&

— [t plyioft o8,

Si passa percio alla scrittura™@®— in termini dié , che assumera la forma:

5
Q- 7 — 1 7 - o
[ & p AF o
Non rimane quindi che determinare il valoré dlier poter esprimere ogni coefficiente di
"Q— . Si potrebbe pensare di sfruttare la condizione non ancora utilizzata, gqueia
all éinfinito (3.3), se non fosse per 11 fat
v 0 ot
- R T
oc pA
converge solo pegs o® 1 1 ¢ p .PQUINdI il valore massimoche - puo assumere

garantendo la convergenga OT MCPPCT

Di conseguenza non ci si puo avvalere della (3.3), ma il valgreodd essere ottenuto
solonumericament¥ ari sono i metodi numerici applice:é
A ne vengono riportati alcuni con relativa spiegazione. In questo lavoro di tesi il valore

difr stato ottenuto tramite nsMahematica@ met hod
Wolfram Research Inc,)i cui script vengono riportati in Appendice B. Il risultato é

quindi:
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[ T OCTU X 0QC og v

in linea con cido che compare letteratua. Sapendo che la sefdé - converge soltanto
perss o® T T € gnoscendo il valore die possibile ricavarsi il valore dimassimo

per il quale la seri&/ 1 T — convergeovvero:

- - VO WTTTIMOX X O og @

Con la (3.25) si puo procedere anchia aleterminazionelello spessore dello strato
limite, calcolando dapprima il relativo valore della vaii@lli similarita,denominato con
— , nel seguente modo:

~ Q-+t Q- oW — TRMTWWYPWwL P o8 X
Nella (3.27) si puo notare come — , consentendo quindi il rispetto della

convergenza. Si puo quindi ricavare lo spessore dello stratofjlimitecome segue:

_d)°| THTOwWwPwL p

77 ;
— r&)nwww@szp(—b g o8 |

—
)

- 1

In linea generale pogltre al calcolo di specifici valori quak  ed— , la conoscenza

dif comporta quindi la determinazione dei coefficienti espressi nelle relazioni (3.21) che
a loro voltapermettono di individuaré®Q— in maniera completaamite la (3.10)Cio &

il punto di partenza per il trattamento del problema dello strato limite teimiui"Q—

si presenta come un coefficiente.
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3.2 Risoluzione dello strato limite termica esempi
risolutivi

3.2.1 Esempio disoluzione analitica

Si puo quindi procedere allo studio dello strato limite termico, partendo dal caso generale

ovvero quello descritto dalle (3.4), (3.5) e (3l8).soluzione di tale problema e gia stata

discussa in passato in primis da Pohlhausen, che si occupo ancakalel dei relativi

parametri di interesse applicativo quale lo sforzo tangenziale subito dalla lamina [4], e
successivamente anche BaEckert O. Drewit45]. Nell 6artico scritto
nel19405vi ene ri portata ufné eteqputaeos B medoaellanal it i

variazioni delle costartti nella qualevengono distinti due diversi contributi. Per

esplicitarl:i gl i autori ricavano pr,i ma | a
denominatacon ,c he assume | 6espressi one:
2 Al fine di spiegare il metodo inlineagenertalei consi deri undequazione di

lineare e non omogenea:

Qg Yo Q@ 0a QA "Qd
definita pera & a. Siano™Qd e Qda due sol uzioni indi pendent

omogenea associata:

QQy . Q@& ..
WA —— waQa T
Qa

Qa
Le due soluzioniQ & e"Q & sono indipendenti de il loro Wronskiano:
W e QA 0Q4
w a Qa o Qaq 04
e diverso da zero per ogni valorexds i pu, dimostrare che |l a soluzi ¢

differenziale non omogenea é data da:

n~ 2 T o , T o s ” , “Q (X 'QG s~ - s “Q (X 'Q(X L
Qa wQa wQa Qa ——«O Qa ————Q
W a ® a

doveda e un qualunque numero reale tale@¢he ¢ & .
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T — Y Y p ® Q - 'Q-A'l‘{ed) Q - Q-08 W

Tale soluzione esprime | 6andamento dell a te
dove la dissipazione viscosa € trascurabile. Il termine noto dedlpifatti quantifica

| 6ef fetto della dissipazione Vvisco¥a stess:
(contenuto nel numero di Eckert) esso e trascurabile a basse velocita. Ad alte velocita

i nvece tale semplificazione non pu, essere

E. Eckert O. Drewit$5], ottenendda seguente espressioti¢ — :

T _ "Y "Y p d) !Q . YQ_
Yoo . 01 ! ) S
— 0w Q Q- — Q - e Q—-"Q-h
Cw q

»E g Q Q-

w
. . 0
fed O o Gose - o0_0- (3.30)

Nella (330) il primo termine rappresenta il calore scambiato dalla parete solida al fluido
a causa della differenza di temperatura fra i due, il secondo termine rappieseced

contributo legato atalore generato dalldissipazione viscosa.

3.2.2 Esempio di soluzione numerica nel caso di sola
dissipazione viscosa

Un esempio di andamentoidi— per diversi valori di0 i vengono individuati da E.
Magyar. nell éarticolo [3], I n cul per, si ¢
supponendda lamina solidasolata termicamentén altre parole, si fa riferimento solo

al secondo termine della 88). L6 a u t osiderapa, @ome condizione al contorno

[ &t tdiversamente da quanto espresso nella (3.8), segno che si va a considerare una

lamina adiabatica invece che isoteraa n ot ar e c peelo $trate lqnitea z i o n e
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termicoaffrontata da E. Magya[B] e anéoga a quella gia descritta nel paragrafo 2.2.2

nonostante le differenze sui coefficienti degli ultimi due termini dovute semplicemente

ad una diversa definizione della costante di similaritd. Di seguito si riportano gli
andamenti ottenuti per diversi wail di 0 |, si faccia solo riferimentai  poiché le curve

relative 8 riguardano il parallelo studio sullo strato limite formato da una lastra piana

i n movimento all dédinterno di un fl uido qui es

guestdesi:

Pr=0.1

0.5

0.4t

0.3

0.2

0.1

n

Figura 3.1.a) Andamento della temperatura adimensionale per Pr=0.1 |

1,
Pr=1
0.9
0.8 |
0.7
0.6 F
0.5 t
0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.1. b) Andamento della temperatura adimensionale per Pr=1 [
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3F
2.5 Pr=10
5l
1.5
1l
0.5}
0 S erearrra———
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
n

Figura 3.1. ¢) Andamento della temperatuealimensionale per Pr=10 [3]

In tali figure si nota come il comportamenéaliabaticodella lamina determini un

andamento inizialmente orizzontale, mentre mano a mano che ci si allontana dalla lamina
(adimensionalmenteparlando, mano a mano che aumenta) la temperatura
adimensionale decresdendendoin maniera asintotical valore nullo. In termini

qualitativi, il comportamento descritto neambiaal variare di0 |, cid che determina il

cambi ament o @ invecpilivalerd dij uin zero enla pendenza della curva.

Al | 6 au mé hiltvadoreali partenza di aumenta a sua volta, cosi come la ripidita

dell a curva che diventa sempre pi% severa.
fisico. Infatti, unnumero di0 i elevato comporta un fluido maggiormente viscoso e
contemporaneamente termicamente poco conduttivo. La maggiore viscosita determina

una generazione di calore per dissipazione piu importante, eccojperchEpiu inteso

per0 ialti. Invee, unadiffusivita termica meno spinta comporta una trasmissione del
calore alle zone del fluido distanti dal | a
calore a ridosso della parete vaotieidsa, COS:°®

maggiorié giustificata
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Capitolo 4
Soluzioni numeriche dello strato limite

termico

Nei paragrafi successivi verranno riportati i risultati dei calcoli eseguiti con il software
Mathematica (© Wolfren Research Incip relazioneallo strato limite termico di fluidi

con diverse proprieta. Gli script dettagliati sono tutti consultabili in Appendice B.

4.1 Caso senza dissipazione viscosa

In questo lavoro il trattamento dello strato limigemico € iniziato considerando il caso

senza dissipazion€ome visto in precedenza la soluzione analitica per questo caso viene
espressa dalla (2.29), tramite il comando i
equazioni (2.25) e (3.19onrelativec ondi zi oni al ceacorsiderando ed al

0 iparia 0.71, 1, 10, 108eguono i risultati sottostanti:

6(n)

T, oot e, e i I

0.6
0.4+

0.2

Figura 4.1 a) Caso senza dissipazione viscogemdamento della temperatur:
adimensionale per Pr=0.71
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0.8

| FR P

0.6

T T T

0.4+

0.2

T T T

L 1 L 1 L L L | L L L L L L 1 1
L 2 4 6 8 I'}

Figura 4.1 b) Caso senza dissipazione viscogmdamento della temperatur:
adimensionale per Pr=1

T

0.8

0.6

T T T

0.4+

0.2

T T T

Figura 4.1 c) Caso senza dissipazione viscogedamento della temperatur:
adimensionale per Pr=10
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L L L 1 1 I L L Il n 1 1 1
2 4 6 8 J

Figura 4.1 d) Caso senza dissipazione viscogsmdamento della temperatur:
adimensionale per Pr=100

Il comportamento di € essenzialmente quello di una funzione monotona crescente,
tendente asintoticamente ac1 | 0 i. Unfaunmentd devalore del numero di Prandtl
determina un andamento piu ripido, ovverdende ad 1 piu rapidamenteosa ben
evidentenotanda cambiamenti nei grafici dalla Figudal a) alla Figurat.1l d). Anche

in questo caso risultati combaciano con le caratteristiche fisiche del fluido poiché un
fluido termicamentemeno conduttivo (ovvera i elevato) comportauna peggiore

distribuzione del calore.

Per la determinazione di varie grandezze di interesse pratico € necessario il calcolo di
I &t , il che nella situazione in questione é facilmente ricavabile dalla (2.29), ottenendo
quindi:

Qe

s T
T Qe O ®

>v

in cui si evidezia la dipendenza @i 1t dad i Un esempio di risultati ottenuti con la

(4.1) sono esposti in Tabella 4.1.

32



Pohl

Tabella 4.1. Esempio di valori di (0) per diversi Pr

hausen

riportata di seguito

T

Tt

™ olgi *

T T

1

c..

0,292680223 0,7
0,306916874 0,8
0,319970518 0,9
0,332057336 1
0,422308172 2
0,485047971 3
0,534787309 4
0,576688891 5
0,613257855 6
0,645921979 7
0,675581193 8
0,702843529 9
0,728141305 10
0,918402019 20
1,051693534 30
1,157751202 40
1,247287497 50
1,571831753 100
2,688271663 500
3,387085296 1000

propose

poi

nel

1921

undapprossi

T8

Si é quindi andati a confrontare i due metodi, ovvero il (4.1) ed il (4.2) non riscontrando

particolari differenzese non un leggero disstamento per elevaii , come testimonia il

grafico in Figura 4.2.
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6'(0)

—— senza approssimazione di Pohlhausen
—— con approssimazione di Pohlhausen

200 400 600 800 1000

Figura 4.2. Andamento di (0) per diversi Pr, con e senza approssimazione di Pohlimau:

4.2 Caso con dissipazione viscosa

Lo studio ha poi proseguito con il tratt ame
anch&atgpestaat o mando ANDSol ved assieme all dequ
condizioni associate. In prima analisi si & calcdlat per gli stessi valordi 0 idella

Tabella 4.1 considerand® & T, riscontrando i medesimi risultati del paragrafo, 4.1

ovverouna curva di aat in funzione di0 isovrapposta a quella blu in Figura 4S2.

sono poi analizzati diverse possibilita in termini di valordtied'O cal fine di valutare

gl i effetti delle loro variazioniDi Si por g

& pedO dvariabileda 1 a 10, fino a 100
6(n)

0.8:—

0,6:—

0.4:—

0.2

.1,...|....1‘.A.1....|‘...1r}
1 2 3 4 5 6

Figura 4.3 a) Andamento della temperatura adimensionaleper0.71 ed Ec=1.
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| S T R A C |

| . R T |
#

Figura 4.3 c) Andamento della temperatura adimensiorade Pr=0.71 ed Ec=100

Ne grafici in Figura 4.3 a), b), ¢), la dissipazione viscosa si manifesta con un diverso
andamento (rispetto al caso senza dissipazione)atidi sopra di un cert® Si tratta

infatti non piu di una funzione monotona crescenteinafunzioneon unmassimogon
valoremaggi or e di 1. La viscosit”™ del fluido c

viene generato calorper dissipazionee che porta alla <compars
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caratteristicoAl crescere del numero di Eckert tale massimo raggiualgeiiu elevati

considerando la definizioned@ i , ha senso in quanto se que
fronte ad un fluido con basso calore specifico e/o ad elevata velocita, oppure ancora si ha

una differenzarascurabiledi temperatura tra lamane fluido indisturbato. Basso calore

specifico determina la richiesta di minore energia (quindi calore) per aumentare la
temperaturadi un determinato intervallola velocita elevata haome conseguenza

| 6aggravar si dei f e n obassanlifferertza & semper@Atura wvai |, me n
lamina e fluidoporta ad avere un massimo piu pronunci@a quindi giustifica la

variazione delle curve nei grafici precedenti.

Tale tendenza & confermata anche per diversi val@riidome confermano i grafici in

Figura 4.4 a), b) e cjelativiad i pedOw pfp fp m.7

0.8

T

0.6

0.4

0.2

Figura 4.4. a) Andamento della temperatura adimensionaleerl ed Ec=1.
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0.5:— ‘Jf((
% > 3 4 e 6 1

12

10

Figura 4.4. c) Andamento della temperatura adimensionaleRrerl ed Ec=100.

Non sono state infatti riscontrate particolari differenze, se non fosse per il fatto che i valori
dei massimi sono piul elevati rispetto ai casi@édn T pfatto che non stupisce poiché

e diretta conseguenza della maggiore intensita della viscosital{quimento del calore
generato per dissipazione) e diminuzione della diffusivita termica (ovvero concentrazione

del calore generato). Si evidenzia per
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dissipazione viscosa sono determinate contemporagardai valori assunti daied
(o]

Di seguito si riportano i risultati péri p TedO @ T8t Ppfv.

0.8

0.6

T T T

T

0.4

0.2

| L L L L | 1 L L L ! I L L ! | I L L 1 1
1 2 3 4 5 N

0.6 -

0.4

0.2

Figura 4.5. b) Andamento dell&emperatura adimensionale per=10 ed Ec=1.
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3.05—
25f
2.03—
1.55—
1.0:_.,_______________________"'_""_":.-v.a—_..—,___. _______

0.5F

Figura 4.5. b) Andamento della temperatura adimensionale perl0 ed Ec=5.

Come primaall & a uaneelirDti (rispetto ai casi precedeng di 'O ca parita di0 i

consegue un aumento del valore del massimo assunto dalla temperatura. E poi piu
evidente | 6effetto dell aumento della ripi
decrescente, dovutolai pill elevato(i motivi sono descritti nel paragrafo 4.8 pero

i mportante notare c¢omeOcdphoimole pilfsevertrispetthbal | 6 i nc
0 ipiccoli, basti notare cheond i p Til punto di massimo si presenta gia@do p.

Cio suggerisce infatti la presenza di una relazione che lega un theterin i ad un

relativo ‘O o i Asogl i ao, cosa che viene wulterior

analizzato, ovvero quello mostrato in Figura 4.6 a), b) e c)dper p T B O ®

T8t Tthphp8
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Figura 4.6. b) Andamento della temperatura adimensionalePerl00 ed Ec=0.1.

n
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Figura 4.6. c) Andamento della temperatura adimensionaleer100 ed Ec=1.

In questi ultimi grafici si evidenziao ancora di piui comportamenti descritti in

precedenza come risultato delle variaziorh ded’O &

4.2.1 Valutazione di Ecg

Dai grafici riscontrati si € notato come per bassi (in relazione al numero di Prandtl) valori

di'Oda curvd — sia monotona crescente, mentre per alti valo® dvi & la comparsa

di un massimo. Perquestot i vi ci si padd valore di ogliadiet t i v o
'O ¢xche si & denominato c@a) in corrispondenza del quale avviene il cambiamento di
comportamento di — . Si & proseguito alla determinazione di tale valore per diversi

valori di 0 i tramite un metodo grafico. Esso comsisissando un determinatd i,

nell andare a porre nelfl-orel@veadwmsingneradi i co di
Eckert, valutare le due curve fra le quali si considera avvenga il cambiamento di
andamento di — , andare adhdividuare nuovanme un numero dcurve dii — pari

a quelle di prima edssociate a diver$ ama questa volta limitatiai due valori delle

due curve scelte in precedenza e quindi con un numero in piu di cifre significative,
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valutare le due curvedrle quali si considera avvenga il cambiamento di andamento di
T —e cos?® via. Per ogni iterazione @®d ha
Per chiarire il metodo si prenda come esempio il caso raffigurato in Figura 4.,7cag b)

d):

e(n) 8(n)

1.0010

d)

. Y,
98 9.8 1007

Figura4.7.a) Curve della temperatura adimensionale per 1 ed 1.0<Ec<5.0 con passo 0H).Curve

della temperatura adimensionale p&r=1 ed 2.00<Ec<2.01 con passo @1. c) Curve della
temperatura adimensionale per=1 ed2.0006<Ec<2.001con passo @01.d) Curve della temperature
adimensionale pePr=1 2.0000068Ec<2.000001con passo @0000Q.

Nella quattro immagini sopra riportate si & preso in considerazionsalamd i p.

Nella prima immagine (Figura 4.7 a) ) sono riportati i grafici di relativi ad O &
variabile tra 10 e 50 con passo pari a 0.1. Si nota come il cambiamento di andamento di
I — avviene fra le due curve centrali, vale a dire quelle relative axd ¢8ted (o]

¢®. Si & quindi proceduto a porre in grafico le curvé di associate ath ccompreso

tra 2.00 €2.10 con passo pari a 0.01, come e possibile vedere in Figura 4.7 b). Si itera
quindi il processo selezionando le due curve in cui avviene il cambiamento di andamento,
ovvero la prima e la seconda, quindi quelle associaf® ad ¢8t led O G ¢8t p Si
procede quindi per un numens di volte, affinando sempre di piu il valore Gicwed

analizzando curve sempre meno distanzisitegda il passaggidallaFigura 4.7b) alla
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Figura 4.7 c) fino alla Figura 4.7 9)

CaiMMMImmTmp

Nel |l 6esempi o

ri @brtato

Quanto appena descritto & stato applicato per diversi valariidinoltre & possibile

effettuare il procedimento anche in maniera inversa, ovvero fis§léacendo variare

0 1 per ricavare urD i di soglia0 i. Infatti, la cosi chiamata soglia risulta essere

individuata da una coppia di valori @ ce 0 i corrispondenti biunivocamente. | casi

analizzati sono riportati nella Tabella 4iZui sono statconsiderati valori con 6 cifre

significative

01 0 ®
0,01 283,559
0,10 27,6880
0,20 13,4650
0,30 8,71770
0,40 6,33900
0,50 4,90700
0,71 3,20145
1,00 2,00000
1,50 1,00000
2,00 0,24500
2,10 0,14000
2,50 0,00000
10,00 0,00000

Tabella 42. Valori di Eg con rispettivi valori diPry,
calcolati con metodo grafico.

Nonostante i dati riportati in Tabella 4.2 & da precisare@lgper0 i elevati,non

raggiunge valori nulli ma estremamente vicini a 0, in altre parole tende asintoticamente a
al | 6i nf iSnéiquindidifroxite dd e@na ptrottura i |

Operdic he

tende

relativa ad un ramo di iperbole, che in scala dopggaritmica si presenta con un

andamentdineare, esattament®memostrail grafico associato alla Tabella 4.2 e posto

in Figura 4.8.

43

\Y

S

c



ECO

100}

10

!

1

0.01

Figura 4.8. Relazion&ra Eg e Pry in scala doppidogaritmica.

0.05

4.2.2 Valutazione di «'(0)

Si & infine svolto il calcolo di Tt per diversi valori dD iedOqdatl 6 i mport anza

tale parametro per la valutazione di grandezze di interesse applicativo. | valonitdi

ottenutisono riportati in Tabella 4.3.

0.10

9'(0) Pr Ec 9'(0) Pr Ec
0,294288710 0,71 0,001 0,729219532 10 0,001
0,295402951 0,71 0,01 0,738923574 10 0,01
0,306545369 0,71 0,1 0,835963988 10 0,1
0,417969541 0,71 1 1,806368129 10 1
0,913188087 0,71 5 6,119275421 10 5
1,532211269 0,71 10 11,510409537 10 10
12,674628547 0,71 100 108,550823621 10 100
0,332223365 1 0,001 1,577826365 100 0,001
0,333717623 1 0,01 1,631777875 100 0,01
0,348660203 1 0,1 2,171292970 100 0,1
0,498086004 1 1 7,566443924 100 1
1,162200677 1 5 31,544892606 100 5
1,992344017 1 10 61,517953461 100 10
16,934924147 1 100 601,033048824 100 100

Tabella 43. Valoriditd ( 0)

per diver
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In termini grafici, i risultati della Tabella 4.3 vengono raffigurati di seguito:

0.001

Figura 49. Graficoditd6 ( 0) per di veelr. ©dgni assa ¢ posto in sdal
logaritmica.

4.3 Casocon 4 H

Il problema individuato dal sistema espresso dalle (3.7), (3.8) e (3.9) é relativo alla
situazione in cui non vi é differenza di temperatura tra lamina e fluidtativi risultati
grafici infatti mostrano un andamento asintotico non piu tendente ad 1 ma a 0. Vengono

riportati sotto i casi studiati, ovvero quelli relativba T8 pphp fp .10
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Figura4.1Q a) Andamento della temperatura aténsionale pePr=0.71 edO &® Hb.
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Figura 4.1Q b) Andamento della temperatura adimensionalePerl edO ® Hb.
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Figura 4.10 c) Andamento della temperatura adimensionale Per10 edO ® Ho.

o(n)

1.5F

1.0

0.5

Figura 4.10 d) Andamento della temperatura adimensionale Perl00 edO ® H
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Tali grafici vanno a conferma@ncor a una volta gl effetti |
Prandtl. In particolare, si ~ posta | datte
assuntodadl t emper atura adi mensional e. L®ilandamen

e esposto in Figura 4.11.

em ax

1.5

1.0+

0.5F

1 " - 1 . N LY 1Pr

1 5 10 50 100

Figura4.11 Andamento del massimo raggiunto dalla temperatura adimensionale in funziene
nel casdO 9 Ho.

E importantenotare com&n o n s o | o |10d siarevidenteesal zatore dsisunto dal

mas si mo, ma anche | a posizione di guestoul
dalla Figura 4.10 a) alla figura 4.10 d) infatti & possibile notare che, in linea generale,
aumentar® isignifica aumentare il valore assunto dal massimo e contemporaneamente
spostare il punt o ,dverosiava\ensonuno stvaeo ingite termiéoo r i g i n
sempre piu piccoloTale osservazione e alla base degli ultimi due casi ligtitdiati.

Ovvero lo studio dello strato limite termico nel caso inlcuP TTe in cuid i© Hb,
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4.4 Casocon || w0

Si ricorda che in situazione dii® ml 6 equazi one da adottare
limite & la (2.36), in cui era stato introdotto il parametiateso come prodotto tiaied

'O (Nel relativo paragrafo 2.2.4 si era anche detto che la condizione al limite (vale a dire
per —-O HbDf  p) non poteva essere applicata in linea generale. Come scritto
precedentementger0 1 piccoli lo strato limie termico diventa sempre pit ampio e di
conseguenza il massimo di temperatura si sposta verso vatl@edipre piu grandi. Nel

caso estremdi 0 10 Ttale massimo si va a collocare per valori-! Hb, per questo

non ha senso imporre la condizione al limite per risolvere la (2.36). Il valore al limite
della temperatura adimensionaliene infatti determinato deo. Aumentarew infatti
significa considerare un fluido cd@ ¢piti elevato (dato che appunioi© ) il che, per

i motivi gia descritti nel paragrafo 4.2, si manifesta con un accumulo di calore nello strato
limite ovvero un innalzamento della cufva— . Come gia esplicato nel paradp 2.2.4,

la condizione al limite perd puo essere sfruttata per ricavare il valore di saglievdiero

w espresso dalla (2.38). Per comprendere appjeianto appena detto si consideri il
grafico posto in Figura 4.12n cui vengono riportate tre tue7 — relative a tre valori

di @, uno maggiore, uno minore ed uno uguale.a

10 = e o e
e— |_<ro

0.8
=lo

04}

0.2}

I R S IR S R U I R n
2 4 6 8 10

Figura 4.12 Andamento della temperatura adimensionale nel ¢a$® T, con tre diversi
valori di @
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C chiaramente

importanti, passando per quello relativo alla soglia.

4.4.1 Valutazione dilg

Il calcolo del valore dip € stato svolto con due metodi. In primo luogo, con lo stesso

met odo

insieme ad entrambe le condizioni, sia quella al contorno che quella al limite), in seconda

istanza apptiando il metodo integrale sfruttando la relazione (2.38). In entrambi i casi il

grafico descritto

valore ottenuto € stato il seguente:

W T CWCWwPX ®ox

nel

paragrafo

£

Esso & ovviamente relativo alla stessa soglia espressa dd’O ¢ di conseguenza solo

perbassi valori dD ié possibile scrivere che:

® 010w

8

E tale relazione & tanto pill giusta pitiassume valori vicini allo 0 (proprio perctiéeé

stato valutat per0 i ). A dimostrazione di cid, si consideri la Tabella 4.4, in cui

vengono riportati i valori calcolati dD otramite la (4.4) con gli stessi valori diidella

Tabella 4.2:

01 ow
0,01 284,293
0,10 28,4293
0,20 14,2146
0,30 9,47643
0,40 7,10732
0,50 5,68586
0,71 4,00413
1,00 2,84293
1,50 1,89529
2,00 1,42146
2,10 1,35378
2,50 1,13717
10,00 0,28429

Tabella 44. Valori di Eg calcolati a partire da datiPry,

tramite conoscenza di.
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Confrontando la Tabella 4.4 con la Tabella 4.2 si possono ricavare gli errori percentuali
relativi ad ogni riga, quindi ad ogni valore @ii. Gli errori commessi con la (4.4) sono

posti nel grafico in Figura 4.13, per valoritdiicompresi tra 0 &0:

Errore %
10°
108

1000

1 L . ) 1 . . L 1 L L L 1 L L L 1 P r

2 4 6 8 10

Figura 4.13 Errore percentuale relativo al calcolo di Econ la (4.4) in confronto con il
metodo grafico, in funzione di Pr.

Il grafico conferma come | derrordd diventi s

4.5 Casocon || » H

LOul timo caso studiato vede infine | a risol
del numero di Eckert. Questo caso limite porta alassimizzazione, a parita@igdel

valore del punto di massimo oltre che al spostamento in corrispondendi— 1t Cio

testimonia la degenerazione dello strato limite termico, che non occupa piu una regione
bidimensionale ma concentra il suo spessore in corrispondenza del valore Dadi

variazione del numero di Eckert in questo caso contribuisce s@aradntare il valore

del punto di massimo, spostando la cdrva . E possibile notare tale effetto in Figura

4.14 in cui sono state poste in grafico dieci curve relativ®aslariabile da 0 a 10 con

passo pari ad 1.
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e T~ ¥ |
1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0

Figura 4.14 Andamento della temperatura adimensionale nel ®soY ,®on Ec crescente

dala10.
Le curve assumono di conseguenza un andamento monotono decrescente, con la sola
eccezione del ca€d & Ttin cui si manifesta il caso degengre p. In realta si & notato
come per Tivi Sia un particolare caso di singolarita, data la struttura dellzisoki
espressa dalla (2.35). Infatti, per 1ti | termine al denomi nator e
(2.35), vale a diréQ— , va a 0, generando la singolarita. Anche dal punto di vista fisico
tale comportamento e giustificgboiché si avrebbe un comportarteedella temperatura

adimensionale per Ttpari quello ddh delta di Dirac.
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Capitolo 5

Conclusioni

I n questo | avoro di tesi si — studinmtato | def
termico generato da un fluido a ridosso di una lamina piana a partireodglizaria

formulazione matematicdel problema, passando per la risoluzione dello strato limite

dinamico con metodo numerico fino alla trattazione e descrizione dello strato limite
termico, anchobéesso studiato numericamente.
termico, in presenzai dissipazione viscosa, Sia matematicamente caratterizzato da
undequazione dipendente da due parametri, ¢
Eckert. Dal punto di vista fisico invece esso & caratterizzato, per determinati valari di

ed O (xddla presenza di un massimo, conferemgindi alla temperaturadimensionale

un andamento prima crescente e poi decrescente per tendere poi asintoticamente ad 1

all éi,nfailnidcdmntrari o dell dandamento tipico
temperatira adimensionale presenta un andamento crescente e tendente asintoticamente

ad 1al | & i. 8dha stati pooindividuati i valori d ie di'Oddenominati valori di

soglia) oltre i quali, nel caso con dissipazione viscosa, si presentava il congragam

con il massimo, trovando una relazione di tipo iperbolico fra i due. Al fine poi di valutare

gl i effetti sull dandamento della temperatur
0 1ed’O (dsono stati fatti variare gli stessi mantenendone usnote. A parita d isi
& notato comaumentand® & duni co effetto ~ | 6daumento pr

assunto dal massimo di temperatura, inoltredpil el evat o mi nore sar "’
'O (necessario per avere un aumento del massimo di temperatura uguale ad un caso con

0 1 basso. A parita dO dJa variazione di0 i agisce sia sul valore del massimo di
temperatura e sia sullo spessore dello strato limite termico, quindi sulla posielone d
massimo stesso. In particolare, aumentando il numero di Prandtl si ha un aumento del
valore assunto dal massimo di temperatura e contemporaneamente uno spostamento di
esso verso la lamina piana, ovvero la restrizione dello strato limite tefPeicentambi

i casi, descritti nel caso di incremento dei parametri, vale il vicev@rsmto spiegato e

stato valutato sia per il caso generale e sia per quattro situazioni limite, vale a dire quando
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O® 11 (caso senza dissipazione), quar@d® Hb (caso in cuilamina e fluido hanno

stessa temperatura), quanad® Tt (estensione dello strato limite ovunque)quando

0 10 Hb (degenerazione dello strato limite in corrispondenza della lamina piana). Con

O® m0 19 med IO Hbsié potuto valutare delle soluzioni #tieamente mentre nel

casoO ® Hbsi & ricorso ad una nuova definizione della temperatura adimensionale con
conseguente formulazione di un diverso problema dal punto di vista matematico. Si &
osservato come p&@ & Ttla temperatura adimensionale preseathpre un andamento

crescente con tendenza asintotica adl1l 6 i, mentrepaOtcSo Hbun andamento con

massimo con tendenza asintotica@ D | 6 i. Nélla situaziowme invece @i i0 Ttsi @

osservato un andamento sempre crescente della temperatura adimensionale con

al | 6i refhdenza dsiatptica ad un valore variabile a seconda di un parametro
denominatay e definito come il prodotto trd ied O GPer tale parametro si & trovat

valore di soglia in corrispondenza del qual
Infine, nel casa@ i° Hbla temperatura adimensionale presenta un andamento sempre
decrescente con tendenza asOmnpsohaiunwvaloread 1 al

della temperatura adimensionale pari ad 1 ovunque.
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Appendice A

Metodo di Eulero

Si consideriil seguente problema ai valori iniziali, dotato di UO®E (acronimo di

ordinary differential equationdi primo ordine con relativa condizione iniziale

Mo OuiQwm .
" N (o]39)
QT Q

In cui "Q® & la soluzione da determinarecnt T , "Oe una data funzione di due

variabili e’Qé una costante nota. Un primo semplice modo per individuare una soluzione
numerica della (A.1) e imetodo di Eulero Esso consiste nell 6dan

| i nt awv aihl iotervalli di ugwale ampiezz¥a

w

Yoo @ 08
0

Si introduce quindi la notazione:

w mnhy Yo tYoBhh o 08

E, allo stesso modo

Q Qo FQ Qo BHAQ Qo BHRQ Qo o8

Si prosegue all 6espansi oM@: in serie di Tayl
Vo QA Qi Yo U Yo o0

Coni ¥ mfw . Dalla (A.6) & possibile ricavare la formula approssimata:

N QA Qe Qo Yo Q  Om RQ Yo plkB R 68p

Nella (A.6) si & andato ad omettere il termine di ordi®, conferendo cosi

| 6approssi mazi one. L a (A. 6) B conosciut a
undapprossimazione numeri ca derelotenumd!| uzi on:
risultato di un troncamento al primo ordine, essa e piu accurata man mano che si

di mi nui s c eYob adumensi. &z (A.8) implica poi un algoritmo iterativo,
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dovendo essa essere applicata in primisperp per valutaréQ Conoscedo poi"Qe

possibile procedere pér ¢ per valutaréQe cosi via, finoad 0.

Il metodo di Eul ero prevede anche unodapplic
contenenti delle ODE anche di ordine superiore al primo. Come esempio si riporta il
problema dello strato limite di Blasius:

(e Q- "Qe T B
On  mhQet 1h 'Qem |

Si procede andando ricondurre il tutto ad un sistema del primo ordine grazie alle seguenti
definizioni:

0- Q- HQ- "@e- "Qexes8 68y

Cosi da modificare la (A.7) in:

Qe Q- h 08w
G- Q- h 08 T
Qee %‘Q— Q- h GE
Qn  mon ™ T 8 0 ¢

Avendo quindi ottenuto un sistema del primo ordine e possibile applicare il metodo di
Eulero descritto in precedenza, definendo @ndstante- degli intervalli di ampiezza

Y-, ottenendo cosi la sequenza di punti:

- nh Y-Bh &Y 0P o

Procedendo quindi come prireonsiderando perd chet  1iftb , Si possono scrivere le
seguenti relazioni:

N 0O- nhQ "O- nBARQ "O- Bh 0D 1
M 0- mwhQ Q- nBRQ Q- MBh 0P v
N O- nhQ Q- nBAQ Q- Bh 0P ¢
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Di conseguenza, | applicazione del met odo
(A.10),(A.11), (A.12) porta alleseguenti formule ricorsive:

"QQ "Q Y-h 08 X
" Q  Q Y-h o0& Y
o Py ' .

@ 2 tae y-8 08 w

Da attuare a partire da p fino ad un numero finité 0. A seconda di come mgono
sceltiivaloridiY-eG che andranno a def imiYrgpartedel nt er va
dominio T permesso dalla variabile di similarita Da notare che gli obiettivi da
raggiungere con questo metodo sono due: avere un dominidl et ampio possibile,
avere unoottima accuratezza del meityo do di
elevati, il secondo con valori Mi- molto ficcoli. In altre parole, la combinazione ottimale

| & a d oYz piceati e rdoito grande (a parita di—, incrementaré) prende il
nome digrid refinement

Estensioni del metodo di Eulero

Una variante del met odo di Eul ero prevede

Taylor di"Qw partendo dav . In questo modo la (A.6) viene sostituita da:
N O Mo Qo Yo Q O00RQYaATd pltB R 6&
La (A.20) permette il calcolo dQQ conoscenddQ. Siccome si dispone di uri@ nota

ma non si conosce il valore @2, | uni co modo per usare | a (

"Qconoscend , tramite la seguente formula:
Q Q0w RQ Yo o8 p
Questobéultima differisce d al IQamplicitamedite. per [

Sommando la (A.21) con la (A.6) si ottiene la formulalperalutazione diQx

”»n »n »n \ ) »n Ny y(b ©n
Q "Q Ow hQ Ow hQ ? o0& ¢
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Quella ottenuta € ancora una formula di valutazione implicit® dhe puo essere resa

esplicita esprimend®o HQ in termini di"Q sfruttando la (A.6):

~

Q "Q Ow hQ 0w RQ Ow hQ Yo — 0& o
La (A.23) é conosciuta confermula di Heun

Un altro metodo inteso come perfezionamento del metodo di Eulero in termini di

accuratezza é ihetodo di Rung&utta, il quale poggia sulla seguente formula:

QN Q Yo 6OQ o0& 1
IncuiQe:
N 0w oYahiQ Yo 6 Q hoé® pkfh O& v

Si puo dimostrare che devono essere inclusi anche i seguenti vincoli:
@ phod b 8 o0& @

Nel caso in cui la matricé @i di coefficienti 0 presenti la struttura triangolare

sottostante:

[0 0 0 ... 0)
Ay 0 0 ... 0
\ A1 As As ... 0 )

Allora ogni Q dipendera unicamente @hQM hQ . Quindi, in questo caso, il metodo
RungeKutta fornisce una formula esplicita per il calcolo®@iSi prenda in esame il caso
del metodo di Runggkut t a del guarto ordine, i ndi vi du

caratterizzatoda T e da:
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RIS hcd o mho @ o p8 08 Y

Ql©
N |0

@

Slo
S0

In guesto modpla matrice con generico elemerito presenta la forma:

0 0 00
1/2 0 00
0 1/2 0 0 (A-29)
0 0 1 0

Si puo verificare che le relazioni espresse nella (Ae28)lla (A.29) soddisfano le (A.26).
In pratica, il metodo RK4 é basato sulla formula ricorsiva sottostante:

Yoo .,

M o 0 ¢ o 1 08&
Dove:

N Ow HRQ h 08 p
- Yo Yo . )

Q Ow —hQ —Q h 08 C
. Yoo Yoo . .

Q Ow ?hQ —Q h o0& o
7, » \ S’/(bvn y(b'r o

Q Ow ?hQ ? Q 8 01

Quindi, assumendo la conoscenzadi HQ , si procede al calcolo d, per poter
poi calcolareQ, poi'Q, poi Q per andare infine, tramite la (A.30), alelare’Q. Cid

viene ripetuto per un numero di step partad 0.
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Appendice B

Script

Strato limite dinamico Blasius

i

eqn=2f"""[n] +f[n] - f''[n];
bcl = f[0];

bc2 = f'[0];

be3 =f''[0];

sol[y_?NumericQ] := Flatten[NDSolve[{eqn == @, bcl == @, bc2 == @, bc3 == Y}, f,
{n, 0, 300}, MaxSteps -» Infinity, InterpolationOrder - All, WorkingPrecision - 30]]

- sol[y_?NumericQ] := NDSolve[{eqn == @, bcl == @, bc2 == @, bc3 == ¥y}, f, {n, 0, 300},

MaxSteps -» Infinity, InterpolationOrder - All, WorkingPrecision -» 30][[1, 1, 2]]

Clear([y];
Do[Print [{nn, FindRoot [Evaluate[f ‘[100] /. {f > (sol[y][#1] &) }] =1,
{¥, 32 /100}, WorkingPrecision - 30]}], {nm, 100, 250, 10} ]

{100, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{110, {y - ©0.332057336215201438827543555504} }
{120, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{130, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{140, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{150, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{160, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{170, {y - ©.332057336215201438827543555504} }
{180, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{190, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{200, {y-0.332057336215201438827543555504} }
{210, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
{220, {y-0.332057336215201438827543555504} }
{230, {y-0.332057336215201438827543555504} }
{240, {y-0.332057336215201438827543555504} }

{250, {y - 0.332057336215201438827543555504} }
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1= ¥¥ = 0.3320573362152016837217615870133029391095997937860662693798" 30.
Emax = 3.94021124283194947183097895933548496075" 15.
Emax

nmax =
<

YY:
ou/ - ©.332057336215201683721761587013

i - 3.94021124283195

ouf |- 5.69003772773101

)= FindRoot [Evaluate[f'[n@] /. {f » (sol[¥¥])}] = 99 /100, {n@, 5}, WorkingPrecision - 30]
ou - {N0 - 4.90998951329531342238211311948}

Strato limite termico Blasius

/)= sol4[Pr_, NN_] := NDSolve[{f[n] f’[n] +2f'''[n] =0,
e'"[n]+ o flnl ~6'[n] =0, f[0] =0, f'[0] ==0, f'[NN] == 1, ©[0] =0, 6[NN] = 1},
2

{f, 6}, {n, @, NN}, WorkingPrecision -» 20, AccuracyGoal - 15]

Calcolo 6 (n) con Pr=0.71
= Table [auxA[cc] = sol4[£, cc], {cc, {6, 7,8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}} ] ;
100
i) Show[Plot[{ (6[nn] /. auxA[6]), (6[nn] /. auxA[7]), (e[nn] /. auxA[8]),
(etnnl /. auxa[9]), (e[nn] /. auxA[1@]), (e[nn] /. auxA[2@]), (e[nn] /. auxA[3@]),
(etnnl /. auxa[4e]), (e[nn] /. auxA[5@]), (e[nn] /. auxa[5e0])},
{nn, @, 8}, PlotRange -» All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["e(n)", 15]},

PlotStyle » {Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}] >
Plot[1, {x, @, 8}, PlotStyle -» {Black, Dashed)]]

08
06
041+

02+

61



Calcolo6(n)conPr=1
o |- Table[auxB[cc] = sol4[1, cc], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];

i - Show[Plot[{ (6[nn] /. auxB[6]), (©[nn] /. auxB[7]), (€[nn] /. auxB[8]),
(etnn] /. auxB[9]), (e[nn] /. auxB[1@]), (€[nn] /. auxB[20]), (€[nn] /. auxB[30]),
(etnnl /. auxB[4@]), (e[nn] /. auxB[5@]), (€[nn] /. auxB[500])},
{nn, @, 8}, PlotRange » All, AxesLabel » {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle -» {Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}],
Plot[1, {x, ©, 8}, PlotStyle » {Black, Dashed)]]

e(n)

0o e

06
041

02f

Calcolo 6 (n) con Pr=10
- Table[auxC[cc] = sol4[10, cc], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];

)= Show[Plot[{ (e[nn] /. auxC[6]), (e[nn] /. auxc[7]), (€[nn] /. auxc[8]),
(etnnl /. auxc[9]), (e[nn] /. auxc[1@]), (e[nn] /. auxc[2e]), (e[nn] /. auxc[3e]),
(etnn] /. auxc(ae]), (e[nn] /. auxc[5e]), (e[nn] /. auxc[5e0])},
{nn, @, 8}, PlotRange -» All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["e(n)", 15]},
PlotStyle -» {Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}],
Plot[1, {x, ©, 8}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]

6(n)

L1 | e ——

08

041

02f
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Calcolo 6 (n) con Pr=100
in/-}- Table[auxD[cc] = sol4[1@@, cc], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];

i) Show[Plot[{(e[nn] /. auxD[6]), (€[nn] /. auxD[7]), (e[nn] /. auxD[8]),
(etnn1 /. auxD[91), (€[nn] /. auxD[1@]), (6[NN] /. auxD[20]), (6[nN] /. auxD[3@]),
(etnn1 /. auxp[4e]), (e[nn] /. auxD[50]), (€[nn] /. auxD[5e0])},
{nn, 0, 8}, PlotRange » All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["e(n)", 15]},
PlotStyle » {Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange)],
Plot[1, {x, @, 8}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]

o(n)

08|

06

041

02

Valutazione di 6' (0) per diversi valori di Pr con formula Blasius

Prda0.7a1l

InfJi= Table[{N[Pr] o Chop[wP"/NIntegrate[Evaluate[f' "[x]1P" /. {F -> sol[yy] )],
{x, @, 6, 200}, WorkingPrecision - 22, MaxRecursion - 100]],
Chop[yxp"/NIntegrate[Evaluate['F' "[x]P" /. f -> sol[¥¥]], {x, @, 6, 300},

7 1
WorkingPrecision -» 22, MaxRecursion - 100]]}, {Pr, ;, 1, ;}]

oul-- {{0.7, 0.2926802226294508192952, 0.2926802226302914335201},
{0.8, 0.3069168737471420988541, 0.3069168737471835550384} ,
{0.9, ©.3199705178722409311036, 0.3199705178722421357109},
{1., ©.3320573362152020195375, 0.3320573362152020476339} }

m- fl = {{0.7, ©.2926802226302914335201},
{0.8, 0.3069168737471835550384},
{0.9, ©0.3199705178722421357109},
{1., ©0.3320573362152020476339} } ;



Prdala 10

i~ Table[{N[Pr], Chop[y¥""/NIntegrate|[Evaluate[f''[x]"" /. {f->sol[y¥]}],

{x, @, 6, 200}, WorkingPrecision -» 22, MaxRecursion - 100] ],

Chop[*n*p"/NIntegrate[Evaluate[f' "[x1P" /. {f -> sol [77])], {x, @, 6, 300},

oup ;= {{1.
o)
(3.
(4.
(5.
{6.
(7.
(8.
(9.

B

>

WorkingPrecision -» 22, MaxRecursion - 100]]}, {Pr, 1, 10, 1}]

.3320573362152020195375, 0.3320573362152020476339},
.4223081722951766838246, 0.4223081722951766838246},
.4850479710142935799140, 0.4850479710142935799140},
.5347873090726622607898, 0.5347873090726622607898},
.5766888905818526514421, 0.5766888905818526514421},
.6132578546355005975944, 0.6132578546355005975944 } ,
.6459219790006931097938, 0.6459219790006931097938},
.6755811925315767311388, 0.6755811925315767311388},
.7028435285627045717372, 0.7028435285627045717372},

O 0 0000000

0
0
0
0
0
0

{10., 0.7281413054678168048173, 0.7281413054678168048173} }

m= 2 = {{1., ©.3320573362152020476339},
{2., ©0.4223081722951766838246} ,
{3., 0.4850479710142935799140},
{4., ©.5347873090726622607898} ,
{5., ©.5766888905818526514421},
{6., ©.6132578546355005975944},
{7., ©.6459219790006931097938} ,
{8., ©.6755811925315767311388},
{9., ©0.7028435285627045717372},
{10., ©.7281413054678168048173} };

Prda10a50

i~ Table[{N[Pr], Chop[yy""/NIntegrate|[Evaluate[f''[x]"" /. {f->sol[y¥]}],

{x, @, 6, 200}, WorkingPrecision - 22, MaxRecursion - 100]],

chop[w"’/NIntegrate[Evaluate[f' "[x]PT /. {f -> sol[¥¥]}], {x, @, 6, 300},

ouf-= {{10.
{20.
(30.
(40.
{50.

WorkingPrecision -» 22, MaxRecursion -» 100] ]}, {Pr, 10, 50, 10}]

, ©.7281413054678168048173, 0.7281413054678168048173},
, 0.9184020194812995390344, 0.9184020194812995390344} ,
, 1.051693380838681297269, 1.051693380838681297269},
, 1.157751202286900205623, 1.157751202286900205623 } ,
, 1.247287497099083942447, 1.247287497099083942447 } }

m= 3 = {{10., ©.7281413054678168048173},
{20., ©0.9184020194812995390344},
{30., 1.051693380838681297269},
{40., 1.157751202286900205623} ,
{50., 1.247287497099083942447}};
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Prda50a 100

- Table[{N[Pr], Chop[y¥""/NIntegrate|[Evaluate[f''[x]"" /. {f->sol[¥¥]}],
{x, @, 6, 200}, WorkingPrecision -» 22, MaxRecursion - 160] ] 3
Chop[*n*""/NIntegrate[Evaluate[f' "[x]P" /. {f ->sol[y¥]}], {x, @, 6, 300},
WorkingPrecision -» 22, MaxRecursion - 100] ]}, {Pr, 50, 100, 50)]

i {{50., 1.247287497099083942447, 1.247287497099083942447} ,

{100., 1.571831753146078362150, 1.571831753146078362150} }

(= f4 = {{50., 1.247287497099083942447},

{100., 1.571831753146078362150} };

Pr da 500 a 1000

)= Table[{N[Pr], Chop [WP"/NIntegrate[Evaluate [-F' "1x1°" /. {f -> sol[¥Y] }],

{x, @, 200}, WorkingPrecision - 22, MaxRecursion - 100]],
Chop[r(p"/NIntegrate[Evaluate[f' "[x]°" /. {f -> sol [77]]], {x, 0, 300},
WorkingPrecision - 22, MaxRecursion - 100] ]}, {Pr, 500, 1000, 560}]

uf- - {{500., 2.688271662641460770481, 2.688271662641460770481},

{1000., 3.387085295733371321588, 3.387085295733371321588} }

= 5 = {{500., 2.688271662641460770481},

Inf

Yutf
Out|

/- Table[{N[Pr], Evaluate[0.334N[Pr]:_]}, {pr, —

{1000., 3.387085295733371321588}};

Valutazione di 6' (0) per diversi valori di Prcon Pohlhausen

Prda0.7a1l

7 i}
1 —
10, ’ 10}]

- {{0.7,0.29656}, {0.8, 0.310058}, {0.9, 0.322473}, (1., 0.334}}

= fA = {{@.7, ©.29656},

(0.8, 0.310058},
(0.9, 0.322473},
{1., 0.334}};

Prdala10

1
(- Table[{N[Pr], Evaluate[@.334N[Pr]>]}, {Pr, 1, 10, 1}]
i {{1., ©0.334}, {2., 0.420814}, {3., 0.481711}, {4., 0.530192}, {5., 0.571132},

(6., 0.606918}, (7., 0.638919}, (8., 0.668}, {9., 0.694748}, {10., 0.719581} }
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- fB = {{1., ©.334},
(2., 0.420814},
(3., 0.481711},
(4., 0.530192},
(5., ©.571132},
(6., ©.606918},
(7., ©.638919},
(8., 0.668},
(9., ©.694748},
{10., ©.719581}};

Prda10a50

1
)= Table[{N[Pr], Evaluate[O.334N[Pr]§]}, {Pr, 10, 50, 10}]
w - {{10., ©0.719581}, {20., 0.906615}, {30., 1.03782}, {40., 1.14226}, {50., 1.23047}}
2 - FC = {{10., ©.719581},
{20., 0.906615},
{30., 1.03782},

(4e., 1.14226},
{50., 1.23047}};

Prda50a 100

1
- Table[{N[Pr], Evaluate[@.334N[Pr]:]}, {Pr, 50, 100, 50} ]
- {{50., 1.23047}, {100., 1.55029} }

/- D = {{50., 1.23047},
{100., 1.55029}};

Pr da 500 a 1000

1
- Table[{N[Pr], Evaluate[@.334N[Pr]>]}, {Pr, 500, 1000, 500} ]
our - {{500., 2.65096}, {1000., 3.34}}

- fE = {{500., 2.65096},
{1e00., 3.34}};
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Confronto dei due metodi di calcolo per 6' (0)

o= {f1, 2, 3, f4, 5}

i~ {{{0.7, 0.292680222630291433520}, {0.8, 0.306916873747183555038} ,

(0.9, 0.3199705178722421357109}, {1., 0.332057336215202047634} },

({1., 0.332057336215202047634}, {2., 0.422308172295176683825},
(3., 0.485047971014293579914}, {4., 0.5347873090726622607898} ,
(5., 0.576688890581852651442}, (6., 0.613257854635500597594},
(7., 0.6459219790006931097938}, (8., 0.675581192531576731139},
(9., 0.7028435285627045717372}, {10., 0.728141305467816804817} },

({10., 0.728141305467816804817}, (20., 0.918402019481299539034} ,
(30., 1.05169338083868129727}, {40., 1.15775120228690020562},
(50., 1.24728749709908394245} } ,

({50., 1.24728749709908394245}, {100., 1.57183175314607836215}},

({500., 2.68827166264146077048}, {1000., 3.38708529573337132159}} }

- 6 = {{0.7, ©.292680222630291433520} ,
(0.8, ©.306916873747183555038} ,
{0.9, ©.3199705178722421357109} ,
{1., 0.332057336215202047634},
{1., 0.332057336215202047634},
(2., ©.422308172295176683825},
(3., 0.485047971014293579914},
(4., ©.5347873090726622607898} ,
{5., ©.576688890581852651442},
(6., 0.613257854635500597594},
{7., ©.6459219790006931097938} ,
(8., ©.675581192531576731139},
(9., ©.7028435285627045717372},
{10., ©.728141305467816804817} ,
{10., ©.728141305467816804817},
{20., ©.918402019481299539034} ,
{30., 1.05169338083868129727},
(40., 1.15775120228690020562},
(50., 1.24728749709908394245},
{50., 1.24728749709908394245},
{100., 1.57183175314607836215},
{500., 2.68827166264146077048} ,
{1000., 3.38708529573337132159} };

w - {fA, B, fC, D, fE}

i {{{0.7, 0.29656}, {0.8, 0.310058}, {0.9, 0.322473}, {1., 0.334}},
{{1., ©.334}, {2., 0.420814}, {3., 0.481711}, {4., 0.530192}, {5., 0.571132},
{6., 0.606918}, {7., ©.638919}, (8., 0.668}, {9., 0.694748}, {10., 0.719581} },
{{10., 0.719581}, {20., 0.906615}, {30., 1.03782}, {40., 1.14226}, {50., 1.23047}},
({50., 1.23047}, {100., 1.55029}}, {{500., 2.65096}, {1000., 3.34}}}



1~ FF = {{0.7, ©.29656},
{0.8, ©.310058},
{0.9, 0.322473},

{1.,
1.,
{2.,
3.,
4.,
{5,
{6.,
7.,
(8.,
9.,

0.334},
0.334},

0.420814},
0.481711},
0.530192},
0.571132},
0.606918},
0.638919},
0.668},

0.694748},

{10., 0.719581},
{1e., ©.719581},
{20., 0.906615},
{30., 1.03782},
{4e., 1.14226},
{50., 1.23047},
{50., 1.23047},
{100., 1.55029},
{500., 2.65096},
{1e00., 3.34}};

i 1= ListPlot [{f6, fF}, Joined - True,
AxeslLabel -» {Style["Pr", 15], Style["6' (@)", 15]}, PlotRange - All,

PlotStyle -» {Blue, Red}, PlotLegends » {"No Pohlhausen Approx", "With Pohlhausen Approx"}]

6'(0)
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' ' L ' L
200 400 600 800 1000 Pr

—— No Pohlhausen Approx
—— With Pohlhausen Approx

Strato limite termico Blasius con termine di dissipazione

1= sol1[Pr_, Ec_, NN_] :=

o s W Pr § G 2
NDSolve [{f[n] ' [n] +2f'''[n] =0,0"'" [n] + ? fln] ~e'[n] +PrEc (f''[n])* =9,

£[0] = 0, £'[0] == 0, f'[NN] == 1, 6[0] = 0, 6[NN] == 1},
{f, 6}, {n, @, NN}, WorkingPrecision -» 20, AccuracyGoal - 15]
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[ ]= Clear[Pr, Ec]

Confronto calcolo &' (0)

/- Table[{Pr, Evaluate[6'[@] /. soll1[Pr, @, 100]]}, {Pr, 0.7, 0.9, 0.1}]
Table[{Pr, Evaluate[©6'[@] /. soll[Pr, @, 160]]}, {Pr, 1, 9, 1}]
Table[{Pr, Evaluate[6'[@] /. soll[Pr, @, 160]]}, {Pr, 10, 40, 10}]
Table[{Pr, Evaluate[6'[@] /. soll[Pr, @, 160]]}, {Pr, 50, 100, 50}]
Table[{Pr, Evaluate[6'[@] /. soll1[Pr, ©, 100]]}, {Pr, 500, 1000, 500} ]

4 {{0.7, {0.29268}}, {0.8, {0.306917}}, {0.9, {0.319971}}}

o {{1, {0.332057}}, {2, {0.422308}}, {3, {0.485048}}, {4, {0.534787}},
(5, {0.576689}}, {6, {0.613258}}, {7, {0.645922}}, {8, {0.675581}}, {9, {0.702844}})

i {{10, {0.728141}}, {20, {0.918402}}, {30, {1.05169}}, {40, {1.15775}}}

({50, {1.24729}}, {100, {1.57183}}

({500, {2.68827}}, {1000, {3.38709}}}

/- 7 = {{0.7, ©.29268},
{0.8, 0.306917},
{0.9, ©.319971} ,
{1, 0.332057},
{2, 0.422308},
{3, 0.485048},
{4, 0.534787},
{5, 0.576689},
{6, 0.613258},
{7, 0.645922},
{8, 0.675581},
{9, 0.702844},
{1e, 0.728141},
{20, 0.918402},
{30, 1.05169},
{40, 1.15775},
{50, 1.24729},
{100, 1.57183},
{500, 2.68827},
{1000, 3.38709}};



= ListPlot[{f6, fF, f7}, Joined » True, AxeslLabel -» {Style["Pr", 15], Style["6'(0Q)", 15]},
PlotRange - All, PlotStyle » {{Blue, Dashed}, Red, Green},
PlotLegends -» {"Without dissipation"”, "Pohlausen Approx", "With dissipation but Ec=0"}]

6'(0)

351
30

25
----- Without dissipation

Pohlausen Approx
~— With dissipation but Ec=0

1 1 1 Pr

1
200 400 600 800 1000

Calcolo 8(n) con Pr=0.71

Ec=1
j- Table[auxll[cc] = soll[l, 1, cc], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500} } ]|;
100
/-1~ Show[Plot[{ (e[nn] /. aux11[6]), (6[nn] /. aux11[7]), (e[nn] /. aux11[8]),
(etnn] /. aux11[91), (e[nn] /. auxii[ie]), (e[nn] /. auxii[2@]), (e[nn] /. auxil[3e]),
(etnn] /. auxai[4e]), (e(nn] /. auxii[5@]), (e[nn] /. auxii[5ee])},
{nn, @, 6}, PlotRange » All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},

PlotStyle -» {Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}] N
Plot[1, {x, @, 6}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]
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"Convergenza"



Table[N[Rationalize[Abs[(e[cc] 1 aux11[saa]) = 1], o], 15], {cc, {3,4,5,6,7,8,9, 10)}]

= {{0.156171928719874}, {0.0585243363440660} ,

{0.0168442590338536}, {0.00357626237095144}, {0.000549901557858264},
{0.0000607139119593664} , {4.78774022667977 x10°°}, {2.68645035793881x 10" }}

Table[
N[Rationalize[Abs[(6[8] /. auxll[cc]) - (€[8] /. auxi1i[5ee])] / (e[8] /. auxii[5ee]), @],
15], {cc, {8, 9, 10, 20, 30, 40, 50}} ]
{ {0.0000607175983126011}, {4.78770371736053 x 10 5},
{2.68638925206124 x 1077}, {4.58042717495274 x 10" *°}, {4.58036539924869 x 10 *°},
{4.58039103460087 x 10 15}, {4.58026@35404409 x 10 15}}

Ec=10
71

Tab1e[aux1z [cc] = son[—, 10, cc], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, soe))];
100

Show [Plot[{ (6[nn] /. aux12[6]), (e[nn] /. aux12[7]), (e[nn] /. aux12[8]),
(etnnl /. aux12[91), (e[nn] /. auxi2[1e]), (e[nn] /. auxi2[2e]), (e[nn] /. auxi2[3e]),
(etnni1 /. aux12[4e]), (e[nn] /. auxi2[5@]), (e[nn] /. auxi2[5ee])},
{nn, @, 6}, PlotRange -» All, AxeslLabel » {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle -» {Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}],
Plot[1, {x, @, 6}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]

e(n)
15}
L) SR /Ay S SR ————
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"Convergenza"

Table[N[Rationalize[Abs[(e[cc] L aux12[500]) = 1], o], 15], {cc, {3,4,5,6,7,8,9, 19}}]
{{0.392648100922305}, {0.173369703008144},

{0.0517550874307994}, {0.0110403966739216}, {0.00169818327490787},
{0.000187489007522743}, {0.0000147769427854898}, {8.21024055794529><10 7}}

71



n |- Table
N[Ra£ionalize[Abs[(e[9] /. auxi2[cc]) - (€[9] /. aux12[5@@])] / (6[9] /. auxi2[5ee]), @],
15], {cc, {9, 10, 20, 30, 40, 50))]
ouf+ |- {(0.0000147853618840796}, {8.29622584481927 x 10 7}, {1.04974959871954x 10 11},
{1.04335207845347 x 10 ™}, {1.04116563287376 x10 '}, {1.03994774625558 x 1011} }

Ec=100
71
Table[aux13[cc] = sol1[—, 100, cc], {cc, {7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];
100

/1= Show[Plot[{ (e[nn] /. aux13[7]), (€[nn] /. aux13[8]), (e[nn] /. aux13[9]),
(etnn1 /. auxaz[1e]), (elnn] /. auxi3[20]), (6[nn] /. auxi3[3e]),
(etnn] /. auxi3(ae]), (e(nn] /. auxi3[5e]), (e[nn] /. auxi3[5ee])},
{nn, @, 7}, PlotRange -» All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle » {Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange)],
Plot[1, {x, @, 7}, PlotStyle » {Black, Dashed}] ]

e(n)

"Convergenza"
o Table[N[Rationalize[Abs[(e[cc] /. auxi3[5e@] ) -1], e], 15], {cc, {3,4,5,6,7,8,9, 10}}]

our - {{5.88084842748699}, {2.49231012528421},
(0.737748579072949}, {0.157207012647320}, {0.0241790572564354},
{0.00266954384009347}, {0.000210450235242237}, {0.0000117439860932516} }

J= Table[N[
Rationalize[Abs[ (6[10] /. auxi3[cc]) - (e[10] /. aux13[500])] / (6[10] /. aux13[5@0]), @],
15], {cc, {1, 20, 30, 40, se)}]

- {{0.0000118122971865769}, {1.05692865296676 x 10 '},
{1.05679133974075 x 10 '}, {1.05677983204256 x10 '}, {1.05658039088352 x 10 ™'} }
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Calcolo 6(n) conPr=1

Ec=1
/|- Table[aux21[cc] = sol1[1, 1, cc], {cc, {5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];

Info]:= Show[
Plot[{(elnn] /. aux21[5]), (e[nn] /. aux21[6]), (e[nn] /. aux21[7]), (e[nn] /. aux21[8]),
(etnn] /. aux21[9]), (e[nn] /. aux21[1@]), (6[nn] /. aux21[20]), (6[nn] /. aux21[30]),
(etnn] 7. aux21(40]), (e[nn] /. aux21[50]), (€[nn] /. aux21[5e@])},
{nn, @, 5}, PlotRange -» All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle -» {Brown, Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}] )
Plot[1, {x, @, 5}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]

e(n)

08l
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"Convergenza"
i} Table [N[Rationalize[Abs [ (€[cc] /. aux21[5@@]) - 1], @], 15], {cc, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} } ]

outf+ J= {{0.0888289350319709}, {0.0232301991712349},

{0.00426481980700271}, {0.000514091428150292}, {0.0000392011363465033},
{1.86286472941023 x 10 6} 5 {5.48992571179073 x 10 8} N {1.11710964390520 x 10 9}}

Inf]:= Table[
N[Rationalize[Abs[(6[7] /. aux21[cc]) - (€[7] /. aux21[5@@])] / (6[7] /. aux21[5@0]), @],
15], {cc, {7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50} } ]
ouf- = {{0.00@0392025749377533} " {1.86432862236149 x 10 6},
{5.48459253580288 x 10 8}, {1.01271219072079 x 10 °}, {3.22197942114546 x 10 12},
{1.37019427363058 x 10 1}, {7.11741822168689 x 10 **}, {4.13450280962283 x 10 *} |

Ec=10

)= Table[aux22[cc] = soll[1, 1@, cc], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];
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Outf+ |

/= Show[Plot[{ (e[nn] /. aux22[6]), (e[nn] /. aux22[7]), (€[nn] /. aux22[8]),

(etnn1 /. aux22(91), (e[nn] /. aux22[1@]), (6[nn] /. aux22[20]), (6[nn] /. aux22[3e]),
(etnn] /. aux22[40]), (e[nn] /. aux22[50]), (e[nn] /. aux22[5e0])},
{nn, @, 6}, PlotRange -» All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["e(n)", 15]},
PlotStyle -» {Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}],
Plot[1, {x, @, 6}, PlotStyle -» {Black, Dashed)]]

e(n)

L L | L 1 L
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"Convergenza"

Table [N[Rationalize[Abs [ (6[cc] /. aux22[5@@]) - 1], @], 15], {cc, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} }]

t[+ J= {{0.497310642975973}, {0.168033921998587},

{0.0334746830607372}, {0.00410321618692681}, {0.000313533595030784},
{0.0000148826817795369} , {4.19066325601457 x 10 |, {1.11821280561418x 10 °}}

)= Table|[

N[Rationalize [Abs|[(©[8] /. aux22[cc]) - (6[8] /. aux22[5@@])] / (6[8] /. aux22[5@0] ), @],
15], {cc, {8, 9, 10, 20, 30, 40, sa)}]

utf+ J= {{0.0000149015545055853} 5 {4.38188444605719 x 10 7},

{7.93665447774050 x 10°}, {1.52989296949079 x 1012}, {1.51061372348592 x 1012},
{1.50256462766871 x 10 12}, {1.50929927731753 x 10 12} }

Ec=100

/ )- Table[aux23[cc] = sol1l[1, 100, cc], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];
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)= Show[Plot[{ (e[nn] /. aux23[6]), (e[nn] /. aux23[7]), (€[nn] /. aux23[8]),

(etnnl /. aux23([91), (e[nn] /. aux23[1@]), (6[nn] /. aux23[20]), (e[nn] /. aux23[30]),
(etnn1 /. aux23[40]), (e[nn] /. aux23[5@]), (e[nn] /. aux23[500])},
{nn, @, 6}, PlotRange » All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle » {Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange)],
Plot[1, {x, @, 6}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

o(n)

12

10

"Convergenza"

/)= Table[N[Rationalize[Abs[ (e[cc] /. aux23[50@]) - 1], @], 15], {cc, {3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10} }]
oul - {{6.35870650913046}, {2.08067524478889}, {0.410869813243985},

{0.0502763945085183}, {0.00384098295577218}, {0.000182440616703965},
{5.26131435584152 x 10 5} 5 {9.20220402686481 % 10 9}}

j- Table[
N[Rationalize[Abs[(€[9] /. aux23[cc]) - (€[9] /. aux23[500])] / (6[9] /. aux23[5@0]), @],
15], {cc, {9, 10, 20, 30, 40, 50} } ]

1 {{5.36775038992817 x 10 °}, {9.72595238140975 x 10 °}, {1.41838781287462x10 '},

{1.41831832192382 x 10 11}, {1 .41845641464253 x 10 11} 4 {1.41726701835842 x 10 11} }

Calcolo 8(n) con Pr=10

Ec=0.01

I }- Table[aux31[cc] = soll[1e, 1/ 100, cc], {cc, {5, 6,7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];

75



06}

Infe]= Show[

Plot[{(e[nn] /. aux31[5]), (e[nn] /. aux31[6]), (6[nn] /. aux31[7]), (e[nn] /. aux31[8]),
(etnn1 /. aux31[9]), (e[nn] /. aux3i[1@]), (e[nn] /. aux31[20]), (6[nn] /. aux31[3e]),
(etnn1 /. aux31[4e]), (e[nn] /. aux3i[5@]), (€[nn] /. aux3i[5ee])},

{nn, @, 5}, PlotRange - All, AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 151},
PlotStyle » {Brown, Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}],

Plot[1, {x, ©, 5}, PlotStyle » {Black, Dashed)]]

e(n)
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"Convergenza"

Table [N[Rationalize[Abs [ (6[cc] /. aux31[5@0]) - 1], @], 15], {cc, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} }]
{{0.000156246438136800}, {0.0000156187866756244},
{5.15344909545676 x 10 7}, {6.46460624884236 x 10 °}, {7.48548114393090 x 10 %},
{7.85764100422110 x 10 *°}, {7.89822238792096 x10 %}, {7.89812319851614 x 10 *°} }

Table
N[Ra£iona11ze[Abs[(e[51 /. aux3i[cc]) - (€[5] /. aux31[5@0])] / (6[5] /. aux31i[5e0]), @],
15], {cc, {5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, so))]
- {{5.15919941067097 x 10 7} 5 {1.09730959120264 x 10 8} 5
{2.22650271475795 x 10 *°}, {8.36117960306788 x10 '},
{
{

7.90481792859307 x 10 '}, {6.54791412691371 x10 1}, {1.73096277356501 x 10},
7.76174468753659 x 10 12}, {4.37043693534380 x 10 12}, {2.79191548448786 x 10 12} }

Ec=1

Table[aux32[cc] = soll[10@, 1, cc], {cc, {5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];
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1= Show|
Plot[{(e[nn] /. aux32[5]), (€[nn] /. aux32[6]), (6[nn] /. aux32[7]), (e[nn] /. aux32[8]),
(etnn1 /. aux32[91), (e(nn] /. aux32[1e]), (6[nn] /. aux32[20]), (e[nn] /. aux32[3e]),
(etnn1 /. aux32[4e]), (e[nn] /. aux32[5e]), (e[nn] /. aux32[5e0])},
{nn, @, 5}, PlotRange -» All, AxesLabel » {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle —» {Brown, Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}] >
Plot[1, {x, ©, 5}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]

o(n)

"Convergenza"

in/-}= Table [N[Rationalize[Abs[ (6[cc] /. aux32[50@]) -1], @], 15], {cc, {3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10} } |
{(0.0226602852069133}, ({0.00156240245852323},
{0.0000516145540707523} , {7.26327390175897 x 10 7}, {5.09972743195522x 10 9},
{1.00001427956754 x 10 °}, {9.92033696621890 x 10 °}, {9.90921848511410 x10 *°} }

T

Inf«]:= Table[
N[Rationalize[Abs[(6[6] /. aux32[cc]) - (6[6] /. aux32[500])] / (6[6] /. aux32[5@0]), @],
15], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50} }]
our-= {{7-.25306603377262 x 107}, {4.78178558480969 x 10 °}, {3.38786383112625x 10 1},
{5.41380601917930 x 10 *?}, {5.16674496075732 x 10 *?}, {1.30892389214680 x 10 **},
{5.81744872132424 x 10}, {3.26540035057096 x 10 1}, {2.08300985135204 x 10 1%} |

Ec=5

Table[aux33[cc] = soll[1@, 5, cc], {cc, {5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];
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)= Show|
Plot[{(e[nn] /. aux33[5]), (e[nn] /. aux33[6]), (6[nn] /. aux33[7]), (e[nn] /. aux33[8]),
(etnn1 7. aux33[9]), (e[nn] /. aux33[1@]), (6[nn] /. aux33[20]), (e[nn] /. aux33[30]),
(etnn1 /. aux33[4e]), (e[nn] /. aux33[5e]), (e[nn] /. aux33[5ee])},
{nn, @, 5}, PlotRange » All, AxesLabel » {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle » {Brown, Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange)],
Plot[1, {x, @, 5}, PlotStyle - {Black, Dashed)]]

6(n)
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i}~ Table[N[Rationalize[Abs[ (e[cc] /. aux33[5@@]) - 1], @], 15], {cc, {3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10}}]

oul = {{0.113585687364530} , {0.00781202589098328},
{0.000258068334699836}, {3.62791558378400 x 10 6}, {2.18133493794132 x 10 8},
{1.31400233127193 x 10 °}, {1.27058050342012 x 10 °}, {1.26858702584580 x 10°} }

Inf <= Table[
N[Rationalize[Abs[(6[6] /. aux33[cc]) - (€[6] /. aux33[500])] / (6] /. aux33[5@0]), @],
15], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50} }]
I {{3.62663501704142 x 10°°}, {2.39627817921720 x 10"}, {2.09377908376922 x 10 °},
{4.68386274222328 x 10712}, {5.54515999180742 x 10 ™}, {3.56241901331736 x 10 %},
{1.58954470431801 x 10 14}, {8.86138866991618 x10 15}, {5.69513770408775 x 10 15} }

Calcolo 6 (n) con Pr=100

Ec=0.001

1= Table[aux4l[cc] = soll[100, 1 /10600, cc], {cc, {5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];
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= Show[

Plot[{ (e[nn] /. auxa1[5]), (e[nn] /. auxal[6]), (6[nn] /. auxd1[7]), (€[nn] /. auxa1[8]),
(etnn] /. auxa1[9]), (e[nn] /. auxai[1e]), (e[nn] /. auxa1[2@]), (e[nn] /. auxal[3e]),
(etnn1 /. auxai[4e]), (e[nn] /. auxai[5e]), (e[nn] /. auxa1i[5ee])},

{nn, @, 5}, PlotRange » All, AxeslLabel » {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle -» {Brown, Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}],

Plot[1, {x, ©, 5}, PlotStyle -» {Black, Dashed)]]

o(n)

"Convergenza"

/= Table [N[Rationalize[nbs[(9[cc] /. aux41[sea]) - 1], a], 15] » {cc, {3,4,5,6,7,8,9, 19)}]
outf- J- {{0.0000168200073916851}-, {1.21043280605619 x 10 5},
{2.36046687945483 x 10 8}, {1.71224336084143 % 10 8} » {1.77053660827266 x 10 8} R
{1.77143129288293 x 10 8}, {1.77145623168778 x 10 8} A {1.77103621628820 x 10 8} }

;- Table
N[Ra'[cionalize[Abs[(e[S] /. aux4l[cc]) - ([5] /. auxa1[5e@])] / (e[5] /. auxa1[5ee]), @],
15], {cc, {5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50} } ]
our = {{4.13189040463732 x 10 8}, {8.32584115691691 x 10 *°},
{1.89491116044026 x 16 '}, {3.24612705619686 x 10 ''},
{2.66543206291494 x 10 11}, {2.74995699104390 %10 11} i {s. 29392967590723 x 10 13} 5
{5.40832991776964 x 1012}, {3.47630276913092 x 10 12}, {8.89895912746632 x 10 13} |

Ec=0.1

I]- Table[aux42[cc] = soll[1@e, 1/1e, cc], {cc, {5, 6,7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500}}];



Show
Ploi[:[{(e[rm] /. aux42[5]), (e[nn] /. auxa2[6]), (e[nn] /. auxa2[7]), (e[nn] /. auxa2[8]),
(etnn] /. auxa2[9]), (e(nn] /. auxa2[1@]), (e[nn] /. auxa2[20]), (e[nn] /. auxa2[30]),
(etnn] /. auxa2[40]), (6[nn] /. auxd2[50]), (e[nn] /. auxa2[5ee])},
{nn, @, 5}, PlotRange -» All, AxesLabel » {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]},
PlotStyle » {Brown, Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange}],
Plot[1, {x, @, 5}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]

o(n)
10f=mmm e o
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"Convergenza"

Table[N[Rationalize[Abs[(S[cc] £ aux42[506]) = 1], e], 15] > {cc, {3,4,5,6,7,8,9, 10})]
{ (0.00168377080064597}, {0.000122814426681644},
{4.13169302651219 x 10 6} ; {5.88861981276603 x 10 8}, {7.08852040194845 x 10 1"},
{3.76354040403767 x 10 °}, {3.73883997301823 x10 °}, {3.75415663577991 x 10 °} }

Table|

N[Rationalize[Abs[(©[6] /. aux42[cc]) - (6[6] /. auxa2[500])] / (6[6] /. auxa2[50@@]), @],
15], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50}}]

{ {5.85393144711774 x 10 8} , {3.78214401602825 x 10 19}, {8.13591691223362 srartl,

{7.84368914849756 x 10 2}, {7.06757873274823 x10 2}, {3.21558906070480 x 10 **},

{2.89487748793014 x 10 12}, {1.56751354381495 x 10 12} s {1. 81810630661722 x 10 12} }

Ec=1

- Table[aux43[cc] = sol1[1@@, 1, cc], {cc, {5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 500} }];

80



nf-1= Show
Plo'l[:[{(e[nr;] /. auxa3[5]), (6[nn] /. auxa3[6]), (e[nn] /. auxa3[7]), (e[nn] /. auxa3[8]),
(etnn] /. auxa3[9]), (e[nn] /. auxa3[1@]), (e[nn] /. auxa3[20]), (e[nn] /. auxa3[30]),
(e(nn] /. auxa3[4e]), (e[nn] /. auxa3[5@]), (e[nn] /. auxa3[5ee])},
{nn, @, 5}, PlotRange » All, AxesLabel » {Style["n", 15], Style["6(n)", 151},
PlotStyle » {Brown, Purple, Magenta, Pink, Gray, Green, Cyan, Blue, Yellow, Red, Orange)],

Plot[1, {x, @, 5}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

e(n)

. . . . .
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"Convergenza"

/]~ Table[N[Rationalize[Abs [ (€[cc] /. aux43[500]) -1], @], 15], {cc, {3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10}}]

- {{0.0168377154200733}, {0.00122814338697832},
{0.0000413153565964336}, {5.87221954191141x 107}, {5.44632882863136x 107},
{2.12971681284320 x 10 9} ,» {2.12231219683063 x 10 9} » {2.12412333093381 x 10 9}}

)= Table[
N[Rationalize[Abs[(©[6] /. aux43[cc]) - (6[6] /. auxa3[5@@])] / (6[6] /. auxa3[5@e]), @],
15], {cc, {6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50}}]
- {{5.85092096979024 x 107}, {3.87767554060514 x 10°°}, {3.35311009380189 x 10 '},
{4.29498946437418 x 10 P}, [1.65470238464200 x10 *}, {4.17570654211435 x 10 %},
{1.01873830281875 x 10 14}, {9.02958676862373 x 10 15} R {9.27844166792892 x 10 15}}

Calcolo Ec soglia

Ec soglia-Pr=0.71

71
i) Table[Ec[cc] = soll[ —, cc, 1000],
100

{cc, 320144977 /100000000, 320144980 / 100000000, 1 /100000000 | ;
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)= Show[Plot[e[nn] /.
Table[Ec[cc], {cc, 320144977 / 100000 000, 320144980 / 100000000, 1 / 100000 oo} ],
{nn, @, 10}, PlotRange » {{7, 10}, {1-1072, 1+107}},
AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, @, 10}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

()

Outf+ |

70 75 80

Ec soglia-Pr=1.5
i - Table[Ec4[cc] = soll[cc, 1, 1000], {cc, 14662 /10000, 14663 /10000, 1 / 100000} ] ;

1= Show[Plot[€[nn] /. Table[Ec4[cc], {cc, 14662 /10000, 14663 /10000, 1/100000}],
{nn, @, 15}, PlotRange » { {8, 10}, {1-1072, 1+107}},
AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, @, 15}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]

o(n)
e

L L )
80 85 9.0 95 1 0.0,7

Ec soglia - Pr=0.5

i1~ Table[Ee5[ce] = sol1[1/2, cc, 1000], {cc, 4907 / 1000, 4908 /1000, 1 / 10000} ];
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(/- Show[Plot[e[nn] /. Table[Ec5[cc], {cc, 4907 /1000, 4908 /1000, 1 / 10000} ],
{nn, @, 15}, PlotRange - {{4, 9}, {1-10°%, 1+10°%}},
WorkingPrecision -» 55, AxeslLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, @, 15}, PlotStyle » {Black, Dashed}] ]

o(n)

1.000000
1.000000 -
1.000000 p= = = = =

0999999 -

0.999999 -
4

Ec soglia-Pr=0.4
i1~ Table[Ec6[cc] = sol1[4 /10, cc, 1000], {cc, 63389 /10000, 63390 /10000, 1 / 100000} ];

i 1= Show[Plot[e[nn] /. Table[Ec6[cc], {cc, 63 389 /10000, 63390 /10000, 1/109000}] ,
{nn, @, 15}, PlotRange » {{4, 10}, {1-1077, 1+107"}},
WorkingPrecision -» 55, AxeslLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, @, 15}, PlotStyle » {Black, Dashed}] |

e(n)
1~

Ec soglia - Pr=0.3

- Table[Ec7[cc] = sol1[3 /10, cc, 1000], {cc, 871775 /100000, 871776 / 100000, 1/ 1000000} ] ;
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)= Show[Plot[@[nn] /. Table[Ec7[cc], {cc, 871775 /100000, 871776 / 100000, 1 / 1000000} |,
{nn, @, 15}, PlotRange - {{5, 10}, {1 -107%, 1+10%}},
WorkingPrecision » 55, AxeslLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, @, 15}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

91( 0

Ec soglia-Pr=0.2
i~ Table[Ec8[cc] = sol1[2 /1@, cc, 1000], {cc, 134651 /10000, 134652 /10000, 1 / 100000} ] ;

)= Show[Plot[@[nn] /. Table[Ec8[cc], {cc, 134651 /10000, 134652 /10000, 1 /100000} ],
{nn, @, 15}, PlotRange » {{5, 10}, {1 -1077, 1+ 10'7}},
WorkingPrecision » 55, AxeslLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15]} ] »
Plot[1, {x, @, 15}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

o)

outf- J=

Ecsoglia-Pr=0.1

i1~ Table[Ec9[cc] = 5011[1/10, cc, 1000], {cc, 27688 / 1000, 27689 / 1000, 1/19900}];
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Inf

Inf

/- Show[Plot[e[nn] /. Table[Ec9[cc], {cc, 27688 /1000, 27689 /1000, 1 /10000}],
{nn, @, 15}, PlotRange - {(3, 10}, {1-10-5, e 10-5}},
WorkingPrecision -» 55, AxeslLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] )],
Plot[1, {x, @, 15}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

8(n)

1.000010
1.000010
1.000000

0.999995

0.999990
3

Ec soglia-Pr=0.01

/- Table[Ec1@[cc] = so11[1/1oo, cc, 1000], {cc, 283559 /1000, 283560 /1000, 1 /10000} ] ;

/-1~ Show[Plot[e[nn] /. Table[Ec1@[cc], {cc, 283559 /1000, 283560 / 1000, 1 /10000}],

{nn, @, 15}, PlotRange - {{4, 15}, {1-107°, 1+107°}},
WorkingPrecision - 55, AxeslLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, ©, 15}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

1.000000

0.999999

0.999999
4

Ecsoglia-Pr=1

/- Table[Ec1[cc] = soll[1, cc, 1000],
{cc, 20000 201 / 10000 000, 20000002 / 10000 000, 1/100000000}] ;
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qe]= Show[Plot[
e[nn] /. Table[Eci[cc], {cc, 20000001 / 10000000, 20000002 / 10000000, 1 / 100000000} |,
{nn, @, 10}, PlotRange » {{8.5, 10}, {1-10732%, 1+ 10713:2%}},
AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, @, 10}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

o(n)

1 1 J
96 98 1001

Ec soglia-Pr=10

Infe]:= Table[EcZ[cc] = soli[1@, cc, 1000],
{cc, 1/ 100000000000, 10 /100000000000, 1 / 100000000000} ] ;

- Show
Plot[ [6[nn] /. Table[Ec2[cc], {cc, 1 /100000000000, 10 / 100000 000 000, 1 / 100000000000} |,
{nn, @, 10}, PlotRange » {{3, 6}, {1-1073, 1+10°%}},
AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, @, 10}, PlotStyle » {Black, Dashed}]]

)

30 35 40 45
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Grafico Ec soglia-Pr soglia
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1
- f9 = {{——, 283.559
{{190’ b
{i 27.688
10) L }J
2
{;, 13.465},
3
{;, 8.7177},
4
{;, 6.339},
{i 4.907}};
10 ’

o= ListLoglLogPlot [f9, Joined » True, AxesLabel -» {Style["Pro", 15], Style["Eco", 15]}]

Eco

100 +

0.01 0.05 0.10 os0 Pro

Calcolo 6(n) perPr-0

o/ )= so13[T_, NN_] := NDSolve[{f[n] f'[n] +2f'"'"'[n] =0,
e''[n]+T (f''[n])? =0, f[e] =0, f'[0] ==0, f'[NN] == 1, 6[0] == 0, 6[NN] =1},
{f, 6}, {n, @, NN}, WorkingPrecision - 20, AccuracyGoal - 15]

Valutazione I' di soglia con metodo grafico

)= Table[S1[cc] = sol3[cc, 1000],
{cc, 284292977 637 / 100 000 000 000, 284 292977 638 / 100 000 000 000, 1 / 1000000000000} | ;
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i)~ Show[Plot[@[nn] /. Table[S1[cc],
{cc, 284292977637 / 100 000 000 000, 284292977 638 / 100000 000 000, 1 / 1000000 000 000} |

{nn, @, 10}, PlotRange -» {{7.5, 8.3}, {1-107"?, 1+107'%}},
AxesLabel -» {Style["n", 15], Style["6(n)", 15] }],
Plot[1, {x, ©, 10}, PlotStyle -» {Black, Dashed)]]

e(n)
10

. .\ .

76 78 8.0 82 n

N 284292977 637

100 000 000 200
2.84293

Tg = 2.84292977637"

2.84293

Valutazione I' di soglia con integrale

solAux := NDSolve[{f[n] f'[n] +2Ff'''[n] =0, f[@] =0, f'[@] == 0, f'[100Q] == 1},

{f}, {n, @, 10}, WorkingPrecision -» 20, AccuracyGoal » 15];

ddfSol = f'' /. solAux[[1]];
intl[p_?NumericQ] := NIntegrate[ddfSol [s] - ddfSol[s], {s, p, 10}];

To = 1/NIntegrate[int1[pp], {pp, 9, 10}]
2.84293

Calcolo 6(n) condiversi I

sol[x_, gamma_] := gamma x NIntegrate [intl[pp], {pp, @, X}];
zz = Table[{x, sol[x, 2.842929251279928 - 1]}, {x, @, 10, 1}];
zz2 = Table[{x, sol[x, 2.842929251279928]}, {x, @, 10, 1}];

273 = Table [ {x, sol[x, 2.842929251279928 +1]}, {x, 0, 10, 1}];
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/)= Show[ListPlot[{zz, zz2, zz3}, Joined -» True, PlotRange - All,
InterpolationOrder - 2, PlotLegends » {"I'<T'g", "I'=Tp", "I'>Te"},
AxeslLabel » {Style["n", 15], Style["e(n)", 15]}],

Plot[1, {x, @, 10}, PlotStyle -» {Black, Dashed}]]

o(n)

14

121

10p===—fmmm——==
7= — <l
our-1- 02 v — =l

ot // — >l

04l //

02f/

Errore percentuale
1
o= F11 = {{E’ 0.002588448},

1
{—., @.026773251},

10

2
{—, @.055673887},

10

3
{—, e.087033574},

10

4
{—., e.121205938},

10

5
{;, 0.15872418},

71
{— e.250722898},
100

{1, 0.421464817},
3

{=, e.895286518},
2

{2, 4.801897503},

21
{ ;, 8.669829171}};
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