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Introduzione

In questa tesi mi occupero di descrivere la dinamica dei sistemi conser-
vativi con un numero infinito di gradi di liberta, descritti dai campi. Un
campo, in generale, ¢ una funzione che, data una regione di spazio in cui esso
e presente, associa ad ogni punto di tale regione un valore, una grandezza
fisica, che puo essere scalare (in tal caso si parla di campo scalare) oppure
vettoriale (in questo caso si parla di campo vettoriale). Michael Faraday per
primo capi 'importanza del campo come oggetto fisico, durante la sua ricerca
sul magnetismo. Egli capi che il campo elettrico e magnetico non erano solo
campi che influenzavano il moto delle particelle, ma avevano un’interpreta-
zione fisica reale. Queste idee portarono alla creazione, da parte di James
Clerk Maxwell, della prima teoria unificata dei campi con I'introduzione delle
equazioni per il campo elettromagnetico, note come equazioni di Maxwell.
Esistono in natura vari tipi di campi; I’esempio pitt comune ¢ il campo gra-
vitazionale: una qualsiasi massa che si trova in una regione di spazio e in
grado di modificare lo spazio circostante.

Si intuisce che, se nello spazio € presente solo tale massa, non si possono
notare gli effetti di tale deformazione; tuttavia, se sono presenti anche al-
tri corpi, possiamo notare la deformazione dello spazio grazie agli effetti che
questi subiscono (I'attrazione dovuta alla forza gravitazionale), i quali sono
proporzionali all’intensita del campo stesso. Questa situazione viene descrit-
ta dicendo che la presenza di un corpo crea un campo gravitazionale in ogni
punto dello spazio in cui si trova.

Un altro esempio importante ¢ il campo elettromagnetico; ¢ la combinazione
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del campo elettrico e del campo magnetico. E una delle interazioni fondamen-
tali della fisica. Esso e generato localmente da una qualunque distribuzione
di carica elettrica variabile nel tempo e si propaga nello spazio sotto forma
di onde elettromagnetiche. In natura c’e¢ una stretta relazione tra il campo
magnetico e il campo elettrico, ogni variazione del primo genera una variazio-
ne dell’altro, e viceversa. Il campo elettromagnetico interagisce nello spazio
con le cariche elettriche, analogamente a quello gravitazionale che interagisce
con corpi dotati di massa; puo manifestarsi anche in assenza delle cariche,
trattandosi di un’entita fisica che puo essere definita indipendentemente dalle
sorgenti che I’hanno generata.

Un altro esempio riguarda la teoria dell’elasticita: il problema fondamentale
di tale teoria e quello di determinare il moto e la deformazione che un dato
corpo elastico subisce sotto I'azione di determinate forze esterne. Nel domi-
nio spaziale occupato dal corpo, tale problema e espresso da un sistema di
equazioni differenziali alle derivate parziali. Per studiarne il comportamen-
to se sottoposti a sforzo, i materiali possono essere modellati come privi di
struttura interna e costituiti da un continuo solido; precisamente si puo de-
finire un campo, il cui dominio spaziale ¢ la regione occupata dal corpo, che

associa ad ogni punto una grandezza fisica, ad esempio il vettore spostamento.

La tesi e strutturata in questo modo: in un primo momento ’obiettivo sara di
trovare le equazioni del moto di un sistema a infiniti gradi di liberta; il meto-
do che utilizzero per trovarle riguarda ’ambito della meccanica lagrangiana.
In tale ambito diventa protagonista una funzione scalare, detta Lagrangiana
(denotata con L), la quale racchiude in sé tutto cio che c¢’¢ da sapere sul
sistema; una specie di DNA del problema. Fu trovata da Lagrange, da qui
il nome, e pubblicata nel 1788 nel suo testo ”Meccanica Analitica”. Tale
Lagrangiana sarebbe interessante, ma poco utile se non avessimo uno stru-
mento per estrarre la soluzione da questa espressione. Lagrange ci ha dato
anche questo, aiutato da Eulero. Questo strumento e fatto di equazioni, le

equazioni del moto, denominate equazioni di Eulero- Lagrange, nelle quali
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inserire la Lagrangiana per ottenere la soluzione, ’evoluzione temporale del-
le componenti del sistema fisico che stiamo esaminando. Una caratteristica
importante di queste equazioni: sono sempre le stesse indipendentemente
dal sistema di riferimento e dalle coordinate scelte. Quindi il riferimento
potrebbe essere inerziale o non; le coordinate cartesiane o di qualsiasi altro
tipo. Per entrare meglio nello spirito del metodo di Lagrange puo essere utile
sentire dallo stesso Lagrange quali erano le sue intenzioni, come le scrisse
nella introduzione del suo libro ”Meccanica Analitica” del 1788: ”Ridurre
la teoria della meccanica... a delle formule generali, il cui semplice sviluppo
fornisce tutte le equazioni necessarie per la risoluzione del problema” e nelle
avvertenze al lettore "I metodi che espongo non richiedono né costruzioni
geometriche né ragionamenti geometrici o meccanici, ma soltanto operazioni
algebriche”. In questo approccio lagrangiano la traiettoria del sistema non
viene studiata a partire dalle forze agenti su di esso, come avviene nell’ambi-
to tradizionale della dinamica newtoniana, ma si basa su un principio, detto
principio di minima azione, il quale stabilisce che ogni moto fisico, in natu-
ra, rende stazionaria una quantita detta azione, legata, come vedremo, alla
Lagrangiana.

Successivamente introdurro il formalismo hamiltoniano; qui lo scopo sara ri-
scrivere le equazioni di Eulero-Lagrange in nuove coordinate (la coordinata
del campo sara affiancata da una grandezza che indicheremo con 7, chiamata
impulso generalizzato). Le nuove equazioni saranno governate da una nuova
funzione, detta Hamiltoniana (che rappresenta l’energia totale del sistema).
Un altro argomento che affrontero sara trovare le quantita del sistema che si
conservano nel tempo. Questo risultato, descritto dal Teorema di Noether,
dovuto a Emmy Noether, stabilisce che a ogni simmetria della Lagrangiana,
ovvero a ogni trasformazione continua delle coordinate del sistema che lascia
inalterata la Lagrangiana, corrisponde una quantita conservata.

Infine mostrero un’applicazione della parte riguardante le equazioni del moto
del sistema descritto dal campo elettromagnetico. Si definira uno specifico

campo ¢ le cui coordinate saranno delle grandezze note come potenziale sca-
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lare e potenziale vettore, legate, come vedremo, al campo elettrico E e ma-
gnetico B. Definiremo la funzione Lagrangiana e vedremo che le equazioni di

Eulero-Lagrange diventeranno le note equazioni di Maxwell.
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Capitolo 1
Lagrangiana e azione

In un sistema meccanico discreto a d gradi di liberta espresso nei pa-
rametri lagrangiani ¢ = (qi,...qq) € € aperto di R? per un percorso
t — q(t) € R? C? si hanno: l'energia cinetica T'(q(t), ¢(t)) (con ¢(t) = di’i—gt))
e l'energia potenziale V' = V(q(t)) (per i sistemi conservativi, ovvero in quei
sistemi dove agiscono forze conservative).

Si definisce Lagrangiana (o funzione di Lagrange) del sistema 'unica funzio-

ne.
L:OxRY >R

che associa (q, ) — L(q, ¢), tale che per ogni percorso [to,t1] >t — ¢(t) € Q
si ha: V¢,

Per un percorso ¢ : [to,t1] D ¢t — ¢(t) € Q C' si definisce la sua azione

su [to, t1] come la quantita:

Se ora denotiamo N;(q) := sup(]| q(t) || + || ¢(t) ||) per t € [to,t1], diciamo

che un percorso qq : [to, t1] — €, t — qo(t) rende stazionaria ’azione se e solo



se esiste una costante ¢y tale che per ogni variazione q : [to, ;] — Q C* di o

(cioe con q(to) = qo(to) € q(t1) = qo(t1)) si ha:

| S(q) — S(q) |< coNi(g — q0)?

Enunciamo adesso il Principio di Hamilton, detto anche Principio di mi-
nima azione: Ogni moto fisico rende stazionaria [’azione.

Osserviamo che il sistema di coordinate (¢ = (q1,...,qq4)) puo anche di-
pendere dal tempo t. Qui avremo T = T(q(t),q4(t),t) e V. = V(q(t),1),
L= L(q,q,t) (cioe L:Q x R? x [tg,t;] — R) e il Principio di Hamilton vale
lo stesso.

Infine, si dimostra che, a partire dal Principio di Hamilton, e possibile trovare
I’equazione del moto, infatti si ha che un percorso g = ¢(t) rende stazionaria
I’azione se e solo se e soluzione del sistema di equazioni differenziali, det-
te equazioni di Eulero Lagrange (interessanti percheé sono indipendenti dalla
scelta dei parametri lagrangiani, ovvero sono sempre le stesse indipendente-
mente dal sistema di riferimento e dalle coordinate scelte, quindi il riferimento
potrebbe essere inerziale o non)

% | o ta.d0).0] = S-tate) a0 (11)

perk=1,...,d.

Arriviamo ora ai casi descritti dalla Teoria Classica dei Campi, in cui gli
oggetti analizzati sono i sistemi con infiniti gradi di liberta. La loro con-
figurazione ¢ ¢ data, anziché dalla collezione discreta (gqi,...,qq), da una
collezione continua ¢ = (gx) dove x = (z,y,2) varia in una regione dello
spazio. In altre parole la configurazione ¢ un campo ¢ = ¢(x). In generale
un campo, dunque, puo essere considerato come una collezione di funzioni
¢x(t), una per ogni x. La dipendenza di ¢ da x puo essere dunque pensata

come un indice (stavolta continuo, non piu discreto). Per la sua evoluzione



temporale scriveremo ¢ = ¢(t,x) e per la sua 'velocita’ scriveremo

._8¢_ B
b= = 0= o

Tale ¢ sara un campo scalare, se ha valori reali, o un campo vettoriale, se ha

valori vettoriali (in generale in R", ¥n).

Concentriamoci adesso su una proprieta del dominio del nostro campo ¢;
prima pero diamo la seguente definizione, che ci servira per descrivere tale

proprieta.

Definizione 1.1 (k-superficie di R"). (X, r) si dice una k-superficie di R" se
LCRY r: A— %, ACRFaperto, r € C(A) (r viene detta parametrizza-
zione di 3), (uq,...,u) € A.

Se r € C™, diciamo che (X, ) ¢ una superficie di classe C"™.

Ser € C', sia P € ¥ (ad esempio: P = r(u?,...,uY)). Diciamo che P ¢
regolare se J.(ul,...,u?) ha rango massimo (k) (con J, = (Ouy7, ..., 04,1)
matrice n xk, 0 < k < n,k € N). In un punto regolare P i vettori ry,, ..., 7y,
generano lo spazio tangente.

(X, 7) si dice regolare se r € C* e tutti i punti di ¥ sono regolari (in questo
caso X si chiama anche varieta differenziabile o di classe C').

Nel caso k =n — 1, (X, r) si dice ipersuperficie.

Definizione 1.2. Sia 2 C R" aperto. Diciamo che €2 & un aperto regolare

se:

e () e limitato

e int(Q)=0 (int(Q) indica la parte interna di Q). (Un controesempio
di questo punto lo abbiamo se, per esempio, €2 := B(zg, ) \ o, con
B(xo,7) palla aperta di R” di centro x e raggio r; infatti, Q@ = B(xzg, r), int(Q) =
int(B(xo,r) = B(zo,7))

e 00 (la frontiera di Q) ¢ una (n — 1) varieta di classe C*.
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Definizione 1.3. Se () ¢ un aperto regolare si definisce v normale esterna
a 2 in xg € 0N un versore normale a 02 (in xy) e tale che 3§ > 0 tale che

xo+rv € YVOo<r<dexg—rveQd VO<r<di, vl oQin xg.

Definiamo ora il campo ¢:
Sia B :=ltg, t1[xD = {(t,z,y,2) =: (t,x) € R* : t €tg, t1[,x = (v,y,2) € D}
con D C R? aperto regolare, |tg,t;[ intervallo aperto reale. Naturalmente,
B ={(t,x) e R*: t € [ty, t:],x € D}.

Sia ora ¢ € C?(B), cioe C? su un aperto che contiene B.
¢p:B—-QCR" ¢eC*B)

Q) aperto di R"™.

Considerando una funzione
L:OXxR"xXR"xR"xR" —R
di classe C?, si chiama Lagrangiana del sistema la funzione che a ¢ associa
L(¢(t, x), 0x¢(t, x)) = L(¢(t, x), 0,:0(t, %), 00(t, %), 0y P(1, %), 0:9(t, X))

In generale tale Lagrangiana dipendera anche da ¢:

L = L((t, x), 0i6(t, x), 02¢(t, %), 0y¢(t, X), 0:0(, %), 1)

Definiamo ora 1’azione di un campo ¢ (¢ come sopra) su B = [tg,t1] X D

S(¢) = /B L(6(t, %), it X), Db (1, x), t)dxdyd=dt

1.1 Equazioni del moto

Il nostro obiettivo ora e di ricavare ’analogo delle equazioni di Eulero-
Lagrange, cioe le equazioni del moto che descrivono la dinamica dei siste-

mi conservativi, nel caso in cui i nostri oggetti da studiare sono i sistemi
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con infiniti gradi di liberta, descritti dai campi. Abbiamo visto, nel ca-
so di un sistema meccanico rappresentato dai parametri lagrangiani ¢(t) =
(q1(t),...,qa(t)) (d indica il numero di gradi di liberta del sistema), che, par-
tendo dal principio di Hamilton, si trovavano le equazioni di Eulero-Lagrange
(1.1), le cui soluzioni erano quei percorsi ¢(t) che rendevano stazionaria 1’a-
zione S(q).

Per trovare tali equazioni per i campi si procede in modo analogo, partendo
quindi dal principio di Hamilton, o di minima azione, in cui considereremo,
invece della variabile ¢(t), ¢(t,x) (definito come sopra), la quale rappresenta

il nostro campo.

Diamo prima una definizione di variazione di un campo ¢(t, x).

Definizione 1.4. Sia ¢ : [to, 1] x D — Q C R™, D C R? aperto regolare, ¢ €
02([t0, tl] X @), Q aperto. Un campo 1/) : [to,tl] xD — Q, 1/1 € 02([t07t1] X 75)
si dice una variazione di ¢ se ¢ = 1 nella frontiera di [ty, ;] x D.

11 principio di minima azione afferma che ogni configurazione ¢(t,x) sul

dominio B = [tg,t;] x D del sistema ¢ un punto stazionario di S(¢), ovvero

| S(¥) = S(9) [< erNa (¥ — ¢)°

per una certa costante ¢; e con Ny(¢) := sup(|| ¥(¢,x) || + || db(t,x) || + ||
(%) || + || 9yb(t, x) || + || 0.4(t,%) |1), per (t,x) € B, ¥ variazione 1.

Sia ¢ una configurazione e sia ¢ = ¢+h una sua variazione (¢ = (¢1,...,¢,) €
R, h=(hy,...,h,) ER", h: B — Q, h € C*(B)); cio implica che

[h(t,x)]5 =0 (1.2)
OVVero
[t )]y, = [P(EX)] 1oy, =0, [A(E,X)]gp = 0
Usando la notazione:

Oh oh oh Ooh
ht = E, hm = 8_337 hy = a—y, hz — E
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abbiamo (sviluppando il polinomio di Taylor della funzione L):

S(y) —5(9) =
— [ [0 nao 0.0+ 0,0,60+ 10,604 1)
—L(¢, 016, 0,0, 0y, 0.0 dardydz)dt + O(Na(h)?) =
= /tt1/D(< VoL, h >+ < V4L h >+ <Vy L h, >+
+ < Vg, L hy >+ < Vg4 L h, > dedydz)dt + O(Na(h)?) (1.4)

Utilizzando la notazione 1.3

S) = 5(¢) =
b oh oh
- VoL Vo, L, — V. L,—
/to /D(< oL, h >+ < ¢t’8t>+< ¢”8x>+

oh
>4 < V4 L, = > dedydz)dt + O(Ny(h)?) =

oh
Vo L, —
T < Vol 0z

dy
" " oh
= / /(< Vo, h > dedydz)dt +/ /(< VoL, % dxdydz)dt+
oh
< V. L, > dzxdydz)dt + < Vo, L, 50> dxdydz)dt+
Y

/ / < V4. L, > drdydz)dt + O(Ny(h)?) (1.5)
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Procedendo:

/ / < VL, > dxdydz)dt = / / < Vg, L, h > dxdydz)dt—
—/ /(< VoL > dadydz)dt

/ / < Vg, L, > dzxdydz)dt = / / — < V4, L, h > dedydz)dt—
—/ /(< —V%L,h > dxdydz)dt

/ / < Vy,L, > dxdydz)dt = / / <V, L, h > dedydz)dt—
—/ /(< V4, L, h > dudydz)dt

/ / < Vy4.L, > dxdydz)dt = / / <V, L, h > dedydz)dt—

—/ /(< aV@L, h > dxdydz)dt
D

ottengo da (1.5)

SW) = 5(9) =

t ) 0
= Lh>—<—=VyLh>—<—V4Lh>—
/ /D((< VeL,h > — < mV@ Jh>—< axV% Jh >

0 0
— < a—Vd,yL, h>—< a—V¢zL, h >)dxdydz)dt+

/ / = < V4L h> dt)dzdydz +/ / <Vo,L.h>+
to

+8_y <Vg4,L,h > +8g <V, L, h > dedydz)dt+

O(Nz(h)?)

da cui

t1
/ / (% <V, L, h > dt)dzdydz = / [< V4L, h >]§(1]da:dydz =0
to D
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poiche h(ty,x) = h(t1,x) = 0.
Ora, se chiamo F := (< Vg, L,h >, < V4 L h >,< V4 L h >), ho che,
Vt € [to,t1], F: D — R? F € CY(D), con D C R? aperto regolare:

t 0 0 0
— <Vy L h>+—<Vy L h>+— <Vy4 L, h>drdydz)dt =
/to /D(ax Pz +ay by s +aZ ¢ xray Z)

_ /t:l /D div(F(x))dedyd=)dt

quindi posso applicare il teorema della divergenza:

S) —5(9) =
—/tl/((<VLh>—<2V Lh>—<£v L,h>—
Sy Jp o ot = " o

—<£V Lh>—<£V L, h >)dzdydz)dt+
ay ¢y’ 82 ¢z7 y

t1
—i—/ / < F,v>do+ O(Ny(h)?)
to (Q'D)"’

con v = (v1,1s,v3) normale esterna di 0D e (0D)" sta ad indicare che la
parametrizzazione scelta per 9D ¢ compatibile con v, cioe det(0y,r, Oy,r, V) >
0.

F' lo possiamo anche scrivere come

VL

F= (V4 L|h= Mx)h(t x)
V. L

z

con M matrice 3 X n. Dunque, 'ultimo integrale

/ <F,V>da:/ < Mh,v > do
(9D)+ (9D)+

si annulla, per la condizione [h(t,x)]sp = 0, Vt € [to, 1], percid rimane:

S(p) = S(¢) =
h ) ) ) )
L——VyL——VyL——VsL——V,L
/to /D (< (VoL = 5;Val = 5:Vo.Ll = 5.Vo, L= 5-V5. L) h > dadydz)dt

+ON(h2)) = /t ! /D (< A(t, %), h(t,x) > dadydz)dt + ON>(h)?)  (1.6)
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19) 0 0 0
con A(t, X) = V¢L — EV@L — £V¢1L — a—yV¢yL — &V(ZSZL c R"™.

Arrivati a questo punto, dimostriamo il seguente

Teorema 1.1. Una configurazione ¢ = ¢(t,x) rende stazionaria I’azione

se e solo se e soluzione del sistema di equazioni, dette equazioni di Eulero-

Lagrange:
8_L_ 28[/ B gaL _ 38[/ B 28[1 —0 (7
0P, ot Oy, Oz Oy, y Oy, 0z 0¢y, ) '
on 0¢ 1)) ¢ ¢
_ O _ Ok _ O _ O
R T R LY
ek =1,...,n con n dimensione del vettore ¢(t,x); cioe
0 0 0 0
L-2v,-Sv, -2y, -2y, L= 1.
Vol — 2. Vol — Vo, ayv¢y 5, Vel =0 (1.8)

Dimostrazione. Vediamo la condizione sufficiente (<): supponiamo che (¢, x) —
¢(t,x) sia soluzione di (1.8) su B; allora abbiamo A(t,x) = 0 V(t,x), quindi
(1.6) diventa:

S(¥) — S(¢) = O(Na(h?))
cioe ¢ = ¢(t,x) rende l'azione stazionaria (ovvero ¢ ¢ un’estremale dell’azio-
ne).
Analizziamo la condizione necessaria (=): supponiamo che ¢ = ¢(t,x) rende
'azione stazionaria; allora | S(v) — S(¢) |< c1N2(h)?, quindi in (1.6) viene:

| / < A(t,%), h(t,x) > dedydz=dt |< cNy(h)? (1.9)
B

con ¢ > 0 una costante; ¢ ¢ indipendente dalla scelta della funzione h € C?
tale che Y(t,x), ¢(t,x) + h(t,x) € Q, [h(t,x)]op = 0. In particolare, ¢ &
indipendente da h tale che

sup || h(t,x) ||<< 1, (t,x)€ B, [h(t,x)]sp =0 (1.10)

Fissiamo hg = ho(t,x) con sup || ho(t,x) ||[<< 1 per (t,x) € B, [ho(t,x)]on =
0. In particolare, VA €]0, 1] allora h = Ahg verifica (1.10) e quindi, sostituen-
do Ahg a hin (1.9)

| / < A(t,%), Mholt,x) > dadydzdt |< cNo(\ho)?
B
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cioe
A /B < A(t,x), ho(t,x) > drdydzdt |< cA*No(hg)? YA €]0,1]
Al limite A — 07 viene:
/B < A(t,x), ho(t,x) > dxdydzdt = 0 (1.11)

Vho che soddisfa sup || ho(t,x) ||<< 1 per (t,x) € B, [ho(t,x)]os = 0.
Sia x(t,x) tale che x(¢t,x) > 0 in B, [x(t,x]sp = 0, x € C*(B). Prendiamo
ho(t,x) = dox(t,x)A(t,x), con 0 < §y << 1. (1.11) viene:

/ Sox (£, %) || A(t,x) ||? dzdydz=dt — 0
B

1=

e poiche x(t,x) > 0 in B, deve essere || A(t,x) 0 in B, quindi

0 ) ) )
Vol = 5 Vol = 5 Ve L= 5.Vo,L = 5Vl =0

su B (per continuita di A(t,x)). O

Per il principio di Hamilton si ha dunque che ogni configurazione (¢, x)
¢(t,x) di un sistema a infiniti gradi di liberta & soluzione delle equazioni di

Eulero Lagrange.



Capitolo 2
Formalismo hamiltoniano

In fisica e matematica, in particolare nella meccanica razionale e nell’a-
nalisi dei sistemi dinamici, la meccanica hamiltoniana ¢ una riformulazione
della meccanica classica introdotta nel 1833 da William Rowan Hamilton a
partire dalla meccanica lagrangiana, descritta inizialmente da Joseph-Louis
Lagrange nel 1788. La dinamica di un sistema fisico e caratterizzata dal fatto
che il moto di un corpo tende a rendere stazionaria (a variazione nulla) una
quantita astratta detta azione (definita come nel capitolo 1). La meccanica
hamiltoniana fa corrispondere all’energia una funzione scalare detta hamilto-
niana, e le equazioni del moto di Eulero-Lagrange, che erano alla base della
descrizione di Lagrange, vengono ora riscritte, attraverso la scelta di nuove
coordinate, nella forma di equazioni di Hamilton per I’hamiltoniana.

Nel caso di un sistema meccanico descritto dai parametri lagrangiani ¢(t) =
(q1(t),...,qa(t)) € R? (d grado di liberta del sistema), con velocita data da
q(t) = (¢i(t),...,q4a(t)), 'approccio seguito dalla meccanica hamiltoniana si
basa sull’utilizzo di un diverso sistema di coordinate, dette coordinate cano-
niche, in cui alle coordinate ¢(t) vengono affiancate, anziché la velocita ¢(t),
I'impulso generalizzato p(t). Vediamolo meglio.

Come ipotesi, V(q,t) fissati, Papplicazione R? — R? che a ¢ associa p =
ViL(q, q,t) € un diffeomorfismo globale, quindi e invertibile.

Denotiamo con y(q, p,t) € R?, per ¢ € Q (Q aperto di RY), t € [to,t,],p € R?
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'unico punto di R? tale che p = V,;L(q,y(q,p,t),t) (quindi Papplicazione
p+— y(¢,p,t) € la reciproca dell’applicazione ¢ — V;L(q,q,t); in particolare
¢ un diffeomorfismo (C*°) globale di RY).

Chiamiamo trasformata di Legendre di L la funzione H definita su © x R? x
[to, tl] da:
H(q,p,t) :==<p.yla,p,t) > —L(q,y(q,p, 1), 1)

Si noti che y(q, p, t) € 'unico vettore di R? che annulla V(< p, ¢ > —L(q, ¢, 1)),

cioe & l'unico punto critico della funzione ¢ —< p,¢ > —L(q, ¢,t); quindi
H(q,p,t) e 'unico valore critico della funzione ¢ —< p, ¢ > —L(q, ¢, 1).

Se L ¢ la lagrangiana di un sistema meccanico H si chiama hamiltoniana o
funzione di Hamilton.

Sia ora L(q,q,t) la lagrangiana di un sistema, con trasformata di Legendre
H = H(q,p,t). Siha che, se t — ¢(t) € un moto soluzione delle equazioni
di Eulero Lagrange (1.1) allora, ponendo p(t) := V;L(q(t), ¢(t),t) la coppia
(q(t),p(t)) & soluzione del cosiddetto sistema di Hamilton (H):

q(t) = V,H(q(t),p(t),t)
p(t) = =V H(q(t),p(t),t)

e vale anche il viceversa.

La formulazione hamiltoniana sviluppata per i sistemi con un numero fi-
nito di gradi di liberta si estende ai sistemi infinito dimensionali, ossia ai
campi classici.

Sia L = L(¢(t,x), ¢e(t,x), ¢2(t, %), ¢y (t, %), ¢.(t, %), t) Lagrangiana di un cam-
po ¢ definito come nel Capitolo 1 (consideriamo ¢(¢,x) a valori in R™).
Fissato un certo n (dimensione di un campo ¢ generica), assumiamo che
V(9, e, @y, G2, t) fissati e Vx € D, I'applicazione R” — R™, che associa b
V,L(o, b, b, by, ¢z, 1), sia un diffeomorfismo globale (C*°). Ad esempio, se
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L ¢ della forma:

L($, 0, Gy bys 02y t) =< A, Py by Gy 1), & > + < b((, B, By, Do ), b > +
(B, Py Bys B2, 1)

con A(@, ¢z, ¢y, ¢, t) matrice n x n simmetrica invertibile, b(¢, ¢z, ¢y, @2, 1) €
R™, c(¢, ¢z, By, @2, 1) € R, in questo caso:

ViL(0, 0, b, by, D20 t) = 2A(0, Gy, by, b2, 1) + D(9, B, by, 2, 1)

Percid ¢ — 1 = V(z-)L(ng,é, Gs, Oy, @2, t) € invertibile, d’inversa 7 b =

%A(qb, By Byy 02y t) N — b(D, iy By, D2, t) (7, come & evidente, & analogo
dell'impulso generalizzato p in un sistema meccanico finito dimensionale).

Denotiamo con y(¢, 7, ¢z, ¢y, ¢2,t) € R™, per ¢ € Q, Q@ C R" aperto, t €

[to, t1],m € R™, I'unico punto di R™ tale che 7 = V;L(¢, y(¢, T, bu, @y, @2, 1), bu, By, D2, 1),
quindi Papplicazione m — y(¢, 7, ¢z, ¢y, ¢.,t) € lareciproca di b V,L(¢, b, ba by, Pz, ).
In particolare ¢ un diffeomorfismo (C*) globale di R™. Possiamo definire

analogamente la trasformata di Legendre H di L di un campo:

H(¢77T7¢$7¢y7¢27t> =< 7T7y(¢7ﬂ-7¢x7¢y7¢27t) > =
_L((bay(¢7ﬂ.7¢fm¢y7¢z7t)7¢:m¢y7¢z7t)

ovvero come l'unico valore critico della funzione
¢ < W0 > —L($, &, b, by, 02, 1), infatti y(¢, 7, ¢a, &y, ¢, ) ¢ I'unico vet-
tore di R” che & punto critico della funzione ¢ —< 7, ¢ > —L(¢, ¢, ¢, by, ¢z, t).

H si interpreta come densita di energia del sistema.

2.1 Equazioni di Hamilton

Le equazioni di Hamilton costituiscono la forma piu evoluta ed interes-
sante delle equazioni della dinamica.
Sia L(qb,gz.ﬁ, G, Oy, 02, t) la lagrangiana di un sistema infinito dimensiona-
le (con b=V 4L un diffeomorfismo globale), di trasformata di Legendre
H = H(¢,m, ¢y, ¢y, @2, t). Sia (t,x) — ¢(t,x) soluzione delle equazioni di
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Eulero Lagrange. Il nostro scopo e riscrivere quest’ultime usando solo la fun-

zione H.

Teorema 2.1. 1. Se (¢,x) — ¢(t,x) ¢ un moto soluzione delle equazioni

di Eulero Lagrange, ponendo 7 (t,x) := V;L(¢(t, %), ¢(t, %), ¢ (¢, %), ¢, (¢, %), .(¢, %), 1),
la coppia (¢(t,x),m(t,x)) ¢ soluzione del sistema chiamato sistema di
Hamilton (H)

é(t,x) =V.H

0 0 0
ﬁ(t,X) = —V¢H + %Vd)xH + 8—yV¢yH + &V%H

con H = H(¢7 T, ¢I7 ¢y7 ¢Z7 t)7 W(tv X) = 8tﬂ-(t7 X) € ¢(t7 X) = at¢(t7 X)
2. Reciprocamente, se (t,x) — (¢(t,x), ¢(t,x)) & soluzione di (H), allora

necessariamente abbiamo 7 (¢, x) = VL(¢(t, x), ¢(t, %), dx(t,X), ¢ (¢, %), .(¢, %), 1)
e ¢(t,x) e soluzione delle equazioni di Eulero Lagrange.
Prima della dimostrazione abbiamo bisogno di due lemmi.

Lemma 2.1. Vale I'uguaglianza V. H (¢, 7, ¢s, Oy, ¢z, t) = y(¢, T, u, ¢y, ¢, 1).

Dimostrazione. Per definizione si ha

H(¢7F7¢x7¢ya¢zat> =< Way(¢7ﬂ->¢aza¢y>¢zvt) > =
—L(qb,y(qb,w,cﬁx,qﬁy,qu,t),qu,qby,gbz,t)

da cui

Vel (), 7, ¢y by, §211) = Y(&, 7, by By, 2y t) + duty (9, T, O, Gy, Dz, 1) T—
_dny(¢a T, Qs ¢y7 ¢zat>TV¢L<¢:y(¢aﬂ'a Gz, ¢y7 ¢zat)a Oz, ¢y7 (bzat) =
= y(gb,ﬂ, ¢xa¢y7¢zat)

dato che m =V L(&, y(¢, T, bz, by, D2, 1), Guy Oy, D2 1). O

Lemma 2.2. Vale 'uguaglianza, ¥(¢, 7, ¢y, ¢y, @2, 1),
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L VoH (), T, ¢u, @y, 02, 1) = =V L(0,y(0, T, by by, @2, ), Gy by, D2, 1)

2. Vo, H(D, T, uy by, 92,1) = =V, L(0,Y(0, T, Gy by, P2,1), s by, 92, 1)
3. Vo, H(¢, T, b, by, 02,1) = =V, L(9, Y(0, T, G, Gy 02, 1), bay by, 02, 1)
4. Vo H(¢, T, bz, by, §2,1) = =V . L(0,y(0, T, G, by, G2, 1), G, Gy, 02, 1)

Dimostrazione. 1. Si ha

VoH (), 7, Gu, by, $zrt) = doy(, T, G, by, 62, 1) T—
Vo L(0,y(9, 7, G, By D21 1), Py Dy, P2 ) —
—dgy($, T, by by, G2, )V 3 L(D, y(0, T, By by, D2 1), Py By D2, 1) =
= =V L($,y($, 7, bu, by, b2, 1), Dus by, 2, 1)

Le uguaglianze 2. 3. 4. si dimostrano in modo analogo.
O

Dimostrazione teorema. 1. ¢(t,x) € soluzione delle equazioni di Eulero

Lagrange

V¢L(¢7¢7 ¢x; ¢y7¢27t) - av(ﬁ[’((ﬁu (ba ¢I7¢y7 ¢Z7t)_
0 . 0 )
_%V(ﬁz[’(gb’ (b? ¢$7 ¢y7¢27t> - a_yvd)y[/((b’ ¢7 ¢$7 ¢y7¢27t>_
0

_%V¢ZL(¢7 éa ¢m> ¢y7 ¢Z7 t) =0

cioe:

i = Vs L(}, §, b, by by ) —
0 . o .
_%V¢xl’<¢7 ¢7 be, ¢y7 sz, t) - a_yv¢yL<¢7 ¢7 ¢x, ¢y7 ¢za t)_
0

—£V¢2L(¢7 qu ¢m7 Qbya ¢Z7 t)

Per ipotesi, 7 = V; L(, b, b, by, ¢», t) € per definizione y(¢, 7, ¢y, ¢y, P, 1)

e I'unica soluzione di m = V éL(¢, QB, Gu, Gy, @, 1), allora necessariamen-

te (per m = m(t,x), ¢ = $(t, %), 6 = §(t.X), b = Gu(t, %), &y = By (,%)
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e ¢, = ¢.(t,x)) Y(&, 7, s, Oy, 02, 1) = é(t,x), quindi
= V¢L<¢> éa ¢x7 ¢y7 ¢zat>_

0 . 0 .
_qubzll((b, ¢7 ¢x7 ¢y> ¢z; t) - a_yv¢yL(¢7 ¢7 ¢w7 ¢y7 ¢z; t>_

o .
_ame(@ ¢7 (bﬂcv ¢y7 (bz’ t) -

= V¢L(¢7 y(¢7 T, ¢I7 ¢y’ ¢Z7 t)’ gba?? ¢y’ gbz’ t)_

0

_%V@DL(¢> y(¢a , ¢x7 ¢y7 ¢za t)? ¢xa ¢y> ¢za t)_

0
_a_yv¢yL(¢7 y<¢7 T, Ou,s ¢ya G, t), Gz ¢ya ¢, t)_

0
—avqsz[/(cb, y(¢a T, ¢1‘a ¢y> ¢za t)> ¢xa be; ¢za t)

da cui, utilizzando il lemma (2.2) viene

. 0 0 0
™= —V¢H + %V%H + a—yV¢yH + gv%H (21)

con H = H(¢, T, ¢x7 bea QSZ? t)
Inoltre,

¢ = y(¢,ﬂ, Qb:m Qbyu ¢z7t) = VWH(¢7 T, ¢m7 ¢yu szat) (2-2)

dove 'ultima uguaglianza vale per il lemma (2.1).

Le equazioni (2.1) e (2.2) formano il sistema di Hamilton.
2. Supponiamo ora che (t,x) — (¢(t,x), m(t,%)) sia soluzione di (H):

ot,x)=V.H (1)
) )

. 0
W(t,X) = —V¢H —f- %V%H + 8—yV¢UH + &V@H (2)

con H = H(¢7 T, ¢x7 ¢y; ¢27 t)~
(1) = ¢ = y(¢, 7, ba, By, b=, 1) per il lemma (2.1) (7 = y($, T, bz, by, P, 1)
& Papplicazione reciproca di ¢ — V,L(o, b, ¢, by, ¢z, 1)); per definizio-
ne di y abbiamo m =V L(, b, bs, by, ¢2,1). Inserendo in (2):

0 0

E(V¢L<¢v (;'57 wa; ¢y7¢zut>> = _vqu + a—mv(sz—l—
0 0

—Vy H+—Vy4 H
+ay ¢y +aZ ¢z
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da cui, per il lemma (2.2)

O (V46,60 8y, 62 1)) = VL (0, Y(0, 7, 60,0y, 62, 1), 610y, 1)
G L0675, 60,4 620, s,
_(%v% L($,Y(§, 7, Ga, By b21), bs by, Do) —
G L6, 0,04 02, 1), 0,04 02,1 (2.3)

in cui vale ¢ = Y(o, 7, puy by, @2, 1), quindi da (2.3) viene:

0 . .
a(v(j)L(QS? Qb, gbx? ¢yv¢zat)) - V¢L(¢7 Qb, gbxv ¢y7¢zvt)_
0 . 0 .
_%V@c[’(gba ¢7 Cbxa ¢y7 ¢za t) - a_yv¢yL(¢7 ¢7 Cbza ¢y> ¢Za t)_
9 .
_avdk-[/(gb?gba ¢$7¢y7¢z7t)

]

Osservazione 2.1. Se denotiamo 'y (¢, 7, ¢s, ¢y, @2, 1) == (V. H, -V H +

0 0 0
gv%l—l + 6—yv¢yH + &V%H) € R?" (esso ¢ detto Campo Hamiltoniano

associato a H), allora (H) si puo riscrivere:

0

§(¢7 7T) = FH(¢a T, ¢wa bea ¢Za t)
cioe con X (t,x) := (¢(t,x), 7(t,x)):

%X(t’ X) = FH(X(t,X)7 Qb;m gbya ¢Z7 t)



Capitolo 3
Leggi di conservazione

Il nostro scopo e ora quello di trovare quantita che si conservano nel
tempo, chiamate integrali primi del moto, sfruttando simmetrie della La-
grangiana. Come ¢ noto, l'uso del formalismo lagrangiano, eventualmente
allargato alla descrizione di sistemi infinito dimensionali, permette di mette-
re in luce in maniera piu diretta il legame fra proprieta di invarianza e leggi

dai conservazione. Infatti, dalle equazioni di Eulero Lagrange, supponendo
L

— (&, @1, Pz, By, ¢.) = 0 per un certo k, avremo
Opr

0 0L 0 0L 0 0L 0 0L

It Dy, * dx gy, - a_ya¢ky * 9z 0y, 0

per quel k. Piu precisamente, se indichiamo con J(t,x)=
> oL 0L 0L 0L

(Jo(t,x), J1(t,x), Jo(t,x), J3(t,x)) = (Jo(t,x), J(t,x)) = (&bk Do Don. Do

abbiamo

0 0 0 0
a%+%h+@k+£h_

= div(J(t,x)) = 0 (3.1)

Questo risultato si puo leggere come una legge di conservazione. Infatti,

definendo la quantita

Q:/Jo(t,x)dxdydz
D

18
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otteniamo da (3)

Q _ / 2Jo(t,x)d:zcdydz = —/ div(J(t,x))dxdydz = —/ < J,v>do
dt p Ot D oD
(3.2)

(I'ultima uguaglianza la si ha per il teorema della divergenza), con v normale
esterna della varieta di classe ' D. Se il vettore J si annulla sulla frontiera
di D abbiamo che

Qz/ Jodzdydz
D

¢ costante nel tempo, oppure se consideriamo D = R? e supponiamo che per

| x |— 0o J — 0, avremo che la quantiti
Q= Jodxdydz
R3

¢ costante nel tempo.

In un sistema meccanico discreto di lagrangiana L : Q x R — R, Q C R?
aperto (d grado di liberta del sistema), che associa (g, ¢) — L(q,q), con ¢ =
(q1,-..,qq) parametri lagrangiani, diciamo che un’applicazione h :  — €,
C, che associa ¢ — h(q) & ammissibile per L se e solo se:
o W(0.d) € X R L(b(g),ah(a)d) = La.d) (eon anle) = (%)
1<4,j<d) Lo

e Vg€, dh(q) : R — R & un isomorfismo (cioe h ¢ diffeomorfismo).

Enunciamo il Teorema di Noether, dovuto a Emmy Noether, il quale mette in
luce il legame esistente tra simmetrie della lagrangiana e quantita conservate

(in un sistema con un grado finito di liberta).

Teorema 3.1. Sia un sistema meccanico di lagrangiana L = L(q, 4,t) (¢ € €2,
¢ € RY); sia (h¥)se)—so.50 (S0 > 0) una famiglia di applicazioni @ — Q C*

tale che

e Vs, h® € un’applicazione ammissibile per L
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e per s=0, h° = 1Id
e lapplicazione | — sg, $o[xQ — Q, che associa (s, q) — h*(q), & C*.
Allora la quantita

o,
J =< VQL(q7Qat)7 &h (Q) |s:0>

¢ un integrale primo del moto.

Consideriamo ora un sistema meccanico descritto dal campo ¢(t,x) (B =
[to,t1] x D > (t,x) = ¢(t,x) € Q C R", Q aperto, D aperto regolare di
R3), con infiniti gradi di liberta. Vogliamo, in modo analogo, sfruttare le
simmetrie della lagrangiana per trovare quantita che si conservano.

Consideriamo dunque la lagrangiana
L:OxR"XR"xR"xR" =R
(¢, 019, 0x, 0y, 0.9) = L(¢, 0, 020, 09, 0:9)
di classe C?.

Definizione 3.1. Un’applicazione C'*

h:iQ—Q
¢ = h(9)

¢ detta ammissibile per L se e solo se:

L. Y(¢, 0ip, 0,0, 0,0, 0.0) € @ x R* x R* x R" x R",
L(h(), dh(¢)0:p, dh(¢)0:¢, dh($)0y¢, dh(¢)0.¢) = L(®, 0;p, 0:0, 0y9, 0.9)

2. V¢ € Q, dh(¢) : R" — R™ & un isomorfismo (quindi h diffeomorfismo).

con dh(¢) = <aglq£]¢>

nita dh(¢), dh(p)0¢ ¢ propi"io Oth(¢), cosl come anche 0,h(¢) = dh(¢$)0, ¢,
Oyh(¢) = dh(¢)0y, 9:h(d) = dh(¢)0:¢).

Enunciamo il teorema di Noether per i campi.

) , 1 <i,7 < n (notiamo che, cosi come e defi-
i\j
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Teorema 3.2 (di Noether). Sia un sistema meccanico a infiniti gradi di
liberta di lagrangiana L = L(¢, 0, 0,¢,0,0,0.6,t) (B = [to,t1] x D >
(t,x) = ¢(t,x) = ¢ € Q, D C R? Q aperto di R”, D aperto regolare di
R?, 0,9, 0,0, 0,0, 0.0 € R™) e sia (h*)sej—sp,50[ (S0 > 0) una famiglia di
applicazioni 2 — ) C*° tale che

1. Vs, h® e un’applicazione ammissibile per L
2. per s =0, h’ =1Id
3. T'applicazione

] — So, S()[XQ — Q
(s,¢) = h*(9)
¢ C2

Inoltre, definiamo, Vs e per L = L(h*(¢), 0,h°(¢), 0:h°(¢), Oyh*(¢), 0.h°(¢), t):

-

Js(t> X) = (Jls (t? X)? JQs (ta X)> J3s <t7 X)) =
= << V{«)mL? ash8<¢) >, < vay(ﬁLa 88h5(¢> >, < vazdﬁLa 88h5(¢) >)

quindi J, : B — R3, J, € C'(B). In particolare, per s = 0 e di conseguenza
L= L(¢7 at¢a a$¢7 8y¢7 anga t)

-

J(tv X) = (Jl(t7 X)7 J2(t7 X)? JB(t7 X)) =
— (< VamL, 85h8(¢) |s:0>7 < Vay¢L, 85h8(¢) |5:0>, < V8Z¢L> 6shs(¢) |s:0>)

Allora, la quantita

Q- / < Vs L, 010, 02, Dy, Do, £), D () o> dirdyd
D

¢ tale che i
—Q:—/ <f,z/>da
dt oD

con v normale esterna di D. In particolare, per D = R3, se supponiamo che
per || x ||[— oo, J — 0, si ha

dQ
— =0
dt
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cioe
Q = / < v8t¢L(¢a at¢7 8x¢7 ay¢7 8z¢a t)a ashfs(¢> ‘s:0> da:dydz
R3
e costante nel tempo.

Per la dimostrazione ci serve il seguente

Lemma 3.1. Sia (t,x) — ¢(t,x) un moto soluzione delle equazioni di Eulero
Lagrange e sia h un’applicazione ammissibile per L. Allora anche (t,x) —

h(¢(t,x)) € soluzione delle equazioni di Eulero Lagrange.

Dimostrazione. (t,x) +— ¢(t,x) & soluzione delle equazioni di Eulero Lagran-

ge su [to, 1] x D se e solo se (t,x) +— ¢(t,x) rende stazionaria I’azione

S(6) = / 1 /D L(6, 01y, 0,6, 0,6, 0.6, t)drdydl=dlt

Poiche h ¢ un’applicazione ammissibile per L, si ha L(¢, 0y¢, 0,¢, 0y, 0.¢,t) =
L(h, 0ih, 0;h, 0yh, 0,h,t), dunque S(¢) = S(h(¢)). Quindi (¢,x) — h(¢p(t,x))
rende stazionaria 'azione e cio equivale al fatto che (t,x) — h(o(t,x)) ¢

soluzione delle equazioni di Eulero Lagrange. [
Prova del teorema di Noether. Abbiamo, Vs €] — sq, sql,
L(h*(¢), dh*(9)01¢, dh*(¢)0:¢, dh*(9)0y¢, dh*(9)0.¢,t) = L(®, 0,p, 0x0, 0y, 0.9, 1)

Deriviamo rispetto a s:

0
< VoL (1*(¢), dh*(¢)0:¢, dh*($)0:¢, dh*(9)0, ¢, dh*($)0:¢, 1), 5-h*(¢) >
ds
+ < Vo, L(h*(¢), dh*(¢)0:p, dh*(¢)0:¢, dR>($)0y¢, dh*(9) D¢, 1), 2[dhs(ﬁb)ay(b] >
0

0
+ < V&d’L(hs(gb)v dhs(¢)at¢a dhs<¢)az¢a dhs(¢)ay¢7 dhs(¢>az¢7 t)a a [dhs(¢)at¢] >
+ < Voo L(h*(¢), dh*(¢)0:¢, dh*(¢)0u¢, dh* ()¢, dh* ()0, 1), %[dhs(@&ccﬁ] >
0s
+ < Va4 L(h*(¢), dh*(¢)0vd, dh*(¢) 0w, dh*(9)0,y 0, dh*($)0., 1) %[dhs(@azcb] >
=0 (3.3)
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Sia (t,x) — ¢(t,x) un moto fisico (soluzione delle equazioni di Eulero La-
grange) e denotiamo:

(s, t,%x) == h*(¢(t, %))

Per il lemma (t,x) — h(¢(t,x)) e soluzione delle equazioni di Eulero La-
grange, cioe (considerando tutte le funzioni che intervengono come funzioni

di (s,t,x))

VoL(v(s,t,x),0y(s,t,%x), 0.v(s,t,x), 0yy(s, t, %), 0.7(s, t,x), 1)

_ %VamL(V(s,t,x), Ay (s,t,x), 0,7(s,t, %), 0yY(s,t, %), 0.y(s, t,%), 1)

—l—%vaz(pl}(y(s, t,x), 0y(s,t,%),0.7(s,t,x),0,v(s, t,%x),0,7(s,t,%),t)

+(%Vay¢lj(7(s, t,x),0ry(s,t,%x),0,7(s,t,%),0,Y(s,t,x),0,7(s, t, %), t)

—l—%vazd,L('y(s, t,x), 0y(s,t,x),0.,7(s,t,x),0,v(s,t,%x),0,7(s,t,%),t)
(3.4)

D’altra parte, (3.3) siscrive (con ¢ = ¢(t, %), Oyp = 0pp(t, %), 0z = 0,0(t, %),
ay¢ = ay¢(t> X), az(b = 8Zq§(t,x))

< V35,30, 001 (5,£:3), 05,80, D25 £,5),0:3 (5,63, ) (s, ,%) >

+ < Vo,oL(v(s,t,x),0ry(s,t,x),0,7(s, t,%), 0y¥(s, t,%), 0.v(s, 1, %), ), 88—;7(s,t,x) >
+ < Voo L(v(s,t,x),0ry(s,t,x),0:7(s, t,%), 0y¥(s, 1, %), 0.¥(s, 1, %), 1), 88—;3:7(8,25,}() >
+ < Vo, oL(v(s,t,x),01v(s,t,%x),0.7(s, t,x), 0y¥(s, 1, %), 0.¥(s, 1, %), 1), as—;yv(s,t,x) >
+ < Voo L(y(s,t,%x), 0ry(s,t,x), 0.7(s, t, %), 0yy(s, t, %), 0.7(s,t,%), 1), K;Z’y(s,t,x) >

=0
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Quindi, usando (3.4) e applicando la regola di Leibniz, viene:

%[< Vo L(7(s,t,x), 0ry(s,t,%), 0,7(s,t,%), 0yY(s, £, %), 0,7(s, t,%),t), 0s7(s, t,x) >|+

%[< VaTd)L(’Y(S’ t7 X), at7(57 t; X>7 a:ﬂ(& t? X)7 ayfy(sa t? X)7 827(57 t7 X)a t)a 837(57 t; X) >]+

a%[< Va,s L(7(s,t,%), 0y(s,t, %), 0u7(5, t, %), 0,7(5, ,%), 0.7(s,t,%), ), 0s(s, t, %) >]+

A1 Vo L35, ), 05,80, 02 (5,1,5), 9,7 (5,6, 3),0:(5,8,%), ), D s, £,%) =]
~0 (3.5)

Chiamo, Vs,

Jo, (8, %) =< Vo, L(7, 007, 07, 0y, 027, 1), 05y >

e sia

J1, (ta X) =< VBZ¢L<% at% aﬂc% ay% az% t)a 687 >
‘]23 (t7 X) =< Vay¢L(% @t’ya ax77 ay’% az’% t)7 85’7 >
J3,(t,x) =< V.o L(7, 0y, 0ny, 0y, 027, 1), 057 >

con J,(t,x) = (Jy., Jo,, Js.) € poniamo J,(t,x) := (Jo., Js) (per s = 0 avremo
J = (JO: j)a con JO(ta X) =< V8t¢L<¢7 atgba aac¢7 ay¢> 6z¢7 t)v ashs<¢) |s:0>)-
Da (3.5) si ottiene dunque:

0 3} 0 0
—Jo,+ =i, + —Jo, + =—J5,=0 (3.6)

div(Ts) = 5, Er: 8y > T Bz

Tale equazione esprime una legge di conservazione. Vx € D, Vs €] — sq, s/,

abbiamo

0

EJO :O

S

ovvero 'applicazione
t =< Vo L(7, 007, 0:7, 0y7, 027, 1), 05y >

¢ costante. In particolare, per s = 0 (usando (0,¢,x) = h%(¢(t,x)) =
¢(t,%))
< VoL (9,010, 0:0,0y0,0.¢,t), 0:h°(¢) |s—0>
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si conserva nel tempo, Vx € D.
Se ora fissiamo il tempo ¢, ho, V¢ e Vs, che Jy, € definita in ogni punto dello
spazio D:

D S X t— JOS(X)

(tale applicazione & C*(D)); dunque se definisco la quantita

Qs ::/ Jo, (t, x)dzdydz
D

otteniamo da (3.6), utilizzando il teorema della divergenza:

Qs 0

0
pn :E/DJOS(t,X)dxdydz:/l)aJos(t,x)d:cdydz:

= —/ div(J,(t,x))dzdydz = —/ < J,v>do
D oD

(dove nella seconda uguaglianza si ¢ tenuto presente che, se si fissa il volume
di integrazione, il segno di derivata parziale si puo portare fuori dall’integrale
per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale). In particolare, per

s=0: J
—Q:—/ <j,1/>da
dt oD

Inoltre, se D = R3 e per ipotesi per || x ||— oo si ha J —» 0,

dQ
— =0

ovvero

Q= [ < VauLl(6,0:0.0,0.0,6.0.6.0).0(6) |o—> dudyds
R3

¢ costante nel tempo. O]

3.1 Traslazioni spaziali

Applichiamo il teorema di Noether attraverso degli esempi. Consideriamo

la famiglia di traslazioni spaziali (7°)s¢)—s,,s0[ tale che, Vs €] — sg, so]

7°(x) =x+ sn
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conn = (n, ng, ng) vettore arbitrario di norma 1. Sia (h*)se)—s,s,[ la famiglia

di applicazioni 2 — 2 C'* tale che V¢

o(t,x) = ¢(t, 7°(x)) = ¢(t, x + sn) = h*(¢(¢,x))
Vediamo quando la prima ipotesi del teorema riguardante tale famiglia

L L(h*(¢),0:h°(9), 0:h°(9), 0yh*(¢), 0:1°(9), 1) = L(¢, 01, 0, 0y, 0:0, 1),
Vs, (¢, 0,0, 000, 0y, 0.6, 1)

¢ soddisfatta. Si ha:

0:h* (@) = Owp(t, x + sny,y + sna, 2z + snz) = 0y

) ( )
¢) = 8£¢(t’ T+ sni, Yy + SNy, 2 + Sn3) 6x¢
) = 0yp(t, x + sny,y + sng, 2z + sng) = 0y
) ( ) = 0.¢

qUindi L(hs(¢)a at¢a 855([5, ay¢7 az¢a t) = L(¢7 atqba 8x¢7 ay¢7 8Z¢7 t) per tutte le
lagrangiane che non dipendono da ¢ (quindi in generale per le lagrangiane che
hanno solo il termine cinetico). Le altre due ipotesi 2. e 3. sono ovviamente

soddisfatte. Se supponiamo, infine, che il vettore

-

J(t,x) = (< VoL, 0h*(9) |s=0>, < Va,oL, 0sh*(9) |s=0>, < Va,¢L, 0sh*(9) |s=0>)

si annulli per || x ||[— oo, V¢, abbiamo che

Q- / < Voo (6,016, 0u6, 0y, 0.0, ), Dsh* () |so> dadyd
]R3

e costante nel tempo.
Calcoliamo dunque < Vi, L(¢, 01, 050, 0y, 0,0, 1), Osh* (@) |s=0>-

Osh®(¢) = 0sp(t, x + sny,y + sng, z + sng) = 0,¢(t, x)ny + 0yo(t, x)ne + 0,0(t, x)n3 =
= M(t,x)n
con
ax¢1 ay¢1 az(bl
M(t,x) := : : :

Oor Oy O:pn
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da cui

< V5t¢L(¢7 at¢: axgba ay¢7 az¢7 t), 8shs(¢) |s:0>:
=< (V,pL0y0, Vo,sLOyp, Vo,,L0,¢), n >

Ricordando la definizione data nel capitolo 2 di
7(t,x) = Va,eoL(P(t,x),0,0(t, %), 0:0(t, %), 0y0(t,x), 0.¢(t,x),t) otteniamo
che la quantita p = 7(0,¢, 0y¢, 0,¢) si conserva nel tempo (dato che il versore

n ¢ stato fissato una volta introdotta la famiglia di traslazioni) e inoltre

Q= < p,n > drdydz
R3

¢ costante in t.

3.2 Traslazioni temporali

Consideriamo la lagrangiana di un sistema descritto dal campo ¢(t,x) (il
quale soddisfi le equazioni di Eulero Lagrange) che non dipende esplicita-

mente dal tempo
L= L(¢7 at¢> ax(b? (%(ﬁ, @Z¢)

Sia (%) se 1-s0,50[ (S0 > 0) una famiglia di traslazioni della variabile ¢
t°(t)=t+s

e dunque consideriamo l'insieme delle trasformazioni (h*(¢))se)—so,s0] tale che
Vs

Q—Q c>
o(t,x) = o(t°(t),x) = o(t + s5,x) =: h*()

tale che soddisfi le prime 3 ipotesi del teorema di Noether. Supponiamo,

come prima, che il vettore

-

J(t,x) = (< Vo,oL, 0:h%(9) |s=0>, < VoL, 0sh*(9) |s=0>, < Va.¢L, 0sh*(9) |s=0>)
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si annulli per || x ||[— oc.

Calcoliamo < Vy,4L(¢, 01, 0x¢, 0y, 0,0, 1), 0sh*(¢) |s=0>. Abbiamo:
Osh*(¢) = 9:9(t + 5,x) = 0ip(1, x)
dunque, per il teorema di Noether, per s = 0, la quantita

Q- / < VoL (6,016, 0y, 0y, 0.0, Or > dardyd
]R3

e costante nel tempo. Poiche L non dipende esplicitamente dal tempo,

dL
E =< V¢>L7at¢ >+ < vat(ﬁLaatat(b >+

+ < VoL, 0:0.0 > + < Va,4L,0,0,0 > + < Vo 4L,0,0.¢ >=

0 0 0 0
= a[< Vatd,L, (BW) >] + %[< Vazd,L, 8t¢ >] + a—y[< Vay¢L, at¢ >] -+ $[< Vazqu, 8t¢ >]
in cui abbiamo sostituito V4L, dalle equazioni di Eulero Lagrange

0 0 0 0
L=— L+ — L+ — L+ — L
Vol = 5 VoL + o- Vool + ayvayqs +5-Va.s
Continuando:
dL 0
T g < Vawl, 00 >] =
0 0 0
= %[< Vazd,L, 8t¢ >] -+ a—y[< V8y¢L, @d) >] + $[< Vazqu, 8t¢ >]
otteniamo
d
E(L— < VoL, 0ip >) =
0 0 0
= gk Vao,oL, 019 >] + 6_y[< Va,oL, 0 >] + @k Vo.oL, 019 >
da cuil

d
/ EU/_ < VoL, 0ip >)dxdydz =
D

9 9 P
_ / (51 Vouole 06 > 5[< Voo 06 >] 4 7[< VoL 06 >])drdyd= =
D

= / divJ(x)dzdydz = / < J,v > dedydz
D oD
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utilizzando il teorema della divergenza, con v normale esterna di 0D.

In conclusione, per D = R? con J(x) — 0 per || x ||— o0, la quantita

E = / (< VoL, 0 > —L)dxdydz = | Hdxdydz
R3

R?)

che rappresenta ’energia totale del sistema, si conserva nel tempo.



Capitolo 4
Equazioni di Maxwell

In fisica classica le equazioni di Maxwell, elaborate da James Clerk Max-
well, sono un sistema di equazioni (due vettoriali e due scalari, per un totale
di otto equazioni scalari) costituiscono le leggi fondamentali che governano
I'interazione elettromagnetica. Esse esprimono I’evoluzione temporale e i vin-
coli a cui e soggetto il campo elettromagnetico in relazione alle distribuzioni
di carica e corrente elettrica da cui e generato.

Le proprieta del campo elettromagnetico sono descritte dal campo elettrico

E e magnetico B

E: [to,t1] x D — Q
(,x) — E(t, x)
B: [tg,t1] x D — Q
(t,x) = B(t, x)

con  aperto di R?, D aperto regolare di R?, E e B di classe C*.

La prima equazione, nota come legge di Gauss, descrive la relazione tra
un campo elettrostatico e le cariche elettriche che lo causano: il campo elet-
trostatico punta fuori dalle cariche positive e verso le cariche negative. Se
consideriamo una carica (Q;,; all’interno di una superficie chiusa 0V di classe

C' di un volume V (V aperto regolare) si ha che il flusso del campo elettrico

30



®(E) dipende solamente da Q;,:
Qint

€0

@(E):/(9V<E,V>da: (4.1)

con v normale esterna di AV e ¢y € la costante dielettrica del vuoto ¢y =
2

8,854 - 1072 ——. Per il teorema della divergenza
Nm?

/ d’LUEd:L‘dde = / < E’ v>do = Qint
4 oV €0

Se definiamo

Qi — / pdadyd:
Vv

con p = p(t,x) che viene detta densita di carica, si ottiene

divE = 2 (4.2)

€0

Essa e la prima equazione di Maxwell.

La seconda legge, chiamata la legge di Faraday sull’elettromagnetismo (an-
che nota come legge dell'induzione elettromagnetica o legge di Faraday-
Neumann), & una legge fisica che descrive il fenomeno dell’induzione elet-
tromagnetica, che si verifica quando il flusso del campo magnetico attraverso
la superficie delimitata da un circuito elettrico e variabile nel tempo. La leg-
ge impone che nel circuito si generi una forza elettromotrice indotta (fem)
pari all’opposto della variazione temporale del flusso di B.

Sperimentalmente si trova che la circuitazione del campo elettrico lungo una

curva -y regolare ovvero

/<E,T>ds

”
con T versore tangente alla curva, e uguale all’opposto della variazione nel

tempo del flusso del campo magnetico attraverso una superficie regolare ¥
con bordo 7:

/<E,T>ds——2 < B,v>do
y ot Js
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con v normale esterna di Y. Per il teorema di Stokes

/<E,T>ds:/<V><E,V>dJ

o7 P
quindi abbiamo la seconda legge di Maxwell

0B

La terza legge, la legge di Gauss per il magnetismo, afferma che il flusso
del campo magnetico B in una qualsiasi superficie chiusa 0V di classe C! di

un volume V' (V' aperto regolare) ¢ sempre nullo:

/ <B,v>do=0
oV

ovvero, per il teorema della divergenza:

divB = 0 (4.4)

L’'ultima legge, la legge di Ampere

OE
VxB= /L()J + ,U@EOE (45)

con J = pv densita di corrente, in cui v ¢ la velocita delle cariche che
compongono la corrente e p la loro densita volumica. Questa equazione
mostra come anche la variazione temporale di un campo elettrico sia sorgente
di un campo magnetico; nel caso stazionario, la legge afferma che I'integrale
lungo una linea chiusa 9S del campo magnetico B (ovvero la circuitazione
del campo magnetico) € uguale alla somma algebrica delle correnti elettriche
concatenate a 0S (ovvero le correnti che passano per la superficie delimitata

da 0S) moltiplicata per la costante di permeabilita magnetica del vuoto po.
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Nel caso non stazionario abbiamo 'estensione (4.5).

Ecco qui di seguito esposte le 4 equazioni di Maxwell:

(dz'vE _ L
“ B
VXE=——
ot (4.6)

divB =0

OE
\V X B = poJ +Mo€og

Osservando la terza equazione del sistema, essa ci dice che la divergenza del
campo magnetico B e sempre nulla; cio significa che B si puo scrivere come
rotore di un campo vettoriale, detto potenziale vettore del campo magnetico,

indicato con A:

B(t,x) = V x A(t,x) (4.7)

con
Aty 1] x D — R?

Osservazione 4.1. La divergenza di un rotore e sempre nulla, infatti: il
rotore di un campo vettoriale F = (F,, F,, F.), con F : Q C R® — R3 Q

aperto, di classe C?, opera cosi:

€1 €2 €3

oF, O0F, 0F, O0F, 0F, OF
F = i i g — Z Y r z Yy x
VX det\ 5 oy o ( dy 0z dz  Odx’ dr Oy >
F, F, F,
con ey, e, es versori della base canonica di R3. Ora, facendo la divergenza
del rotore:
0 (0F, OF, 0 (0F, OF. 0 (0F, OF,
di F)=— V) 4= r_ =2 =y =) —
iw(VxE) Ox (83/ 8z>+8y (82 8x)+82 (0;5 ay)

Andando a sostituire (4.7) nella seconda equazione del sistema di Maxwell
(4.6), si ha:

0 0
VxE——a(VxA)——Vx(aA)

0
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ovvero il campo E + %A di classe C' ¢ irrotazionale su ogni punto del
suo dominio spaziale D, quindi, per un lemma chiamato lemma di Poincaré,
esso e conservativo su ogni aperto semplicemente connesso contenuto nel suo
dominio spaziale, dunque esiste un campo scalare ¢, detto potenziale scalare,
tale che

0

In particolare, se D ¢ semplicemente connesso ed ¢ contenuto in un aperto U
di R? semplicemente connesso (E+ EA ¢ di classe C' su U ed ¢ irrotazionale
su U) allora avremo che il potenziale scalare ¢ definito su ogni punto di U,

in particolare su ogni punto di D
D — ¢(D)

Noi consideriamo il caso particolare, quindi D semplicemente connesso con-
tenuto in un aperto U semplicemente connesso, con i campi E e B di classe
C! su U. Ricapitolando

B=VxA
0A
E=-"_ 4.
5 Vo (4.8)

su D. Naturalmente, poiche i campi E e B in generale dipendono dal tempo
t, allora anche ¢, come A, ne dipendono.

A :to,t]] xD = R?

(t,x) = A(t,x) = (A.(t,x), Ay(t,x), A.(t, %))
@ . [to,tl] xD—=R
(t,x) = o(t,x)
Entrambe sono funzioni di classe C?.
Indichiamo con ¢(t,x) := (p(t,x), A(t,x)) il campo vettoriale che ha come
componenti il potenziale scalare e il potenziale vettore.
¢:[to,t)] xD—-QCR* ¢ecC?
(t,x) = ¢(t,x) = (p(t,x), A, %))
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Q aperto di R*. Su questo campo ¢ applicheremo il metodo lagrangiano
analizzato nel primo capitolo e vedremo che le equazioni di Eulero Lagrange
ci porteranno alle equazioni di Maxwell.

Dobbiamo definire la lagrangiana: sappiamo che in generale essa e un’espres-

sione del tipo

L=T-V

con T energia cinetica del sistema, V' energia potenziale; V' dipendera sola-
mente da ¢, mentre 1" dipendera da tutte le derivate parziali di ¢.

La nostra lagrangiana sara una funzione
OxR*xR*xR*xR* > R
(0,000, 020,040, 0.0) — L(¢, 09, 0:¢, 0y, 0.0)
di classe C?, ovvero
L = L(p, A, 0, 0 A, Oy, 0:A, 0y, 0, A, 0,0, 0,A)

I1 termine cinetico 7" lo definiamo come:

T= —%[—uoeo(H (Dutp, By, 0:0) I + 1| DA NP)+ 1] DA |* + || O,A |I* + || O-A 7]+

Fl2m060 < DA (0up. 0y.0:0) > + < LA (DA, By A 0. AL) > +
+ < 0,A, (0. Ay, 0,A,,0.A,) >+ < 0.A, (0, A, 0,A.,0.A,) >]

mentre il termine relativo a V:

V(¢) = Mo < ¢7j>

—

con J = (p,—J) = (p,—Js, —Jy,—J,), p densita di carica, J densita di

corrente.

4.1 Dalle equazioni di Eulero-Lagrange alle

equazioni di Maxwell

Partendo dalla lagrangiana definita prima, riusciamo a ricavare la prima

e la quarta equazione del sistema di Maxwell (4.6), mentre la seconda e
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la terza si ricavano direttamente dalle definizioni (4.8). La configurazione
o(t,x) = (p(t,x), A(t,x)) ¢ un moto fisico soluzione delle equazioni di Eulero
Lagrange (dal principio di Hamilton e utilizzando il teorema visto nel capitolo
1 il cui enunciato e: un moto fisico rende stazionaria ’azione se e solo se e

soluzione delle equazioni di Eulero Lagrange)

'8_L_28L_£8L_£8L_£8L_0 (1)
dp O0tddp 0x00.p Oyddyp 0z00,p
0L 0 0L 0 OL 0 0L 0 0L

A,  Otd9,A, drdd, A, Oydd,A, 0z00.A, o
oL 0 oL 9 oL 9 dL 8 oL (4.9)

DA, 0td9,A, 0rdd,A, 0Oydd,A, 0z00.A,
oL 9 9L 9 9L 9 AL 9 OL

(DA, Ot A, 0rd0,A, 0dydd,A. 0z090.A,

da cui, nella (1) abbiamo:

)
oL 0 0L OE,

* %00 fo€o(Ozp + OrAy) = —poco By = 900, ~ M,

oL o oL OE,

° 20,0 = ,Moﬁo(ay%@ + atAy) = —poco by = a_yaay(p = _NOGOa_y

oL 0 OL OF,
aach - :U’OGO(azSO + 8tfqz) - _MOEOEz = &@ = —Ho¢€o E)z

quindi (1) viene

—poeodiv(E) = —pop = div(E) = eﬁ
0

ovvero la prima legge del sistema di Maxwell. Nell’equazione (2) di (4.9)

abbiamo:
oL
* g4, Hols
oL 0 0L oF,
b m = MOGO(atA:c + 33590) = —poco by = am = —MOGOW
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oL 0 0L

* goa Qe m A =0= 5o =0
oL 0 oL 0B
= — A A et B —_— d
* o4, Ot OA =B g T oy
oL 9 oL 0B,
— 9A 1A =B =2 _
* Go.a, - OAH DA VT 92 00.A, 02
quindi
0B, 0B, OF,

(2) = By _E_Moo ot + poJz

Si procede in modo analogo per le equazioni (3) e (4) di (4.9), verifichiamo.
Per la (3):

L
* o4, o
oL & oL OF
° aatAy = /,Loﬁo(atAy + 83/90) = —muoeoE = = ot aat —,uoﬁoa—ty
oL o oL OB,
* o4, AT oA =B e A T
oL
" A —0,A, + 0,A, =0
oL o oL OB,
* o4, - A ToA=Bs e =
quindi
(3):>8B:”—% 8E+ Jy
9z ox Moy THo
Infine, dalla (4):
oL
* o4, Mo
oL o oL OE.
. DAL to€o(0:A. + 0.9) = —oeo B, = — 9L 004, ~Hofo
oL o 0L 0B,
*goa - At OA=By = aies T T o
oL o oL OB,

b A 404 —-B =L %
M e T e W 7 R
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oL

—_0.A A —
* o4, A H A0

clot 0B 0B oE

4 YDy z _ 2

(4) = O ay po = + Ho€o 5

(2), (3), (4) in forma piu compatta danno proprio l'ultima equazione del

sistema di Maxwell (4.6)

OE
V X B = poJ +MOEOE



Appendice A
Teorema della divergenza

Per dimostrare il teorema della divergenza si puo utilizzare un altro teo-
rema, chiamato teorema di integrazione per parti in R™, che enunciamo qui

di seguito, con una dimostrazione.

A.1 Teorema di integrazione per parti in R"

Abbiamo dato nel capitolo 1 la definizione di aperto regolare, riprendia-

mola.
Definizione A.1. Sia 2 C R". Diciamo che Q) & un aperto regolare se:
1. Q ¢ limitato
2. int(Q) = Q
3. 9Q & una (n — 1) varieta di classe C'.
Abbiamo definito la normale esterna v di 0€2:

Definizione A.2. Se Q) ¢ un aperto regolare si definisce v normale esterna
a €1 in xy € 0 un versore normale a 0f) in x, tale che 36 > 0 tale che

ro+rv g QV0O<r<dexzg—rveN V0<r<o.
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Teorema A.1 (di integrazione per parti in R™). Sia {2 un aperto regolare di

R™, f € (), cioe C* su un aperto che contiene Q. Allora:

0
/ ——dxr = / frjdo
o O, (00)+
Vj=1,...,n, dove v; ¢ la componente j-esima della normale esterna.

Notazione A.1. (092)" indica che la parametrizzazione da scegliere per 0f)
deve essere compatibile con v, ovvero det(Oy,r Oy, _,T,v) > 0, con r :
T — 0) parametrizzazione di 002, A C T C A, A C R*! aperto connesso,
Uy ..., Upq) €T, 7€ CL

Per la dimostrazione ci servono 2 lemmi:

Lemma A.1. Sia O aperto di R", h : R® — R di classe C', supp(h) CC
O (supp(h) C in un compatto C O, con supp(h) = {x € R : h(z) # 0}).

Allora:
—dx =0
/ Oz, v

Per il secondo lemma dobbiamo dare la seguente

Vi=1,...,n.

Definizione A.3. Sia k € N, 1 < k < n, sia D C R" aperto. Diciamo che
D ¢ k-normale se 3V C R"! aperto, ]a, b[ intervallo reale e ¢ : V' —]a, b] di
classe C! tale che D = {(Zy, zx) € V x]a,b[: p(T1) > x1, }=sottografico di ¢,
oppure D = {(Zy, zx) € V X|a, b[: ¢(Zx) < x)}=sopragrafico di ¢.

Lemma A.2. Sia D k-normale, D C Vx]a,b[ e sia h € C*(Q) con © un
aperto che contiene V x [a, b] e supponiamo che supp(h) CC V x]a, b[. Allora:

/ a—xjdl’ —/ hl/de
Vi=1,...,n,dove O*D = {(Tg, xx) : x = @(Tx) }.

Per la dimostrazione del teorema, diamo un’ultima definizione:
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Definizione A.4. Una partizione dell’unita associata ad un compatto K e a
un suo ricoprimento aperto B = {Uj; j € I} ¢ una famiglia finita di funzioni
{Pn,h=1,...,m} tale che P, : R" — R, P, € C*(R") e tale che

1. supp(h) CC U,, per iy € I
2.0< P, <1

3. > =, P, =11in un aperto che contiene K.

Dimostrazione teorema. Sia x € 9 (n — 1 varieta di classe C1) e sia U, un
intorno di x tale che Q2 N U, sia k-normale per un certo k.
Sia U, C U, tale che QN U, & k-normale. Al variare di x € 99, (U,).eo0
sono un ricoprimento aperto di €2, il quale &€ compatto. Da (Ux)xeaﬂ, per
compattezza si puo estrarre un sottoricoprimento finito (U ]/) j=1,..m- Chiamo
=Q\ (U ﬁ Uy € aperto.

= {Uy,...,Uy,} & un ricoprimento aperto di Q. Consideriamo una par-

tizione dell’unita associata a 2 e B, la famiglia di funzioni supp(h) CC U,

Vh=0,...,m

/ax] dx:/Qa%wx)'l)dfc:(g;%:l):/ga%m
:ki/gaixj(h])k)dx

supp(Py) CC Uy C Q; per il lemma 1

Z / 8% (hP,)d Z /Q T (hPy)dx

supp(Py) CC Uy; per il lemma 2

m a m
; /QﬂUk 5% Z *(QNU ) =00NU}, ’

=1

_Z/ thl/]da—/ Zpk Yv;do =
k=1

m

= h P V-daz/ hv:do
/89 (Z k‘) J 00 J

k=0



A.2 Teorema della divergenza

A.2 Teorema della divergenza

Attraverso il teorema di integrazione per parti in R", siamo pronti ad

enunciare e dimostrare il teorema della divergenza.

Teorema A.2 (della divergenza). Sia F : 2 — R™, con § aperto regolare,
FeClQ), F=(F,...,F,). Allora

/dw(F)dx:/ < F,v>do
Q (00)*)

con v normale esterna di 0Q e div(F) := > 7| 0, Fj.

Dimostrazione.

/div(F)dm:/Zam].Fj :Z/aijj
Q QS =19

da cui, per il teorema di integrazione per parti in R"”

Oy, Fy = / Fiv;do = / Fvjdo =
S fon=X ooy 2

:/ < Fv>do
(o)
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