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Introduzione

L’obiettivo di questo elaborato € quello di presentare tecniche risolutive per le equazio-
ni differenziali alle derivate parziali (PDE) di tipo ellittico che generalizzano le equazioni
di Poisson e Laplace.

Una teoria generale che ricerchi soluzioni classiche sufficientemente regolari per le PDE ¢
ostacolata dal fatto che, nella maggior parte dei casi, le soluzioni classiche non esistono.
Per questo motivo abbandoniamo la ricerca di soluzioni classiche per poter raggiungere,
grazie a richieste meno esigenti, risultati pit generali di risolvibilita.

Grazie a questa nuova ottica, ricostruiamo una pitt ampia definizione del problema alle
derivate parziali e della relativa soluzione in senso debole, cosicché, la minor esigenza di
regolarita, garantisca maggiore efficacia nella ricerca dell’esistenza e dell’unicita della so-
luzione. Abbiamo cosi suddiviso la ricerca della soluzione in due distinte fasi: nella prima
si determinano soluzione deboli del problema considerato e in secondo luogo ne studiamo
la regolarita. Grazie a questo modo di procedere € possibile analizzare e risolvere una
quantita molto maggiore di problemi.

Nel primo capitolo di questa tesi, dopo aver enunciato alcuni risultati preliminari, de-
finiamo le soluzioni classiche e deboli di equazioni differenziale alle derivate parziali di
tipo ellittico. Segue il teorema di Lax-Milgram per forme bilineari con il quale, grazie
alle stime energetiche, dimostriamo ’esistenza e I'unicita delle soluzioni deboli di questo
tipo di PDE.

Il secondo capitolo si articola nella dimostrazione di tre importanti teoremi: il primo
di essi garantisce l'esistenza e 'unicita di soluzioni deboli per un problema al bordo. Il
secondo teorema sfrutta la teoria di Fredholm sugli operatori compatti per mostrare la
relazione che lega la risolvibilitd di un problema con quella del problema omogeneo e,
infine, con il terzo teorema arricchiamo le conoscenze sulle soluzioni deboli sfruttando
risultati riguardanti lo spettro degli operatori compatti.

Per concludere, nel terzo capitolo, dimostriamo due teoremi che studiano il problema
della regolarita delle soluzioni deboli.
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Capitolo 1

Definizioni e risultati preliminari

Definizione 1.1. Siano X, Y spazi di Banach ed A: X — Y, allora:

i)

ii)

iii)

iv)

A & un operatore lineare se

A(Au + pv) = NAu + pAv Vu,ve X, VA pueR

Im(A):={AuecY |ue X} e Ker(A):={ue X | Au=0}
Diremo che un operatore lineare A é limitato se M > 0 per cui
| Aully < M ||ullx

ed in tal caso definiamo la norma per gli operatore limitati come

I|A]| := inf {M > 0 |te.||Au|| < M ||u|[} = sup {HAUII}

i<t U [lul]
Si nota subito che un operatore limitato & conseguentemente continuo.
Definiamo il duale di X come
X*:={T: X — R, T operatore lineare e limitato}
che é verificabile essere uno spazio di Banach attraverso la norma sopra definita.
Diremo che una successione {u, }neny C X converge debolmente ad u € X, scrivendo
Uy — U,

se VI € X* vale che T'(uy) — Tu in R

Teorema 1.0.1. Sia X uno spazio di Banach riflessivo, allora qualsiasi successione
{zn}nly C X limitata ammette una sottosuccessione {xn;}52; C X convergente in X.
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Definizione 1.2. Assumiamo v : U — R, u = (u!,...,u™) : U — R™ con m > 1, ed
xeU

i) Chiamiamo multi-indice un vettore della forma a = (a1, ..., an) € Z>o" e
o ol =a1+...+ay
e atf:i=(1 £pP1,...,00 %)
e 0 <f <= o; <0 (Vi:1,...,n)

« () =0G)--- ()

ii) Dato un multi-indice «, definiamo

olely
Dou(z) = =
* Dhule) = gra g @
o Du:= (ug,, - ,uy,) il gradiente di u

e D%u(z) := (DY!',..., D®u™)
iii) Se k ¢ un intero non negativo allora definiamo

o DFy:={D; |a| =k}

[ ) |Dku| = A /Z|Oé‘:k’ |Dau‘2

Definizione 1.3. Fissati k € N, U C R" aperto, sia dato F un operatore alle derivate
parziali di ordine k
k—1

F R xR 'x .. xR"xRxU =R

allora chiamiamo equazione differenziale alle derivate parziali di ordine k una espressione
della forma:

]:(Dku(a:), DFYu(x),. .. , Du(z),u(z),z) =0 (z€U) (1.1)

Diremo di aver risolto 1’equazione (1.1) se troviamo tutte le funzioni w : U — R che
verificano (1.1).

Definizione 1.4 (Spazi di funzioni). Sia U C R"aperto
i) C*(U) = {u € C*(U)|u a supporto compatto} (k€ NU {oo})
ii) LP(U) = {u: U — R |u misurabile secondo Lebegue, ||u|[zrr) < 00}, dove
1
o [lullzow) = (Jy [P dx)r (1 <p<oo)

o ||u||poo () := supessy |f| = inf{C > 0; |f(z)| < C quasi ovunque}
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iii)

L, (U) = {u € LP(V) | per ogni V CC U}

Definizione 1.5 (Spazi di Sobolev).

i)

ii)

iii)

Supponiamo u,v € L}OC(U ) e a un multi-indice, allora v ¢ la a-esima derivata
parziale debole di u se V¢ € C°(U) vale che

/UuDO‘gédx:(—l)“'/Uv(;ﬁdx

e in questo caso diremo che v = D%u in senso debole. Inoltre, grazie alla formula
di integrazione per parti, é¢ dimostrabile che se u possiede derivate parziali normali,
esse coincidono con quelle deboli.

Fissato 1 < p < 0o e k € Z>( si definisce lo spazio di Sobolev
WEP(U) == {u € LP(U,R) | Va, |o| <k, 3D%u debole appartenente ad LP(U)}

sui quali & ben definita la norma

lJul] == (/ngk Ju | D*ulrdz (1<p<o0)
> o<k Supessu|DulP  (p = o0)

grazie alla quale gli spazi di Sobolev sono spazi di Banach. In particolare, per
p=2, H¥(U) := W*2(U) ¢ uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare:

(U, ) ey = Z / D% D% dzx
U

o<k

Osservando che C°(U) € W*P(U) denotiamo con Wg P(U) la chiusura metrica

di C(U) in WkP(U), ovvero u € Wév’p(U) se e solo se esiste una successione di
funzioni {uy, }neny C C°(U) tale che u, — u in norma WP (U).
In generale useremo la notazione HY(U) = I/VéC PU).

Teorema 1.0.2 (Proprieta delle derivate deboli). Assumiamo u,v € WEP(U), o multi-
indice con |a| < k, allora:

i) D% € WElel»(U) e DB(Du) = D*Pu per ogni multi-indici a,, B con |a| +|B| <

k.

ii) Per ogni A\, € R, Mu+ pv € WEP(U) e D¥(Au+ pv) = AD%u + uD%v, |a| < k.

i) Se V' & un sottoinsieme aperto di U, allora WEP(U) Cc WkP(V)



iv) Se ¢ € CX(U), allora Cu € WHP(U) e, per |af < k:

D (Cu) = Z <a> D D Pu  (Formula di Leibniz) (1.2)
BLa

Dimostrazione. 1. Per mostrare ) prendiamo ¢ € C2°(U), cosi anche D¢ € C®(U) e
mostriamo che D**Ay = DP#(Du) in senso debole:

/DauDﬁgf)dx:(1)_|a|/uDa+B¢dﬂ3
U U
_ (—1)'“'(—1)“'*'B/ ¢ D* Pudy
U

:(—1)5|/ ¢ D Py dx
U

2. I punti éi) e ii) si mostrano molto semplicemente sfruttando le proprieta dell’integrale
di Lebesgue.

3. Il punto iv) deriva direttamente dalla formula di Leibniz applicata su ogni |a| < k,
proviamo quindi (1.2) per induzione su |a|: supponiamo |a| = 1 e ricordando ¢ € C°(U),
prendiamo ¢ € CZ°(U), allora:

/ CuD dx = / w(D*((9) — u(DC)g) d
U U
:—/(CDau—i—uDaC)(j)dx
U

In questo modo otteniamo che D*(Cu) = (D% + uD*({), la formula di Leibniz per
la| = 1, ed inoltre Cu € WIelP(U). Per induzione supponiamo che la formula di Leibniz
valga per qualsiasi |a| <1 < k. Scegliamo un multi-indice « con |a| =1+ 1, & possibile
esprimerlo nella forma o =  + v per qualche [3| = 1 e |y| = 1. Sia ¢ come sopra e
vediamo che:

/ CuD¢ dz = / CuDP (DY ¢) dx
U U

_ (_1)ﬁI/UZ

o<p

<§ ) Do ¢(DPuD"¢ dx

(per ipotesi induttiva su )

_ (_1)B|+|vl/ 3
U

o<p

<f > DY(D°¢DP~u)¢ da

(per ipotesi induttiva)

= [ 3

<§> [DPCDY Pu+ D°CD* ul¢p dz
o<p



(dove p=0c+7)

:(—Uaﬁz; §:<j>urfpaou ¢ da

dova alla fine abbiamo fruttato che (Uf 7) + (g ) = (f;) O

Segue un importante teorema di approssimazione delle funzioni di W*? che sara utile
in futuro:

Teorema 1.0.3 (Teorema di Meyers-Serrin). Sia 1 < p < co allora C®(U)NWkP(U) ¢
denso in WHP(U)

Definizione 1.6 (Immersione compatta). Siano X e Y due spazi di Banach, X C Y,
diciamo che X é immerso in modo compatto in Y, e scriveremo

Xccy

se

i) 3C > 0 per cui ||z|ly < Cllz||lx (z € X),

i) {x,}52, limitata in X = {z,}°%, compatto in Y. Oppure, equivalentemente,
ogni successione {z,};2, ammette una sottosuccessione {zy,}32; convergente in

Y.

Teorema 1.0.4 (Teorema di compattezza di Rellich-Kondrakov).
i) Assumiamo U C R aperto e limitato con (U) C. Supponiamo 1 < p < n. Allora
WlP(U) cc LY(U)

per ogni 1 < q < p* ::nn—_pp
i1) Osservando che p* P20 oo abbiamo che

Whr(U) cc LP(U)

ii1) Inoltre
W, P(U) cc LP(U)

anche se non si assume la frontiera d(U) C!



Teorema 1.0.5. i) Sia U C R" limitato con frontiera OU C. Allora esiste un
operatore lineare limitato

T: W' (U) — LP(U)
u— Tu

tale che Tu = ulgy se uw € WHP(U)N C(U). Chiamiamo Tu la traccia di u su OU.

ii) Sia U C R™ limitato, con OU C' e sia u € W*P(U). Allora avremmo che

ue WEP(U) <= Tu=0

1.1 Problema al bordo

A questo punto possiamo iniziare a definire il problema al bordo che andremo a
studiare.

Definizione 1.7. Sia U C R" aperto e limitato, sia L un operatore alle derivate parziali
del secondo ordine della forma di divergenza:

n

Lu:—Z( Y () g, ) 2 +Zbl x)ug; + c()u (1.3)

i5=1
dove a®, b, ¢ sono coefficienti misurabili tali che a*/ = a’* (i,5 =1,...,n).
Diremo che L ¢ (uniformemente) ellittico se esiste una constante § > 0 tale che

n

> a(@)gE; > 0]¢)? (1.4)

i,j=1
per qox € U, V¢ € R™.

Sia ora L come sopra ed f : U — R una funzione data, in seguito studieremo
principalmente la risolvibilita e la regolarita delle soluzioni del problema al bordo:

Lu = in U
vmsom (15
u=0 inoU
e del relativo problema omogeneo:
Lu=0 inU
] (1.6)
u=0 in U

dove u : U — R sara la nostra incognita, intendendo con u = 0 su OU che la traccia
Tu=0.



Esempio 1.1. Un esempio molto semplice lo si ottiene con a’’/ = ij e b =c = 0.
Vediamo che ¢é verificata la condizione di ellitticita con § = 1 poiché

n n
2 2
Z 0;,56i&5 = Zﬁi = ¢]
i,j=1 i=1

In questo caso Lu = —Auwu ottenendo cosi I’equazione di Laplace.

Consideriamo adesso il problema generico al bordo (1.5), per poterne studiare in modo
efficace le soluzioni ne costruiamo una formulazione debole. Assumiamo che ¥, b, ¢ €
L®(U) (i,j =1,...,n), f € L*(U) e che u sia una soluzione liscia. Moltiplicando il PDE
Lu = f per una funzione test v € C2°(U) ed integrando in U otteniamo un’identita che
richiede alla soluzione u un solo ordine di derivazione:

/Luvd:c:/fvdx
U U

== /—Z (ai’juzi)xjv—i-Zbiu%v—&-cuvdm:/fvdx
U U

ij=1 i=i
n n
= / Z ai’juzivxj + Zbiuriv + cuvdr = / fvdx (1.7)
Uij=1 i=i v

dove abbiamo integrato per parti il primo addendo sfruttando il fatto che v é nulla
su OU. A questo punto, ricordando che se v € H}(U) esiste una successione (vp)nen €
C>(U) che converge in norma H}(U) a v, allora I'identita (1.7) vale Vo € HJ(U).
Quindi, grazie a (1.0.5), possiamo incorporare la condizione al bordo v = 0 su 9U alla
richiesta dell’ esistenza di un solo ordine di derivate per u semplicemente richiedendo che
u € HY(U).
Viene cosi naturale la seguente definizione di soluzione debole di (1.5):

Definizione 1.8 (Soluzioni deboli del problema). Siano a*/,b%,c € L>®(U), f € L*(U)
allora

i) Vu,v € H}(U) definiamo la forma bilineare BJ-,-] associata all’operatore ellittico
L in forma di divergenza come:

n n
Blu, v] ::/ E a" U Vg, A+ E bug,v + cuv dx
Uij=1 i=i

ii) Diremo che u € H}(U) ¢ una soluzione debole del problema al bordo (1.5) se

Vv € H}(U) Blu]— ()

dove indichiamo con (f, g) = [;; fgdx il prodotto scalare interno di L2(U).



1.2 Teorema di Lax-Milgram

Ora introduciamo un principio per i funzionali lineari che servira a dimostrare 1’esi-
stenza e l'unicita delle soluzioni deboli di problemi vicini al problema al bordo (1.5).
Assumiamo in questa sessione che H sia un spazio di Hilbert su campo reale, con norma
|| - || generata dal prodotto scalare (-,-)g. Indichiamo inoltre con H* lo spazio duale di
H, ovvero 'insieme dei funzionali lineari limitati T : H — R.

Teorema 1.2.1 (Teorema di Rappresentazione di Riesz). VT € H*, Jur € H tale per
cut

i) Tww) =(upr,v)yg VveH

i) Tl = lJurl|a

Dimostrazione. Fissiamo un qualsiasi v € H e consideriamo il funzionale (-, u)y : H —
R. Dato che

| (v w) | < [vllg [ul|a

allora ¢ sicuramente un funzionale lineare e limitato con norma ||(-, u) || g+ < ||u||g ma
vale anche che

’<U7U>H’_’< u ’
[l

¢ walla- = sup wa| = |[ulla

lollz<t olla

e quindi ||{-,u)g||g+ = ||u||g dimostrando cosi ii).

Prendiamo ora T' € H* (T' # 0 altrimenti il teorema ¢ valido con ur = 0) definiamo lo
spazio vettoriale M := Ker(T).

Essendo T continuo e M = T~1({0}) allora M & chiuso e dato che T' # 0 allora M+ # {0}.
Ovviamente il uz cercato dovra appartenere a M~ dato che deve valere che T(ur) =
||uz||?, lo cerchiamo quindi della forma

ur = T(z)z0 per un certo zo € M+, ||2o||zr = 1

Dato che per il teorema di proiezione negli spazi di Hilbert H = M & M posso scrivere
ogni vettore di H come v =v;+vgconvy € M evy € M L. Forzando a questo punto che
vg = C' zp per una certa costante C, otteniamo che T'(v) = T'(vi) + CT(z9) = CT(20) €

quindi C' = W) Ricapitolando, possiamo cosi scrivere un generico v come:
T'(20) ’

_ T(v T (v)
v = T(zo)zo + (v — T(zo)zo)
m m
M* M



in questo modo

(v,up) = <;:((;0))zo, ur) + (v — 1?((:))) 20, UT)
_ <§((:O)) 20, T(20) 20 )
= H0 T o) = 700)

O
Teorema 1.2.2 (Teorema di Lax-Milgram). Assumiamo che
B:HxH—>R
sia un forma bilineare per cui Aa, B > 0 tali che:
Hp. i) |Blu,v]| < allull||lv]] YVu,ve H
Hp. ii)  B||lu|*> < Blu,u] Vue H
Infine, sia f: H — R una funzione lineare e limitata. Allora 3'u € H tale che
Blu,v] = f(v) YveH (1.8)

Dimostrazione. Consideriamo inizialmente un elemento u € H e verifichiamo che la map-
pa v — Blu,v] ¢ lineare e limitate. La linearita deriva direttamente dalla bilinearita di
B[, ], mentre per la limitatezza vedo che grazie ad Hp. i) ho che

|Blu, v]| < (alfu][)||v]| = Cllv]| Vve H

A questo punto per il teorema di Riesz 1.2.1 Jlw = w(u) € H te. Blu,v] = (w,v)q,
Vv € H. Possiamo cosi definire un funzionale

A:H—H
u— Au = w

cosicché per ogni v € H vale che Blu,v] = (Au,v) g. Verifichiamo essere lineare e limitato:
VA1, A € R, Vuy,ug,v € H

(A(Aug + Aug),v) g = B[A1u1 + Agug, v]
= A\ Blu1, v] + Ao Blug, v]
=\ (Aul, U)H =+ )\2<AUQ, U>H
= <)\1AU1 + )\QAUQ, ’U>H



Questa identita vale per qualsiasi v € H allora necessariamente A(Au; + Aqug) =
AMAuy + AgAus, cosi A ¢ lineare. Per la limitatezza vediamo che

| Aul? = (Au, Au)y = Blu, Au] < offul|||Au||  (per Hp. 7))

da cui si ottiene che ||Au|| < a||ul|, Yu € H, cosi A & limitato. Ora vediamo che A &
iniettivo e che I'm(A) ¢é chiusa in H.
Per fare questo osserviamo che
Bllul* < Blu,u] = (Au, u) i < ||Aul|[Jul| da cui
0 < Bflul| <[] Aull
1) A questo punto, Au =0 = ||[Au||=0 = |ju|]| =0 = u =0, e quindi A ¢
iniettiva.
2) Per verificare la chiusura dell’immagine, prendo una successione {Auy, }nen C Im(A)
convergente a v in H, essa ¢ allora una successione di Cauchy, cioé ||A(u, — up)|| =
n,m—00 . . . n,m—00
|| Awn — Aty 0 e, cosi come sopra, cido implica che ||u, — | 0,
cioé {up tnen € di Cauchy in H. Essendo perd H uno spazio completo, ogni successione
di Cauchy ¢ convergente, cioé {uy}nen converge ad un elemento di H che chiamiamo

u. A questo punto, utilizzando la continuita di A e I'unicita del limite, otteniamo che
v = Au € Im(H), e quindi abbiamo che I'm(A) ¢ chiusa in H.

Dimostriamo infine la suriettivita di A. Se per assurdo Im(A) # H, dato che Im(A) &
chiuso vale che H = I'm(A) @ Im(A)*, allora esisterebbe un elemento non nullo w €
Im(A)*. Questo perd implica la contraddizione: 0 < §||w||?> < Blw,w] = (Aw,w)y = 0.

Abbiamo cosi fatto vedere che A ¢ lineare, limitato e biunivoco.
Dato che f € H*, per il teorema di Riesz, 3w € H tc

f)=(w,v)g (veH)
Ora sappiamo che 3% € H per cui Au = w cosicché
Blu,v] = (Au,v)g = (w,v)g = f(v) (veH)

Per concludere dimostriamo 'unicitd di @. Se, infatti, per assurdo esistessero @, 4 €
H per cui Vv € H, Blu,v] = f(v) = Blu,v], allora Blu — u,v] = 0. A questo punto
scegliendo v = @ — @ troviamo 0 < §||a—a||> < Blu—@,u—1] = 0 il che implica che @ =

U. O

1.3 Stime Energetiche

Torniamo adesso a considerare la specifica forma bilineare B definita come

n n
Blu,v] := /U Z ai’juxivzj + Z biuxiv + cuv dx
1=1

2,7=1
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per u,v € H&(U ) e cerchiamo di verificare le ipotesi del teorema di Lax—Milgram cosi da
poter dimostrare l’esistenza di soluzioni deboli del problema (1.5)

Teorema 1.3.1 (Stime energetiche). Ja, >0 ey >0 tc. Yu,v € HE(U)
i) | Blu, v]| < el gy 10l o0

ii) Bllullfy iy < Blusul + 7 [ull7

Per la dimostrazione del teorema ci serviremo di queste disuguaglianze di Cauchy:

Lemma 1.3.2 (Disuguaglianze di Cauchy).

2 b2

a
1 b< — 4+ — beR
) ab < 5 + 5 O €
Dimostrazione. 0 < (a — b)? = a? — 2ab + b* O

2

b
2) ab§ea2+z a,b>0,e>0
€

Dimostrazione. Scriviamo ab = ((2¢)Y/2a) (QE)%/Q) ed applichiamo la disuguaglianza
sopra. ]

Dimostrazione del teorema. 1. Ricordando che stiamo considerando a¥,b?,c € L>®(U),
f € L3(U). Tralasciando per questioni di comodita la dipendenza da x, otteniamo

Bl < [ 3 aﬂ||u$zr|vm|dx+/Zwuumzuv\m/ elfulle] da

1,5=1
<3 a9 e / \quuvm\dx+21\blum U>/ ftz 0] i+
el o / o] dz

1,7=1
n ..
<3 (10| ey / Dl Dol e+ 3 B Lo~ /U \Dul|o] dz +

=1 i—1
+liell [ el ds
< cl|[[Dul |2y [l D] 2wy + el [Dul |2y [0l L2 @) + e llull L2 @) V]l 22wy

<3c HUHH(%(U) HUHH(%(U)

Useremo in generale la lettera 'c’ minuscola e maiuscola per indicare constanti positive
delle quali non ci importa il valore effettivo. Nel nostro caso, dato che per condizione di
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ellitticita ||a®*|| @) > 0, chiamando a = 3¢ > 0 abbiamo dimostrato la prima parte
del teorema.
2. Per la seconda parte della dimostrazione sfruttiamo ellitticita di L

n

> a(@)6g > 01E VEER, qo.z el
ij=1

per un certo > 0. Da questa formula, scegliendo & = Du(x) ed integrando su tutto U
otteniamo:

0< 9/ |Du|? dz < / Z ai’juxiuwj dx
U U

ij=1
n
= Blu,u] — / Zbiuziu + cu® dx
Ui=1
n
< Blu,u] + / Zbiuxiu + cu? da
Ui=1

< Blu,u] + 3|16l o /U IDullu] da + [l o< /U a2 d
=1

Se >, HbiHLoo(U) = [|e|| oo () = O allora si puo saltare al passo 3 e cosi si dimostra la
seconda parte del teorema per v = 0.
Altrimenti si utilizza la disuguaglianza di Cauchy con e:

1
/\DuHu!dee/\DuFdw—i—/qux Ve>0
U U de Ju

Scegliendo quindi € > 0 in modo che

€ E 16" oo (1) < 3
=1

Otteniamo, unendo le stime precedenti:

9/ \Du|2dazSB[u,u]+eZ|]b‘|]Loo(U)/ ]Du|2dx+Z|IbZHLoo(U)/ &2 de +
U i=1 u de i=1 u
Hllllzww) [ ol ds
U

0 0
SB[u,u]—i—/ \Du|2dx+ (2+HCHL0<>(U))/ u? dx
2 U 86 U

Quindi
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0
/ |Du|? dz < Blu,u] + C’/ u® dx
2 Ju U
0
= SIDul|lfy < Blu,ul + Cllullfz )
3. Utilizzando infine la disuguaglianza di Poincaré

ulBa(y < Coll1Dul B

e scegliendo 8 = ﬁ > 0 otteniamo che

Blul gy = Bllelage + 81 1Dl sy < BCU 1D sy + Bl 1Dul e
= B(Cu + V|| [Dul |72
= 211D B
< Blu,u] + Cllul[Z2
Quindi ¢ dimostrato ii) con v = C > 0. O

Osserviamo perod che vengono soddisfatte le ipotesi del teorema di Lax-Milgram solo
nel caso in cui v = 0, se invece v > (0 possiamo considerare un problema vicino e
verificarne esistenza e unicita di soluzioni deboli.
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Capitolo 2

Teoremi di esistenza e unicita di
soluzioni deboli

2.1 Primo teorema di esistenza e unicita

Teorema 2.1.1 (Primo teorema di esistenza per soluzioni deboli). 3y > 0 te. Vu >
v eV feL*U), 3ue H}U) soluzione debole del problema al bordo:

{Lu—l—uu:f m U

2.1
u=0 wmoU 2.1)

Dimostrazione. Prendiamo ~ del teorema delle stime energetiche 1.3.1, fissiamo pu > v e
definiamo una nuova forma bilineare:

B[u,v] := Blu,v] + pl{u,v) Yu,v € Hy(U)

sottintendendo sempre con (-, ) il prodotto scalare di L*(U). La forma bilineare B,, ¢
associata, come abbiamo fatto vedere nella definizione 1.8 , all’'operatore L, := Lu+ puu,
infatti moltiplicando per v € C2°(U) ed integrando in U otteniamo:

/— Z (ai’jumi)x,v—i—Zb"umv—k(c—i—,u)uvda::/ fvdx
U 7 U

1,7=1 =1

n n
- / Z ai’juxivxj + Z biuxiv + (c+ p)uvde = / fvdx
U i:i U

i,7=1
— B[u,v]—i—/ puv dr = (f,v)
U
= Byulu,v] = (f,v)

Quindi w € HE(U) ¢ soluzione debole del problema (2.1) se e solo se Vv € Hi(U),
BM[U,U] = <f,’0>-
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Utilizzando « e 8 delle stime energetiche su B, verifichiamo adesso le ipotesi di Lax-
Milgram per B,:

1) |Bylus, ul| < | Blu, vl + p /U o] dz

< [Blu, v][ + pllull 2@y 0]l 22 )
< 04|UHH3(U)HU||H3(U) + M||U||H3(U)||UHH3(U)

= (e + wllell gz vl g o

2) BHUH?{(%(U) < Blu, ] +’YH“||%2(U)
= Bulu, ul — pllul 72 + lull 720
= Bylu,u] + (v = )l [72
< B,u[ua U]
Prendiamo f € L?(U) e consideriamo il seguente funzionale:
(f.) : H(U) — R
v— (f,v)

(f,-) & ovviamente lineare, per la limitatezza vediamo che:
[0l < | fllzeqy ol ez < I fllz2n ol o

Ci ¢ consentito quindi applicare Lax-Milgram su B, e (f,-), ovvero Jlu € H}(U) tale
che:
Bylu,v] = (f,v) Yve HyU)

e quindi per definizione u ¢ 'unica soluzione debole del problema (2.1) O

Osservazione 2.1.1. Questo primo teorema di esistenza e unicitd fornisce gia un im-
portante risultato: sappiamo che Vu <« delle stime energetiche, il problema

{Lu%—,uu:f inU

2.2
u=0 1in U (22)

¢ sicuramente risolvibile. Vedremo formalmente con il secondo teorema di esistenza e
unicita che, se 4 < 7, pud mancare sia l'unicita sia ’esistenza di una soluzione. Vediamo
subito con questo esempio come pud mancare 'unicita:

Esempio 2.1. Riconsideriamo l'operatore Lu = —Auwu definito su U = (0,7) x (0, 7).
Essendo nulle b’ e ¢ sappiamo che v = 0. Prendiamo u(z,y) = sin () sin (y) allora:
g Pu O
0x2 0y

= sin (z) sin (y) + sin (z) sin (y) = 2u
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e dato che u(0,t) = u(t,0) = u(m,t) = u(t,7) = 0 per t € [0, 7] allora ujsy = 0. Quindi
abbiamo verificato che u é soluzione del problema al bordo:

—Au—2u=0 ?n U (2.3)
u=0 1in OU
dove quindi = —2 < 0 = v e quindi ad ogni soluzione particolare uy del problema non
omogeneo
—Au—2u=f inU (2.4)
u=0 1in OU

avremmo che u + uy sarebbe un’altra possibile soluzione, perdendo cosi I'unicita.

2.2 Alternativa di Fredholm

Per raggiungere migliori risultati ed informazioni sulla risolvibilita delle equazioni
ellittiche abbiamo bisogno di introdurre la teoria di Fredholm per gli operatori compatti.
Iniziamo con una serie di definizioni per operatori.

Definizione 2.1 (Operatore aggiunto). Sia H uno spazio di Hilbert ed A: H — H un
operatore lineare limitato. Provvediamo adesso di costruire un secondo operatore: sia
v € H e consideriamo la funzione
<A-, ’U> g:H—R
w = (Aw,v) g
essa ¢ sia lineare sia limitata allora, utilizzando il teorema di Riesz 1.2.1 Jw = w(A4,v)

te.
(Au,v)g = (u,w)yy Yu e H

é cosi ben definito 'operatore
A*:H— H
v A'v = w

il che soddisfa (Au,v) g = (u, A*v) g, Yu,v € H. Chiamiamo cosi A* ["operatore aggiunto
di A.

Proposizione 2.2.1. Se A: H — H ¢ un operatore lineare e limitato, allora lo é anche
A*.

Dimostrazione. 1) Yu,v € H, YA\, u € R allora,

(A" M+ po], wyg = (A + po, Aw) g

(u, Aw) g + pv, Aw) g
(A*u,w)g + (A" v, w) g

= (M'u+ pA*v,w)ygy Ywe H

A
A
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e quindi A*[Au + pv] = AA*u + pA*v.

2) | A*u||* = (A*u, A*u)g = (AA*u, u) g
< [[AA%ul] [[u]]
< [[A[H [l [ A% ul]
Allora |[A*ul| < ||A||||u|], Yu € H. O

Definiamo adesso cosa intendiamo per operatore compatto, che ci servira nel teorema
di Fredholm

Definizione 2.2. Siano X,Y spazi di Banach reali e K : X — Y un operatore lineare.
K si dice compatto se V {u,}5° ; C X limitata, la successione {Ku, }5° ; & precompatta in
Y, ovvero se ha chiusura compatta in Y o equivalentemente, se esiste una sottosuccessione
{un; }32, tale per cui {Kuy,}32, sia convergente in Y.

Proposizione 2.2.2. i) Un operatore lineare compatto & anche limitato
i1) Se up, — u, allora Kup — Ku.

iti) Se H & uno spazio di Hilbert, K : H — H lineare e compatto, allora lo & anche
K*:H— H.

Dimostrazione. i-ii) La seconda asserzione deriva direttamente dalla prima poiché se
K ¢ limitato allora é un operatore continuo. Per la prima, invece, procedendo

per assurdo abbiamo che Vn 3z, tc. ||[Kz,|| > n||z,||. Ponendo z,, = Hz—ZH ot-
teniamo ||K2,|| = ”ﬁi’ﬁ” > n, rinominando si ricava che 3{zptnen, ||zn|] =1
tc. ||[Kxy|[ — oo. Ma per compattezza di K, 3{ Kz, }jen convergente, e questo ¢

assurdo.

iii) Sia {ug}ren una successione limitata in H, vogliamo trovarne una sottosuccessione
per cui K™uy; — K*u. Essendo H riflessivo, per il teorema 1.0.1 possiamo estrarre
una sottosuccessione debolmente convergente ug; — u in H. L’obiettivo ¢ quello
di provare che K*up, — K*u.

1K ug; — Kl = (K ug; — K*u, K* (ug;, —u))
= <KK*uk]. - KK*u,uk]. — U>H

Ora, essendo K™ lineare e limitato, allora anche K*uy, — K*u su H, e quindi
KK*ug; — KK*u.
O

Teorema 2.2.3 (Alternativa di Fredholm). Sia H uno spazio di Hilbert e K : H — H
un operatore lineare e compatto. Allora valgono:

1) Ker(I — K) ha dimensione finita,
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2) Im(I — K) ¢ chiusa in H,

3) Im(I — K) = Ker(I — K*)*,

4) Ker(I - K) ={0} < Im(I—-K)=H,
5) dim Ker(I — K) = dim Ker(I — K*).

Corollario 2.2.4. i) Il precedente teorema di Fredholm in particolare afferma che o
() ¥V f € H, Fu soluzione dell’equazione u — Ku = f
oppure
(B) Fu # 0 soluzione dell’equazione omogenea u — Ku =0

i1) Lo spazio delle soluzioni dell’equazione omogenea u— Ku = 0 ha dimensione finita
ed equivale quella dello spazio delle soluzioni di v — K*v =0

i) Infine esiste una soluzione dell’equazione u—Ku = f se e solo se f € Ker(I—K*)*.

Dimostrazione. () corrisponde al caso in cui Ker(l—K) # {0} mentre dal caso Ker(I—
K) = {0} si deduce («) utilizzando 4).

i1) si deduce direttamente da 1) e da §) ed infine 7i7) si deriva da 3). O
Definizione 2.3. i) Definiamo L*, l’operatore autoaggiunto di L, come:
L*v:=— Z (a7 vy, )z; — Z b'vg, + (¢ — Zb;i)v
ij=1 i=i i=1

a patto che b € CL(U) (i=1,...,n).
i) La forma bilineare auto aggiunta

B*: HxH —R
[v,u] — Blu,v] Yu,ve HU)

Analogamente a come abbiamo fatto per B associato ad L, si dimostra che B* &
associato all’operatore L*, quindi

iii) Diremo che v € H}(U) ¢ soluzione debole del problema autoaggiunto L*

(2.5)

L'vu=f inU
u=0 inoU

se B*[v,u] = (f,u) Vue H}U).
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2.3 Secondo teorema di esistenza e unicita

Teorema 2.3.1 (Secondo teorema di esistenza di soluzioni deboli).

i) Vale una delle due affermazioni sequenti:

V f e L3U), Nu soluzione debole Ju # 0 soluzione debole
@) g {Pe=1 U B4 g {Fe=0 mU g
u=0 1noU u=0 inoU

ii) Se ¢ verificata (B), allora la dimensione del sottospazio N C H}(U) delle soluzioni

del problema omogeneo ¢ finita ed equivale alla dimensione di N*, spazio della
o) L'u=0 nU
soluziont di

u=0 1inoU

Lu = m U
iii) Inoltre u=7 m ha soluzione debole <= (f,v) =0 VYve N*.
u=0 ndU

Dimostrazione. Sappiamo gia grazie al teorema 2.1.1 che se v = 0 allora ¢ verificata ()

e quindi consideriamo solo il caso 7 > 0. Similmente alla dimostrazione del Teorema
2.1.1 prendiamo p = v e definiamo la forma bilineare

B, [u,v] := Blu,v] +y{u,v) Yu,v € H}(U)

corrispondente all’'operatore Lyu := Lu+~vyu. A questo punto sappiamo per Lax-Milgram
che

Vg€ L*(U), 3'u = u(g) € Hy(U) tale che B,[u,v]

= (g,v) Vv e H}U) (2.6)
Scriviamo in questo senso u = L lg.

Supponiamo che Ju € HE(U) soluzione debole del problema (1.5), conseguentemente lo
¢ anche del problema

{quzyu—l—f inU

u=0 in OU
ovvero solo se u soddisfa

B, u,v] = (yu+ f,v) Yve Hy(U). (2.7)

Dato che stiamo supponendo 'esistenza di u, la funzione yu + f & ben definita ed utiliz-

zando (2.6), sappiamo che 3! @ per cui By [i,v] = (yu+ f,v), Vv € H}(U). Ma u soddisfa
anche (2.7), quindi

B, i, v] = Byfu,0] Vo€ HA(U)
= u=u

— u:L;1(7u+f).
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Vediamo adesso che L;l : L2(U) — H}(U) ¢ lineare: Vo, B € R, V f,g € L*(U)

B,[Ly ! (af + Bg),v] = (af + Bg,v) Vv e Hy(U)
= a(f,v) + Bg,v)
= aB,[L]1(f),v] + BB, (L] (9), v]
= B,[aL;'(f) + BL; (9),v]

= Ly'(af +B9) = aLy () + BL; (g)
N | 71 ~1
Quindi w = L3 (yu + f) = vL; u+ L3 f. Definendo

K : L*(U) — L*(U) h:=L;'f
g— Kg:= ’yL;lg

Abbiamo cosi ottenuto che Ju € H}(U) soluzione debole di (1.5) solamente se Ju solu-
zione dell’equazione u — Ku = h e, nel caso, le u sono le medesime.

L’operatore K eredita la linearita direttamente da L7 L vediamo essere anche compatto
cosi da poter applicare il teorema di Fredholm. Per il teorema delle stime energetiche, se
U= L;lg, allora

5||UH§{3(U) < Blu,u] + v(u,u) = By[u, u]
= (g,u) <|lgllr2@w)llull 2
< gl ezl g @y
= Bllullmw) < ll9ll2@)

5HL§19HH3(U) < glle2w)
B
;HKQHH&(U) <|gllezwy (v>0)

1K 9l < Cllgllzw) (9 € L*(U))

Il punto 4ii) del teorema di Rellich-Kondrakov 1.0.4 ci dice che H}(U) cc L*(U) e
quindi per definizione 1.6 sappiamo che ogni successione {u,}°°; limitata in HE(U)
& precompatta in L?(U). Quindi per qualsiasi {g,}°°; limitata in L?(U), grazie alla
relazione appena trovata, {Kg,}>; ¢ limitata in H}(U) e quindi & precompatta in
L?(U) dimostrando cosi la compattezza di K.

Posiamo a questo punto applicare il corollario 2.2.4 per il quale o vale che:

Vh € L?(U), equazione
() Su—Ku=nh (2.8)

ha un’unica soluzione u € L?(U)
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oppure vale che
I’equazione
(B)qu—Ku=0 (2.9)
ha una soluzione non nulla € L?(U)

Per quello che abbiamo detto fino ad ora, se vale (), so che esiste unica u € L?(U)
che risolve u — Ku = h. Scegliendo h = L;lf ho che vale u = L;l(vu + f) e quindi
u € H}(U) ed & anche soluzione debole di (1.5).

Abbiamo fatto vedere che lo spazio N delle soluzioni deboli del problema omogeneo
(1.6) & I'insieme delle soluzioni di u—Ku = 0 e potendo ripercorrere tutta la dimostrazione
con L* al posto di L, e B* al posto di B, chiameremmo Lﬁflg € H}(U) la soluzione
debole di (2.5), quindi tale che

B3Iy (9),u] = (g.u) Vu€ Hy(U), g € L*(U)
ricordando anche che per L7 L(f) € HY(U) vale
By[L7M(f),v] = (f,v) Vve Hy(U), feL*U)
Unendo queste due relazioni, otteniamo che V f, g € L?(U)

(f, L3 (9)) = By (L7 (), L~ (9)] = BAL: ™ (9), Ly ()] = (9. L3 (f))
= (£,7L: Y (9)) = (9,7L; () = (9. K f)

Allora abbiamo dimostrato che ’yLi_l é proprio 'operatore autoaggiunto K* di K, che
¢ quindi lineare e compatto. A questo punto, proseguendo come sopra, N* & anche
I'insieme delle soluzioni dell’equazione v — K*v = 0. Per il punto i) del corollario 2.2.4
abbiamo che la dimensione di A ¢ finita ed equivale alla dimensione di N*.

Concludiamo la dimostrazione del teorema notando che da #ii) del corollario 2.2.4,
I’equazione u — Ku = h ha soluzione se e solo se

(h,v) =0 VYwve Ker(I—K"), ovvero Vv € N*

1
Utilizzando h = L;lf =-Kf
Y

1 1 1
h,v)y = —(Kf,v) = —(f, K*v) = —(f,v) VveN*
(h,v) ,Y( ) ,y< ) ,Y< )
Di conseguenza, il problema (1.5) ammette soluzione debole se e solo se (f,v) =0 Vv €

N* O

2.4 Terzo teorema di esistenza e unicita

Completiamo i risultati di esistenza e unicita di soluzioni deboli con il terzo teorema
formulato con lo spettro di L. Per fare cid abbiamo bisogno di alcuni teoremi sullo spettro
degli operatori:
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Definizione 2.4. Sia A : X — X un operatore lineare limitato con X spazio di Banach.
i) Si definisce insieme risolvente di A
p(A) :={n e R | (A—nl) sia invertibile}
Dove I : X — X é l'operatore identita.

ii) Lo spettro di A ¢
o(4) == R\ p(4)

iii) Diremo che n € o(A) & un autovalore di A se
Ker(A—nl) # {0}

Denotiamo con o,(A) la collezione di autovalori di A; o,,(A) ¢ lo spettro puntuale
di A.

iv) Se n ¢ un autovalore per A e w # 0 soddisfa
Aw = d\w,
diciamo che w & ['autovettore associato all’autovalore .

Proposizione 2.4.1. Sia X un Banach ed A : X — X un operatore lineare e limitato,
allora

i) o(A) < [=IA]l [ Al
ii) p(A) & aperto in R

Diretta conseguenza di queste due affermazioni é che o(A) ¢ compatto poiché chiuso e
limitato.

Dimostrazione. Procedendo per assurdo, mostriamo che se |\| > ||A|| allora A — I &
biettiva e quindi A ¢ o(A4). Qualsiasi sia f € X, 'operatore u %(Tu — f) & una
contrazione poiché:

1 1 1
I (= ) = 5 (A= D) = py7llAu — Av|
1]l 1Al

Quindi per il teorema delle contrazioni 3lu € X soluzione di u = %(Au — f) qualsiasi sia
f. Allora Au — Au = f, cioé A — Al ¢ iniettiva e suriettiva.

Fissiamo ora Ag € p(A) e vediamo che per ogni A € R abbastanza piccolo, esiste unica
soluzione di Au — Au = f per qualsiasi f € X. Quest’ultima equazione si puod riscrivere
come Au — Nu = f + (A= Ao)u, cioe

u=(A—=XI)7'[f+ (A= Xo)ul
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Si vede che il teorema delle contrazioni é nuovamente applicabile per

1

A— Xl < 7
A=l <T@ =2en ]

e quindi p(A) ¢ aperto. O

Teorema 2.4.2. Se K : X — X ¢é un operatore lineare compatto ed X é uno spazio di
Banach con dimX = oo allora:

i) 0€o(K)

it) o(K)\ {0} = op(K) \ {0}
e vale una delle sequenti proprieta:

o(K) = {0}
i) § o(K)\ {0} é finito

o(K) \ {0} ¢ una successione che tende a zero.

Dimostrazione. 1. Assumiamo che 0 ¢ o(K), allora K ¢é biettivo e cosi I = K o K~ 1.
Essendo K lineare e limitato lo é anche K !, considerando quindi qualsiasi successione
{u,}22; limitata, allora & limitata anche {K~'u, }°°; e per compattezza ne esiste una
sottosuccessione per cui { KK lup, 122, = {u,, }32, & convergente ma questo ¢ assurdo
poiché la dimensione di X non ¢ finita.

2. L’inclusione o(K) \ {0} C o0,(K) \ {0} ¢ ovvia, vediamo l'altra. Per assurdo
assumiamo che 0 # n € o(K) ma che Ker(K —nl) = {0} questo ¢ verso

— Ker(l - 117K) {0}

1
= Im(I—HK):X
< Im(K—nl)=X = nepK)

che & assurdo.

3. Mostriamo adesso che, se esistessero, ogni successione convergente di o(K) \ {0},
converge forzatamente a 0, sfruttando poi la compattezza di o(K) vediamo che é un
insieme al massimo numerabile.

Supponiamo {7, }7° ; una successione di elementi distinti di o(K) \ {0} convergente a
n. Dato che n, € o,(K), sappiamo esistere wy, # 0 tali che Kw, = n,w,. Denotiamo
con E, = (wy,...,w,) lo spazio generato dai primi n autovettori. Dimostriamo che
FE, C FE,y1 facendo vedere che per ogni n, wi,...,w, sono linearmente indipendenti.
Ammettiamo il risultato vero per n e supponiamo per assurdo che wp41 = > ;| a;w;
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per certi a; € R. Allora

n n
K(wpy1) = K(Z a;w;) = Zaimwi e anche
i=1 i=1

n

K(wn41) = Mn1Wnt1 = E A Mnp+1W;
i=1

cioé a;j(Mp+1 — 1) = 0, Vi = 1,...,n ma cio significa che gli a; sono tutti nulli che &
assurdo.

D’altra parte si vede che (K — n,I1)E, C FE,_1, ¢ possibile quindi scegliere una succes-
sione {u,}5%, C E, N E:- | con ||uy|| = 1. Per compattezza sappiamo che esiste una

sottosuccessione { Kup, }‘;‘;1 convergente in X, se inoltre 1, — 1 # 0 allora anche la suc-
Kuy, .

J
n

cessione { };";1 convergerebbe. Possiamo pero vedere che se n > k allora Ku, —npun,

nj

Kug — mruy, , ux € Ep—1 e quindi:

‘Kun Kug||? HKun—Unun Kuy, — nyug 2
—— "l = — + Uy — Uk
n Nk Tn Nk
Ku, — n,u Kug — npu 2
R e R
n Nk
=1+]...|*>1

abbiamo cosl raggiunto un assurdo, quindi 7, — 0.
Concludiamo la dimostrazione osservando che, essendo

1
S, = o) n{neR o>}

compatto poiché limitato e chiuso, se avesse infiniti punti distinti si avrebbe che ne esiste-
rebbe una sottosuccessione convergente, ma dovrebbe convergere a 0 e cio ¢ impossibile.
Essendo cosi S, vuoto o finito,

o(K)\ {0} = |J Sn

n=1

puo essere o un insieme finito, oppure un insieme numerabile di autovalori riordinabili in
una successione convergente a 0. 0

Osservazione 2.4.1. Abbiamo visto, con il primo teorema di esistenza che se yu > ~
(v > 0 delle stime energetiche) allora Vf € L?(U), Iu € HE(U) soluzione debole del
problema

Lu+pu=f inU
u=0 1inoU
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Grazie ai risultati del secondo teorema di esistenza e unicita, cio significa che il problema
omogeneo

Lu+pu=0 inU
u=0 inoU

ha come unica soluzione quella nulla. Definendo adesso 'insieme dei valori per cui ¢
risolvibile il problema vicino:

Lu =\ in U
u=Autf in (2.10)
u=20 in OU
2= {NeR|Vfe L*(U) 3u e H)(U) soluzione debole di (2.10)}
sappiamo quindi che Vi > 7, —A € X€ e quindi con la sostituzione A = —p otteniamo

che VA < —v, A e X€
Osserviamo infine che se 7 = 0, il problema al bordo (1.5) ha un’unica soluzione debole
per qualsiasi f € L?(U), ovvero che 0 € X¢

Definizione 2.5. Chiamiamo X, l'insieme complementare di X, lo spettro reale dell’o-
peratore L. Dal secondo teorema di esistenza otteniamo che:

S={XeR|3f¢c L*(U) per cui non esiste soluzione debole del problema (2.10) }

Lu = i
Y=<AeR]| w=Au %n v abbia una soluzione non banale.
u=0 indU

In questo caso chiamiamo A autovalore di L.
Abbiamo infine gia visto che se A < —v allora A\ ¢ ¥ e quindi X é formato da elementi
sempre strettamente maggiori di —~:

Lu=Xu inU
Y= {)\ eRs_4 | { Z _ Ou 12 oU abbia una soluzione non banale.}

Vediamo adesso con il terzo teorema di esistenza e unicitd la struttura di X.
Teorema 2.4.3 (Terzo teorema di esistenza e unicita). Per 3, linsieme per cui

Lu=Xu+f inU

2.1 ANEXD
u=20 in@U( 0) ¢

Vf e L*(U), 3lu € H(U) soluzione debole di {

valgono una delle due sequenti affermazioni:
i) X & un insieme finito
i) ¥ & una successione infinita {\;}72, non-decrescente con

j——+00
Aj ]—> +00
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Dimostrazione. Senza perdita di generalitd assumiamo che v > 0 e sia A > —~.

Lu=X inU

A ¢ <= wu=0 ¢ 'unica soluzione di )
u=0 inoU

u = 0 & I'unica soluzione di Luu = A+ 7)u ?n v
u=0 in OU
u =0 & I'unica soluzione di u = L;l[('y + A)u]

A
YA
v

u = 0 & 'unica soluzione di u = U

Ker(ry:‘y_)\K —I)={0}

[ |

non & un autovalore di K

v+ A

quindi A > —y = (A€ X <= autovalore di K')

~
+A
2. Per il teorema 2.4.2 sappiamo che o(K) \ {0} ¢ o finito, e quindi lo sarebbe anche X,
oppure & una successione {f}7°, con pr — 0. I casi possibili ora sono due: o esistono

solo finiti A per cui autovalore di K e quindi ¥ sarebbe ancora finito, o altrimenti,

~
+A

1-— M
= ug., e quindi A\; =y .. Dato che ¢ un valore
vHN ’ i, v+

sempre positivo, allora {,ukj };";1 convergono a 0 decrescendo, e quindi

Vi eN, 3k > j te.

j——+00
Aj J—) +00

2.5 Continuita della soluzione debole

Concludiamo questo capitolo con il teorema di continuita che lega la soluzione debole
di un problema con il suo corrispettivo termine noto:

Teorema 2.5.1 (Continuita della soluzione debole sul termine noto). A ¢ ¥ —
V(f,u) € L*(U) x HE(U), u unica soluzione debole di (2.10), 3C = C(\,U,a"I b, c)
tc.

ullz2@y < Cllfllz2w)

Dimostrazione. Procedendo per assurdo, Vn = 1,2... 3{f,,}52; C L?(U), 3{u,}>>, C
H}(U) te.

Lu, =\ i
{ Un Up +fn iU in senso debole

Uy =0 in OU
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con

[unllL2@y > n | fallL2 @ (2.11)
U
Possiamo assumere ||u,|| = 1 poiché se u, risolve il problema con f,, allora @, = ﬁ
Un
risolve il problema con il termite noto f, = ||up||fn. Quindi per (2.11) f, — 0 e per le

stime energetiche applicate all’operatore L, = L — \I:

5|’Un”§101(U) < Bi[un, un] + vl|unll 220

= <fmun> + v
< fallez@) lunllL2@wy +
<C

Essendo H{(U) uno spazio riflessivo e H}(U) cC L*(U), 3 {un, }32,, u € H}(U) te.

Up, —win HY}(U) Thm. (1.0.1)
Up, — uwin L2(U)  Def. (1.6)

Il che implica che

B)\[umwv] = <fnkvv> Vv e H&(U)

4 4
ByJu,v] = (0,v) =0

e quindi u é la soluzione debole di (2.10) ma dato che A\ ¢ ¥ allora v = 0 ma per la
continuita della norma arriviamo all’assurdo poiché |[ul[z2) = 1. O
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Capitolo 3

Regolarita

In questo capitolo affrontiamo il problema della regolarita delle soluzioni deboli: ve-
dremo due teoremi grazie ai quali, secondo specifiche ipotesi sui dati iniziali, la soluzione
u ammette derivate o gradi di regolaritd superiori a quelle di H&(U ). Per affrontare
questo argomento abbiamo bisogno di alcuni risultati sui rapporti incrementali:

Definizione 3.1. Assumiamo u € L}, (U)

i) definiamo il k-esimo rapporto incrementale di raggio h il valore:
u(x + hey) — u(z)
h

Ve e V.CC U, dove h € Rte. 0 < |h| <d(V,0U) ed ey, indica il k-esimo vettore
della base canonica di R"

Diu(z) ==

i) D"u(z):= (Dlu(x),..., Dlu(z))

iif) Se u= (u1,...,u,) : U — R" si definisce DI'u(x) := (Dlui(z), -+, Diun(z))

Proposizione 3.0.1. Siano v,w € L, (U), V. CC U ed 0 < |h| < d(V,0U) allora,
indicando con v"(x) = v(x + hey) vale che

D (vw) = v" DI w) + wD}(v) (3.1)
Dimostrazione.
Dl (vw) = v(x + heg)w(x +hhek) —v(z)w(x)
_ v(x + heg)w(x + heg) — v(z + heg)w(z) + v(z + hek)w(z) — v(z)w(x)
h
v(x + heg)[w(z + heg) — w(z)] — w(x)[v(z + hek) — v(x)]

h
= v" DI (w) + wD}(v)
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Proposizione 3.0.2. Sia ¢ € C(U), w € L}, (U) ed 0 < |h| < 3d(supp(¢),dU) allora:

/QZ)D,;hwdx:—/ w DY dx (3.2)
U U

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che essendo |h| < 3d(supp(¢),0U) , allora
supp(¢) + hex, = {x + heg |z € supp(¢)} C U quindi:

/ o(x) D,;hw(:z) dx = o(x) D,;hw(x) dz
U R™

w(z — heg) — w(x)
—h d

X

= | o)
Rn

_ _l ¢(:U) w(aj — hek) dr + l ¢($) u($) dx
h Jgn h Jrn

= —% o(x + hep) w(x) dx + % ¢(x) u(z) dx
R" R

R

D (z) w(x) d

/(wpp(¢)+h€k)U8uz9p(¢)
=— / w DY dx
U

O]

Teorema 3.0.3. i) Supponiamo che 1 < p < oo e u € WHP(U), allora VV cC U
3C > 0 tale che ¥ |h| < d(V,0U)

11Dl || ovy < C I [Dul || oy (3-3)

ii) Supponiamo ora che 1 < p < oo, VCCU, ue LP(V) e che esista una costante C
tale che:

110"l o) < € (3.4)
V|h| < 3d(V,0U) allora si ha che
ue WH(V), con || |Dul||pov) < C (3.5)
Dimostrazione. 1. Dimostriamo la prima parte del teorema inizialmente per u € C*°(U)N
WLP(U) concluderemo poi grazie al teorema di Meyers-Serrin 1.0.3 sfruttandone la den-

sita in WHP(U).
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Perogniz eV, k=1,...,n,e 0< |h| < %d(V, 0U) abbiamo:
1
u(z + heg) —u(z) = / Uy, (T + ther) h ey dt
0

1
— |Dlu(a) g/ \Du(z + they)| dt
0

1
%w,’;u(x)k/ \Du(z + they) | dt
0

nooe1
— |[D"u(2))? < Z/ | Du(z + they,)|* dt
k=10

noo
Holder | by, ()P < C,,Z/O \Du(z + they) P dt
k=1

n 1
:>/|Dhu(a;)\pdx§CpZ// |Du(z + they)|P dt dx
v k=1"" 0
nooe1
T:—f;/ |Dhu(x)|1’dx§cpz/ /|Du(x+thek)|pdxdt
v k=170 JV

noo
gcpz/ / \Du(a)|P da dt
k=1 0 U

§nC’p/ | Du(x) [P dx dt
U
s D"l 1By < G 11Dl £

A questo punto se u € W'P(U) possiamo prendere una successione {u; }2, ceeU)n
WP(U) che converga ad u in norma W'P(U) = ||u; — ||y = 0 = || DMuj —
D"ul|poivy = 0 = |[[D"ujl||roqvy = | 1D"ul || 1oy € similmente || [Duj| || oy —
HDul [ e )

2. Assumiamo ora u € LP(U), per U'ipotesi (3.4) abbiamo che

Vk=1,...,n sup || |D; " ul[| vy < C
|h|<3d(V,0U)

Essendo LP riflessivo, esiste una successione h; IZH% () e una funzione v € LP(V)
per cui D,;hj T2 (debolmente) in LP(V'). Vediamo che vy, ¢ in effetti la derivata
debole di u: V¢ € C*(U)

/ U@y, dr = lim uDZjd)d:C = — lim D,;hjuqbdx
U

J—00 U J—00 U

— —lim [ DMugde £ —/ o, & dz
1%

:—/vkqﬁdx
U

30



dove nell’'uguaglianza * abbiamo utilizzato che la funzione fv f ¢ dx é lineare e continua
per f € LP(V) infatti per Holder vale che: (% + % =1)

]/quad:c s/v|f| 6l dz < </Vfl”dl‘>p</v|¢qu>q§0||f||m(v>

Con questo abbiamo fatto vedere che u,, = vy € L¥(V) in senso debole e quindi u €

. . . —h;
W1P(V). La dimostrazione del teorema si conclude osservando che D, u — u,, =

. —h;
HquHLP(V) < liminf; .o || D), Ju||LP(V) <C O

3.1 Regolarita interna H?

Teorema 3.1.1. Assumiamo che a* € CY(U), b',c € L*(U), f € L*(U). Supponiamo
inoltre u € HY(U) soluzione debole del problema

Lu=f iU (3.6)
allora
i) we HE . (U)
i) VV cCc U 3C = C(V,U,a" b, c) te.

[l 2y < CUIf 2@y + Ml L2 @)

Osservazione 3.1.1. 1. Notiamo che in questo teorema, al contrario di quelli precedenti
di esistenza, non stiamo richiedendo che w si annulli al bordo di U, proprio perché ne
stiamo studiando la regolarita all’interno, per questo abbiamo richiesto solo che u €
HY(U).

2. Notiamo inoltre che se u € H?(V), u possiede due derivate parziali e quindi nella
formulazione di soluzione debole possiamo reintegrare per parti scaricando le derivate su
u ottenendo che, Vv € C*(V), V. .CC U :

n n
Blu,v] = /V Z ai’juzivxj + Zbiuxiv + cuv dx

ij=1 i=i
n n

:/ — E (a”Juxi)xjv—i— g b'ug,v + cuv dx
V=1 i=i

:/ Luvdz
v

= Blu,v] = (f,v) = (Lu,v) VYove CX(V)
= Lu = f quasi ovunque in V

cioé u & una vera e propria soluzione dei problema.
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Dimostrazione. Scegliamo un qualsiasi insieme aperto V' CC U e un secondo insieme
aperto W tale che V.CC W CC U. Prendiamo adesso una funzione cutoff ¢ € C°(U)
che soddisfa:

p=0 su R"\W
0<o<1
p=1 su V

Il motivo dell’ introduzione di questa funzione & quello di restringere tutti i calcoli all’in-
sieme W, che sappiamo avere distanza positiva da OU, questo é necessario perché non
abbiamo informazioni riguardanti il comportamento di u vicino alla frontiera di U. Dato
che u ¢& soluzione debole di (3.6), allora Vv € H}(U)

n n
/ Zai’juxivxj+Zbiuxiv+cuvdazz/fvda:
Uij=1 i=i v
n n
Z/ai’juxivxj dx:/fvdx—Z/biuxiv—/cuvdm
U U —Ju U

ij=1
n .. ~
Z / a7 Uy, vy, dx :/ fvdx (3.7)
ij=1"U N
I I
A B
Chiamando con
~ n .
f:f—Zqumi —cu
i=1
Ora sostituiamo a v la funzione —D_"(¢2Dfu) dove k € {1,...,n} ed || abbastanza
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piccolo. Stimiamo innanzitutto A:

A= z:/cL’JugC (¢2Dku das— Z/a’ﬂux qszku) dx

i,7=1

302 Z/Dha’ju ¢2Dku] 2 dx

1,j=1

i,7=1

301 Z/ 0 Dl + ug, DEa™) (92 Dlu),, de (a0 (z) = aPI (z + hey) )

tj=1
Z/ LI DRy, (¢2 D), —I—Z/ (Dhat7) 2Dku) dx
)= 1 1,)= 1
SOy R T T
i,j=1

Aq

+ Z / Bk Dl 206, Diu 4 (Da™ Yug, 2¢¢0, Diu + (Dfa™ )ug, ¢* Diug, da
,j=1

Az

Iniziamo stimando Aj, grazie alla condizione di ellitticita

n

Y a(2)&g; > 0lg] VEER, oz €U

‘,j—l

= Za”h )&i& > 01l VEER, qoxeW
i,j=1

scegliendo £ = D,’;Du, si ottiene che:

Al = / Z a®Ji hDhux Dk,ux &? dx

5,5=1
z/ 0| D} Du|? ¢? dx
w
29/ |DIDul? ¢ da (3.8)
U

Consideriamo adesso Ag. Essendo ¢ ¢ nulla su U \ W, allora su questo insieme ¢ nulla

anche ogni derivata ¢, e percio la funzione aW?th)xj ha massimo su U. Utilizzando allora
che:

i) |Djta, ()] < [D Du(z)]
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ii) |ug, ()| < [Du(z)|
i) M := maxmeU{ai’ﬁh(x)qﬁm].(w), Dﬁai’j(xwzj(m), DZai’j(x)¢(x) izt

n
Ao < ) / 2M | D} Du| ¢ | D{ul + 2M | Du| ¢ |Diu| + M | Du| ¢ | D} Du| da
ij=1"U

< 2n°M /\DZDu\qﬁ\DZu\—i—\DuW!DZu!—i—]Du\qﬁ\DZDu\dm
C=C(U,a®s)

= C/W |DDu| ¢ | D) + |Du| ¢ | D u| + |Dul ¢ | DR Dul dz:
Sfruttiamo le disuguaglianze di Cauchy:
i) C¢|DjDul|Dju| < §¢*| D Dul® + G2 |Djtuf?
ii) Co|DyDu||Du| < §6%| DI Dul? + S |Duf?
iii) ¢|Djul||Du| < 5| Djul® + 3| Dul?

. —_ 2 .
Sommando, scegliendo € = g e richiamando C = % + % si ottene

0
|Az| S/ 5 |DiDul* + C (|Djul* + | Dul?) de
w

Utilizzando la stima (3.3), abbiamo che:
[ 1D < [ 1Dup
w U

0
\A2|§/ ¢2|D2Du|2dx+0/ | Dul? dz
v 2 U

e quindi:

per una certa costante C' = C(U, a’/) abbastanza grande. A questo punto abbiamo una
stima generale per A:

A=A +A4> A —|Ay
0
29/ ¢2|D,’;Du|2dx—/ ¢>2|D,’;Du|2dx—0/ | Du|? dx
U 2 Ju U

f
A 2/ ¢2|D,@Duy2dx—c/ |\ Dul? dz (3.9)
U U
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Stimiamo ora B:

IBIS/ || Iv] da
/ 132 18]t + e ) o] de

=1

< /U (If1+ C|Dul + C'u] ) Jv| dz ¢ = max {Z [16°] L ) HCHLw(U)}
i=1
SC’/(|f’+|Du]—|—]u\)|v\d:p C = max{C, 1}
U
con C' = C(b,c). Scegliendo come per A, v(x) = D,;h(QSQ(x)DZu(w)), vediamo che

/de_/ D (62Dlu)|? do

< / D(¢2Dfu) 2 da

w
B " [|0¢? h 21 1A ?
_/W;(lam‘ |Dful + 62 |Dfug,| ) da

=20k 2 ANS (b 2 ol 9¢*
< , =
< /W2 (nC’ |Dypul|*+ ¢ Z | D ug, | > dx C anlaxn{‘amz (x)

=1

§C/ |Du|2dx—|—2/ ¢* | DR Du? da C =2nC"
U w
SC’/ |Dul? + ¢? | D! Dul? dx C = max{2,C}
U
Possiamo a questo punto unire le due stime ottenendo dalla disuguaglianza di Cauchy:

2 02 2
Bl < [ elw]*+=—(|f]+|Du| + |u|)" dx (6= —
U 4e
4 ce?
S/U4(Dul2+¢2\DZDu\ ) + =5 (114 1Dul + [u])*d
9
< 4/ ¢2|D5;Du|2d:c+c/ |£1? + | Dul® + |u|? dz
U U
i,j 1 Ccc? 0
conC:C(a’J,b,c):4T_|_Z

Unendo quest’ ultima stima di |B| alla stima (3.9) e ricordando che B = A otteniamo
che:

9/¢2|D,@Du|2da¢—/ CDu|2d:L‘§9/ ¢2|D2Du|2dx+0/ |£1? + | Dul® + |ul® dz
2 Ju U 4 Ju U

p
. 4/ ¢2|D,’;Du|2dx<c/ F2 + [Duf? + [uf? dz
U U
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dato che ¢ =1 su tutto V allora:
/ | D Dul|? dz: :/ $% | DEDul? dz < / ¢* | D} Dul? dx
1% v U
e quindi infine abbiamo che:
/ | D, |2 do < / | DI Du|? da
1% v
2 2 2 2 2
SC/UIfI + [Dul” + |ul” dz < C([|f|[220) + llulln @)

A questo punto dato che u € H(U), vale che u,, € L*(U) e per il teorema 3.0.3 vale

€ H} (U), e quindi v € H2_(U) con
n 0 Ou
3 1D 1By < CULIRager + il o))
= oz O L2(V)

ovvero
0 Ou

gy =l + H < O Raggn + el Bor )

H2( HY(V) ”Z: 05 0 || 12y L2(U) H'(U)

= ullpzvy < C (IIfll2w) + lullm @) )

Per una cerca costante C' = C(V,U,a"/,b%,c). Applicando lo stesso teorema piuttosto
chesu V. Ccc U aV CcC W siottiene che

ull 2y < C (I 2wy + Hull gy ) (3.10)

per una costante C che dipendera in questo caso da V, W e dai coefficienti di L. Analo-
gamente a come abbiamo gia fatto, prendiamo un’altra funzione cutoff ¢ che soddisfa:

Yp=1suW
0<y <1
supp(y) C U

Inserendo ora v = 1%u nellidentita (3.7) si ottiene:

Z/ al > uxluxjdx+z/wax]ux]udx—/fw udx (3.11)

,j=1 1,j=1

A’ Al B/
1 2

Come abbiamo gia fatto precedentemente, per A’ usiamo la condizione di ellitticita con
¢ = Du ottenendo:

AL >0 / V? | Dul? dx (3.12)
U
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Dato che u € H'(U) possiamo semplicemente scrivere che |A}| < ¢; = ¢1(a™’,U) Per B’
invece procediamo cosi:

|B| < C/U(\fl + [ Du| + ul)?|u| dz C= maX{Z 1] oo (01 HCHLW(U)al}

i=1

<40 [ |fP + |Duf? + fuf da
U
< [ 157+ do
U
Per C' = C(b, ¢) abbastanza grande. Unendo le tre stime abbiamo che:
0 / V2 |Duf? dz — ¢ < C/ |f12 + |uf® da
U U
e quindi
/U 2| Duf de < C /U 7P+ P de = € (11 B2+l )

per una certa costante positiva C = C(a®/,b’,¢,U). Ma dato che:

/ |Du|2dx§/1/)2|Du|2d:v
W U

= Hu\lip(m = HUH%Q(W) + | [Dul HQLQ(W)
< NllZeqy + € (1B + lllZao )
< (1B + ey

rinominando C = C'+1. Possiamo finalmente integrare questa relazione con la precedente
(3.10) concludendo la dimostrazione, infatti:

[ull 2y < C ( |2y + C (Hf”%?(U) + HUH%%U) ) )

<0 (I + e

3.2 Regolarita interna H"?

Teorema 3.2.1 (Maggiore regolarita interna). Assumiamo che a™,bi,c € C™1(U),
f € H™(U). Supponiamo inoltre u € H*(U) soluzione debole del problema

Lu=f inU (3.13)

allora
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i) u€ H[gj 2(U)
i) YV cc U 3C = C(V,U,a™ b, c) te.
[ull pmr2 vy < CULf | Em @y + ull L2 @)
Dimostrazione. Dimostreremo il teorema per induzione su m, se m = 0 allora il teorema
non ¢ altro che il teorema 3.1.1. Supponiamo quindi che sia valido per m — 1 é dimostria-
molo per m. Per ipotesi sappiamo che a®/ b, c € C™L(U), f € H™(U) e per ipotesi
induttiva v € H™™' 0 HY(U) con la stima:

loc
l[ull mr oy < Cr({|fllam—@y + [lullp2wy) (3.14)

per ogni W CC U e una certa costante C; = Cp(W,U, L, m). Fissiamo adesso « un
multi-indice con |a| = m e sia © € C°(W). Per ipotesi sappiamo che Vv € H}(U) vale

che n n
/ Z ai’juxivxj dw+/ Zbiumvdx—i-/ cuvdl’:/fvdx
U, U= v “

1,7=1

sostituiamo in questa formula v = (—1)1*/ D% € C°(W) ed analizziamo ogni termine:

1) |30 au ((-1)1De0), = (1) 3 [ aus, D(6,) da
U ! ij=1"W
(integrando per parti)

= Z/ Da(ai’juxi)ﬁxj dx
w

4,j=1

n
-3 [ 2 ()i p i i
2 )2\
n a - n ..
= Z_: /W Z <5> DO‘_BGLJDﬁumT}% dr + Z /W a"? D%ug, Uy dv

1,j=1 B<La 1,j=1
BFa
n a n
a—p i, ~ i, e ~
=— Z /W Z (5) (D Ba JDﬁumi)mjv dx + Z /Wa (D) g, Vg de
4,j=1 Bla 4,J=1
BFa

n n

iu__ | ap — 1o 'LU,D
2) /Ugb LD =3 [ D)
:;/Z

<a> DBy DPu, b da

W iza B
:Z/ Z <a>D"‘_BbiDﬁuxi6dx—l—Z/ V' (D*u)y, 0 dx
i=17'W g<a A i=17W
BZa
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ed in maniera estremamente analoga:

3) /Ucu(—l)O‘|Da~—/ 3 <Z>Da—ﬂcDﬁuf)d:c+/ (D) da

W e w
BFa
RN ax a P\~
1) [ veipa= [ o pide

Quindi se definiamo
i := D € H'(W)
~ a n . . n .
f=Df->" <5> =Y (D*PaDuy,), + Y DY DOy, + D PeDPu
B<a ij=1 ' i=1

pZa

otteniamo che B[, o] = (f,d) 2wy VO € CX(W). E quindi per approssimazione
abbiamo che @ € H'(W) ¢ soluzione debole di

Lu = f su W
Vale inoltre che f € L2(W):
1 Fllz2qwy < 1Dl 2w+

+y @ > 1D a9 D uy,), [lr2wy+

g? ig=1
e}
n
o —B4i « _
+ 30 (5) LI Dl + 3 (5 )10 eD ul oy
BLla =1 BLla
B#a BF#a

Dato che abbiamo f € H™(U):

D fll2owy < I llmwy < NNf [l @)

e a™, bl c € C™FY (W), con W compatto, posso chiamare

M := max {\Da_ﬁai’j\,\DO‘_’BbiHDO‘_ﬁcl}
ij=1,.n

zeW
BLla

per stimarne le norme:
L. H(Da_ﬂai’jDﬂum)xjHLQ(W) < ||Da_ﬁaiéfDB“xi||L2(W) + 1D Pa™ DPug o, || 20w
< M||DPuz, || 2wy + M| DPug,a; || 2wy
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(vale che ¥ [y| < m + 1, 1D7ull 2wy < llullimss )

< 2M||ul| g1y

2. HD%ﬂbiDﬁUmiHm(W) < MHD’BU:I:,-HLQ(W) < M|[ul] gmr gy
3. 1D PeDPug, || 2wy < MIID g, || 20wy < M|l s )
Abbiamo cosi ottenuto che f € L*(W) con:
WFllewy < NF 1@y + AM||w| g gy
(3.14)
< AN llamwy +4AMCr([fllam-1w) + lull2@0))

< Cum (fllamwy + [lull zw) (3.15)

Con Cyy = Cyy(W,U, L,m) = 4MC1 + 1 opportuna. Abbiamo cosi mostrato le ipotesi

del teorema 3.1.1 e quindi % € H? (W) con la stima: (V cC W cc U)

loc

all vy < Or (11l 2wy + llallz2w))

con Cr = Cp(V, W, L). Osservando che ||i||p2(py < [|[D%u|p2 () < [|ul] grmt1 gy, allora:

il 2 Cr (Car (1l + el o) + Nl or)
2 00 O (1l + el 20y) + Colll s + el lz20y)
< Crlfllam@y + lullz2@))
con Cp = Cp(V,W,U, L,m) = max{CrCys,Cr}. Con questo, se & = D € H?(V) per

ogni |a| = m, allora u € H™*2(V), considerando che

||U||§{m+2(v) = ||u‘|?qm71(v) + Z ||D6U||%2(V) + Z ||D7UH%2(V) + Z ||D6UH%2(V)
=m y=m+1 o=m-+2

Z|a HD UHH2(V)

/

< ullFmirry + D 1D% 2y
la)l=m
2
< |l gm+r oy + Z [ DYul| g2 vy

|laf=m
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otteniamo che

||UHH’"+2(V) < HUHHmH(W) + Z ||Dau||H2(V)

|laj=m

< Cr(1fllam-1wy + lullzz@wy) + Y Cr (IFllm@) + ull2@))

|la=m

< CIfllam@y + llull2@y)

con C' =C(V,U,L,m).
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