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Introduzione

L’obiettivo della tesi ¢ quello di descrivere il problema delle geodetiche in
varieta Riemanniane.

Le varieta Riemanniane sono state introdotte da Riemann nella seconda
meta del XIX secolo, e permettono di descrivere strutture geometriche non
Euclidee. In particolare strutture Rimanniane sono le varieta immerse in R",
o strutture differenziali non isotrope. L’anisotropia della struttura e espressa
da una metrica sulla varieta, ovvero un prodotto scalare definito su ciascuno
dei suoi piani tangenti, che induce una distanza fra coppie di punti della
struttura, detta distanza Riemanniana.

In queste strutture verranno studiate le geodetiche, che possono essere
viste come le curve “naturali” dello spazio, nel senso che hanno accelerazione
nulla, o equivalentemente che minimizzano la distanza fra coppie di punti.
Le geodetiche hanno assunto una grande importanza all’inizio del XX seco-
lo, per il loro ruolo nella relativita generale. Lo spazio-tempo e infatti uno
spazio dotato di una metrica non Euclidea di dimensione 4, in cui le geode-
tiche descrivono la traiettoria di un punto materiale in presenza di un campo
gravitazionale.

Questo lavoro inizia con un capitolo sulle varieta Riemanniane, in cui
viene introdotta la definizione di metrica Riemanniana su una varieta dif-
ferenziabile e se ne da l’espressione in coordinate. Sono inoltre presentati
alcuni esempi di metriche, quali la metrica indotta, la metrica prodotto e le

metriche conformi.
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INTRODUZIONE

Nel capitolo successivo viene definito il concetto di geodetica. Per farlo si
introducono preliminarmente i concetti di connessione, derivata covariante e
trasporto parallelo, che permettono di definire le derivate direzionali di campi
vettoriali. A questo punto le geodetiche vengono definite come le curve la
cui accelerazione ¢ identicamente nulla.

Nel terzo capitolo viene introdotta la connessione Riemanniana o di Levi-
Civita, le cui geodetiche verificano una proprieta di compatibilita con le pro-
prieta della metrica. Tramite la mappa esponenziale, che stabilisce un diffeo-
morfismo locale fra la varieta e il suo spazio tangente, le sfere sulla varieta
sono descritte come immagine delle sfere Euclidee sul piano tangente. In altre
parole si codifica nelle geodetiche e nell’esponenziale tutta la deformazione
operata dalla metrica Riemanniana.

Nel quarto capitolo si riconosce che le geodetiche sono curve che minimiz-
zano localmente il funzionale della lunghezza, e viceversa i minimi di questo
sono geodetiche.

L’ultimo capitolo e dedicato ad applicazioni ed esempi concreti di varieta
Riemanniane: lo spazio Euclideo, la sfera Euclidea con la metrica indotta, le
superfici di rotazione e il gruppo di Heisenberg con una metrica Riemanniana
dipendente da un parametro €. In questo caso particolare si e verificato che
al tendere a 0 del parametro, la metrica da luogo a una struttura totalmente
degenere, nella quale vale ancora la proprieta di connettivita e si possono

dare le nozioni di lunghezza e di geodetiche.



Capitolo 1

Varieta Riemanniane

In questo capitolo introduciamo la nozione di varieta Riemanniana, e le
sue prime proprieta: la rappresentazione in coordinate e la nozione di metrica

indotta e di metrica prodotto.

1.1 Definizione di varieta Riemanniana

Definizione 1.1. Sia V' uno spazio vettoriale. Un prodotto scalare su 'V & una
forma bilineare simmetrica definita positiva, cioe un’applicazione

g:V xV — R tale che:
(1) g(ug + u2,v) = g(ug,v) + g(ug,v) Y uy,uz,v €V
(i) g(\u,v) = Ag(u,v) Yu,veV,¥VIeR
(iii) g(u,v) =g(v,u) Yu,v eV
(iv) g(u,u) >0 VYueV, cong(u,u)=0<u=0

Definizione 1.2. Una metrica Riemanniana g su una varieta differenziabile
M ¢ una funzione che a ogni punto p di M associa un prodotto scalare g,,

definito sullo spazio tangente 7T,M, che dipende differenziabilmente da p.

1



1. Varieta Riemanniane

In altri termini, per ogni coppia di campi vettoriali X e Y, 'applicazione

p — g,(X,,Y,) ¢ differenziabile.

Definizione 1.3. Una varieta Riemanniana ¢ una coppia (M, g), dove M e

una varieta differenziabile e ¢ una metrica Riemanniana su M.

Nel seguito, ogni volta non ci sia rischio di ambiguita, indicheremo il
prodotto scalare dei vettori tangenti X,Y € T,M con il simbolo (X,Y),
omettendo il pedice p. Analogamente, ove la metrica g sia fissata, indiche-
remo solo con M la varieta (M, g). Inoltre, qualche volta indicheremo gy, la

metrica definita su una varieta differenziabile M.

Definizione 1.4. Dato un punto p di una varieta Riemanniana (M, g), si

definisce la lunghezza o norma di un vettore X € T,,M come
| X| = (X, X).

Due vettori non nulli X, Y € T,M si dicono ortogonali se (X,Y) = 0.1
vettori F ... E} si dicono ortonormali se hanno tutti lunghezza 1 e sono a

due a due ortogonali.

Definizione 1.5. Siano (M, g) e (ZTJ ,g) due varieta Riemanniane. Un dif-

feomorfismo ¢ : M — M si dice un’isometria se ¢*g = g, cioe se

(qb*g)p(va w) = §¢(P)(Dp¢(v)v Dp¢(w)) = gp(va w)’

per ogni p € M e v,w € T,M. In questo caso anche ¢~! & un’isometria.

M e M si dicono isometriche se esiste almeno un’isometria tra di loro.

1.1.1 L’espressione in coordinate di una metrica

Fissato un sistema di coordinate locali z!, ..., 2™ intorno a un punto z, in-
dicheremo (g;;) la matrice simmetrica e definita positiva associata al prodotto

scalare nella base {%} di T'M. In coordinate la metrica si esprimera quindi



1.1 Definizione di varieta Riemanniana

Qui e nel seguito sara sempre omesso il simbolo di sommatoria in i e 7, e si
utilizzera la notazione di Einstein. Se attorno al punto x, oltre al sistema
di coordinate precedente, sono definite delle nuove coordinate (y!,...,y")
tali che y* = ¢*(2',...,2"), la matrice (g;;) della metrica rispetto alle nuove
coordinate sara diversa. Considerando il legame tra i sistemi di coordinate

dato da
0 _oit o
oyt Oyt Oxk’

si ottiene che i coefficienti della nuova matrice sono definiti da

,  O«" o
9i; = Dy gkl ayj'

1.1.2 La metrica indotta e la metrica prodotto

Sia ¢ : M < M un’immersione con (M,g) varieta Riemanniana e M
sottovarieta di M. Si puo definire una metrica Riemanniana g su M, detta

metrica indotta, mediante il pull back g = ¢t*¢. Si avra quindi
Gp(V, W) = Gup) (Dpt(v), Dpt(w)) Vpe M Vwv,weT,M. (1.1)

La metrica indotta su M non e altro che la restrizione di g ai vettori tangenti
a M, e siccome la restrizione di un prodotto scalare e ancora un prodotto
scalare, la metrica indotta € una metrica Riemanniana su M.

Un esempio di metrica ottenuta cosi € la metrica indotta sulla sfera S™
dalla metrica Euclidea di R"™! (si veda la sezione 5.2).

Siano ora (Mi, g1) e (Ma, g2) due varieta Riemanniane. Il loro prodotto
My x My puo essere dotato della metrica Riemanniana g = g; @ go, chiamata

metrica prodotto, definita da
9(Xi + Xo, Y1 + Y2) = 1(X1, Y1) + g2( X, Ya),

con Xu}/z c TpMz e T(pl,pg)Ml X My = Tlel D Tp2M2.



1. Varieta Riemanniane

nFL 2™ su Mo, si

Date le coordinate locali (z',...,z") su M; e (z
hanno su M; x My le coordinate (z!, ..., 2™™™). Rispetto a queste coordinate
la metrica prodotto ha espressione locale g = g;;dz'dz?, dove (g;;) ¢ la

matrice diagonale a blocchi

((91)is) 0

) = 0 ((92)5)

1.1.3 Metriche conformi

Definizione 1.6. Due metriche Riemanniane g; e g, su una varieta M si di-
cono conformi se esiste una funzione positiva f € C*°(M) tale che g» = fg;.
Due varieta Riemanniane (M, g1) e (M, g2) si dicono conformemente equiva-
lenti se esiste un diffeomorfismo ¢ : M7 — Ms, detto equivalenza conforme,
tale che ¢*¢gy sia conforme a g .

(M, g1) si dice localmente conforme a (Ms, g2) se per ogni p € M; esistono
un intorno U C M; di p e un diffeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C M, tale che
®* 92| r(u) sia conforme a gq]y.

Infine, si dice che (M, g) & localmente conformemente piatta se & localmente

conforme a R™ con la metrica Euclidea, dove n = dimM.

Nella sezione 5.2.1 si provera che le sfere sono localmente conformemente

piatte.



Capitolo 2

Geodetiche e trasporto

parallelo

In questo capitolo, introduciamo il concetto di geodetica, ovvero vogliamo
generalizzare alle varieta Riemanniane il concetto di linee rette nello spazio
Euclideo. La definizione di geodetica si puo dare in vari modi. Una definizione
possibile & quella di curve che minimizzano la distanza tra due punti. Alter-
nativamente si puo cercare di generalizzare al contesto delle varieta Rieman-
niane il fatto che 'accellerazione delle rette risulta identicamente nulla. Noi

abbiamo preferito questa seconda definizione.

Per dare senso alle idee di accelerazione di una curva e di geodetica su
una varieta verranno introdotti connessioni, derivate covarianti e trasporto
parallelo. Questi concetti generalizzano le derivate direzionali nello spazio

Euclideo e permettono di definire le derivate direzionali di campi vettoriali.



2. Geodetiche e trasporto parallelo

2.1 Il problema di differenziare i campi vet-

toriali

La nozione di geodetica che vogliamo dare estende alle varieta Riemanni-
ane il concetto di curva con derivata seconda nulla. Intuitivamente per fare
questo occorre introdurre la definizione di derivata del vettore tangente alla
curva. Se si volesse definire 4 differenziando semplicemente  rispetto a ¢, si
avrebbe un rapporto incrementale che contiene la differenza tra i vettori ()
e ¥(tp). Ma non & possibile calcolare direttamente questa differenza, perché
questi vettori appartengono rispettivamente a T’ e T,q,), che sono due
spazi vettoriali isomorfi ma diversi. Percio per definire I’accelerazione di una
curva su una varieta astratta ¢ necessario introdurre la nozione di derivata
di un campo vettoriale 4 lungo la curva. Per farlo bisogna comparare i valori
di un campo vettoriale in punti diversi della curva cercando di identificare i
vari spazi tangenti. Vedremo che le connessioni e il trasporto parallelo sono

gli strumenti che permettono queste identificazioni.

2.2 Connessioni

Verra data dapprima la definizione di connessione per differenziare sezioni
di fibrati vettoriali. Questa definizione verra adattata successivamente al caso

dei campi vettoriali lungo le curve.

Definizione 2.1. Sia 7 : E — M un fibrato vettoriale su una varieta M,
e sia E(M) lo spazio delle sezioni lisce di E. Una connessione su E ¢ una
mappa
V:T(M)xEM) — E(M)
(X,)Y)— VxY

tale che:



2.2 Connessioni

(i) VxY e C°(M)-lineare in X:
Vixi+ex.Y = fVxY +9Vx,Y
per ogni X1, Xo € T(M),Y € E(M) e f,g € C®(M);
(i) VxY & R-lineare in Y:
Vx(aY; +bY3) = aVxY; + bV Y,
per ogni X € T(M), Y1,Ys € E(M) e a,b € R;
(iii) V soddisfa la proprieta del prodotto:
V(fY) = VxY + (Xf)Y
per ogni X € T(M),Y € E(M) e f € C®(M).

VxY e chiamata derivata covariante di Y nella direzione di X. Una connes-

sione su T'M viene detta connessione lineare o connessione su M.

Il Lemma seguente dimostra che una connessione ¢ un operatore di tipo

locale.

Lemma 2.2.1. Sia @ : E — M un fibrato wvettoriale su M e
V : T(M) x &M) — &(M) una connessione. Se X,X € T(M) eY,Y €
&(M) sono tali che X = X e Y =Y in un intorno di p € M, allora si ha
VXY (p) = V£ (p).

Dimostrazione. Per prima cosa si prova che se Y = 0 in un intorno U di p
allora VxY (p) = 0 per ogni X € T(M). Sia ¢ € C*°(M) una funzione test
a supporto in U tale che ¢(p) = 1. Allora ¢Y = 0, quindi per la R-linearita
rispetto a Y si ha Vx(¢Y) = Vx(0-¢Y) = 0, da cui, per la proprieta del
prodotto:

0=Vx(¢Y)(p) = o)VxY(p) + (XO)(p)Y(p) = VxY(p) VX € T(M).



2. Geodetiche e trasporto parallelo

Dunque se Y,f/ € &(M) sono tali che Y = Y in un intorno di p, si ha
Y —Y =0 in un intorno di p, e quindi VxY (p) = VxY(p) V X € T(M).
Analogamente si dimostra che se X = 0 in un intorno U di p, allora

VxY(p) =0 per ogni Y € E(M). Infatti, si consideri ancora la funzione test
¢ € C°(M). Siha ¢X =0, per cui VyxY = VipxY = 0VyxY =0 e quindi

0=VuxY(p) = d(p)VxY(p) = VxY(p).

Percid se X = X in un intorno di p allora VxY(p) = VY (p) per ogni
Y € E(M). O

Il lemma precedente prova che il valore di VxY in p dipende solo dal
comportamento di X e Y in un intorno di p. In realta si osserva che per

calcolare VxY (p) e sufficiente conoscere Y intorno a p e X in p.

Lemma 2.2.2. Con le notazioni del Lemma 2.2.1 si ha che V xY (p) dipende

solo dai valori di'Y in un intorno di p e da X(p).

Dimostrazione. Basta mostrare che X (p) = X, = 0 implica VxY (p) = 0 per
ogni Y € T(M). Sia (U, ¢) una carta locale con p € U, e si scriva X |y = X0,

in coordinate su U, con X’ =0 per i = 1,...,n in quanto X (p) = 0. Allora
VxY(p) = Vxi5,Y(p) = X'(p)Va,Y (p) = 0,

dove nella prima uguaglianza si ¢ usato il Lemma 2.2.1 e nella seconda la

C°°(M)-linearita rispetto a X di VY. O

Grazie all’'ultimo lemma, si puo scrivere Vi, Y invece di VxY(p). Questo
puo essere pensato come una derivata direzionale di Y in p lungo la direzione

del vettore X.



2.2 Connessioni

2.2.1 Connessioni lineari

Come si e accennato in precedenza, una connessione lineare su M, o

connessione su M, € una connessione su 1T'M, cioé una mappa
V:T(M)xT(M)— T(M)
(X,)Y) — VyY

che soddisfa le proprieta elencate nella Definizione 2.1. Osserviamo che una
connessione lineare non e tensoriale in entrambi i suoi argomenti, in quanto
e C°(M)-lineare in X ma solo R-lineare in Y.

Diamo ora l'espressione in componenti di una connessione lineare. Sia
E; un riferimento locale per TM su un aperto U C M (di solito si sceglie
E; = 0;, ma qui ¢ trattato il caso generale). Se i e j sono fissati, il vettore
Vg, IJj sara esprimibile in termini degli elementi della base, £}, con opportuni

coefficienti che indicheremo I‘f}
Vi Ej =T} E;. (2.1)

Questo definisce n?® funzioni Ffj su U, chiamate simboli di Christoffel di V
rispetto al riferimento FE;.

Il lemma seguente mostra che i simboli di Christoffel determinano com-
pletamente la connessione V su U. Successivamente si vedra come a partire

da ogni scelta di n® funzioni lisce T’ fj sara possibile costruire una connessione.

Lemma 2.2.3. Sia V una connessione lineare e siano X = X'E; e

Y =YYE; le espressioni locali di X,Y € T(M). Allora
VxY = (XY* 4+ X'YITL)Ey. (2.2)

Dimostrazione. E sufficiente usare le proprieta che definiscono una connes-

sione e calcolare:
VxY =Vx(Y'E)) = (XY)E; + Y'Vxig,E; = XY'E; + X'Y/V,E;
= XYVE; + X'YT} Ey,.
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Rinominando l'indice j del primo addendo si ha la tesi. O

2.2.2 1 simboli di Christoffel

Un esempio di connessione lineare su R" ¢ dato dalla connessione Fu-

clidea, definita da

Ve (Yi0;) = (XY, (2.3)

Vx non ¢ altro che il campo vettoriale le cui componenti sono le derivate
direzionali delle componenti di Y lungo la direzione X. In questo caso tutti

1 simboli di Christoffel sono nulli.

Ci sono molte altre connessioni su R"™ e su ogni varieta in cui ¢ possibile
trovare un atlante costituito da un’unica carta. Si vedra ora come costruirle

esplicitamente.

Lemma 2.2.4. Sia M una varieta coperta da una sola carta. C’¢ una cor-

rispondenza biunivoca tra le connessioni lineari su M e le scelte di n® funzioni

lisce {T'};} su M, data da
VY = (X'0,Y* + X'YITL) 0. (2.4)

Dimostrazione. Considerando come sistema di coordinate E; = 0;, si ha che
le equazioni (2.4) e (2.2) sono equivalenti. Quindi per ogni connessione i
simboli di Christoffel {T'};}, definiti da (2.1), soddisfano (2.4).

D’altra parte, date le funzioni lisce {Ffj}, possiamo definire la mappa che
ad (X,Y) associa la quantita VxY introdotta in (2.4). Verifichiamo che si
tratta di una connessione. Questa e liscia se lo sono X e Y, R-lineare in

Y e C°°(M)-lineare in X. Rimane solo da provare che vale la proprieta del



2.2 Connessioni 11

prodotto, cioe che
Vx(fY) = X'0(fY")0 + X' [Y'T};0
= (X'0:f)Y 0, + fX'0.Y 0, + fX'YTL0h
= (XN)Y + f(X'0Y* + X'YIT%,) 0
= fVxY + (Xf)Y.
O

Proposizione 2.2.5. Ogni varieta ammette almeno una connessione lineare.

Dimostrazione. Si considerano le carte locali {U,} che ricoprono M. Il lem-
ma precedente garantisce che esiste una connessione V¢ su ciascuno degli U,,.
Si sceglie poi una partizione dell'unita {¢, } subordinata a {U,}, cioe tale che
il supporto di ogni ¢, sia contenuto in U,. Infine si estende la connessione

su tutta la varietd M mediante le connessioni V¢ e la formula
VY =) ¢.V&Y.
o

Anche in questo caso ¢ facile vedere che questa espressione ¢ liscia, R-
lineare in Y e C°°(M)-lineare in X. Facciamo dettagliatamente la prova
del prodotto, perché in generale la combinazione lineare di connessioni non

& necessariamente una connessione. Si ha
Vx(fY) =D ¢aVE(Y) =D 0al(X))Y + fVSY)
= (XY + 1) 6aVRY
= (XY + fVO;Y.

]

Vediamo ora come varia ’espressione dei simboli di Christoffel al variare

del sistema di riferimento.
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Sia V una connessione su M e siano {E;}, {F;} due riferimenti locali su un
aperto U C M tali che E; = A;Fj, per una matrice di funzioni (A;) Siano
I} 1 simboli di Christoffel rispetto al riferimento {F;}, allora i simboli di

Christoffel rispetto al riferimento {E;} sono definiti dalla relazione

Vi Ej = Vang, AVF, = AV AVF, = AP[(Fn AN Fy + ANV 5, Fy)]
— A(F, AMF, + A" A'T?, F,
— AP (P AD)(AT)E By + AP AITY, (AT)EE,

7 mn
= [AT(Fn A7) (AT, + AP AT (ATY)] By

Osservazione 2.1. Si consideri ora il caso particolare della connessione Eu-
clidea su una varietd M con il riferimento {0;} tale che V,0; = I'f;d; con
I}, = 0. Sia {E;} un riferimento locale legato a {8;} secondo la relazione
E; = A;‘.aj. I simboli di Christoffel ffj della connessione Euclidea rispetto al
riferimento { E;} saranno definiti dalla relazione

Vi Ej =V amg, AT0, = A"V, A0,
= A [(0mA})0, + A% (Va,,0n)] = AT (0 A7)0,
AP (O AT (AT

2.3 Campi vettoriali lungo curve

Le curve su una varieta M sono definite come delle applicazioni lisce
~v:I — M, con I C R intervallo reale. Nei casi in cui l'intervallo I e chiuso
o semichiuso, si puo estendere vy a una curva liscia definita su un intervallo
aperto che contenga [, lavorare con questa nuova curva e poi restringersi
all’intervallo iniziale. Si puo quindi assumere per comodita che v sia definita

su un intervallo aperto.
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Definizione 2.2. Sia vy : [ — M una curva liscia su M. Il vettore tangente

definito tramite il push-forward

(0= (50) € T

che agisce sulle funzioni f € C*°(M) secondo la legge

d
Y(t)f = — t
$(0f = S (7o)
¢ chiamato vettore velocita di y al punto ~(t).

Sia y(t) = (v'(¢),...,7™(t)) una rappresentazione in coordinate di 7,

allora 'espressione locale di 4 e data da

. iy Ay
Y(t) =4 (t)0; = E(t)ai- (2.5)

Definizione 2.3. Un campo vettoriale lungo una curva v : I — M & una
mappa liscia V' : I — T'M tale che V/(t) € T, )M per ogni t € I. Lo spazio

dei campi vettoriali lungo v verra indicato con T (7).

Esempio 2.1. Un esempio di campo vettoriale lungo una curva -y e il vettore
velocita: 4(t) € T, M per ogni t. La sua espressione in coordinate data dalla
(2.5) mostra che e liscio. Un altro esempio ¢ il seguente: data una curva 7 in
R?, sia N(t) = J5(t), dove J & la rotazione di 5 in senso antiorario, quindi
N(t) e perpendicolare a (t) per ogni ¢. In componenti N si esprime come
N(t) = (=4%(t),¥'(t)), quindi & un campo vettoriale liscio lungo .
Un’ampia classe di esempi si ottiene restringendo a v dei campi vettoriali
su M nella seguente maniera. Siano v : I — M una curva e V € T(M) un
campo vettoriale su M. Per ogni t € I, V(t) := 17,7@) ¢ un campo vettoriale

lungo ~.
Definizione 2.4. Un campo vettoriale V' lungo ~ si dice estendibile se esiste
un campo vettoriale V definito su un intorno U dell'immagine di v tale che
V() = V().

Se per una curva 7 si ha y(t;) = v(t2) ma 4(t;) # 5(t2), allora 4 non &

estendibile.
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2.3.1 Derivate covarianti lungo curve

La seguente definizione permette di definire la derivata direzionale di un

campo vettoriale lungo una curva.

Lemma 2.3.1. Sia V una connessione lineare su M. Per ogni curva

v: I — M,V determina un unico operatore:
Dy T(y) — T(v)
tale che:
(i) Dy é lineare su R:

Di(aV +bW) = aD,V +bD,W per a,b € R,

(i) Dy soddisfa la proprieta del prodotto:

Dy(fV) = fV+ fD,V per f e C®(I);

(iii) Se V ¢ estendibile, allora per ogni estensione V di V,

DtV(t) = ny(t) V.

Per ogni V€ T(v), D,V é detta derivata covariante di V' lungo ~.

Dimostrazione. Per provare 'unicita, supponiamo che D; sia un operatore
con le proprieta richieste nell’enunciato e sia ty € I. Con un ragionamento
analogo a quello usato nella dimostrazione del Lemma 2.2.1, si dimostra che
D,V (to) dipende solo dai valori di V' in un intorno di ¢y. Proviamo ora che,
se I'operatore D, esiste, ¢ univocamente determinato. Per questo scegliamo

delle coordinate locali intorno a () e scriviamo

V(t) =VI(t)o;
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intorno a ty. Allora per le proprieta di D; si ha

DiV (to) = V/(t0)d; + V' (t0) V()0 (2.6)
= (VE(to) + V(103 (1) (1 (10))) 0k, 2.7)

dove si e sfruttato il fatto che 0; ¢ estendibile. Quindi, se questo operatore
esiste, € univocamente determinato.

Per quanto riguarda 'esistenza, se 'immagine di v ¢ contenuta in una
sola carta, si puo usare la (2.7) come definizione di D;. Nel caso generale si
copre y(I) con delle carte locali e si usa la (2.7) per definire D; su ciascuna
di queste carte. Nelle intersezioni si hanno piu operatori che soddisfano le
proprieta richieste, e che quindi coincidono per I'unicita. Si € cosi definito

D, globalmente. [

Si puo migliorare il Lemma 2.2.1 mostrando quanto segue:

Lemma 2.3.2. Sia vy : (—€,¢) — M una curva con y(0) =p e (0) = X,, e

sianoY eY campi vettoriali che coincidono lungo . Allora Vx,Y = VXPEN/.

Dimostrazione. Basta dimostrare che se Y oy = 0 allora Vx,Y = 0. Sia
{E,,...,E,} un riferimento locale per E intorno a p e sia Y = Y'E;. Da

Y (p) = Y (7(0)) = 0 si ottiene Y(p) = ... = Y"(p) = 0 e quindi

Vx,Y = VxY(p) = VxY'Ei(p) = Y'(p)Vx Ei(p) + X (p)(Y") Ei(p)

d(Y'o~)
= —(0)FE;(p) =0.
o (0)Ei(p) =0
Quindi se Y oy = Yo v allora Vx Y = VXP?. O]

In particolare da questo lemma segue che la derivata covariante di VY

dipende solo dai valori di Y lungo un’arbitraria curva v tale che v(0) = p e

Y(0) = X,
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2.4 Geodetiche

Definizione 2.5. Sia V una connessione lineare su una varieta M, e sia
7

v : I — M una curva su M. L’accelerazione di v ¢ il campo vettoriale D;7

lungo ~.

Si dice che v & una geodetica per V se la sua accelerazione e nulla, cioe se
Dy = 0.

Esempi di geodetiche in metriche Riemanniane sono riportate nel capitolo

Sia (U, ¢) una carta locale e siano (z%) delle coordinate su U. Per la (2.7),
v & una geodetica se e solo se le sue componenti v(t) = (2'(t),...,2"(t))

soddisfano I’equazione delle geodetiche
B () + @' (t)d? (605 (x(t)) = 0. (2.8)

Si tratta di un sistema di equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine,
che puo essere trasformato in un sistema del primo ordine introducendo delle
variabili ausiliarie v!, ..., v™ tali che v* = 4*. Effettuando la sostituzione si

ottiene

OR() = —v (607 ()T ((t) (2.9)

Il seguente teorema prova l'esistenza e 'unicita delle geodetiche.

Teorema 2.4.1. Sia M una varieta dotata di una connessione lineare. Per
ognip € M, v e T,M ety € R, esistono un intervallo aperto I C R con
to € I e una geodetica v : I — M tale che y(tg) =p e §(to) = V.

Inoltre, data ogni altra geodetica o che soddisfa le stesse condizioni, v e o

cotncidono sull’intersezione dei loro domins.

Dimostrazione. 1l teorema di esistenza e unicita locale delle soluzioni di un

sistema di equazioni differenziali ordinarie applicato al sistema (2.9) assicura
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che per ogni (p,V) € U x R" esistono ¢ > 0 e una curva
n: (to — €tp +€) —> U x R che risolva il sistema soddisfando la con-
dizione iniziale n(ty) = (p, V).

Scrivendo le componenti di 7 come n(t) = (z'(t),v"(t)), si ottiene l'esistenza
con Y(t) = (z*(¢),...,2"(t)) in U.

Per provare l'unicita, siano v,0 : I — M due geodetiche tali che
v(to) = o(to) e Y(to) = d(to). Per I'unicita del teorema di esistenza e unicita
per le equazioni differenziali ordinarie, v e ¢ coincidono in un intorno di %,.
Sia ( il pit grande tra i b tali che v e o coincidono su [ty, b]. Se g € I, allora
per continuita y(8) = a(8) e ¥(5) = (), ma applicando 'unicita locale a
in un intorno di  si ha che le due geodetiche coincidono su un intervallo pit
grande, il che & una contraddizione. Un ragionamento analogo a sinistra di

to porta a concludere che v e ¢ coincidono su tutto 1. ]

Ragionando come nella prova dell'unicita del precedente teorema si de-

duce 'esistenza di geodetiche massimali.

Definizione 2.6. Siano V una connessione su una varieta M, p € M e
V e T,M. Sidice geodetica massimale 1'unica geodetica v : I — M tale
che v(0) = p e 4(0) = V che non puo essere estesa a un intervallo pitt grande
di /. Una geodetica massimale & anche chiamata geodetica con punto iniziale

p e velocita iniziale V' e si indica con 7y .

2.5 Trasporto parallelo

Il trasporto parallelo ¢ un concetto legato strettamente a quello di con-
nessione e permette di trasportare vettori lungo curve sulla varieta, in modo

che rimangano paralleli rispetto alla connessione. Piu precisamente



18

2. Geodetiche e trasporto parallelo

Definizione 2.7. Sia M una varieta dotata di una connessione lineare V.
Un campo vettoriale V' lungo una curva v ¢ detto parallelo lungo ~y rispetto
aVse D,V =0.

V' & parallelo se e parallelo lungo ogni curva.

Facendo riferimento alla Definizione 2.5 si osserva che una geodetica e
caratterizzata come una curva il cui campo vettoriale velocita e parallelo

lungo la curva.

Esempio 2.2. Sia v : [ — R" una curva. Perché un campo vettoriale V
sia parallelo lungo ~ rispetto alla connesione Euclidea si deve avere per ogni

to e 1
DV (ty) = (Vk(to) + Vj(to)Vi(to)Ffj(y(to)» O = Vk(to)ﬁk =0,
cioe le componenti di V' devono essere costanti.

Un fatto fondamentale riguardante i campi vettoriali paralleli e che dato
un vettore tangente a un punto di una curva, questo puo essere esteso in

modo unico a un campo vettoriale parallelo lungo la curva.

Teorema 2.5.1. Dati una curva v : I — M con ty € I e un vettore
Vo € Tyuo)M, esiste un unico campo vettoriale V- parallelo lungo v tale che

V(to) = Vo. Si dice che V' é l’estensione parallela di Vi lungo .

Dimostrazione. Se y(I) ¢ contenuto in un’unica carta, allora per la (2.7) si

ha che V & parallelo lungo ~ se e solo se
VE(R) = =V (@) (OT5(0(), k=1,....,n

Questo ¢ un sistema lineare di equazioni differenziali ordinarie, e il teorema
di esistenza e unicita ne garantisce 1’esistenza e I'unicita di una soluzione su

tutto I per ogni condizione iniziale V (o) = V.
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Se invece y(I) non ¢ contenuto in un’unica carta, sia § il piu grande
tra i b > t; tale che esiste un’unica estensione parallela su [to,b]. Per b
in un opporuno intorno di ty, y([to,b]) & contenuto in un’unica carta e si
puo applicare il ragionamento precedente. Quindi esiste un’unica estensione
parallela su [tg, ). Se per assurdo si avesse § € I, si scelgono delle coordinate
su un aperto contenente (5 — §,8 + 0) per 6 > 0. Allora esiste un’unica
estensione parallela V su (B — 6,8+ 0) che soddisfa la condizione iniziale
\7(6775) = V(BTf‘s). Per D'unicitd, V = V sull'intersezione dei loro domini,

quindi V & un’estensione di V oltre B, che ¢ una contraddizione. ]

Definizione 2.8. Sia v : I — M una curva con tg,t; € I, il trasporto

parallelo e un operatore

Pty - Tyeo) M — Ty) M
% — V(tl),

dove V' e l'estensione parallela di Vj lungo ~.

Poiché 1'equazione che determina il parallelismo ¢ lineare, si ha che il
trasporto parallelo ¢ un isomorfismo lineare tra T, M e T M.

La prossima proposizione mostra come ottenere la derivata covariante
lungo v a partire dal trasporto parallelo; ¢ in questo senso che una connessione

“connette” spazi tangenti vicini.

Proposizione 2.5.2. Sia V una connessione su M ey : I — M una curva

su M contg € 1. Allora

PVt =V(t
D,V (o) = lim —! (t) = Vto)

t—to t—1p

Dimostrazione. La tesi puo essere riscritta cosi:

d
DV (to) = — P, V(1)

a a t=to ’
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Si consideri un riferimento locale {E, ..., E,} parallelo lungo v, cioé con

D,E; =0 e si scriva V(t) = VI(t)E;(t). Lungo 7 si ha:

v = )E )

-1 — VI A —
P, V(t)=VI()E;(ty) = dt t=to dt

D’altra parte per la (2.7)

J

DUV (o) = DU(VIE;)(t) = T (to) B, (1) + V3 (t0) Dy E; (t0)

dt
dvi

= () E(to),

in quanto gli £; sono paralleli lungo +. O]



Capitolo 3

Geodetiche Riemanniane

Si e visto che e possibile definire diverse connessioni sulla medesima vari-
eta Riemanniana. In questo capitolo si definira una particolare connessione
detta connessione di Levi-Civita o connessione Riemanniana le cui geodetiche
verificano una proprieta di compatibilita con le proprieta della metrica.

In seguito si presentera la mappa esponenziale, che stabilisce un diffeo-
morfismo locale fra la varieta e il suo spazio tangente. Per questo permette
di studiare come variano le geodetiche al variare delle condizioni iniziali,
e di introdurre la nozione di intorni e coordinate normali, immagine delle

coordinate Euclidee sul piano tangente.

3.1 La connessione Riemanniana

Per introdurre la connessione Riemanniana, ne diamo una prima definizione
geometricamente pil intuitiva per sottovarieta di R™ con la metrica indotta.
In questo caso, infatti, la connessione e ottenuta proiettando sul tangente, la
connessione definita in R™.

Sia M una sottovarieta immersa di R"; ogni campo vettoriale su M

puo essere esteso a un campo vettoriale liscio su R™. Si definisce la mappa

21
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VT :T(M)xT(M)— T(M) ponendo

VY =7 (VxY)

dove X e Y sono estesi arbitrariamente a R™, V e la connessione Euclidea
su R™, e per ogni p € M, n' : T,R" — T,M ¢ la proiezione ortogonale. Il
lemma seguente mostra che questa ¢ una connessione lineare su M, chiamata

connessione tangente.
Lemma 3.1.1. L’operatore V' ¢ ben definito ed ¢ una connessione su M.

Dimostrazione. Poiché per il Lemma 2.2.2 il valore di VxY in p € M dipende
solo da X, allora V1Y ¢ indipendente dalla scelta dell’estensione di X.
D’altra parte, per il Lemma 2.3.2 si ha che il valore di VxY dipende solo dai
valori di Y lungo una curva il cui vettore tangente iniziale ¢ X,,. Considerando
una curva che giace su M si ha che VY dipende solo dal campo vettoriale
iniziale Y € T(M) non esteso, quindi V' & ben definito. Dalla definizione
segue che V1Y & C°°(M)-lineare in X e R"-lineare in Y, quindi per mostrare
che & una connessione resta da provare solo la proprieta del prodotto. Sia

f € C®(M) estesa arbitrariamente a R", lungo M si ha

Vi(fY) =7 (Vx(fY)) = (Xf)r'Y + fr' (VxY)
= (Xf)Y + fV,Y.

Quindi V' & una connessione. O

Siccome si dimostra che ogni metrica Riemanniana su qualsiasi varieta
puo essere ottenuta come metrica indotta dall’immersione un uno spazio
Euclideo, si potrebbero studiare solo le sottovarieta di R™, le loro metriche
indotte e la connessione tangente. Vogliamo invece dare una definizione in-
trinseca dello stesso concetto, e che possa essere definita su ogni varieta

astratta.
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Una di queste proprieta si definisce a partire dalla proprieta del prodotto

che la connessione Euclidea su R" soddisfa rispetto alla metrica Euclidea:
Vx(Y,Z) = <?XY, Z> + <Y, ?XZ> ~

Definizione 3.1. Sia g una metrica Riemanniana su una varieta M. Una
connessione lineare V si dice compatibile con g se per ogni vettore tangente

X, Y, Z soddisfa la seguente proprieta del prodotto
Vx{Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ).

Lemma 3.1.2. Sia V una connessione su una varieta Riemanniana (M, g),

le sequenti proprieta sono equivalenti:
(i) V & compatibile con g.

(i1) Per ogni coppia di campi vettoriali V- e W lungo una curva -y

d
7 (V.WY = (D,V, W) 4+ (V,D,W).
(111) Per ogni coppia di campi vettoriali V. e W paralleli lungo una curva 7y,

il prodotto (V,W') ¢é costante.

(iv) 1l trasporto parallelo Py, = Ty M :— TyuyM lungo una curva y é

un’isometria per ogni tg, ti.
Dimostrazione. Si ha:

(i) = (i1) Sia p = v(0) e X un campo vettoriale con X, = §(0) e si scelga una
base ortonormale {E;} intorno a p. Allora poiché V & compatibile con
g
0=Vx(E, E;) =(VxE;, E;) +(E;,VxE;).
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Siano V = V'E; e W = WJE; campi vettoriali lungo . Per la (2.7) si
ha che D,V = VIE; + ViVxE; e D,W = WIE; + W/VxE;, da cui

(D V, W)+ (V,D;W) =
— (VW 4 VI (B, E-) +V'WI((VxE;, E;) + (E;, Vx E)))
o Z VZWZ + V’LW’L Z vlwl

d

== (V,Ww).

(17) = (i7i) Essendo V e W paralleli lungo v si ha D,V = D,W = 0, da cui
applicando la (i7) si ottiene

d

SAV,W) = (DY, W) + (V. D) =0,

quindi (V, W) & costante.
(17i) = (iv) La (7i7) afferma proprio che il trasporto parallelo conserva la metrica.

(tv) = (i) Sia p € M e sia vy una curva con y(tg) = p e ¥(to) = X,. Si fissi
una base ortonormale {Ey, ..., E,} di T,M; per (iv) possiamo esten-
dere ciascun F; a un campo vettoriale parallelo lungo v e tale che
{Ei(t),..., Ey(t)} sia una base ortonormale di T, M per ogni t. Si
scrive Y(y(t)) = YMH)EL(t) e Z(y(t)) = ZF1t)E(t), allora
(Y, Z) =3, Y"Z" Inoltre, per le proprieta che definiscono la derivata

covariante nel Lemma 2.3.1, per Y e Z valgono le uguaglianze

DY = Y"™tg)Ep + Y"(tg) Dy En = Y (to) En,

Dy,Y = Vi)Y = Vx, Y.
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Quindi

Vix, (Y, 2) = = (Y (7(1)), Z(7(1)))

Sl

d h h
= — YA
t=to  dt (Zh: v )

(Y"(t0) Z"(to) + Y"(t0) Z" (o))

t=to

Il
(]

h(to) En, Z )> + <Yh(t0), Z(to)Eh>

tOY Dto >

I
/\ /\ /\
>

]

Osservazione 3.1. La connessione tangente su qualsiasi sottovarieta immersa
di R™ e compatibile con la metrica Riemanniana.

Infatti per la compatibilita della connessione Euclidea si ha

VeV, Z) =7 (Vx (Y, Z)) =7 ((VxY,Z) + (Y, VxZ))
= (VxY,2) + (Y. VxZ).
Chiedere che una connessione sia compatibile con la metrica non e suffi-
ciente per definire un’unica connessione su ogni varieta, e necessaria anche

un’altra proprieta della connessione tangente. QQuesta € espressa in termini

del concetto di torsione di V su M, definita come segue:

Definizione 3.2. Data una connessione lineare V su M, si dice torsione di

V su M la mappa 7 : T(M) x T(M) — T (M) definita ponendo
T(X, Y) = VXy - VYX - [X, Y]
V & detta simmetrica se 7 = 0.

Osservazione 3.2. Si ha che V e simmetrica se e solo se 1 suoi simboli di

Christoffel rispetto a qualsiasi sistema di coordinate sono simmetrici, cioe
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¥, = I'%. Per provarlo si fissa una carta locale e si scrive X = X'0; e

Y =Y79;. Allora per la (2.4) si ha:

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]
= (X'0.Y" + X'YTE)0, — (Y0, XF + Y/ X'TY)0, — (X'0,Y" — Y7 9;X%)0,
= X'Y/(D), — T) Ok

Quindi 7(X,Y) = 0 per ogni X, Y € T(M) se e solo se i simboli di Christoffel

sono simmetrici.

In particulare la connessione Euclidea su R"™ e simmetrica, in quanto i

suoi simboli di Christoffel sono tutti nulli.

3.1.1 Lemma fondamentale della geometria Rieman-
niana

Il seguente teorema ¢ molto importante e viene chiamato lemma fonda-

mentale della geometria Riemanniana.

Teorema 3.1.3. Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Esiste un’unica con-

nessione lineare NV su M che sia simmetrica e compatibile con g.

Questa connessione ¢ chiamata connessione Riemanniana o connessione

di Levi-Civita di g.

Dimostrazione. Si inizia con la prova dell’unicita supponendo che V sia una
connessione simmetrica e compatibile con g. Siano X,Y, Z € T(M) dei campi

vettoriali; per la compatibilita con g di V si ha

XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,VyX)
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X,V,Y).
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Grazie alla simmetria di V si ha ad esempio
e sostituendo 1'ultimo termine di ciascuna delle uguaglianze precedanti si ha

XY, Z) =(VxY, Z) + (Y, VzX) + (Y, [X, Z])
Y (Z,X) = (VyZ,X) +(Z,VxY) + (Z,[V,X])
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X, VyZ) + (X,[Z,Y]).

Sommando le prime due equazioni e sottraendo la terza si ottiene
Da cui, risolvendo rispetto a (VxY, Z),

(VxY,Z) = (3.1)

l(X <Y,Z> +Y<Z’X> _Z<X7Y> - <Y> [X>Z]> - <Zv [YaXD + <X> [ZaYD)

2

(3.2)
Siano ora V! e V2 due connessioni simmetriche e compatibili con g. Poiché il
termine in (3.2) non dipende dalla connessione, si ha (VLY — V3Y,Z) =0
per ogni X,Y, Z. Ma questo pud accadere solo se VLY = V%Y per ogni X
e Y, cioe solo se V! = V2.

Per quanto riguarda l'esistenza, basta dimostrare che una connessione
Riemanniana esiste in ogni carta, 'unicita assicura che le connessioni cosi
costruite su ciascuna carta si equivalgono sulle intersezioni.

Sia (U, (z')) una carta locale e si applichi la (3.2) ai campi vettoriali {9;},

le cui parentesi di Lie sono nulle. Si ottiene
1
(Vo,0;,01) = 5 (0: (05, 0) + 95 (00, 0i) — 01(0;, 05)) -

Sostituendo nell’equazione precedente le definizioni dei coefficienti della me-

trica gi; = (0;, 0;) e dei simboli di Christoffel V,0; = I'[?0,, si ha

m 1
L gmr = 3 (9igji + Dig9u — Oigij) -
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Si moltiplica infine per la matrice inversa ¢'* e, poiché g,,,g"* = 6%, si ha
ko Lo
Pij = 59 (aigjl + ajgz‘l - algij) . (33)

Questa formula definisce una connessione su ogni carta, e siccome dalla prece-
dente equazione risulta evidente che Ffj = F?i, la connessione e simmetrica
per quanto dimostrato nell’Osservazione 3.2.

Resta da provare soltanto la compatibilita con la metrica:

(VxY,Z)+ (Y, VyxZ) =

—_

_(X <K Z) +Y<ZvX> _Z<X7Y> - <Y7 [XvZ]> - <Z7 [YvXD + <X7 [ZvY]>)+

N — DO

5 (XY, 2)+ 2V, X) =Y (2, X) = (Z,[X,Y]) = (Y, [Z, X]) + (X, [V, 2])) =

= XY, 2).
0

La formula (3.3) permette di calcolare i simboli di Christoffel della connes-
sione Riemanniana su ogni carta. Le geodetiche rispetto a questa connessione

sono chiamate geodetiche Riemanniane o semplicemente geodetiche.

Definizione 3.3. Sia 7 una curva su una varieta Riemanniana, la velocita
di v al tempo t ¢ la lunghezza del vettore velocita |¥(¢)]. Si dice che v ha
velocita costante se |¥(t)| non dipende da t e che ha wvelocita unitaria se la

sua velocita ¢ identicamente uguale a 1.
Lemma 3.1.4. Tutte le geodetiche Riemanniane sono curve a velocita costante.

Dimostrazione. Sia v una geodetica Riemanniana, allora ¥ ¢ parallelo lungo

v e quindi la sua lunghezza |y| = (¥, 7)1/2

del Lemma 3.1.2. OJ

¢ costante per I'affermazione (7i7)

La proposizione seguente mostra che le connessioni Riemanniane di com-

portano bene rispetto alle isometrie.
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Proposizione 3.1.5. Sia ¢ : (M, g) — (M, g) un’isometria. Allora

(1) ¢ porta la connessione Riemmanniana V di g nella connessione V di

g, nel senso che

0:(VxY) = Vo, x(6.Y),
(i1) Se ~y € una curva su M eV & un campo vettoriale lungo ~y, allora

6.D,V = Dy(¢, V),

(111) ¢ porta geodetiche in geodetiche: se v ¢ la geodetica di M con punto
iniziale p e velocita niziale V', allora ¢ o v € la goedetica di M con

punto iniziale ¢(p) e velocita iniziale ¢,V .
Dimostrazione. Si procede cosi:
(i) Si definisce un’applicazione ¢*V : T(M) x T(M) — T(M) tale che

(6*V)xY = 6 (V. x(6.Y)).

gb*% ¢ detta connessione pullback su M ed ¢ compatibile con la metrica
g in quanto
(@VxY.2) + (V& V)xZ) =
<¢Il(€¢*x(¢*y)), Z>M + <Y7 ¢;1(6¢*x(¢*z))>M =
(Voux(0.),0.2) _+(6.Y.V.x(6.2)) =
0 X (0.Y, 0. Z) 57 = 9 X (Y, Z)p 097") =
XY, Z),,,

dove si & usato che V & compatibile con g. Inoltre per la simmetria di

V si ha che anche gb*% ¢ simmetrica, infatti
(6"V)xY = (6"V)y X —[X,Y] = 6. (Vo.x(6.Y) = Vor (6.X)) — [X,Y]

= (b;l ([¢*X, (b*Y]) - [Xa Y]
—0
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(i)

Quindi ¢*V & una connessione Riemanniana di g su M. Per I'unicita

data dal Teorema 3.1.3 risulta ¢*% = V.
Si definisce ¢* D, : T(y) — T(7) tale che
(6"D)V = 6,1 (Dig.V).

¢*5t possiede le proprieta che caratterizzano una derivata covariante,
quindi per 'unicita della derivata covariante data dal Lemma 2.3.1 si

ha che qb*lN)t =D,.

Sia v una geodetica di M, ponendo o = ¢ oy si vuole dimostrare che

o & una geodetica di M. Usando (7) si ha
Etd = ﬁt(¢*7) - ¢*Dt'7 = ¢*O =0,
quindi ¢ o v & una geodetica di M e ¢ porta geodetiche in geodetiche.

]

3.2 La mappa esponenziale

Per controllare il comportamento di tutte le geodetiche uscenti da un uni-

co punto e necessario capire come queste dipendono dalle condizioni iniziali.
Il Teorema 2.4.1 e la Definizione 2.6 assicurano che esiste un’unica geodeti-
ca massimale passante per ogni punto iniziale p € M con vettore velocita
V € T,M. Si puo quindi definire una mappa dal fibrato tangente all'insieme

delle geodetiche di M come segue.

Definizione 3.4. Sia V una connessione lineare su M. Il dominio della

mappa esponenziale € I'insieme

& :={V € TM | v & definita in un intervallo che contiene [0, 1]}.



3.2 La mappa esponenziale

31

La mappa esponenziale exp : € — M ¢ definita da
exp(V) = v (1).

Inoltre per ogni p € M si pone €, := ENT,M e si chiama mappa esponenziale

ristretta exp, la restrizione a &, di exp.

Il lemma seguente permette di dimostrare alcune importanti proprieta

della mappa esponenziale.

Lemma 3.2.1. Per ognipe M,V € T,M ec,t € R

Yev (1) = v (ct) (3.4)
se uno dei due membri € definito.

Dimostrazione. Basta dimostrare che 7.y (t) esiste e che vale la (3.4) quando
v (ct) ¢ definito; il viceversa segue sostituendo V', t e ¢ rispettivamente con
cV,cte %

Per alleggerire la notazione si scrivera v = 7y. Si definisce una curva
3(t) = 7(ct) su ¢ := {t|ct € I}. Bisogna provare che 7 ¢ una geo-
detica di punto iniziale p e velocita iniziale c¢V'; per 'unicita si avra quindi
che 7 = ey

Dalla definizione di 7 segue che 7(0) = «(0) = p. Inoltre, scrivendo 7 in
coordinate locali come y(t) = (y1(t),...,7™(t)) si ha

i

5() = So'(et) = o5 (et),

quindi in particolare (0) = ¢¥(0) = ¢V.
Per dimostrare che 7 ¢ una geodetica, indichiamo con D; e Et le derivate co-
varianti rispettivamente lungo v e 7. Sfruttando il fatto che v € una geodetica

si ottiene

d,:,k

DA(t) = | 27 (1) + THE0F 07 ()] o

= [*5*(ct) + C2FZ(7(ct))7i(ct)7j(ct)] Ok
= *Dy(ct).
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Quindi anche 7 € una geodetica e 7 = v,y . O

Proposizione 3.2.2. La mappa esponenziale gode delle sequenti proprieta:

(i) Ciascun &, ¢ stellato rispetto all’origine.

(ii) Per ogni V€ TM, la geodetica vy ¢ data da

Y (t) = exp(tV)

per ogni t € R per cui uno dei due membri é definito.

(i7i) La mappa esponenziale é liscia.

Dimostrazione.  (ii) Applicando il Lemma 3.2.1 con ¢ = 1 si ottiene che

(i)

(i)

exp(cV) = vev (1) = vy (c) se uno dei tre membri ¢ definito, per cui (i7)

¢ soddisfatta.

Un sottoinsieme S di uno spazio vettoriale si dice stellato rispetto a
un suo punto z se per ogni y € S, il segmento che congiunge z e y e
contenuto in S.

Se V € &, per definizione 7y ¢ definita almeno nellintervallo [0, 1].

Quindi per 0 <t < 1, il Lemma 3.2.1 assicura che

exp(tV) =y (1) = yw(t)

e definito, quindi ogni €, ¢ stellato rispetto all’origine.

Il fatto che la mappa esponenziale sia liscia segue dal teorema di esisten-
za e unicita delle geodetiche (Teorema 2.4.1). Per (i7) vy (t) = exp(tV),

dove vy e soluzione dell’equazione delle geodetiche
B (t) + @' ()i ()5 (x(t) = 0

con condizioni iniziali vy (0) = p e 4(0) = V. Per i teorema di dipen-
denza continua dai dati iniziali delle equazioni differenziali si ha che
exp e liscia.

]
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Proposizione 3.2.3. Sia ¢ : (M,g) — (M,E) un’isometria. Allora per
ogni p € M il diagramma sequente commuta

T,M —2 TyomM

eXPpl le"%(z))

ML]TJ

Dimostrazione. Siccome ¢ ¢ un’isometria si puo usare la Proposizione 3.1.5.

Quindi da un lato si ha

p(exp, V) = ¢(exp, ¥(0)) = ¢(v40)(1)) = (¢ 0 7)g.5(0) (1),

che ¢ una geodetica in M di punto iniziale ¢(y(0)) = ¢(p) e velocita iniziale
¢.V. Dall’altro lato si ha exp¢(p)(¢*V), e anch’esso ¢ per definizione una

geodetica in M di punto iniziale ¢(v(0)) = ¢(p) e velocit iniziale ¢,V. Per

I"unicita delle geodetiche si conclude che il diagramma commuta. [

3.3 Intorni e coordinate normali

Si ¢ detto che la mappa esponenziale ristretta exp,, associa a elementi del

sottoinsieme &, di T,M elementi di M.

Lemma 3.3.1. Siano V una connessione lineare su M e p € M. Allora
(exp,)« in 0 & lidentita. In particolare esistono un intorno 'V dell’origine in

T,M e un intorno W di p in M tali che exp : V — U € un diffeomorfismo.

Dimostrazione. La seconda affermazione segue dal teorema della funzione
inversa dopo aver provato che (exp,). ¢ invertibile in 0. Essendo T,M
uno spazio vettorale, esso puo essere identificato in maniera naturale con
To(T,M). Per calcolare (exp,).V per un vettore V' € To(T,M) = T,M
bisogna considerare una curva o in T,M che abbia punto iniziale 0 e vet-

tore velocitd iniziale V' e calcolare il vettore velocita iniziale della curva
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exp, oo (t).Sia questa curva o(t) = tV. Allora

d d d
(exp,)V == | (expy00)(t) = = | exp,(tV)=—| w(t)=V,
cioe (exp,). ¢ I'identita in 0. O

Definizione 3.5. Ogni aperto U di p € M diffeomorfo tramite exp, a un
intorno stellato V di 0 € T,M ¢ detto intorno normale di p. Sia B.(0) C T,,M
la palla aperta rispetto alla metrica g di centro l'origine e raggio € > 0. Se €
¢ tale che exp,, sia un diffeomorfismo su B,(0), allora I'immagine exp,(B.(0))
& detta palla geodetica in M. Inoltre, se la palla chiusa B.(0) & contenuta in

un aperto V C T, M sul quale exp, ¢ un diffeomorfismo, allora exp,(B¢(0)) ¢

chiamata palla geodetica chiusa, ¢ exp,(0B.(0)) ¢ detta sfera geodetica.

Sia {Fy, ..., E,} ¢ una base ortonormale di 7,M, essa definisce un iso-
morfismo F : R® — T,M tale che F(z',...,2") = 2'E;. Se U & un intorno
normale di p, si puo comporre questo isomorfismo con la mappa esponenziale

per ottenere le coordinate
¢p:=E'oexp ' : U — R". (3.5)

Definizione 3.6. Le coordinate definite dall’equazione precedente sono dette

coordinate normali centrate in p.

Dato p € M e U un intorno normale di p, ¢’e¢ una corrispondenza biu-
nivoca tra coordinate normali e basi ortonormali in p. Su ogni insieme con

coordinate normali centrate in p si definisce la distanza radiale come

r(z) = > (@)% (3.6)

nello spazio Euclideo, essa equivale alla distanza dall’origine. Il campo vet-

toriale radiale unitario 0/0r ¢ dato da

0 0
E «— ?axz. (3-7)
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Proposizione 3.3.2. Siano (U, (X)) delle coordinate normali centrate in p.

(i) Per ogni V.= V'0; € T,M, la geodetica v con punto iniziale p e
vettore velocita iniziale V' si rappresenta in coordinate normali tramite

un segmento passante per [’origine
w(t) =tV ...tV (3.8)
finché vy rimane all’interno di U.
(i1) Le coordinate di p sono (0,...,0).
(iii) Le componenti della metrica in p sono g;; = 6;;.

(iv) Le derivate parziali prime di g;; e i@ simboli di Christoffel si annullano

m p.

Dimostrazione. (i) Ricordando che vy (t) = exp(tV') e facendo riferimento

alla (3.5) si ha
d(w(t)) = E ' oexp, ' (exp,(tV)) = (tV', ..., tV").
(77) Essendo 7y(0) = p, per la (i) si ha p = (0,...,0).
(i73) Siccome (expy). = id si ha che 0; = (exp,).E; = E;, allora
9ij = <§ g]> = (Ei, Ej) = b
(1v) 7y € una geodetica quindi risolve I'equazione delle geodetiche
i (L) + :i:i(t)jsj(t)Ffj (x(t)) = 0.

Le componenti di vy sono z*(t) = tV* per cui Z'(t) = 0 per ogni i e i
simboli di Christoffel sono nulli.

Ma allora si ha anche V,0; = 0 per ogni ¢ e j. Quindi

Orgij = Ok (03, 05) = (Va,0;,0;j) + (0;, V,0;5) =0
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Definizione 3.7. Un aperto W C M si dice uniformemente normale se esiste
0 > 0 tale che W ¢ contenuto in una palla geodetica di raggio ¢ centrata in

ognuno dei suoi punti.



Capitolo 4

Geodetiche e distanza

In questo capitolo si analizzeranno le relazioni tra geodetiche, lunghezze e
distanze su una varieta Riemanniana. Si dimostrera che tutte le curve di mi-
nima lunghezza sono geodetiche e che, almeno localmente, tutte le geodetiche
sono curve di minima lunghezza. La simmetria della connessione Rieman-
niana giochera un ruolo fondamentale nelle dimostrazioni di questi fatti.
D’ora in poi si indichera con M una varieta differenziabile di dimensione
n dotata di una metrica Riemanniana g¢; tutte le derivate covarianti e le

geodetiche sono da considerarsi rispetto alla connessione Riemanniana di g.

4.1 Lunghezze e distanze su varieta Rieman-

niane

A partire dalle definizioni di lunghezza di una curva e distanza tra due
punti, si dimostrera in questo paragrafo che una varieta Riemanniana e in

maniera canonica uno spazio metrico.

37
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4.1.1 Lunghezze di curve

Definizione 4.1. Sia 7 : [a,b] — M una curva, definiamo la lunghezza di

~ come
L) = [ Bl

Poiché |§(t)| & continua per quasi ogni ¢, la lunghezza & ben definita. A
volte si scrivera Ly invece di L.
Si vedra ora che la lunghezzza di una curva e indipendente dalla parametriz-

zazione.

Definizione 4.2. Una riparametrizzazione di v ¢ una curva della forma
¥ =~vo0¢ dove ¢ : [c,d] —> [a,b] & una mappa liscia con inversa liscia.

Se ¢ > 0, la riparametrizzazione conserva l’orientazione di una curva, se
¢ < 0 la inverte.

Lemma 4.1.1. Per ogni curva vy : [a,b] — M e ogni riparametrizzazione 5

di vy, si ha L(7) = L(7).

Dimostrazione. Si ha

v = [ fola= [

~ [ Fs)lds = L(3).

%mm¢xwpw:[dbw@»ﬂwwt

[]

Per calcolare la distanza tra punti, e utile modificare la classe di curve

che vengono prese in considerazione.

Definizione 4.3. Una curva regolare € una curva liscia v : I — M tale che

A(t) # 0 per ogni t € I.

Intuitivamente questa condizione fa si che la curva non abbia cuspidi
o punti angolosi. Formalmente, poiché il vettore tangente (t) & il push-
forward v.(d/dt), una curva regolare & un’immersione dellintervallo I in M.

Si osservi che le geodetiche, avendo velocita costante, sono regolari.
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Definizione 4.4. Una mappa continua v : [a,b] — M & detta curva regolare
a tratti se esiste una suddivisione a = ag < a; < ... < ai = b di [a,b] tale

ai—1,

che v|(4,_,,q] € una curva regolare per ogni i =1,... k.

Tutte le distanze su varieta Riemanniane verranno misurate su curve
come queste, che verranno chiamate curve ammissibili. Anche una curva del
tipo v : {a} — M, ~y(a) = p ¢ considerata una curva ammissibile. I limiti
sinistro e destro del vettore velocita in ciascun a; sono ben definiti, diversi
da zero e non necessariamente uguali; verranno indicati con

t—a;

$a) = lim 4(1), .
t—)a;L

Sia 7 : [a,b] — M una curva ammissibile e sia data come in preceden-
za una suddivisione a = ap < a1 < ... < a = b di [a,b]. La lunghezza
di v & definita come la somma delle lunghezze dei tratti |, ,q,). Si puo
estendere la definizione di riparametrizzazione che viene ad essere una curva
ammissibile della forma ¥ = v o ¢ dove ¢ : [¢,d] — [a,b] € un omeomor-
fismo la cui restrizione ai sottointervalli [¢;_1,¢;] € liscia con inversa liscia.
Quindi anche la lunghezza di una curva ammissibile e indipendente dalla

parametrizzazione.

Definizione 4.5. La funzione lunghezza d’arco di una curva ammissibile

v : la,b] — M & la funzione s : [a,b] — R definita da

s(t) == L(V]ja) = / 5/(w)| du.

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale s ¢ liscia dove lo e v, e
5(t) ¢ uguale alla velocita |y(u)| di 7.
Tra tutte le possibili parametrizzazioni di una curva, quelle a velocita unitaria

sono particolarmente importanti e ogni curva ammissibile ne ammette una.
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Osservazione 4.1. Per ogni curva ammissibile 7 : [a,b] — M di lunghezza
L(v) = [ esiste un’unica riparametrizzazione ¥ : [0,{] — M che conserva

I'orientazione tale che 7 ha velocita unitaria.

Per provarlo basta cosiderare ¥ = v o ¢, dove ¢! ¢ la funzione lunghezza
d’arco di 7.

Si ha inoltre che data una curva ~ con velocita unitaria, la cui parametriz-
zazione ¢ definita sull’intervallo [0,[], la funzione lunghezza d’arco di v ¢

s(t) = t, infatti t
(0 = [ it du—

In questo caso si dice che la curva e parametrizzata d’arco.

Definizione 4.6. Siano v : [a,b] — M una curva ammissibile e

f € C™[a,b], si definisce Uintegrale di f rispetto alla lunghezza d’arco come

L fds = / Cr0 o)t

Anche questa nozione ¢ indipendente dalla parametrizzazione.

Definizione 4.7. Una mappa continua V : [a,b] — TM tale che
Vi € T,,)M per ogni t ¢ detta campo vettoriale lungo vy liscio a tratti se
esiste una suddivisione, possibilmente piu fine, a =ay < a; < ... < a,, = b

tale che V sia liscio su ciascun sottointervallo [@;_1, @;].

Dato un qualunque vettore V;, € T)(4) M, esiste un unico campo vettoriale
liscio a tratti parallelo a V, lungo v. Per trovarlo e sufficiente trasportare
parallelamente V, lungo il primo tratto di v fino a 7(a;), poi trasportare

parallelamente V,, lungo il secondo tratto e cosi via.

4.1.2 Distanza Riemanniana

Definizione 4.8. Sia M una varieta Riemanniana connessa. Per ogni coppia

di punti p,q € M si definisce la distanza Riemanniana d(p, q) come
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d(p,q) :=inf{L(7y) | v ¢ una curva regolare a tratti con y(a) = p e v(b) = q}.

Per dimostrare che la distanza e ben definita, € necessario verificare che
due punti qualsiasi possono essere collegati con una curva ammissibile. Es-
sendo M connessa, p e ¢ possono essere collegati con un cammino continuo
¢ : la,b] — M. Per la compattezza, ¢’¢ una suddivisione di [a, b] tale che
¢([a;_1,a;]) & contenuto in una singola carta per ogni 7. Sostituendo ogni seg-
mento con un cammino liscio in coordinate si ottiene una curva ammissibile

dapaq.

Lemma 4.1.2. Con la distanza d appena definita, ogni varieta Riemanniana
connessa ¢ uno spazio metrico la cui topologia indotta e proprio la topologia

della varieta.

Dimostrazione. Dalla definizione e chiaro che d(p,q) = d(q,p) > 0 e
d(p,p) = 0. La disuguaglianza triangolare segue dal fatto che & possibile
combinare una curva regolare a tratti da p a ¢ con una da ¢ a r ottenendo
una curva regolare a tratti la cui lunghezza ¢ la somma delle lunghezze delle
due curve. Per dimostrare che la topologia indotta da d ¢ quella della varieta
confrontiamo la distanza Riemanniana e quella Euclidea in coordinate locali.
Siano x € M, U un intorno di x diffeomorfo a un aperto di R" e B(z,¢) la
palla di centro x e raggio € per il prodotto scalare Euclideo. Per € abbastanza
piccolo B(x,e) C U. Siccome la metrica Riemanniana g ¢ liscia, esistono due

costati C1, Cy > 0 tali che per ogni p € B(x,¢€) e per ogni V € R”
Cl |v|g < |V|g < 02 |V|g'

Quindi per ogni curva v dentro B(z,€) la lunghezza L, di v ¢ limitata dal

basso e dall’alto dalla lunghezza calcolata con la metrica Euclidea:
CiLg(7) < Lg(v) < CoLg(7)

Sia adesso «a piccolissimo e siano p, ¢ € B(x, er). Se una curva v che connette

p e q esce da B(z,¢) allora la sua lunghezza ¢ almeno Cie(1 — o) mentre il
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segmento tra p e ¢ ha lunghezza al piu Cy2¢eq, per cui se « e sufficientemente
piccolo le curve usate per calcolare la distanza tra p e ¢ non escono da B(x, ¢).

Dalla stima precedente segue che su B(x,eq) si ha

Cilp—dql; <dlp,q) <Cilp—dql,

per cui d e equivalente alla topologia naturale di M. O

4.2 Geodetiche e curve minimizzanti

Definizione 4.9. Una curva ammissibile v : [a,b] — M su una varieta
Riemanniana si dice minimizzante se, data una qualsiasi altra curva am-

missibile ¥ con gli stessi estremi si ha L(vy) < L(5), ovvero se e solo se
d(v(a), (b)) = L(v).

Per provare che le curve minimizzanti sono geodetiche si considera L
come un funzionale sull’insieme delle curve ammissibili su M; quindi cercare
le curve minimizzanti equivale a cercare il minimo di questo funzionale con
gli strumenti dati dal calcolo delle variazioni.

Infatti, se v € una curva minimizzante e I'y € una famiglia di curve ammissibili
con gli stessi estremi tale che L(I';) & una funzione differenziabile di s e
[y = 7, allora la derivata rispetto a s di L(I'y) deve essere nulla in s = 0

perché 1i si ha un minimo del funzionale.

4.2.1 Famiglie ammissibili

Definizione 4.10. Una famiglia ammissibile di curve e una mappa
' : (—€€) X [a,b] — M che sia liscia su ogni rettangolo della forma
(—€,€) X [ai_1,a;] per qualche suddivisione a = ap < ... < ap = b, e tale
che T'(t) :=T'(s,t) sia una curva ammissibile per ogni s € (—e, €).

Se I' &€ una famiglia ammissibile, un campo vettoriale lungo I' € una map-

pa continua V : (—e€,€) X [a,b] — TM tale che V(s,t) € Ty M per



4.2 Geodetiche e curve minimizzanti 43

ogni (s,t), e tale che V/|(_c¢)x[a,_1,a, sia liscia per una suddivisione piu fine

a=ay<...<a,=>.

Ogni famiglia ammissibile I" definisce due gruppi di curve: le curve princi-
pali T4(t) = T(s,t) definite su [a,b] fissando s, e le curve trasverse
I'®)(s) = I'(s,t) definite su (—¢, €) fissando ¢. Le curve trasverse sono lisce su
(—€, €) per ogni t, mentre le curve principali in generale sono soltanto regolari
a tratti.

Quando I' ¢ liscio, i vettori tangenti a queste due famiglie di curve sono

esempi di campi vettoriali lungo I'; essi verranno indicati con

O L(s,t) := %Fs(t), e O, (s,t) :== %F(t)(s).

0" & continuo su tutto il rettangolo (—e¢, €) x [a,b]: da un lato il suo valore
sul segmento (—e¢,€) x {a;} dipende solo dai valori di I' su quel segmento
in quanto la derivata e fatta solo rispetto a s; d’altra parte e continuo su
ogni rettangolo (—e¢,€) X [a;_1,a;] e (—€,€) X [a;, a;41] quindi i limiti destro
e sinistro per t = a; devono essere uguali. Quindi 9,I' & sempre un campo
vettoriale lungo I'.
Dato un campo vettoriale V' lungo I', possiamo calcolare la derivata cova-
riante di V' sia lungo le curve principali che lungo quelle trasverse; i campi
vettoriali lungo I' risultanti si indicano rispettivamente con D;V e D,V

Il lemma seguente sfrutta la simmetria della connessione Riemanniana e

verra utilizzato piu volte in segiuto.

Lemma 4.2.1. Sia I' : (—¢€,€) X [a,b] — M wuna famiglia ammissibile di
curve su una varietd Riemanniana. Su ogni rettangolo (—e, €) X [a;—1, a;] su
cut I' e liscia,

Dsatr == Dtasl—‘

Dimostrazione. Facendo il conto nelle coordinate locali (z%) intorno a ogni

punto I'(sg, to) e scrivendo le componenti di I come I'(s, ) = (x(s,t),...,2"(s, 1))
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si ha
Oxk oxk
o' = —0 O, I' = —0.
S TRC 9s *

Usando la scrittura in coordinate della derivata covariante lungo una curva

data dalla formula (2.7) si ottiene

Jsot ot 0Os

_ [ 93%z* P Qad
DO = (G + 22T ) 0y,

D,OT = (55 + %9215, )

ox
0s

Invertendo i ruoli di ¢ e j nella seconda uguaglianza e usando la condizione

di simmetria Fg‘?i = Ffj si osserva che le due espressioni sono uguali. ]

Definizione 4.11. Sia v : [a,b] — M una curva ammissibile, una vari-
azione di vy & una famiglia ammissibile T" tale che T'g(¢) = ~(t) per ogni
t € [a,b].

Questa e chiamata variazione propria o variazione con estremi fissati se si
ha anche I's(a) = y(a) e I's(b) = v(b) per ogni s.

Sia I' una variazione di v, il campo variazionale di T' e il campo vettoriale
V(t) = 0,I'(0,t) lungo .

Un campo vettoriale V' lungo ~ si dice proprio se V(a) = V(b) = 0. Un

campo vettoriale di una variazione propria € proprio.

Lemma 4.2.2. Siano v una curva ammissibile e V un campo vettoriale lungo
v, allora esiste una variazione I' di v che ha V' come campo variazionale.

Inoltre se V' e proprio si puo trovare I' propria.

Dimostrazione. Sia I'(s,t) = exp(sV(¢)). Per la compattezza di [a, b] esiste
e > 0 tale che I' & definito su (—¢, €) X [a, b]. Chiaramente I" & continua su tutto
il dominio e liscia su (—e¢, €) X [a;_1, a;] per ogni sottointervallo [a;_1, a;] su cui
V' e liscia. Per le proprieta della mappa esponenziale il campo variazionale di
[' ¢ V. Inoltre se V(a) = V(b) = 0, si ha che I'(s,a) = y(a) e I'(s,b) = v(b),
quindi I' & propria. O
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4.2.2 Le curve minimizzanti sono geodetiche

Si puo ora calcolare un’espressione per la derivata del funzionale lunghez-

za lungo una variazione propria; questa e chiamata vartazione prima.

Proposizione 4.2.3. Sia v : [a,b] — M una curva ammissibile con velocita

unitaria, I' una variazione propria diy, e V il suo campo variazionale. Allora

d b k—1
oo L) = —/ (V. Dy7y) dt — Z (V(a:), A), (4.1)

dove Ay = ¥(aj) — 4(a;) ¢ il salto del vettore tangente 7 in a;.
Dimostrazione. Si scriva
T(s,t) = 0I'(s,t) e S(s,t) = 0sI'(s,t).

Su ogni sottointervallo [a;_1,a;] su cui I' & liscio, poiché il dominio di in-
tegrazione e compatto, si puo differenziare sotto il segno di integrale e si

ottiene

d “ 0 1/2
Lo o= LTV
FLCe = [ S

a; 1
— / 5 (T T)22(D,T,T) dt

1—1

ai  q
= / m(DtsaT> dt?

dove si & usato il Lemma 4.2.1 nell’ultimo passaggio. Fissando s = 0 e
notando che S(0,t) = V(t) e T(0,t) = 4(t) (che ha lunghezza unitaria), si ha

d

L LT a0 = [ (DAY at
Sl oo = [ (DY)

a;—1

- [ (G- wom)a

— (V(@)(er)) = (Vi) ilat)) = [ (VD)

Infine, sommando in i e notando che V' (ag) = V(ax) = 0 in quanto I' & una

variazione propria, si ottiene la tesi. O]
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Poiché ogni curva ammissibile ha una parametrizzazione a velocita uni-
taria e la lunghezza e indipendente dalla parametrizzazione, ¢ utile ma non
¢ restrittivo richiedere, come nella proposizione precedente, che ~ abbia

velocita unitaria.

Teorema 4.2.4. Ogni curva minimizzante ¢ una geodetica quando € data

una parametrizzazione a velocita unitaria.

Dimostrazione. Sia 7 : [a,b] — M minimizzante e con velocita unitaria,
e siaa = ay < ... < ap = b una suddivisione tale che v sia liscia su
la;_1,a;]. Sia I" una qualunque variazione propria di 7, siccome v € min-
imizzante dL(I's)/ds(0) = 0. Ogni campo vettoriale V' proprio lungo v ¢
il campo variazionale di una variazione propria, quindi il termine a destra
dell’'uguale nella formula (4.1) & nullo per V.

Si vuole dimostrare che D;y¥ = 0 su ogni sottointervallo [a;_1,a;], cosi si
avrebbe che v € una geodetica all’interno di ciascuno di essi. Si considera
una funzione ¢ € C°(R) tale che ¢ > 0 su (a;_1,a;) e ¢ = 0 altrove. Allora
la (4.1) con V = ¢ D% diventa

o:-/ ¢ |Dyy|? dt.

Poiché l'integrando ¢ non negativo si ha D;y = 0 su ogni sottointervallo.

Si vuole ora provare che A;y = 0, cioe che y non ha spigoli. Per ogni0 <1 < k
si considera un campo vettoriale lungo ~ tale che V(a;) = Ajy e V(a;) =0
per j #i. Allora la (4.1) si riduce a — |A/#|* = 0.

Dunque % e continua; per l'unicita delle geodetiche tangenti a una certa

direzione si ha che 7|4, 4,,,] ¢ la continuazione di 7|, _, 4, € quindi 7 ¢ liscia

ed ¢ una geodetica dappertutto. O

In realta si ¢ dimostrato qualcosa in pit: per provare che v era una

geodetica non si ¢ usato che fosse una curva minimizzante, ma solo che fosse
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un punto critico di L, cioe che

dL(Ty)
ds

(0)=0

per ogni variazione propria ['g di 7.

Allora il teorema precedente implica il seguente corollario.

Corollario 4.2.5. Una curva ammussibile con velocita unitaria e un punto

critico di L se e solo se € una geodetica.

Dimostrazione. Per provare che v ¢ una geodetica sapendo che ¢ un punto
critico di L, si segue la dimostrazione del teorema precedente. Viceversa, se
v € una geodetica, il primo addendo della (4.1) si annulla perché Dyy = 0, il

secondo perché 7 non ha salti. [

4.2.3 Le geodetiche sono localmente minimizzanti

Il seguente teorema ¢ detto lemma di Gauss ed ¢ utile per dimostrare che

le geodetiche sono localmente minimizzanti.

Teorema 4.2.6. Sia U una palla geodetica centrata in p € M. Il vettore

radiale unitario 0/0r é g-ortogonale alle sfere geodetiche in U.

Dimostrazione. Sia ¢ € U e sia X € T,M un vettore tangente alla sfera
geodetica per g. Siccome exp,, ¢ un diffeomorfismo su U, esistono un vettore
V € T,M tale che ¢ = exp,V e un vettore W € Ty (T,M) = T,M tale che
X = (exp,).W. Allora V € 0Bg(0) e W € Ty 0Bg(0), con R = d(p,q).
La geodetica radiale da p a q ¢ v(t) = exp,(tV), e il suo vettore tangente &
4(t) = RO/Or. Bisogna allora dimostrare che X ¢ ortogonale a (1) rispetto
ag.

Sia 0 : (—e,e) — T,M su 0Bg(0) tale che 0(0) = V e ¢(0) = W, e si

consideri la variazione I' di v data da

['(s,t) = exp,(to(s)).
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Per ogni s € (—¢,€), o(s) ¢ un vettore di lughezza R, quindi I'; ¢ una
geodetica con velocita costante R. Scrivendo S = 9, e T'= 9,I', si ha

S(0,0) = £ _ exp,(0) =0

T(0,0) = %L_O exp, (tV) =V

_, expy(a(s)) = (exp,).5(0) = X
7(0,1) = d%‘s:l exp, (V) = 4(1).

Quindi
0 se (s,t) = (0,0)

<S7 T> =
(X, 9(1))  se (s,t) =(0,1)

e per provare il teorema ¢ sufficiente dimostrare che (S,T) & indipendente
da t. Sfruttando il Lemma 4.2.1, il fatto che D;T = 0 perché ogni I'y &€ una
geodetica e il fatto che |T| = |T';| = R per ogni (s,t), si ha

0
E<S7T>:<DtsaT>:+<SaDtT>
:<DST7T>+0
1o,
— %R =o.
20s | 0

]

Corollario 4.2.7. Siano (x%) le coordinate normali su una palla geodetica
U centrata in p € M, e sia r la distanza radiale definita in (3.6). Allora
gradr = 0/0r su U — {p}, cioé per ogni g € W — {p} e Y € T,M, si ha

= (2.5,

Dimostrazione. La sfera geodetica exp,(0Br(0)) per g ¢ caratterizzata in
coordinate normali dall’equazione r = R. Siccome 0/0r ¢ perpendicolare
alla sfera si puo scomporre Y in componenti normale e tangenziale come

Y = ad/0r + X, dove a ¢ una costante e X ¢ un vettore tangente alla sfera.
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Osservando che dr(9/0r) = 1 e dr(X) = 0 perché X ¢ tangente a un insieme

di livello di r, si ha

dr(Y) = dr (a% + X) = adr (83) +dr(X) = a.

r

D’altra parte d/0r € un vettore unitario, quindi

B) o 0 o |? 0
<E,Y>:<E,OZE+X>:O( +<E,X>:O{,

or
dove si ¢ usato il lemma di Gauss per concludere che X ¢ ortogonale a

a/or. O

Proposizione 4.2.8. Siano p € M e q in una palla geodetica intorno a p.
Allora (a meno di riparametrizzazioni) la geodetica radiale da p a q € lunica

curva minimizzante da p a q in M.

Dimostrazione. Sia € > 0 tale che exp,(B¢(0)) ¢ una palla geodetica che con-
tiene ¢. Sia 7 : [0, R] — M la geodetica radiale da p a ¢ parametrizzata
rispetto alla lunghezza d’arco, per cui v(t) = exp,(tV) per un opportuno
vettore unitario V' € T,M. Allora L(y) = R siccome v ha velocita unitaria,
bisogna dimostrare che ogni curva ammissibile da p a ¢ ha lunghezza stret-
tamente maggiore di R.

Sia Sgp = exp,(0Bg(0)) la sfera geodetica di raggio R e sia o : [0,b] — M
una curva ammissibile da p a ¢ parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco.
Si inizia dimostrando che L(o) > L(v), poi si dimostrera che la disuguaglian-
za ¢ stretta.

Sia ag € [a,b] tale che o(t) # p per per t > ag e sia by € [a,b] tale che
o(t) € Sg per ogni ag < t < by. Per ogni t € [a, b] si puod scomporre (t) cosi
5(1) = (1) o + X (1),

or
dove X(t) ¢ tangente alla sfera geodetica per o(t).

Per il lemma di Gauss questa le due componenti sono ortogonali, quin-

di |6(t)]> = a(t)® + |X(@)]> > a(t)®. Inoltre per il Corollario 4.2.7 si ha
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a(t) = (9/9r, 6 (t)) = dr(5(t)). Percid

bo bO
L(o) > L(0|[a0,60)) = lim lo(t)] dt > lim a(t)dt
0—0 d—0
ao+9 ag+0
: bo . : oo d
= (lslircl) " dr (6(t)) dt = }g% " pril (o(t))dt

=r(o(bo)) = r(o(ar)) = R = L(7).

Quindi v ¢ minimizzante.

Se si avesse L(o) = R, entrambe le disuguaglianze nella formula precedente
sarebbero uguaglianze. Siccome o ha velocita unitaria, la prima uguaglianza
implica che ag = 0 e by = b = R, perché altrimenti i tratti di ¢ prima di ag
e dopo by contribuirebbero con lunghezze positive. La seconda uguaglianza
implica che X (t) =0 e a(t) > 0, quindi ¢(¢) ¢ un multiplo positivo di 9/0r.
Perché o abbia velocita unitaria si deve avere &(t) = 0/0r. Quindi o e 7
sono entrambi curve integrali di 0/0r passanti per ¢ al tempo ¢ = R, quindi

o =". ]

Corollario 4.2.9. In ogni palla geodetica intorno a p € M, la distanza

radiale r(z) definita in (3.6) é uguale alla distanza Riemanniana da p a x.

Dimostrazione. La geodetica radiale da p a x € minimizzante per la propo-
sizione precedente. Siccome la sua velocita € 9/0r, che & un vettore unitario
sia rispetto alla norma ¢ che rispetto a quella Euclidea, la g-lunghezza di ~

¢ uguale alla sua lunghezza Euclidea, cioe r(x). O

Questo corollario suggerisce una diversa notazione per palle e sfere geode-
tiche su M. Se U = exp,(Br(0) & una palla geodetica intorno a p, il corollario
afferma che U ¢ la palla di raggio R e centro p. Analogamente la sfera di
raggio R ¢ I'insieme dei punti la cui distanza da p ¢ R. Si possono usare le no-
tazioni Bg(p) = exp,(Br(0)), Br(p) = exp,(Br(0)) e Sg(p) = exp(dBg(0))

per palle geodetiche aperte e chiuse e sfere geodetiche.
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Definizione 4.12. Una curva v : I — M si dice localmente minimizzante
se per ogni ty € I esiste un intorno U C I tale che 7|y & minimizzante per

ogni coppia di punti di U.
Teorema 4.2.10. Ogni geodetica Riemanniana € localmente minimizzante.

Dimostrazione. Siano v : I — M una geodetica e t, € [. Sia poi W
un intorno uniformemente normale di 7(ty), e sia U C I la componente
connessa di v~ (W) contenente to. Datity,t € Ue ¢ = (¢;), per definizione
di intorno uniformemente normale, ¢, € contenuto in una palla geodetica
intorno a ¢;. Allora per la proposizione 4.2.8 la geodetica radiale da ¢; a ¢ €
I'unica curva minimizzante tra questi due punti. Ma la restrizione di v ¢ una
geodetica da q; a ¢s nella stessa palla geodetica, quindi v deve essere questa

geodetica minimizzante. 0






Capitolo 5

Applicazioni

5.1 Lo spazio Euclideo

L’esempio piu semplice e importante di varieta Riemanniana ¢ R™ con la
metrica Euclidea g, data da:
g= Z da'dx’ = Z(al:z:i)2 = 0;;da'dx’
i i
Considerando R? con le coordinate (z,y), la matrice che descrive la metrica
e

(gi5) =

5.1.1 La metrica Euclidea in coordinate polari

Si puo scrivere la metrica Euclidea nelle coordinate polari. In generale,
passando dalle coordinate Cartesiane a un qualunque altro sistema di coor-
dinate ¢* dello spazio Euclideo, si ha che i coefficienti della nuova matrice
della metica Euclidea sono dati da

, o OxFoxt  OaF Oxk
% = o o~ o 0

93
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In particolare le coordinate polari sono definite da:

T =rcosf

y =rsinf

La matrice Jacobiana del cambio di coordinate ¢

cos@ —rsind

sinf rcosf

Quindi, si ha che la matrice della metrica Euclidea in coordinate polari e

cos? 6 + sin? 6 —7rsinf cos@ + rsin 6 cos 0
Tpol = JYIJ =
—rcosfsinf + rcosfsinf r2sin® @ + r2 cos? 6
1 0
0 r?

5.1.2 La connessione Riemanniana e le geodetiche sullo

spazio Euclideo

Per capire come ¢ fatta la connessione Riemanniana su R™ con la me-
trica Euclidea g si osserva che i coefficienti della metrica sono costanti nel
sistema di coordinate standard, quindi i simboli di Christoffel sono nulli e la
connessione Riemanniana dello spazio Euclideo ¢ quella definita in (2.3).

Per determinare le geodetiche dobbiamo quindi risolvere:

Dyy(to) = (ddit(to) + ﬁ’j(to)ﬁi(to)F?jW(to))) O = E(tﬂ)ak-

Le geodetiche sono quindi le rette che hanno parametrizzazioni con velocita

costante, cioe tali che ¥ = 0.
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5.2 Le sfere

Indichiamo S} la sfera di raggio R in R". Indicata ¢ la sua inclusione in
R"*1 si ha che S7 puo essere dotata della metrica gp indotta dalla metrica
Euclidea di R""!. Volendo dare 'espressione esplicita di ¢ nel caso di S% in

R3, si danno le equazioni in coordinate sferiche:

x = Rsin¢cosf
y = Rsin¢sinf
z = Rcos ¢

con —m < # < 7mel< ¢ <7 Lametrica Euclidea puo essere scritta nella

forma ds? = dz? + dy? + dz?, e calcolando dz, dy e dz si trova

dx = R(¢' cos ¢ cos — ' sin ¢ sin h)
dy = R(¢' cos ¢sinf + 0’ sin ¢ cos )
dz = R¢' sin ¢.

Quindi I'espressione della metrica sferica e:
do? = R*d¢* + R?sin® ¢db?.

Si puo ottenere un’altra espressione locale della metrica g indotta sulla
sfera, attraverso un procedimento diverso. Si consideri la parametrizzazione

locale della calotta superiore di S% data da
v (2y) — (2,9, VR — 22 —y?).

Una base per lo spazio tangente Ty, ,)S% € allora data dalle derivate parziali

di
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Per la definizione di metrica indotta data dalla (1.1) si ha che
9ij = 9(Xi, X;) = g(Du(X;), Du(X;) = g(X;, Xj) i, =1,2
quindi si ottiene ad esempio

o o o -z —
911—9(X1aX1)—<(1’0’ R2_x2_y2)’<1’0’ R2_x2—yz>>

{L‘2

R2_x2_y2'

=1+

Svolgendo i calcoli al variare di i e j si ottiene che la matrice associata alla

metrica e
x? Ty
('é. ) _ 1 + R27I27y2 R27l’27’y2
Y ey oy v
RZ_22 42 RZ_a2_42

5.2.1 Le sfere sono localmente conformemente piatte

Una caratteristica interessante della sfera ¢ che ¢ localmente conforme-
mente piatta. Lo dimostriamo studiando le proprieta della proiezione stere-
ografica dal polo nord N = (0,...,0,R), 0 : S} — {N} — R". Questa fun-
zione associa a ciascun p € S% —{ N} I'intersezione della retta passante per N
e p con l'iperpiano {z"*! = 0} € R™"!, iperpiano che puo essere identificato
con R™. La retta per N e p ¢ parametrizzata da t — N +t(p—N). Quindi in-
terseca l'iperpiano {z" ™! = 0} quando ¢ soddisfa I’equazione R+t(p" ™ —R) =

0. Per cui la proiezione stereografica ¢ data dalla mappa liscia

R

= R_—pnﬂ(pl,---ypn)-

o(p)

Per vedere che ¢ ¢ un diffeomorfismo tra S} —{N} e R" ¢ sufficiente calcolare

I'inversa

2R 2R%2" ? - R?
o l(z) = 2—x,..., 5 < ,R|x|2 .
"+ &2 e+ B2 fa” + R

Proposizione 5.2.1. S% ¢ localmente conformemente piatta.
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Dimostrazione. Bisogna dimostrare che la proiezione stereografica dal polo
nord & un’equivalenza conforme, cio¢ che (671)*gr = g.

Siano z € R™ e v = v?9; € T,R", si deve calcolare

2

(™Y *gr(v,v) = gr(Dyo ' (v), Dyo™t(v)) = ‘Dma_l(v)‘ )

Ora,
—1\h 2 2
Do} (v) = vja(ng) Oh = mf i v 4(1‘1 ’21”]’; ; ("0 — ROpir),
quindi )
(07 (v, v) = (||4+R) o,
cioe )
(c™")"gr = ﬁfk

quindi (071)*gr & conforme alla metrica Euclidea, e la proiezione stereografica

e un’equivalenza conforme. O

5.2.2 I simboli di Christoffel
Si e visto che la metrica sferica di raggio R si scrive in coordinate sferiche
gr = R*d¢* + R*sin® ¢db*.
I coefficienti della metrica e della sua inversa sono quindi:

Gos = B2, goo = goo =0, ges = R?sin’ ¢,

1 1
g¢¢ — ﬁ’ g¢9 g ge¢ frg 07 999 = —R2 sinQ(;S'

Per calcolare 1 simboli di Christoffel si usa la formula

(Digj1 + 0;9i — 019:5) ™"

k _
It = ;
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Effettuando i calcoli si ha

(Dsg01 + Ongsr — Digen) g"°

[

_ (95905 + 95906 — Ds906) 9°° n (Dp900 + Dogon — Fngsn) 9%

2 2
1
= 0y(R? Sin¢)R?Tanb = arctan ¢,
re _ (Dpger + Doger — D1ge0) 9'°
00 — 9
(Dogos + Dogos — Dsg00) 9°° | (Dagen + Dogos — Dngon) 9°°

- 9 + 2

1
= —0y(R? sin¢)R— = —sin ¢ cos ¢,

2

o _ (Oogor + Oagor — D1900) 9" (Dpgea)g” 0
00 — 2 - 2 - 9

e analogamente si ottiene che tutti gli altri simboli di Christoffel sono nulli.

5.2.3 Le geodetiche della sfera

Mediante 1’equazione delle geodetiche (2.8) & possibile verificare che ogni
meridiano (6(t), #(t)) = (6o,t) & una geodetica. In coordinate sferiche I’e-
quazione diventa

q.zé—ézsingbcosgb: 0

0+ ¢0 arctan ¢ = 0
e siccome per i meridiani si ha ¢ = § = § = 0, andando a sostituire si
conclude che essi sono geodetiche.

Nel caso della sfera, che &€ omogenea e isotropica, ¢’¢ un modo semplice

di trovare le geodetiche in ogni dimensione.

Proposizione 5.2.2. Le geodetiche su S} sono tutti e soli i cerchi massimi
(cioé le intersezioni di S}, con i piani passanti per ['origine), con parametriz-

zazioni a velocita costante.
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Dimostrazione. Si consideri una geodetica con punto iniziale N = (0,...,0)

.....

Per la simmetria questa geodetica deve rimanere lungo il meridiano
22 = ... = 2™ = 0. Infatti, supponendo il contrario dovrebbe esistere un
tempo ty tale che x%(ty) # 0 per qualche 2 < 7 < n. La mappa lineare
¢ R"! —3 R™*! che manda 2’ in —2° lasciando fisse la altre coordinate &
un’isometria della sfera che lascia fissi N = v(0) e V = 4(0), quindi porta -y
in sé stesso. Ma si ha una contraddizione perché ¢(v(to)) # Y(to).

Quindi, siccome le geodetiche hanno velocita costante, la geodetica con pun-
to iniziale N e velocita iniziale cd; deve appartenere all'intersezione tra S

1 2™"1) e avere una parametrizzazione a velocita costante.

e il piano (x
Poiché c¢’e una mappa ortogonale che porta ogni punto iniziale in N e ogni
vettore iniziale in uno della forma cd;, e siccome le mappe ortogonali portano
piani per 'origine in piani per l'origine, ne segue che le geodetiche su S sono

esattamente le intersezioni di ST con i piani passanti per l’origine. O]

5.3 Superfici di rotazione

Sia [ un aperto di R e sia y(t) = (a(t),b(t)), con t € I, una curva liscia e
iniettiva nel piano zz tale che a(t) > 0 e 4(t) # 0 per ogni t € I.
L’immagine di v ¢ una sottovarieta di R?; ruotandola intorno all’asse z si

ottiene una superficie di rotazione M C R3, parametrizzata da

dpRxI—R?
(0,t) — (a(t) cos B, a(t)sinb, b(t)).
Si vuole ora calcolare 'espressione della metrica g indotta su M dalla metrica

Euclidea di R? rispetto alle coordinate (#,¢). Una base per lo spazio tangente

Ty9,)M ¢ data dalle derivate parziali di ¢

Xy = ¢y = (—a(t)sinb, a(t) cosd,0)
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X, := ¢y = (a(t) cos b, a(t)sin b, b(t))
Per la definizione di metrica indotta data dalla (1.1) si ha che
9i; = 9(Xi, Xj) = g(Du(X5), Du(X;) = g(Xi, X;) 4,5 = 1,2
quindi si ottiene

gn = g(X1, X1) = (X3, Xu), = (a(t))?,
g2 = ga1 = g(X1, Xp) = (X3, Xp), =0,
922 = 9(Xa, Xo) = (X5, Xo), = (a(t))* + (b(£))>.

Si puo quindi scrivere la metrica g in coordinate locali (6,t) come

g = (a(t))*(d9) + [(a())* + (b(1))](dt)*.

5.3.1 I simboli di Christoffel e le geodetiche

Per semplificare i calcoli si supponga che la curva che genera M sia

parametrizzata d’arco. Per calcolare i simboli di Christoffel si usa la formula

(3.3), cioe
(0igji + 0594 — 019ij) g*

k __
e s1 ottiene
Iy, = %(a(t))Q(E?tgH + 011 — Oig11) =0
2 _ 1 1 _ _ _ _ a(®a@)
Fll = 20 + —2[('(t))2+(l}(t))2] (69912 + 89912 athl) T (a(t)2+(b(1))2

I, = %(a(t))Q(ﬁgggl + 0911 — Opgra) + %O = %
10
2

+ m(%gm + Org12 — Org12) =0
I, = %(a(t))Q(atgm + 0¢g21 — Opga2) + %0 =
I3, = %0 + m(@gm + 01922 — 01922) = a((azt)—

L’equazione delle geodetiche (2.8) in questo caso diventa
6 + 0T, = 0
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Si verifica che i meridiani {# = 6y} sono geodetiche su M. Infatti osservando

il sistema
0 +10% =0
Y )2 _aa (2 aitbb
t—0 @242 + a2+b2 0,

si ha che i meridiani soddisfano entrambe le equazioni. La prima perché
0=0= 0, la seconda in quanto, essendo la curva parametrizzata d’arco, si
ha

(a® + 62)i2 =1,

quindi {2 = ﬁ, da cui, derivando
2(ai+bb),  2(ad -+ bb) P
(a2 +62)2 a2 + b2 ’
cioe, siccome £ # 0,
P aa + bb
a2+ b2’

Quindi i meridiani sono geodetiche.

5.4 1l gruppo di Heisenberg

5.4.1 Una metrica Riemanniana sul gruppo

Si dice gruppo di Heisenberg lo spazio R?, con una opportuna legge di
gruppo non commutativa. Ai fini del nostro esempio, ci interessa pero soltan-

to una metrica Riemanniana definita sul gruppo. Considereremo pertanto la

metrica
4(z?)? 4z12? 22
1 —"_ € € €
e _ dal'a? 4z2)?  2st
Yij € 1 + € €
_ 2a? 22! 1
€ € €

Si verifica subito che questa matrice definisce una metrica Riemanniana,

definita su tutto lo spazio.
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5.4.2 1 simboli di Christoffel nella metrica

Al fine di calcolare i1 simboli di Christoffel calcoliamo innanzitutto 'in-

versa della metrica.

1 0 222
¢ =1 0 1 — 2z
21.2 _2$1 4((1.1)2 + (.T2)2) +€

Per determinare poi i simboli facciamo uso della (3.3), cioe

(Digj1 + 0;9u — Digij) g™
5 .

ko

I simboli di Christoffel sono in tutto 33 = 27; effettuando i calcoli si ottiene

42 8t 2 82 4ot
Fé1—ia T3y = = [3=—-, Th= iv F%l_i’ [=",
8((x')? — (22)?) 162! 22 4ot 4
Fgl = ) FgQ = ) Fgl - ) FgQ =
€ €
5.4.3 Le geodetiche
Una curva v(t) = (z'(t),...,2%(t)) ¢ una geodetica se e solo se le sue

componenti soddisfano I'equazione delle geodetiche (2.8), che in questo caso
diventa

i) = 2i% (2223 + 22td? + iP)

P2(t) = —2it (2223 + 22132 + i°)

iB(t) = S(atdt 4 2%3?) (- 2270 + 22 3?4 2°).

Queste equazioni possono essere integrate direttamente:
2023 (t) — 20 &2 (t) = 23(¢),

quindi

—2x231 () + 22 22 (t) + 23 (t) = O,
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per una opportuna costante Cy. Sostituendo nelle equazioni delle geodetiche
si ottiene allora

B(t) = g2

i2(t) = — 24!

=304\ _ 8Cq (151 2.2

P(t) = S (a4 2%1%).

Posto € = %, si ha
l'l(t) == CliiZ’Q

Q(t) — —Cll.'l
23(t) = 20, (213! + 223?),

=:

mentre I'espressione che definisce Cy diviene

i

=220t () + 220122 (t) + i3 (t) = T

Dalle prime due equazioni si ottiene 1’espressione di 2! e 22. Supponendo

che il punto iniziale sia (0,0, 0), si ha quindi
xt(t) = —Asin(Cit + Cy)

22 (t) = Acos(Cit + Cs)

Inoltre:
P3(t) = %Mx%l(t)—lex?(t) = %+ZC’1(($1)2+($2)2) = %+201A2.
2(t) = (% 20, A%,

5.4.4 Una metrica totalmente degenere sul gruppo di

Heisenberg

Si osserva che passando al limite per ¢ — 0 non si ottiene una metri-

ca Riemanniana, anzi la metrica degenera completamente. Precisamente la
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matrice g;; puo’ essere rappresentata nella forma:

1 0 0 100 10 2
(¢)=1 0 1 0 010 01 —2z
2y —2z 1 0 0 € 00 1

Quindi, se restringiamo la forma quadratica associata a ¢ al solo sot-

tospazio generato dai vettori
Xl = 61 + 2!13'263, XQ = 82 — 227183.

la metrica non degenera al limite per e che tende a 0, E notevole osservare
che le geodetiche che abbiamo determinato non scoppiano per e che tende
a 0, ma hanno limite finito. Inoltre e chiaro, che ogni punto del piano puo

essere connesso all’origine con una curva del tipo:
2 (t) = —Asin(Cit + Cy)

22(t) = Acos(Cit + Cs)
.Z'g(t) = 201A2t
Queste curve sono le candidate naturali ad essere considerate le geodetiche
nella metrica limite. L’interesse di questo esempio risiede nel fatto che di-

mostra che la definizione di distanza che abbiamo dato nel caso Riemanniano

puo essere estesa anche a setting piu generali di quello Riemanniano.
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