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Introduzione

La scoperta dell’infinita dei numeri primi risale ai tempi di Euclide, intorno
al III secolo a.C..

Il Teorema di Dirichlet, dimostrato nel 1835, afferma che esistono infiniti
numeri primi non solo nell’insieme dei numeri naturali, ma anche in ognuna
delle progressioni aritmetiche del tipo gm + a, al variare di m € N, dove il
periodo ¢ € primo con a. In questa tesi dimostreremo che

se f : N — C ¢ una funzione periodica di periodo ¢, cioe f(n+q) = f(n)
per ogni n € N, nulla sugli interi non primi con ¢, allora

q—1

T
algﬁ log(o — 1) pEZ'P o(q) 2 f(k), (1)

=1

dove P C N ¢ l'insieme dei numeri primi e ¢ e la funzione phi di Fulero che
ad ogni ¢ associa il numero dei naturali minori di ¢ e primi con q.

Questo enunciato implica il Teorema di Dirichlet. Infatti, data la progres-
sione aritmetica gm + a, scegliendo come f(n) la funzione indicatrice di tale
progressione, troviamo che il limite a secondo membro vale —1/¢(q). Poiché
log(c — 1) tende a —oo, la serie a primo membro ¢ divergente, e quindi ne-
cessariamente i primi nella progressione ¢gm + a sono infiniti.

Per dimostrare (1), mostreremo prima ’esistenza del limite a primo mem-
bro e poi che tale limite coincide proprio con il secondo membro.

Occupiamoci dunque dell’esistenza del limite

: 1 f(p)
lim log(o —1) pezp e (2)

o—1t

Osserviamo che le funzioni aritmetiche f per cui il limite esiste formano uno
spazio vettoriale su C.



La strategia che useremo per dimostrare 1’esistenza del limite ¢ la seguen-
te:

1. mostreremo che il limite esiste se f ¢ periodica e totalmente moltipli-
cativa, cioe se f(n + ¢q) = f(n) per ogni n € N e f(nm) = f(n)f(m)

per ogni n,m € N;

2. mostreremo quindi che ogni funzione periodica € combinazione lineare
di funzioni totalmente moltiplicative.

Concentriamoci sul primo passo. Per il Teorema di de I’'Hopital, vale

: 1 flp) .. f(p)logp
ahj% log(o — 1) pEZP P Ulgg(a -b Z <_p—"> '

peEP

Ponendo

L(f,s) ::Z—f@yfgp e L(fs) ::Zﬂn) (3)

peEP neN

mostreremo che
L'(f,s)
L(f,s)

con hs(s) serie di Dirichlet assolutamente convergente per Re(s) > 1/2.

Se mostriamo che L(f,s) si estende meromorficamente in un intorno di
s = 1, la teoria dei residui ci permette immediatamente di provare 1’esistenza
del limite (2) e di osservare che

lim (0 — 1)) (_M) = Ord L(a, s) (5)

o—1t o
peEP p

L(f,s) =~ +hy(s), (4)

Vedremo che per ottenere l'estensione meromorfa di L(f, s) sara sufficiente
la periodicita della funzione aritmetica f.

Passiamo al secondo punto, con 'obiettivo di mostrare che ogni funzione
aritmetica periodica di periodo ¢ ¢ combinazione lineare di funzioni total-
mente moltiplicative aventi lo stesso periodo ¢. A questo scopo, risulta utile
la teoria dei caratteri dei gruppi abeliani finiti. Descriviamo brevemente ma
in dettaglio tale teoria, che servira anche in seguito per il calcolo effettivo del
limite espresso al secondo membro di (1).
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Un carattere di un gruppo abeliano finito G non e altro che un omomor-
fismo
x:G—C

del gruppo G a valori nel gruppo moltiplicativo C* dei numeri complessi non
nulli.

Mostreremo che c¢’e una corrispondenza biunivoca naturale tra i caratteri
del gruppo moltiplicativo Z) degli elementi invertibili del gruppo Z/qZ e le
funzioni totalmente moltiplicative su N periodiche di periodo ¢ e nulle sugli
interi non primi con ¢ dette quindi semplicemente caratteri di Dirichlet.

Poiché i caratteri di un gruppo abeliano finito formano una base ortogona-
le dello spazio di tutte le funzioni complesse definite sul gruppo in questione
ne seguira che fissato il periodo ¢ i caratteri di Dirichlet formano una base
delle funzioni totalmente moltiplicative di periodo ¢ nulle sugli interi non
primi con q.

Questo concludera positivamente la questione dell’esistenza del limite che
compare nel primo membro della (1).

Passeremo infine al calcolo del limite

. 1 f(p) RS
lim =— f(k)
o1+ log(o — 1) pezp P’ o(q) =
Utilizzando 'ortogonalita dei caratteri mostreremo che I’espressione
1 &
— D _[f(k)
o(q) =

altro non ¢ che il coefficiente nello sviluppo di f(n)
f=Y ex (6)
X

rispetto alla base ortogonale formata dai caratteri di Dirichlet y del cosid-

detto carattere principale xo, ossia del carattere associato al omomorfismo
banale Z; — C*.

Poiché ) )
. p
1 = Ord L
it log(o — 1) ; i ;CX pa (x:5)
sara sufficiente dimostrare che Ofii L(xo,8) = —1 e che per ogni carattere

non principale x risulta O_rii L(xo0,8) = 0 ossia che L(y,s) & olomorfa per

s=1e

L(x,1) # 0.
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Mostriamo ora in dettaglio il contenuto della tesi.

Dopo aver richiamato alcuni risultati di base sulle funzioni aritmetiche
e sulla teoria delle funzioni olomorfe di una variabile complessa, nelle prime
due sezioni del capitolo 2 introduciamo e studiamo le prime proprieta delle
serie di Dirichlet generate da funzioni aritmetiche f limitate

>

neN

L’approccio al teorema di Dirichlet che abbiamo utilizzato ci permette
di lavorare con tali serie esclusivamente in presenza di convergenza assoluta,
con una liberta di movimento altrimenti non concessa.

Nella sezione 3 del secondo capitolo studieremo l’estensione meromor-
fa delle trasformate di Mellin di funzioni della forma u(z)/z¢ con u(z) €
C*([0, 4+00[) rapidamente decrescenti per x — +o0.

Dopo aver studiato le principali proprieta della funzione I" di Eulero (se-
zione 4) mostreremo nella sezione 5 'estensione olomorfa o meromorfa delle
serie di Dirichlet generate da funzioni aritmetiche f periodiche.

Entreremo nel vivo della tesi nel capitolo 3.

Nella prima sezione mostreremo che vale I’espressione in (4) e nella secon-
da osserveremo i risultati della teoria dei caratteri dei gruppi finiti necessari
ai nostri fini.

Termineremo la dimostrazione del Teorema di Dirichlet nelle ultime due
sezioni.

In particolare, nella sezione 3 scriveremo il limite (1) in funzione degli
ordini in s = 1 delle serie di Dirichlet associate ai caratteri che compaiono
nella scomposizione (6) di f. Infine, nell’ultima sezione, dimostreremo che
L(xo0, s) ha un polo semplice in s = 1 e che per ogni carattere non principale
vale

L(x, 1) # 0.

A tal fine utilizzeremo il Teorema di Ingham, esponendone una dimostrazione
semplificata descritta da Bateman in [7].
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Capitolo 1

Prerequisiti

Definizione 1.0.1. Si dice funzione aritmetica una funzione f : N — C.

Notazione: Il valore di una funzione aritmetica f sull’elemento n sara
indicato, a seconda dei casi, come f(n) o f,.

Definizione 1.0.2. La convoluzione di Dirichlet di due funzioni aritmetiche
f e g ¢ la funzione aritmetica f * g definita come

(fx9)(n) =) f(d)g(n/d)
din

Definizione 1.0.3. Una funzione f aritmetica ¢ detta totalmente moltipli-
cativa se f(mn) = f(m)f(n) per ogni m,n € N. Se invece questa proprieta
vale solo per m,n coprimi, allora la funzione e detta moltiplicativa.

Teorema 1.0.1 (Prodotto di Eulero). Per ogni funzione aritmetica f mol-
tiplicativa vale ['identita

[ rt=>_fm)
peP k=0 n=1
Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a [5, pag.59-60] ]

Teorema 1.0.2 (De I'Hopital). Sia I intervallo aperto di R e siano f,g :
I — R funzioni derivabili su I, con |g(z)| — +oo per x — T e tali che

. fl(z)
M)
Allora vale lim,_,; f(z)/g(x) =




Dimostrazione. Si veda 'articolo [6] O

Teorema 1.0.3 (Liouville). Sia f : C — C olomorfa limitata. Allora f é
costante.

Dimostrazione. Si veda [1, pag.118]. O

Teorema 1.0.4 (Torinese di Cauchy). Se f(z) é una funzione olomorfa sulla
palla B(zg, p), allora su questa palla f(z) é sviluppabile in serie di potenze.

Dimostrazione. Si veda [1, pag.144]. O

Teorema 1.0.5 (Weierstrass). Sia (f,)nen una successione di funzioni olo-
morfe su A aperto di C. Suppongo che f, converga a f uniformemente su
ogni compatto di A. Allora f é olomorfa e la successione delle derivate (f)))
converge uniformemente a f' sui compatti di A.

Dimostrazione. Si veda [2, Pag. 234-235]. O

Definizione 1.0.4. Sia z; € A, con A aperto di C. Sia f meromorfa su A,
con 2y € A singolarita isolata. Si definisce residuo di f in 2y e si indica con
Res f(z) il coefficiente a_; dello sviluppo di Laurent in z

z=z0

—+00

f)= ) anlz—2)"

n=—oo

Proposizione 1.0.6. Sia f : A\ {20} — C olomorfa, con polo semplice in
2. Allora

Res f(z) = lim f(2)(z — z0)

zZ=Zz0 Z—20

Dimostrazione. Poiché z; e un polo semplice, i coefficienti a,, dello sviluppo
di Laurent di f in 2y sono nulli per n < —1. Osservo che, per z — 2y

f(2)(z—20) = (2—20) Z an(z2—20)" = Z@n—1(2’—20)" —a_; = ZPS}E f(2)

]

Definizione 1.0.5. Data una funzione f meromorfa su un’insieme A C C,
dato zy € A, si dice ordine di f in zy il valore

—n se zg polo d’ordine n;
Ord f(z):=<¢0 se f olomorfa non nulla in z
2=z

n se zgp zero d’ordine n.

2



Lemma 1.0.7. Sia g(z) una funzione meromorfa e sia zy un suo polo o un
suo zero d’ordine n. Allora ¢'(2)/g(z) ha polo semplice in zy e vale

/
Res I _
Z=20 g(z) Z=Zz0

Dimostrazione. Se zy € uno zero o un polo d’ordine n per g, allora esiste una
funzione h(z), olomorfa e non nulla in zy, tale che g(z) = (z — z9)"h(z), con
n > 0 se zy € uno zero, n < 0 se & un polo. Allora

g (z)  n(z—20)"""h(z) + (z — 20)" W (2) n_ B (2)

g(z) (z — z0)"h(2) T z—2  h(2)

Dunque ¢'(z)/g(z) ha un polo semplice in zq e il residuo in zy € proprion. [

Teorema 1.0.8 (Teorema dei residui). Sia D C C insieme aperto connesso

limitato, con D differenziabile a tratti, siano z, ..., 2, € D, sia f olomorfa
suD\A{z,...,z,}. Allora

- f(z)dz = 27m'kz; Res f(z)

Z=z

Dimostrazione. Si veda [1, pag. 196]. O

Notazione: per s € C, indico con o la sua parte reale e con 7 la sua
parte immaginaria.

Definizione 1.0.6. La Zeta di Riemann ¢ la funzione definita su {oc > 1}

come o
C(s) := Z n-*
n=1

Definizione 1.0.7. E detta funzione phi di Fulero la funzione ¢ che ad ogni
n € N associa la cardinalita dell’insieme dei numeri naturali minori di n e
primi con n.






Capitolo 2

Serie di Dirichlet

Definizione 2.0.1. Si dice serie di Dirichlet una serie della forma

“+oo

Z a,n”* (2.1)

n=1

con i coefficienti a,, € C e la variabile s € C.

2.1 Convergenza assoluta

Proposizione 2.1.1. Se la serie di Dirichlet (2.1) converge assolutamente in
So = 09+ 179, allora converge assolutamente nel semipiano {s € C | o > o¢}.

Dimostrazione. Considerando la serie dei moduli, basta osservare che

ap,
2|l =

“+oo “+o00
n=1

‘an| = ’an’
— = Z — < 400

O

Da questa proprieta segue immediatamente la correttezza delle seguenti
definizioni.

Definizione 2.1.1. Una serie di Dirichlet ha ascissa di convergenza assoluta
0, = inf{z € R t.c. la serie converge assolutamente per o > x}.

La retta 0 = o, € detta linea di assoluta convergenza.

L’insieme o > o, € detto semipiano di assoluta convergenza.

Definizione 2.1.2. Una serie di Dirichlet e detta assolutamente convergente
se 0, < +00.



Definizione 2.1.3. Data f funzione aritmetica, chiamo funzione generatrice
di f la serie di Dirichlet

+oo

> flnn~

n=1

Proposizione 2.1.2. Siano F' e G funzioni generatrici rispettivamente di f e
g, con ascisse di convergenza assoluta op e og. Allora la funzione generatrice
H di fxg converge assolutamente per 0 > max{or,oq} e coincide con F'-G.

Dimostrazione. Per o > 0( := max{or,0¢}, la funzione H(s) ha convergen-
za assoluta: infatti

Z(f*g

n=1

_|_

8

lg(F)]

0'

< +00

Z Z\f )g(n/d)] =

poiché F(s) e G(s) convergono assolutamente per o > gy. In tali punti, vale
“+oo “+oo
oo - (3 242) (Z%) DI
k=1 m=1 k m
+oo
(f*9)(n) _
—Znst =D T =)

d=1 k=1

km=n n=1
]
2.2 Proprieta analitiche
Teorema 2.2.1. La funzione F(s) = :3 f(n)n=° é olomorfa nel semipia-

no di assoluta convergenza o > o,, con derivata
“+oo
f(n)logn
-2 o
n=1

Dimostrazione. Sia C' un compatto del semipiano di assoluta convergenza
{0 > 0,}. Per s € C vale

Z no'a

cioe la serie ha convergenza normale e, dunque, uniforme. Per il teore-
ma di Weierstrass 1.0.5, F' ¢ olomorfa e la serie delle derivate converge
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uniformemente alla derivata F’(s), cioe

B f f(n)logn
ns
n=1
]
Per induzione, la k-esima derivata nel semipiano ¢ > o, ¢ dunque
F(k Z f(n logn
Teorema 2.2.2. Sia F(s) = > f(n)n=2, con f(n) >0 Vn > ng, assolu-

tamente convergente nel semipiano o > ¢, con ¢ finito. Se ' ¢ olomorfa in un
intorno di s = ¢, allora esiste € > 0 tale che la serie converge assolutamente
nel semipiano o > ¢ — €.

Dimostrazione. Si riporta la dimostrazione usata in [2, pag.237].

Poiché la serie converge assolutamente su ¢ > ¢, per il teorema 2.2.1 la
serie ¢ dunque olomorfa su questo semipiano. In particolare, lo € nel punto
a = 1+c. Poiché F(s) ¢ olomorfa in un intorno di ¢, esiste un € > 0 tale che
F(s) ¢ olomorfa sulla palla B(a, 1+ €). Per il Teorema Torinese di Cauchy
1.0.4, allora su tale palla F(s) e sviluppabile in serie di potenze, in questo
modo:

0 1k (g
F(s):ZF ( )(s—a)k

k=0

Esplicitando la k-esima derivata di F' nel punto a

F(k Z f(n)(logn)n="

e sostituendola nell’espressione di F'(s) trovo la doppia serie

F(s) = 303 2 pmlog )t

Questa espressione, in particolare, vale nel punto s = ¢ — €, con 0 < € < e.
Poiché per ipotesi f(n) > 0 pern >ngea—s=1+¢€ > 0,1 termini della
doppia serie sono non negativi e posso dunque scambiare le due sommatorie,
ottenendo

“+oo

1—|—€10ng logn _
Z Z Z el che

O



Dunque la serie converge assolutamente per s = ¢ — €' e, di conseguenza, sul
semipiano o > ¢ — €.

]

2.3 La trasformata di Mellin

Notazione: in questa sezione, utilizzeremo le notazioni seguenti:
e u, v sono funzioni sull’intervallo (0, +00) C R;
e f, g sono funzioni su B! :={z € Ct.c|]z| <1} CC

e [, (G sono funzioni sul piano complesso C o su suoi sottoinsiemi (es.
semipiani di convergenza, C eccetto insieme discreto di punti, ecc...)

Definizione 2.3.1. La Trasformata di Mellin di una funzione u : (0, +00) —
C ¢ data da

+o0 +o0 dx
{Mu} (s) ::/ u(z)z* tdx :/ u(x)z® —
0 0 x
La seconda espressione evidenzia come la trasformata di Mellin possa
essere vista come una trasformata sul gruppo moltiplicativo R™, grazie alla
proprieta di invarianza d(ax)/(ax) = dz/x.

Definizione 2.3.2. Una funzione u : (a,+00) — C si dice rapidamente
decrescente se u(x) = O(x™"), per x — +00, per ogni n € N.

Teorema 2.3.1. Sia u : [0,+00) — C rapidamente decrescente, sia d :=
min{n € N tale che 2"u(z) € C* ([0, +00)). Allora la trasformata di Mellin
di u {Mu} (s) converge assolutamente su {s € C t.c. o := Re(s) > d}

Dimostrazione. Indico con 0 = Re(s). Spezzo la trasformata di Mellin in
due integrali, che studiero separatamente.

{Mu} (s) = \/01 u(az)xs_lda:+/1+oou($)x5_1dx

J/ N J/
~ —~

() (1

(1I) Studio il comportamento della funzione integranda all’infinito.

Per & — 400, poiché per ipotesi vale |u(z)| = O(z™") per ogni n € N, si
ricava che |u(x)z*~!| = O(z7"*~!). Dunque lintegrale (II) converge asso-
lutamente per ¢ < n + 1. Cio vale per ogni n € N, quindi (1I) converge

8



assolutamente su tutto il piano complesso.

(I) Poiché la funzione z%u(zx) ¢ continua nel punto 0, allora I'integrale

1 1
/ u(z)z®tdr = / u(z) 2zt~ de
0 0

converge assolutamente per Re(s — ) > 1, cioe per o > d.
Dunque l'integrale {Mu} (s) = ( ) + (11 ) converge assolutamente per
o>d. [

Teorema 2.3.2. Nelle ipotesi del teorema 2.3.1, la trasformata di Mellin
{Mu} (s) é olomorfa su {s € C t.c. o := Re(s) > d}.

Dimostrazione. Sia f(z,0,7) := u(x)x° . In questo modo, si ha che

+o0o
{Mu}(s) = /0 f(z,0,7)dx

Per mostrare che {Mu} (s) ¢ olomorfa e calcolarne la derivata, verifico la
condizione di Cauchy-Riemann

0 0
i AMu} () = 5 {Mu} (5

+00 0 +oo

flz,o,7)de = ar . flz,o,7)dx
Per scambiare i simboli di derivata e integrale, usero il teorema della conver-
genza dominata.

Innanzitutto, calcolo le derivate

0 , 0 ‘

8—({(:17, o,7) = u(x)log(x)x® 17 8—£(a:, o,7) = iu(x)log(z)x® 17
Come visto nella dimostrazione del teorema 2.3.1, per ¢ > d la funzione
f(z,0,7) € integrabile rispetto a x sull’intervallo (0, +o0).

Per x € (0,1), osservo che

cioe se 11—
oo

= |u(x) log(z)2" | <

< |u(z)log(z)z d+6_1| = ’u(x)xd 10g(m)x5/2m6/2_1| =:g(x)

o

€/2

con g(z) integrabile su (0,1) poiché u(z)z? continua e log(x)x¢/? — 0 per

x — 0. Applicando il teorema della convergenza dominata, si ha

g [t Lo
—0/0 f(x,a,r)dx:/o %(m,a,ﬂdm

9



Invece, per z € (1,400), poiché u(z) & rapidamente decrescente, per ogni
0, per ogni n naturale e per una certa costante c vale

a—f(:c, o,7)

Jo

Scegliendo n > o, h(x) € integrabile su (1, +00) e applicando il teorema della
convergenza dominata si ottiene
o [T
o/,

Dunque posso dire che

= ‘u(a:) log(:z:)x”’l‘ <cx? " = h(w)

+ooa

f(z,o,T)dx = / %(ac,a, T)dx
1

+ooa_f

9 0 [
a—o_ {Mu} (3) = 8_0/0 f(l’, o, T)dl‘ = /0 do (x’ o T)d:U

Con un ragionamento analogo trovo che
g [T +t 9

0
e )= 5 [ peonde= [ o

+oo
= /0 i%(:{;, o,7)dx = i% {Mu} (s)
dunque {Mu} rispetta le condizioni di Cauchy-Riemann e la sua derivata &
fol u(x) log(z)r*dx. O

Teorema 2.3.3. Nelle ipotesi del teorema 2.3.1, la trasformata di Mellin

{Mu} (s) si estende ad una funzione meromorfa con poli semplici negli interi
<d.

Dimostrazione. Come visto nel teorema precedente, l'integrale f;roo u(x)z*ldx
¢ olomorfo su tutto C.

Per 0 > d, studio la funzione fol u(x)z*'dzr. Sia k € N. Considero lo
sviluppo di Taylor fino all’ordine & di x%u(z) in z = 0.

k
u(z)z? = Z a;z? + ry(z) con  7(z) = o(z")

1 1 k 1
/ w(@)z* " de = / > ot e + / r(2)a =
0 0 0

J=0

k 1 1
= E aj/ x9+5_1_ddx+/ ()2 de
=0 0 0

k
O

1
= —+ re(x)x® 4 dx
—s+j—d /0 ()

J

10



L’ultimo integrale converge assolutamente per o > d — k, poiché |ry(x)| =
o(x*). Inoltre derivando 7 (z)z*~4~! ottengo la funzione ry(z) log(z)x¥=471,
il cui integrale tra 0 e 1 converge assolutamente per ogni ¢ > d — k. Dunque
fol re(7)2*~4 dz & una funzione olomorfa sul semipiano o > d — k.
L’espressione trovata permette di estendere la trasformata di Mellin tra-
mite una funzione meromorfa su ¢ > d — k, con poli semplici negli interi
d—j,con j=0,..k erelativi residui a;. Poiché k ¢ scelto arbitrariamente
nell’insieme dei numeri naturali, & possibile estendere la trasformata di Mel-
lin meromorficamente su tutto il piano complesso, con poli in tutti gli interi

minori o uguali a d. O]

Lemma 2.3.4. Se f(z) ¢ olomorfa su D', con f(0) = 0, allora f(e7t) ¢
rapidamente decrescente.

Dimostrazione. Sia f(z) = a1z + o(z) lo sviluppo al primo ordine di f in
0. Allora per z — 0 vale |f(z)| < C|z|. Ponendo z = e, per t — +00
si ha [f(e™)] < Ce™® = O(t™™) per ogni n € N, cioe f(e™*) & rapidamente
decrescente. ]

Lemma 2.3.5. Sia f : A — C, con A intorno di D', f meromorfa su A,
olomorfa su B!, con f(0) =0. Sia d =min{n € N tale che f(z)(1 — 2)" sia
una funzione olomorfa in 1}. Allora la trasformata di Mellin

oo Lt

MUy @)= [ fehrd

converge per o := Re(s) > d e si estende ad una funzione meromorfa su C
con poli semplici negli interi < d.

Dimostrazione. Per il lemma 2.3.4, la funzione u(t) := f(e™*) & rapidamente
decrescente. Poiché f ¢ olomorfa su D!, la funzione u(t) € C* ((0,+0o0)).
Inoltre, grazie all’ipotesi su d, t%u(t) € C* ([0, +oc)) Posso dunque applicare
il teorema 2.3.3, ottenendo la tesi. O

2.4 La funzione Gamma di Eulero

Al fine di descrivere 'estensione olomorfa di una serie di Dirichlet su tutto
il piano complesso, attraverso la trasformata di Mellin, risulta necessario
introdurre la funzione I' di Eulero.

Definizione 2.4.1. Per 0 > 0, la Gamma di Eulero ¢ definita come
+00
[(s) :/ ¥ e dx
0
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Proposizione 2.4.1. I'(s + 1) = sT'(s)

Dimostrazione.
400
[(s+1) = / tietdt = (Integrazione per parti)
0
too +oo +o0o
= [t*(=e™)], —/O st H—e N dt = 5/0 t e tdt = sT'(s)

O
Corollario 2.4.2. Vn € N, vale I'(n + 1) = nl.
Dimostrazione. Si osserva che I'(1) = 1 e si applica la proposizione 2.4.1 [

Osservazione 2.4.3. La funzione I'(s) é olomorfa sul semipiano o > 0, con
derivata

+oo
['(s) = / t5te " log(t)dt
0

Teorema 2.4.4. I'(s) si estende meromorficamente su C, eccetto che negli
interi non positivi, in cui ha poli semplica.

Dimostrazione. I'(s) € esprimibile come una trasformata di Mellin:

e —t sdt e —t sdt —t
re = [ et [ e = (MU} o
con f(t) = t. La funzione f ¢ olomorfa su C (dunque non ha polo in 1) e
vale f(0) = 0. Per il lemma 2.3.5, la funzione I'(s) ¢ olomorfa su ¢ > 0
e si estende ad una funzione meromorfa su C, con poli semplici negli interi

negativi e in 0. [

Teorema 2.4.5 (Legge di riflessione di Eulero).

™

(1 - 2)0(z) =

sin(7z)
Dimostrazione. Innanzitutto, dalla definizione di I'(s) osservo che, per o > 0,

too dt toe dt
/ e ' — S/ e t"— =T(0)
0 t 0

P(s)] = t

Usando la ricorrenza dimostrata in 2.4.1, valida per o > —1, si osserva che

T(s+1 P(s+1 T(o+1
lim |T'(s)] = lim ‘M — lim IT'(s + )|_ lim (o + )S
o rovoe] s | e fs] T 8]
1
|T]—=+o0 |8|
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uniformemente sull'insieme {o € R,0 < o < 1}, poiché |s| — +oo per
|7] = 400.

Adesso considero la funzione F(s) = I'(s)I'(1 — s). Poiché la funzione I"
ha poli semplici negli interi non positivi, F'(s) &€ meromorfa su C e in s = 0
ha un polo semplice. Inoltre, poiché I'(1 — s) & continua in 0, con valore 1,
nel punto 0 il residuo di F(s) ¢ uguale al residuo di I'(s):

R_eos F(s) = R_eos ['(s) =limsI'(s) = (Oss. 1.0.6)

s—0

= £1_1>%F(5+ 1)=I(1) =1.
Per la proprieta di ricorrenza 2.4.1, F(s) = —sI'(s)I'(—s), mentre
F(s+1)=T(s+ 1)['(=s) = sI'(s)['(=s) = —F(s)

Riassumendo, F' ¢ una funzione con periodo 2, con poli semplici posti sugli
interi, con residuo 1 sui pari, -1 sui dispari. Inoltre F(s) — 0 per |7| — +oc.
Anche la funzione G(s) := 7/(sin(ws)) possiede queste proprieta. Dunque
la funzione H(s) := F(s) — G(s) risulta olomorfa periodica limitata. Per il
Teorema di Liouville 1.0.3, allora H (s) ¢ costante. In particolare, poiché F'(s)
e G(s) tendono a 0 per 7 — +o0, si ha che H(s) =0, cioe F(s) =G(s). O

Corollario 2.4.6. La funzione I'(z) non ha zeri
Dimostrazione. Dalla legge di riflessione di Eulero 2.4.5, si osserva che
IF(x)I'(1—z)sin(nz) ==«

SezeZ alloral'(z) = (z—1)! #0. Se z € Z~ U{0}, allora I'(z) ha un
polo per 2.4.4, dunque non e nulla.

Se z € C\ Z, allora sin(wz), I'(z) e I'(1 — z) sono olomorfe per il teorema
2.4.4. Dunque I'(z) # 0. O

Corollario 2.4.7. La funzione 1/T'(s) é olomorfa su C, con zeri semplici
negli interi non positivi.

Dimostrazione. La funzione I'(s) e olomorfa per ¢ > 0 per 'osservazione
2.4.3 e si estende meromorficamente su C, con poli semplici negli interi non
positivi, per il teorema 2.4.4. Inoltre I'(s) non ha zeri per il corollario 2.4.6.
Dunque la funzione 1/I'(s) ¢ una funzione olomorfa su C, con zeri semplici
negli interi non positivi. [

13



2.5 Estensione sul piano complesso

Lemma 2.5.1. Sia f : A — C, con A intorno di D', meromorfa su A,
olomorfa su D', con f(0) = 0 e poli semplici su OD'. Se f(z) = 3 a,2"
¢ lo sviluppo di f in z =0, allora |a,| = O(1).

Dimostrazione. Sia e > 0 tale che B(0,1+¢) C A. Siano zy, ..., z; i poli di f.
Sia D = B(0,1+¢) \ B(0,¢). Poiché f(z)/2"* & olomorfa su D\ {z1,...21.},
per il teorema dei residui 1.0.8 vale

z Zj Zn+1 27 oD Zn+1 21 |z|=1+¢ Zn+1 211 |z|=€ Zn+1

i IR A () [, 1 [ fE),

Per le proprieta dello sviluppo in serie di Laurent in z = 0, vale

k
1 f(2) 1 f(2) f(2)
|a | 27 P on+l Z' 2711 /|z|=1+6 on+l z le Z:eg ontl | —
<1 2m(1+€)
—ZT € su
M f(2)
=(1 R JA\T/
( +E) 1+€ ]Z p E;? Zn—f—l — <1+6)n +j:1 2=2; Zn-i—l

Il primo addendo tende a 0 per n — oo. Per quanto riguarda gli altri
addendi, osservo che per j fissato, poiché z; € un polo semplice di f(z), esiste
una funzione g;(z) olomorfa in z; tale che f(2) = g;(2)/(z — z;). Essendo z;
polo semplice anche per f(z)/(z"*1), il residuo si calcola come

Res M — lim M(z — ) = le ijn(ﬂ) _ gJT(LiJI)

z=2; an+l z2—2j antl

e il suo modulo dunque ¢ pari a \g](z])]/|z”+1| = |g;(2;)|, limitato, costante
al variare di n € N.

A questo punto si puo affermare che |a,| = O(1). O

Mediante la I" di Eulero ¢ possibile mettere in relazione la trasformata
{M(f(e7"))} e la serie di Dirichlet avente gli stessi coefficienti dello sviluppo
di Taylor di f in 0.
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Teorema 2.5.2. Sia f : A — C, con A intorno di D', f meromorfa su
A, olomorfa su D', con f(0) = 0 e poli semplici su OD*. Considero il suo
sviluppo in serie in 0

+0o0
f(z) = Z anz"
n=1
e la serie di Dirichlet corrispondente
~+o0 a
F(s) = —
n=1 ne

Allora per o > 1 la serie F(s) converge assolutamente e vale:
oo dt

[(s)F(s) = fle )= = AM(f ()} ()

0
Dimostrazione. Per il lemma 2.5.1, i coefficienti a,, sono limitati, cioe |a,| <
M per ogni n € N. Dunque

+oo +o0
an M
§ < -
nsl ne
n=1 n=1

converge per ¢ > 1, cioe F(s) converge assolutamente per o > 1.

Osservo che la funzione f rispetta le ipotesi del lemma 2.3.5, con d = 0
se f non ha polo in 1, oppure d = 1. In ogni caso, cio significa che la
trasformata {Mu} (s) converge assolutamente per ¢ > 1. Per tali valori,
sviluppando f(e™") in serie, si ottiene:

—+00

oo T0o0
Mapo) = [ e - /: > et

0

Per scambiare somma e integrale, applico il teorema della convergenza do-
minata alle funzioni

m “+00
F(t) = Z ane” Mt F(t) = Z ane "
n=1 n=1

Innanzitutto mostro che esiste una funzione G(t) tale che |F,,(t)| < G(t) per
ogni t € (0,4+00). Infatti

m m +oo
‘Fm<t)| — Zane—ntts—l S MZ 6—1’Ltt0'—1 S Mze—ntto'—l —
n=1 n=1 n=1
=M (1 — - 1) t”~1 = (Serie geometrica con ragione e~ < 1)
—e
et 1
:Ml_e_tt"_ = G(t)
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Osservo che tale funzione G(t) ¢ integrabile nell’intervallo (0, +00). Infatti

“+o0o 1 6—t L “+o0o e—t )
G(t)dt = M——177dt M—7"dt =
/0 (*) /0 1—et + 1 1—et
= / M———e '772dt + M
0 1 —et

1 — e

- (et dt
Poiché le funzioni e~* e ¢t/(1 — e™*) sono continue e limitate nell’intervallo
(0,1), il primo integrale converge per o > 1. Il secondo integrale converge
per ogni o, poiché la funzione 1/(1 —e™*) & continua e limitata nell’'intervallo
(1, 400), mentre la funzione e~ & rapidamente decrescente.

A questo punto e possibile applicare il teorema della convergenza domi-
nata, per cui vale

+oo +oo
lim Fo(t)dt = / F(t)dt
0

m—-+00 0

Posso dunque scambiare i segni di somma e integrale, ottenendo

n=1
= Z an/ e <E>s du _ (Cambio di variabile u = nt)
— 0 n/ u
(Y= (/ e_uusd—u) = F(s)[(s)
n=1 ne 0
0

Teorema 2.5.3. Suppongo che valgano le ipotesi del teorema 2.5.2.

e Se f(z) e olomorfa in z = 1, allora F(s) si estende olomorficamente

su C.

e Se f(2) ha un polo in z = 1, allora F(s) é olomorfa per o > 1 e si
estende meromorficamente su C, con un unico polo semplice in s = 1;

Dimostrazione. Nel teorema 2.5.2 si e visto che, per o > 1, vale

PFE) = [ fle e = (MU D} )
da cui si ricava ’espressione
Z a,n" = F(s)= F(ls) {M(f(e_t))} (s)



Studio separatamente le funzioni 1/T'(s) e {M(f(e™"))} (s).

Per il corollario 2.4.7, la funzione 1/I'(s) ¢ una funzione olomorfa su C,
con zeri semplici negli interi non positivi.

Se f(z) e olomorfa in z = 1, per il lemma 2.3.5, con d = 0, la trasformata
{M(f(e7"))} (s) si estende meromorficamente su C con poli semplici negli
interi minori o uguali di 0. In questi punti 1/I'(s) ha zeri semplici, dunque il
prodotto F(s) = {M(f(e7 "))} (s)/I'(s) & una funzione olomorfa su C.

Se invece f(z) ha polo in 1, semplice per ipotesi, per il lemma 2.3.5 la tra-
sformata {M(f(e™*))} (s) avra un ulteriore polo semplice in 1. Poiché 1/T'(s)
non si annulla in 1, il prodotto F(s) = {M(f(e7"))}(s)/T'(s) si estende
meromorficamente su C, con polo semplice in 1. O]

Esempio 2.1. La funzione ¢ di Riemann ¢ olomorfa per ¢ > 1 e si estende
meromorficamente su C, con un unico polo semplice in s = 1.

Dimostrazione. La funzione ((s) ¢ la serie di Dirichlet generata dalla funzione
aritmetica 1(n) = 1. Osservo che la serie di potenze corrispondente

+oo 1

Zl(n)z”zl_z—l

n=1

rispetta le ipotesi del teorema 2.5.2, poiché ¢ olomorfa su D!, meromorfa su
un suo intorno, si annulla in z = 0 e ha un polo semplice in z = 1. Allora
per il teorema 2.5.3 la funzione ((s) € olomorfa per ¢ > 1 e ha estensione
meromorfa su C, con un polo semplice in s = 1. O]
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Capitolo 3

Primi nelle progressioni
aritmetiche

3.1 Le funzioni L

Solitamente, con la notazione L(s, x) vengono indicate le serie di Dirichlet
generate da particolari funzioni aritmetiche y, che saranno definite in seguito.
Con abuso di notazione, utilizzero l'espressione L(a, s) per indicare la serie

—+00

E apn”®

n=1

dove a,, € una qualsiasi funzione aritmetica.
Studio le proprieta di tali funzioni L, quando generate da particolari
funzioni aritmetiche.

Definizione 3.1.1. TMP, := {a : N — C totalmente moltiplicative, con
a(n + q) = a(n), con a(n) = 0 se MCD(n,q) > 1}.

Osservazione 3.1.1. Se a € TMP,, allora a ¢ limitata. In particolare
la,| <1 per ognin € N

Dimostrazione. a € limitata poiché periodica. Suppongo per assurdo che
esista n tale che |a,| > 1. Poiché a ¢ totalmente moltiplicativa, si avra

lagn| = |a| = |an|" — +o0 per h — +00
il che e assurdo poiché a e limitata. O

Studio le proprieta analitiche di L(a, s).
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Teorema 3.1.2. Sia a € TMPF,.

o Seay+...+a, #0, allora L(a, s) si estende a una funzione meromorfa
su C, con polo semplice in 1;

o Seay+...+a, =0, allora L(a,s) si estende a una funzione olomorfa

su C;

Dimostrazione. Considero la serie di potenze

+o0
r(z) = Z apz"
n=1

Osservo che

+oo +oo +oo
(1—2Dr(z) = (1—29) Z a,z" = Zanz” - Za PASEES
n=1 n=1 n=1
“+oo —+00 —+00 —+00
= Zanz” — Z an+qz"+q = Z a,2" — Z a,z" =
n=1 n=1 n=1 n=q+1
q
=Y a,z" =:p(z)

L’espressione r(z) = p(2)/(1 — 29) permette di estendere la funzione r(z) a
una funzione razionale su C, con una singolarita nel punto 1. Studio questa
singolarita nei due casi.

Se a3 +...+a, # 0, poiché 1/(1 — 29) ha un polo semplice in 1, anche r(2)
ha un polo d’ordine 1 nel punto 1. Per il teorema 2.5.3, la funzione L(a, s) &
olomorfa sul semipiano ¢ > 1 e si estende meromorficamente su C, con polo
semplice nel punto 1.

Se invece a1 + ... + a, = 0, nel punto 1 lo zero semplice di p(z) e il
polo semplice di 1/(1 — z7) fanno si che la singolarita della funzione r(z) nel
punto 1 sia apparente. Per il teorema 2.5.3, la funzione L(a,s) ¢ olomorfa
sul semipiano o > 0 e si estende olomorficamente su C n

Corollario 3.1.3. Sia a € TMP,. Allora

lim (o — 1)[£ = Ord L(a,s)

o1t (a,0) s=1

Dimostrazione. Per il lemma 1.0.7, se L(a, s) ha polo o zero nel punto 1, al-
lora la derivata logaritmica L'(a, s)/L(a, s) ha polo semplice in 1, con residuo
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pari a Ofii L(a, s). Ricordando le proprieta del residuo in un polo semplice,

ottengo dunque

, L'(a,0) L'(a,o0)
alg{l+<0 Y L(a,0) ];{:els L(a,0)

= OE? L(a,s)
Se invece L(a, s) € olomorfa non nulla in 1, banalmente sia il limite sia l’ordine
valgono 0. ]

La funzione di Von Mangoldt permettera di mettere in relazione L'(a, s)/L(a, s)

con la serie
3 aplogp
- D

Definizione 3.1.2. La funzione di Von Mangoldt e definita come

0 sen=1
A(n) =: < logp sen = pf con p primo
0 altrimenti.

Si osserva immediatamente che A(n) < logn per ogni n € N.

Lemma 3.1.4.
Z A(d) =logn
din

Dimostrazione. Se n = 1, la tesi ¢ banalmente verificata. Altrimenti consi-

dero la scomposizione in fattori primi n = p}f1 -...-p.". T divisori di n saranno

della forma pﬁl Ca pf,f, con [; < h; per ogni j. Poiché la funzione di Von

Mangoldt ¢ non nulla solo sulle potenze dei primi, la somma si scrivera come
h]‘ k hj

> A(d) STAP) =" logp, =

dln j=1 1=1 =1 1=1

]~

B

log(p?j) = log(p™ - ... - pI*) = logn
=1

<
I

Teorema 3.1.5. Data a € TMPFP,, per o > 1 vale

aplogp  L'(a,s) .
Z p L(a,s) a(s)

P

con hy olomorfa per o > 1/2.
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Dimostrazione. La funzione L(a, s) & olomorfa per o > 1 per il teorema 3.1.2.
Anche la funzione

= a,A(n)

l(a,s) =

(]

n=1 n?
¢ olomorfa per o > 1 poiché A(n) <logn e |logn| = O(n) per ogni € > 0.
Per il teorema 2.1.2, il prodotto di due serie di Dirichlet e la serie di

Dirichlet avente come coefficiente la convoluzione dei coefficienti. In questo
caso, cio significa che

L(a, s)l(a,s) = Z ZadA(d)an/d % =

n>1 dn
= Zan ZA(d) 1 (a, € tot. moltiplicativa)
ns
n>1 dln
nl
= Z a c:gn = (Lemma 3.1.4)
n>1
=—L'(a,s) (Teorema 2.2.1)

La funzione

e olomorfa per o > 1. In particolare, per definizione di A(n),

—o Yy el

p m>1
- a,’ logp
_ Zap]ogp Zza logp
p p m>2
h;(rs)
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Osservo che

9| = Zza log p

<> log(p) Y | (%)m =

p m>2 m>2
a 1 -
= Zlog(p)| 12’1 — < (Poiché |a,| < 1)
7
logp logp 1
R
D7 P

che converge uniformemente per o > 1/2 poiché logp = O(p°) per ogni € > 0.
Dunque h,(s) & olomorfa per o > 1/2. O

Teorema 3.1.6. Se a € TMP,, allora

) ap,logp B

Jlim (0 - 1)} =225 = — Ord L(a,s)
p

Dimostrazione. Dall'uguaglianza trovata in 3.1.5, moltiplicando entrambi i

membri per (o — 1) e passando al limite si ottiene

: a,logp : L'(a,0)
1 -1 L4 =1 -1 |———"—=~—-h =—0rd L
Jm (o )zp: 2 Jm (o= 1) { L(a,o0) a(8) QOrd L{a, s)

per quanto visto nel corollario 3.1.3 e poiché h, & olomorfa per o > 1/2. O

3.2 I caratteri di Dirichlet

Definizione 3.2.1. Si dice carattere di un gruppo finito G ogni omomorfismo
f G — C*. Denoto con G l'insieme di tali caratteri.

Proposizione 3.2.1. Se |G| = n, i caratteri di G assumono come valori le
radici n-esime dell’unita.

Dimostrazione. Per ogni a € G vale a” = e, con e elemento neutro del
gruppo. Dunque f(a)" = f(a™) = f(e) = 1, cioe f(a) € una radice n-esima
dell’unita. ]

Lemma 3.2.2. Sia G = G x Gy. Allora |G| = |G1]|Gal.

Dimostrazione. Considero ¢ : Gy x G — G tale che o(f1, fo) == f1 ® fo,
dove (f1 ® f2)(91,92) = fi(g1)f2(g2)-
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Considero ¢ : G — G x G, tale che (f) = (fay, fa,), dove fo, (1) =
flg1,e) e fa,(g2) = f(e, g2). Si verifica facilmente che fg, ¢ un carattere di
G; e fg, € un carattere di Gs.

Mostro che ¢potp =idg e pop =idg 4, Perogni g € Gy, gs € Gy, vale

((¢Ow)<f)) (91;92) = <¢<fG17fG2)) (91792> = (fGI ® fG2)<g17g2) =
= fe(91) faz(92) = f(g1,€)f (e, 92) = [ (91, 92)

(Yo d)(f1, f2)) (91, 92) = (W (f1 ® f2)) (91, 92) = (fai, fe,) (91, 92) =
= (f1® fo)(g1,€)(f1 ® fa)(e, 92)
= fi(g1) f2(e) fi(€) fo(go) =
= fi(91) f2(92) = (f1, f2)(91, g2)

Ho cosi dimostrato che ¢ e 1 sono una l'inversa dell’altra e dunque che

|é| = |é1||632| O

Proposizione 3.2.3. Se G ¢ un gruppo abeliano con cardinalita n, allora
esistono n caratteri di G.

Dimostrazione. Poiché G e abeliano, si puo scrivere come prodotto di gruppi
ciclici Gy, ..., Gy, e vale |G| = |G4]-...-|Gy|. Indico con G insieme dei caratteri
del gruppo G. Dimostro per induzione su k.

Se k =1, cioe G = G e ciclico, esiste un generatore a. Poiché per ogni
b € G esiste m < n tale che b = a™, un carattere ¢ ben definito una volta
scelto il suo valore sull’elemento a. Poiché i valori possibili sono tutte e sole le
n radici n-esime dell’unita, esistono n caratteri del gruppo G, cio¢ |G| = |G].

Suppongo che la tesi valga per tutti i gruppi che siano prodotto di k gruppi
ciclici. Allora, posto G’ := G1X...XGy,se G = G1X...XGjy1 = G'XGyyq, per
il lemma 3.2.2 e per ipotesi d’induzione, vale |G| = |G||Gri1] = |G||Grsa| =
Gal - |Gl - |G| = |GH. O

L’insieme dei caratteri di un gruppo abeliano finito G' forma un gruppo
abeliano con 'operazione

(fi9) = fg  con (fg)(a):= f(a)g(a)

con elemento neutro fo(n) = 1, detto carattere principale, e inverso f~1, dato
da f~1(a) = f(a).
Proposizione 3.2.4. Sia f carattere su G gruppo finito. Allora:

Zf {]G| se f=1

= se invece esiste ng € G tale che f(ng) # 1;
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Dimostrazione. Si riporta la dimostrazione usata in [2, Pag.136].
Se f(n) = 1 per ogni n € G, banalmente la somma sara uguale alla
cardinalita di G. Se invece esiste nyg € G tale che f(ng) # 1, allora

S:=Y f(n)=) flnon) = f(no)f(n) = f(no)s

neG neG neG

Dunque S(1 — f(ng)) = 0, che implica S = 0. O

Particolare importanza rivestono i caratteri del gruppo Z; degli elementi
invertibili di Z/qZ. Poiché questo insieme ha cardinalita ¢(q), le osservazioni
precedenti, in questo caso, mostrano che tali caratteri formano un gruppo di
cardinalita ¢(q) e assumono come valori le radici ¢(q)-esime dell'unita.

Definiti a priori solo sugli elementi di Z;, possono essere estesi come
funzioni aritmetiche sugli interi.

Definizione 3.2.2. Una funzione aritmetica y e detta carattere di Dirichlet
modulo q se estende un carattere f di Z; sugli interi in questo modo:

(n) = f(n+qZ) se MCD(q,n) =1
Y0 se MCD(q,n) > 2

Definizione 3.2.3. 1l carattere principale di Dirichlet x ¢ dato da

1 se MCD(q,n) =1,
Xo(n) =
0 se MCD(q,n) > 2.

Identificheremo i caratteri di Z; con le loro estensioni su Z, con l'ovvia
distinzione per cui x(n) indica la funzione aritmetica x calcolata sull’intero
n, mentre y(n + ¢Z) ¢ il carattere x calcolato sulla classe di n nel gruppo
ZX

Jop
Definizione 3.2.4. Indicheremo con X(q) il gruppo dei ¢(q) caratteri di
Dirichlet modulo gq.

Lemma 3.2.5. X(q) C TMP,, cioé i caratteri di Dirichlet sono funzioni
totalmente moltiplicative, con periodo q, con x(n) =0 se MCD(n,q) = 1.

Dimostrazione. Basta verificare che ogni x sia totalmente moltiplicativa,
poiché le altre due proprieta sono vere per definizione. Sia f il carattere
di Z; che definisce x. Siano m,n interi.

Se MCD(q,mn) > 2, allora MCD(q,m) > 2 oppure MCD(q,n) > 2,
dunque x(m) = 0 oppure x(n) = 0, per cui x(mn) =0 = x(m)x(n).

Se MCD(q,mn) = 1, allora MCD(q,m) = MCD(q,n) = 1 e vale
x(mn) = f(mn + qZ) = f((m + ¢Z)(n + qZ)) = f(m + ¢Z)f(n + qZ) =
x(m)x(n) O

25



La proposizione 3.2.4 permette di ottenere i due risultati seguenti, riguar-
danti la somma dei valori x(n) al variare di x o al variare di n.

Corollario 3.2.6.

) ole) sen=1 (mod q)
ZX(H)— {O sen#1 (mod q)

Dimostrazione. La funzione 6, che ad ogni x associa il valore x(n) ¢ un
omomorfismo sul gruppo X (¢). Applicando 3.2.4 ottengo

_JIX(@l=d¢(g) sed=1
XX:X(TL) = {0 se esiste x € X(q) tale che 0,,(x) # 1

Poiché §,, = 1 se e solo se n =1 (mod q), si ottiene la tesi. O

Corollario 3.2.7.

S () = {¢<q> se X = X
=1 0

se X # Xo

Dimostrazione. Ricordando che la funzione x e 'estensione sugli interi di f,
omomorfismo sul gruppo Z;, e applicando 3.2.4 ottengo

;X(n) = Z f(n) = {qux| = ¢(q) se f=1

altrimenti.
neZ?

Poiché f =1 se e solo se x = xop, la tesi ¢ dimostrata. O

Proposizione 3.2.8.

- o(q)  sex1=xe
E X1(n)xa(n) = . .
= 0 altriments.

Dimostrazione. Poiché il prodotto di due caratteri ¢ un carattere, posto

x(n) := x1(n)x2(n) per la proposizione 3.2.7, si ottiene

! ? d(q)  se x = Xo, ciod se X1 = X2
xi(n)xa(n) =» x(n)= {

se X # Xo, Cloe se X1 # X2
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3.3 1l Teorema di Dirichlet

Fissatig € Nea € {1,...,gq—1} con MCD(q,a) = 1, considero la progressione
aritmetica {gm + a, con m > 0}. Il Teorema di Dirichlet afferma che tali
progressioni contengono infiniti numeri primi.

Il risultato fondamentale da dimostrare e il seguente teorema

Teorema 3.3.1. Se f € V, :={f :N = C t.c. f(n+q) = f(n) per ogni
ne€Ne f(n)=0se MCD(n,q) > 1}, allora

: 1 flp) 1
Ulgg log(o — 1) z; 7 Q) I

Per maggior semplicita, denoto con {iy, ..., isq) } I'insieme dei numeri na-
turali minori di ¢ e primi con gq.

Assumendo valido il teorema 3.3.1, applicandolo alle funzioni indicatrici

1 =1 d
gi; (M) = 5¢ n b ' (mod g), si ottiene
™ 0 altrimenti.
1 I, (p) 1 & 1
lim T = Lo (k) = ——
o1+ log(o — 1) ; P° olq) &= ¢(q)

Poiché la funzione (log(oc — 1))~! — —oo per ¢ — 17, mentre il limite ¢ un
numero finito non nullo, necessariamente

I,
lim Z—q’](p) = 400
pO'

o—1t vep
dunque la cardinalita dell’insieme degli indici su cui viene effettuata la som-
ma ¢ infinita. Poiché I, ; (n) ¢ non nulla solo se n = i; (mod ¢), tale insieme
non & altro che {p € P t.c. p=1i; (mod ¢q)}. E cosi dimostrato il Teorema
di Dirichlet.

Per iniziare, osservo che V, ¢ uno spazio vettoriale di dimensione ¢(q).
Infatti una generica funzione f € V, ¢ ben definita se sono noti i suoi valori
sui ¢(q) elementi del gruppo (Z/qZ)*. L’insieme delle funzioni indicatrici
{1y, per j = 1,...,6(q)}, ¢ una base di V, e ogni funzione f puo essere
scritta come

f= f(il>jq,i1 to Tt f(id)(q))[q,id,(q)
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Tentare di dimostrare il teorema usando direttamente le funzioni indica-
trici non da risultati. Sara necessario seguire un percorso diverso che parta,
innanzitutto, dalle funzioni per cui il limite esiste.

Definizione 3.3.1.

| o 1 f(p)
D, := {f €V, | esiste finito JILI% log(o — 1) ; po

Usando la linearita del limite, ¢ semplice verificare che D, forma un
sottospazio vettoriale di V.

Lemma 3.3.2. Sia I intervallo aperto di R, siano f: 1 - Ceg: 1 —- R
deriwabili su I. Suppongo che, dato x € I, valgano

lim |g(z)| = +o00 e lim f/(x) =1. Allora lim @) =1

Dimostrazione. Considero parte reale e parte immaginaria di f e f’. Si ha

f@) = filz) +ifilx) e flz)=fiz)+ifi(z)

Le coppie di funzioni f.,g e f;, g rispettano le ipotesi del Teorema di De
L’Hopital 1.0.2, dunque si ha

iy L8] _ LV ) () i)

=z g(x) a—z g(x) e~z \ g(x) g9(z)
i (f@) L) . Do PHoni
= alrl—% (g’(x) + Zg’(x)) = (Teorema di De I’'Hopital 1.0.2)
_ iy @ Hifil) @)
T—T g’(x) T g’(x)

Teorema 3.3.3. TM P, C D,. Inoltre, per a € TMP,, vale la formula
1 a
lim ——— 2 = Ord L
! log(c — 1) ; p° e (a, 5)

Dimostrazione. Poiché (log(c—1))™' — —oc per 0 — 17, per il lemma 3.3.2,
vale

. 1 a, .. aplogp\
aliglﬂL IOg(O' — 1) ; p’ B UILIRL(O- 1) ( Z -

;7
= O_rg L(a, s) (Teorema 3.1.6)
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I1 prossimo obiettivo sara dimostrare che le funzioni in 7'M P, formano
una base di V. Se cio ¢ vero, infatti, vale V;, C D,, cioe il limite esistera
finito per tutte le funzioni f con periodo ¢, nulle sugli n € N non coprimi
con ¢. Infine, non restera che calcolarne esplicitamente il valore.

A questo proposito, risultano estremamente utili le proprieta dei caratteri
di Dirichlet. Avevamo gia visto in 3.2.5 che I'insieme X (q) dei caratteri di
Dirichlet modulo ¢ ¢ incluso nellinsieme T'M P,. Mostro che ¢ vero anche il
viceversa.

Teorema 3.3.4. Ogni a € TMP, ¢ un carattere di Dirichlet modulo q.

Dimostrazione. Sia m : Z — 7Z,. Affinché valga la definizione di carattere
di Dirichlet, basta costruire un omomorfismo ¢ dal gruppo Z; a S ! tale che

valga a = 1/; o, dove

) ¥(n) se MCD(n,q) =1,
(n) = 0 altrimenti.

Sia@Q={n €N, 1 <n<q—1,MCD(n,q) = 1}. Per ogni m € Z esiste
un unico n € @ tale che [n] 7y =M, cioe un unico rappresentante della classe
di associatura di m in Z. Definisco ¢/(m) := a(n). La condizione a = ¢ o7
e verificata per costruzione. Resta da mostrare che ¥ € un omomorfismo.

Innanzitutto (1) wf a(l) = 1. Siano m,my,my € Z, con m = myms.
Siano m,ny,ny 1 rispettivi rappresentanti in Q). Vale [n] = [n1][ne] = [nina,
dunque

de
Y(m) = a(n) = a(niny + gk) = a(ning) = a(ni)a(ny) =/ Y(ma)y(mo)
¥ € quindi un omomorfismo. [
L’insieme X (g) non solo ¢ contenuto in V,, per definizione di V,, ma,

come si mostrera adesso, ne costituisce una base ortogonale rispetto alla
forma sesquilineare <, >, definita su V; in questo modo:

< fg>=Y_flk)g(k)

Proposizione 3.3.5. L’insieme X (q) dei ¢(q) caratteri di Dirichlet modulo
q € una base ortogonale per V,. Inoltre < x,x >= ¢(q) per ogni x € X(q)
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Dimostrazione. Usando la proprieta 3.2.8 si osserva che

q—1
olq)  sexi=X;
< Xi, Xj >= Z/f (k) =
X X ;X( )XJ( ) {O altrimenti.

In uno spazio vettoriale di dimensione ¢(q), ¢(q) vettori ortogonali formano
automaticamente una base. [

Si ricavano facilmente le espressioni per le coordinate di una funzione f
rispetto a tale base.

Proposizione 3.3.6. Sia f =) cyx.

1
Allora oy = —~ < fix>

¢(q)
q—1
In particolare Cyo = @ Z f(k)
k=1

Dimostrazione. La tesi deriva direttamente dalla sesquilinearita della forma
<, >, dall’ortogonalita dei caratteri e dalla proprieta < x, x >= ¢(q) [

Riepilogando, ho visto che valgono le inclusioni X(q) = TMP, C D, e
che I'insieme X (g) € una base per V,. Cio significa che V,, C D,, cioe il limite
esiste finito per le funzioni aritmetiche f di periodo ¢, nulle sugli interi non
coprimi con q.

E interessante notare che, nel caso in cui la funzione f sia proprio una
delle funzioni I ;;, la coordinata c,, sia esattamente 1/¢(q), cioe il valore
finale del limite che si intende calcolare.

Adesso posso usare la base X (q) per calcolare esplicitamente il limite.

Teorema 3.3.7. Per ogni f € V, vale

: 1 f(p)
lim c Ord L(x,
o1+ log(o — 1) ]; o Z X 17 (X, )

X
Dimostrazione.
fp x(p
li Oss. 3.3.6
O'i)r{l+ log g — 1 Z O’—)l"’ log o — 1 Z Z ( S8 )

— x(p
_;C olg?+loga—1 Z

- Z Cy gzrg L(x, s) (Teorema 3.3.3)
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Il teorema 3.3.1 che si intende dimostrare afferma che il limite valga —c,,.
Cio e vero se

1 —
Ord L(x,s) = SEXT Xo
=i 0 se X # Xo

Dimostrare questa proprieta sara 1’obiettivo della prossima e ultima sezione.

3.4 Proprieta di L(y, s)

Teorema 3.4.1. La funzione L(xo,s) é olomorfa per o > 1 e si estende ad
una funzione meromorfa su C, con polo semplice in 1.

La funzione L(x,s), con x # Xo, € olomorfa per o > 0 e si estende ad una
funzione olomorfa su C.

Dimostrazione. Usando il corollario 3.2.7 e il teorema 3.1.2, si ha che:

e Se x # xo, allora x(1) + ... + x(¢)=0 e dunque L(x,s) si estende
meromorficamente su C, con polo semplice in 1;

e Se x = Xxo, allora x(1) + ... + x(q¢) = ¢(q) # 0 e dunque L(x,s) si
estende olomorficamente su C.

]

Questa prima proprieta permette di dire che OE%I L(xo,8) = —1 e che
O_rgi L(x,s) > 0. Resta da mostrare che, per x # xo, L(x,1) # 0.

Per farlo, usero il procedimento descritto da P.T. Bateman nell’articolo
[7], dimostrando il teorema di Ingham.

Lemma 3.4.2. La serie .
> b
diverge.

Dimostrazione. Poiché la funzione aritmetica costante 1(n) = 1 & totalmente
moltiplicativa, osservo che per il teorema 3.1.5 vale

o __L(Ls) ),
2 T L) My e

p
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con hq(s) olomorfa in s = 1. Come visto nell’esempio 2.1, la funzione ((s)
ha un polo semplice in s = 1, dunque anche (’(s)/{(s) ha un poloin s =1 e
valgono le seguenti uguaglianze:

1 1 1
lim ———— 3" = = lim (o — 1) (—Z ng) —  (De I'Hopital 1.0.2)
p

o1+ log(o — 1) P’ o1t i
o ¢'(s) _
= Jm (o -1 =
_ ¢'(s) _
= E{:els 5) (Prop. 1.0.6)
= O:rgl ((s) = (Lemma 1.0.7)
— 1

Dunque il limite & finito non nullo e poiché per ¢ — 1 si ha 1/log(c — 1) —
—00, necessariamente vale

lim — = 400,
o—1+ p°
P

da cui segue che la serie Zp 1/p diverge. O

Teorema 3.4.3 (Ingham). Sia a(n) una funzione aritmetica totalmente mol-
tiplicativa limitata. Suppongo che L(a,s) sia assolutamente convergente per
o > 1. Se L(a,s) ha estensione olomorfa su un intorno del semipiano

{0 > 1/2}, allora L(a,1) # 0.

Dimostrazione. Suppongo per assurdo che L(a,1) = 0.

La funzione L*(a,s) := L(a,s) = L(a,3) & olomorfa su un intorno di {o >
1/2}, con uno zero semplice in s = 1. La funzione F(s) = ((s)?L(a, s)L*(a, s)
¢ olomorfa sullo stesso intorno, poiché il polo doppio di ((s)* in s =1 & an-
nullato dagli zeri di L e L*. Mostro che F'(s) si puo scrivere come serie di
Dirichlet a termini positivi. Per o > 1 vale

(£ %) 5%)

T-2) () () -
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A partire da questa espressione, dimostro prima che F(s) ¢ una serie di
Dirichlet a termini non negativi e poi che i coefficienti relativi ai termini p?,
con p primo, sono maggiori o uguali a 1.

Considero lo sviluppo di Taylor di log(1 — 2) = =) ., 2"/n. Allora

1 X m
e (L)

n=1

Applicando questo sviluppo per z = 1/p*, z = a(p)/p® e z = a(p)/p°,
dall’espressione (*) ottengo

1 k +oo a s\k
:l;leXp(Z /p*)* Z +Z((p)k/p)>:
e (ij““ W) _

— a1 (224 ap) +ap)
I (B 2 (B ) -

k k=1

Poiché F(s) & prodotto di serie di Dirichlet, & della forma > b(n)n~
Poiché a(n) & totalmente moltiplicativa limitata, vale |a(n)| < 1 per ogni
n € N. Dunque € non negativo il termine

2+ a(p)* +a(p)* = 2 + 2Re(a(p)*) > 0

e dunque b(n) > 0 per ogni n € N. Riassumendo, F'(s) € una serie di Dirichlet
a coefficienti non negativi, convergente per ¢ > 1, olomorfa su un intorno di
{0 > 1/2}. Per il teorema 2.2.2, tale serie converge nel punto s = 1/2.
Dall’espressione (x), tramite lo sviluppo di Taylor 1/(1 —2) =>_ ., 2",
applicato nei tre casi z = 1/p°®, 2z = a(p)/p® e z = a(p)/p®, si ha -

F(S)ZH(1+%+]%+...> <1+@+Lps)2+...) (1+@+M+

» P P p? P p?s

da cui si ricava il coefficiente del termine p?-esimo, cioe
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Nel punto s = 1/2 la serie diverge. Infatti:

+o0o
b(n) b(p®) 1
Z T > Z = > Z]_o = 400 (Lemma 3.4.2)
P

n=1 p

Un generico carattere non principale y ¢ totalmente moltiplicativo e li-
mitato; la corrispondente funzione L(y,s) € assolutamente convergente per
o > 1 e per il teorema 3.1.2 si estende a una funzione olomorfa su C. Il
teorema di Ingham garantisce quindi che L(y, 1) # 0.

E interessante notare che il Teorema di Ingham 3.4.3 e ottimale, nel senso
che non vale se la costante 1/2 ¢ sostituita da un numero reale ¢ > 1/2. Si puo
dimostrare cio con un controesempio, che coinvolge la funzione di Liouville.

Definizione 3.4.1. E detta funzione di Liouville la funzione che, data la
scomposizione in fattori primi n = pi*...p¢", associa ad n il valore

A(n) = (—1)Xk=1°

Osservazione 3.4.4. \(n) ¢é totalmente moltiplicativa e vale

1 sen e un quadrato;
-4,

altriments.
d|n

Proposizione 3.4.5. L(\,s) ¢é assolutamente convergente e olomorfa sul
semipiano {o > 1}.

Dimostrazione. Basta osservare che |A(n)| = 1 per ogni n € N. L’olomorfia
e conseguenza del teorema 2.2.1. O

Proposizione 3.4.6.




Dimostrazione. Per o > 1 vale

n=1 n’ n=1 n’
<X (A% 1)(n)

= — = (Prop. 2.1.2)
n=1 n
+o0 1

= = (Oss. 3.4.4)
nZ:; (n2)s

+o00 1
=2 =429
n=1
O

Corollario 3.4.7. L(\,s) si estende meromorficamente su C, ha uno zero
ins=1eun poloins=1/2.

A questo punto posso mostrare che il Teorema di Ingham 3.4.3 € ottimale.
Suppongo per assurdo che il teorema continui a valere, pur avendo come
ipotesi che la serie abbia estensione olomorfa su un intorno di {o > ¢}, con
¢ > 1/2. Allora la funzione A(n) rispetta tutte le ipotesi, perché ¢ totalmente
moltiplicativa, perché L(\,s) ¢ assolutamente convergente per ¢ > 1, con
estensione olomorfa su {o > 1/2}. Allora L(A, 1) # 0, il che & assurdo poiché
L(A\ 1) =0.
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