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Introduzione

L’obiettivo di questa tesi é dare una presentazione chiara di come di-
versi fenomeni presenti nelle scienze naturali possano essere modellizzati dai
modelli matematici che si basano sull’equazione di reazione-diffusione. Tale
equazione verra studiata nei diversi casi in cui si presentera sotto forma di
problema di Cauchy, al variare del dominio (su tutto R o su aperti limitati).
Nel primo capitolo studieremo come un fenomeno diffusivo reale puo essere
modellizzato da un’equazione alle derivate parziali, e in particolare, tramite
I'utilizzo della legge di Fick per il flusso, ricaveremo 1’equazione di reazione
diffusione. Inoltre vedremo come l'ipotesi di omogeneita della diffusione puo
influenzare la bonta del modello matematico.

Nel secondo capitolo studieremo 1’equazione di reazione diffusione sul tutta la
retta reale. Nella prima parte tratteremo il caso in cui il termine di reazione
é lineare, ed esibiremo una soluzione al problema di Cauchy non omogeneo
combinando le soluzioni del problema omogeneo con dato iniziale fissato e
del problema non omogeneo ma con dato iniziale nullo. Dopodiché, sfrut-
tando la soluzione del problema lineare, useremo un metodo di punto fisso
per dimostrare ’esistenza ed unicita locale della soluzione del problema non
lineare. In particolare, costruiremo una contrazione in un opportuno spazio
di Banach per sfruttare il teorema delle contrazioni, e poi verificheremo che
la soluzione di cui abbiamo dimostrato ’esistenza sia non negativa e quindi
compatibile con il modello matematico.

Nel terzo capitolo studieremo ’equazione sugli insiemi limitati di R. Nella

prima parte ci concentreremo sull’equazione di reazione diffusione con ter-

il
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mine di reazione lineare a coefficiente costante con condizioni al contorno
di Dirichlet, ed esibiremo una soluzione usando il metodo della separazione
delle variabili. Questo metodo ¢ in realta un caso particolare del piu ge-
nerale metodo di Galerkin, che sfrutteremo per costruire una soluzione del
problema di Cauchy con diffusione non omogenea ma lineare. Nella seconda
parte ci occuperemo del caso non lineare del problema a diffusione non omo-
genea: useremo un altro metodo di punto fisso, in particolare costruiremo un
operatore compatto in uno spazio di Banach opportuno, cosicché da poter
sfruttare il teorema di punto fisso di Schauder per dimostrare I'esistenza di

una soluzione.



Capitolo 1

Dal mondo reale all’equazione di

reazione-diffusione

1.1 Prime ipotesi del modello matematico

I modelli matematici che si propongono di descrivere I’evoluzione di quan-
tita dipendenti dal tempo, come la popolazione di una specie animale o la
concentrazione di una sostanza chimica, devono tenere conto anche delle di-
somogeneita spaziali, cioe oltre alla inevitabile dipendenza dalla variabile
temporale t, deve essere presa in considerazione anche quella rispetto ad una
variabile spaziale z. In base al contesto, x pud essere un elemento di R",
n = 1,2,3. Per esempio, in un modello per la concentrazione di persone in
una strada affollata, é possibile considerare (con buona approssimazione) la
posizione x unidimensionale; in biologia cellulare, spesso € R?; pili general-
mente x ¢ un vettore tridimensionale. Il risultato ¢ che la funzione incognita
u che rappresenta ’evoluzione dello stato del sistema, ¢ funzione della cop-
pia (t,x), e dunque anziché lavorare con equazioni differenziali ordinarie, é
necessario utilizzare equazioni alle derivate parziali.

Per semplicita, in questa tesi studieremo unicamente il caso unidimensionale,
dato che il meccanismo diffusivo ¢ essenzialmente identico nella controparte

multidimensionale, a cui si possono facilmente estendere le proprieta e i ri-
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sultati che vedremo in questa trattazione.

Come prima cosa, deriviamo le equazioni di riferimento del problema che
andremo ad analizzare. Per studiare 1’evoluzione di una quantita misurabile
occorre innanzitutto partire da una legge di conservazione per la quan-
tita in considerazione. Se u ¢ la densita di tale quantita,si assume che il
tasso di cambiamento della quantita sia dato dalla somma di un termine di

produzione locale(termine di reazione) e di un termine di trasporto, cioé

/udx—/fda:—/awj ndo (1.1)

dove w é una regione di riferimento dello spazio occupato dalla quantita
sotto osservazione, n é la normale uscente dalla frontiera Ow, f rappresenta
il termine di reazione di v per unita di volume, e J ¢é il flusso di u. Grazie al
teorema della divergenza, assumendo il flusso J sufficientemente regolare, si

ottiene
J - ndo = / div(J)dx
Ow w

Inserenda questa espressione in (1.1) e supponendo che identita valga in

ogni dominio w, si ottiene la forma (localizzata) della legge di conservazione
Ou = f—div(J)
che in una dimensione diventa
ou=f—J, (1.2)

A questo punto dobbiamo esplicitare le espressioni per f e J.
Nel caso in cui non si tenga conto degli effetti di trasporto, cioé il flusso sia
nullo, allora J = 0. In questo caso, (|1.2]) diventa una equazione differenziale

ordinaria:

du y
Risulta naturale quindi supporre Che f sia della forma f = f(u), cioé che il
termine di produzione dipenda dallo stato del sistema (e non esplicitamente

né dal tempo né dallo spazio).
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1.2 Legge di Fick e derivazione dell’equazione

Per quel che riguarda il flusso J possono essere fatte diverse scelte in base
alla necessita di descrivere meccanismi differenti. La descrizione piti semplice
del flusso e quella che adotteremo in questa tesi ¢ data dalla legge di Fick:
il flusso ¢ proporzionale alla derivata (spaziale) dell’incognita e diretto nel

verso di minore densita,in formule:
J(t,x) = —D(x)u,(t, x)

La quantita D(z) > 0, ¢ detta coefficiente di diffusione, e normalmente
non € costante in quanto ’ambiente in cui studiamo la quantita « non ¢ omo-
geneo. Il principio alla base della legge di Fick é che se v ha derivata non nulla
in qualche regione (cioé la quantita u é piu densa in una regione che in un
altra), allora si genera un flusso che va dalla regione ad alta densita a quella
a bassa densita. Il meccanismo dunque previene "affollamento™ la quantita
migra da regioni piu popolose (u pit grande) a regioni meno popolose(u piu
piccola). Piu é grande il coefficiente di diffusione D e piu lo spostamento
sara rapido.

Sostituendo I'espressione del flusso data dalla legge di Fick, si ottiene 'equa-

zione di reazione diffusione:
duult,x) = (D(@)ua(t,2))s + f(ult, z)) (1.3)

Nel momento in cui andremo ad analizzare il problema su tutta la retta reale,
stiamo modellizzando una densita in una situazione in cui il dominio ¢ molto
vasto e percio le condizioni ai bordi sono trascurabili in quanto molto lontani.
Nell’analisi sugli aperti limitati di R, ci proponiamo di modellizzare densita
definite in un dominio unidimensionale, ma non eccessivamente grande, in
cui risultano quindi significative le condizioni ai bordi.

Un esempio classico € la ricerca di un soluzione che rappresenti 1’evoluzione
temporale della temperatura in una sbarra sottile in cui é data la temperatura

iniziale e sono fissate quelle ai bordi.
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1.2.1 Coefficiente di diffusione costante

Se la regione in cui avviene la diffusione é sufficientemente omogenea,

possiamo supporre D(x) = D, e si ottiene
Owu(t,x) = Dug,(t, z) + f(u(t, z)) (1.4)

Un esempio reale in cui pud essere fatta questa scelta per il coefficiente di
diffusione ¢ il caso di una modellizzazione della temperatura in un materiale
omogeneo come una sharra di ferro, oppure in dinamica delle popolazioni
quando il dominio rappresenta un ambiente in cui non ci sono luoghi piu
o meno sfavorevoli per la sopravvivenza degli individui. Notiamo che se il
termine di reazione f é nullo, allora I'equazione si riduce all’equazione del

calore

Opu(t, x) = Dug,(t, x)

1.2.2 Coefficiente di diffusione variabile

Nel caso in cui consideriamo il coefficiente di diffusione D(x) costante
(= D) otteniamo una soluzione u(t,x) dell’equazione che perd non ¢
adatta a modellizzare I’evoluzione di una densita nel mondo reale.
Supponiamo infatti che la funzione u, soluzione di (1.4)), modelli la densita
di alcune formiche in un dominio grande a una dimensione, che pud essere
ad esempio un corridoio stretto ed molto lungo. Supponiamo che un gruppo
di formiche sia inizialmente concentrato in una piccola piastrella T'. Questo
é rappresentato dal fatto che uy é a supporto compatto in 7. Consideriamo
ora un qualsiasi punto x, arbitrariamente lontano dalla piastrella 7" e un
qualsiasi momento t; arbitrariamente vicino a 0.

Una diretta valutazione della funzione (che troveremo nel secondo capitolo)
mostra che u(tg,xo) > 0, che significa che le formiche si sono spostate cosi
velocemente che alcune di loro sono riuscite a raggiungere xy in un tempo
arbitrariamente piccolo. Questo mostra come le formiche di questo modello

possono viaggiare con velocita arbitraria, e quindi in un certo senso, infinita.
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Poiché questo fenomeno non é realistico, nel corso del terzo capitolo studie-

remo |’equazione

che & sostanzialmente uguale a (1.3) senza termine di reazione. Di fatto,
ci concentreremo sul meccanismo diffusivo dato che é quello coinvolto dalla

scelta di utilizzare un coefficiente di diffusione D costante o variabile.






Capitolo 2

Analisi sulla retta reale

2.1 Strumenti

Definizione 2.1 (Mollificatore). Un mollificatore & una funzione a supporto

compatto ¢ € Ci°(R) tale che soddisfi queste proprieta:

o supp(p) € B(0,1)
e >0

o llelo = Jpep(z)dr =1

Esempio 2.1. Un esempio di funzione ¢ € C§°(R) che soddisfi tutte le
condizioni della definizione (2.1 ¢ la seguente, detta mollificatore canonico:

C’-ﬁ sex <1
p(z) = (2.1)
0 sexr <1

Dove C ¢ la costante tale che [, p(z)dz =1

Osservazione 1. Sia ¢ un mollificatore. Definiamo la famiglia di funzioni ¢,

per € > 0,in questo modo:

o(x) =€ty (%) ,x€R

Allora ¢, definisce una famiglia di mollificatori tale che supp(y) C B(0,¢€)

7
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1

Le(R), allora definiamo la sua

Sia ¢, una famiglia di mollificatori e f € L

mollificata:

fl@) = (o * f)(z) = / ool — ) f(y)dy (2.2)

Teorema 2.1.1.

1. Se f € LL (R) = f. € C=(R)

loc
e—0t . .
2. Se fe L(R) = fo.—— f in media LP
Definizione 2.2 (Contrazione). Sia (X, d) uno spazio metrico. Si definisce
contrazione una funzione f : X — X tale che esiste una costante reale

0 < ¢ < 1 che soddisfa la seguente condizione

d(f(z), f(y) <cd(z,y) Vr,yeX

Teorema 2.1.2 (del punto fisso di Banach-Caccioppoli). Sia (X, d) uno spa-
zio metrico completo. Sia T : X — T una contrazione su X. Allora la mappa

T ammette uno e un solo punto fisso, cioé
Az e X 2" =T(x)

Teorema 2.1.3 (Disuguaglianza di Young). Sia f € LP(R") e g € LI(R)
con

1 1 1
_+_:1+_ 1§p7Q7T§OO
P q r

Allora vale

1f * gllor@ny < 1 lee@m)llgll Laen)

Lemma 2.1.4 (di Gronwall). Sia g € C'(R).

Supponiamo

t
J A, B €R tali che g(t) < A+B/ g(s)ds cont >t

to

Allora
g(t) < AePUt) > ¢
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2.2 Problema lineare

Il problema che ci poniamo in questa sezione ¢ la risoluzione del seguente
problema di Cauchy:
u(t, ) — Dugy(t,x) = f(t,z) in R x (0,00) 2.3)
u(t, z) = up(z) su R x {t =0}
con ug € L(R)NL¥(R) e f € CZ(R x [0,0)).
[’obiettivo é ottenere una formula di rappresentazione per la soluzione in
relazione a una funzione G chiamata soluzione fondamentale che ora intro-

durremo.

Definizione 2.3 (Soluzione fondamentale). La funzione

2
L_c-ipt (zeR,t>0
G(t,z) = { VPt ( ) (2.4)
0 (x e Rt <0)

é chiamata soluzione fondamentale del calore. Tale funzione risolve 'equa-
zione alle derivate parziali
Uy = Dug,
denominata equazione del calore.
Notiamo che G ha un punto di singolarita in (0,0).

1
vV4Dm

Lemma 2.2.1 (Integrale della soluzione fondamentale). Per ognit > 0

fissato,
/G(t, xr)dr =1
R

Dimostrazione. Calcolando otteniamo

La scelta della costante é giustificata dal seguente lemma.

2

Z__

Tibtdr

/RG(t,x)dx:/R\/ﬁe
:%/RG_Zde: 1

. . . . . oy . 2
dove abbiamo usato il cambio di variabili z = \/jfﬁ e il fatto che fR e ¥ dr =

NG O

(2.5)
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Il risultato che risolve il problema lineare (2.3 ¢ il seguente teorema, che

dimostreremo nelle prossime sezioni:

Teorema 2.2.2 (Soluzione del problema lineare). La funzione
t
utia) = [ Gltr = puidy+ [ [ Gt~ so -yl s)yds (26
R 0o JR
e soluzione del problema di Cauchy lineare non omogeneo

u(t, x) — Dug(t,x) = f(t,z) in R x (0,00)
u(t, z) = up(x) su R x {t =0}

(2.7)

con dato iniziale ug € L'(R) N L®(R) e f € C}(R x [0, 00)).

2.2.1 Problema omogeneo

Siamo interessati a trovare una soluzione del seguente problema di Cau-
chy:
u(t, x) — Dug,(t,z) =0 in R x (0, 00)
u(t, ) = up(z) suR x {t =0}

(2.8)

con uy € L'(R) N L=(R).

Notiamo che la funzione (t, z) — G(t, z) risolve 'equazione del calore lontano
dalla singolarita in (0,0), e allo stesso modo anche (t,z) — G(t,z — y), per
ogni y € R fissato. Di conseguenza ci aspettiamo che la convoluzione sia

anch’essa soluzione.

u(t,z) = / G(t,z — y)uo(y)dy
® (2.9)

_(e—y)?

i uy(y)dy (v € R, t>0)

m/

Teorema 2.2.3 (Soluzione del problema di Cauchy). Sia ug € L'(R)NL>(R)
e u definita in (2.9). Allora

1. u e C®(R x (0, +00)),
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2. uy(t,x) — Dug,(t,z) =0 (x € Rt >0),
3. limy_ou(t, x) = up(x) Ve e R

Dimostrazione. 1. Per prima cosa mostriamo che u(¢,x) ¢ infinitamen-
te differenziabile rispetto a x, per fare cio sfruttiamo il teorema della
convergenza dominata. Fissato ¢ > 0, G(t,-) € C*(R) e dunque la
funzione x — G(t,x — y)up(y) ¢ C*(R) VyeR.

Consideriamo il comportamento per x all’infinito della derivata a-esima

con o € N,
0°G(t, x) 22 . 0°G(t, x) _ 0°G(t, x)
e |~ e O o) = tim [T < im | S < 0
per qualche \, e dato che |%(iz) |é continua su R, ogni derivata rispetto
a z di G(t,x) é limitata in R.
Otteniamo,

0°G(t,x — vy

P =D )] < Cluat)

e poiche per ipotesi ug € L'(R) siamo nelle ipotesi del teorema della
convergenza dominata, e possiamo concludere che u(t,-) € C*(R).

Allo stesso modo dimostriamo che u(-, x) € C°((0,4+00)):

vV > 0, fissato z € R, la funzione t — G(t, z—y)up(y) ¢ C=([0,+00)) Yy €
R. Consideriamo il comportamento per ¢ all’infinito della derivata

a-esima con o € N

réa)| | ((%) (u+0(1))>' = lim

o0t
per qualche p, e come nel caso precedente, la continuita implica anche

9°G(t, z)

=0
0t

la limitatezza di 8‘15(5?“:) in [§, +00).
Dunque,
0°G(t,z —y)

oot
e quindi fissato z € R, u(-,x) € C*°([0, +0)) Vd > 0.
Abbiamo percio dimostrato che u(t,z) € C*(R x (0,+00)); questo

uo<y>] < Cluoly)
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fatto giustifica il passaggio della derivata e del limite sotto il segno di

integrale nei prossimi passaggi.

. Dato che G risolve il problema del calore,

ue(t, ) — Dutgy (8, ) = / (Gy — DG.a)(t,x — y)uoly)dy

=0 (zeR,t>0).

(2.10)

. Innanzitutto dimostriamo che lim;_,ou(t,x) = ug(x) Va € R nel caso

up € CO(R) N LY(R) N L>®(R). Come in (2.5) usiamo il cambio di
variabile e otteniamo:
limy_sou(t, x) = limy_y / G(t,r — y)uo(y)dx
R

_(a=1)?

aDt (y) dx

1
=lim /—6
10 r £/ (4Dt)
1
- limt_mT / e ug(x — VAD7tz)dz (2.11)

/ *(limyouo(z — VADTt2))dz

- /R e ug(x)dz = uo(z).

Abbiamo portato il limite per ¢ — 0 sotto il segno di integrale grazie al
teorema della convergenza dominata, infatti |e=* ug(z — V4D7tz)| <
[uol| e € LY(R).
Per il caso piu generale in cui uy € L'(R) N L>®(R) sfrutteremo i mol-
lificatori e in particolare il teorema [2.1.1
Dato che vy € L'(R),up. € C®(R) e dunque siamo nel caso gia
verificato in ([2.11)):
Vn > 036 > 0 tale che se t < ¢ allora
1 : (2.12)
| up () — —= / e ug(r — Vatz)dz |<n YreR
VT Jr

Mostriamo che

Zu6 VADTt tzdzi> / VADrtz)dz Yz eR
\/—/ 0 \/_



2.2. PROBLEMA LINEARE 13

uoe(x— VADTtz) dz——/ VAD7Ttz)dz

e (upe(r — V4DTtz) — ug(x — V4D7tz))dz
/ - [ug e (x VADTtz) — ug(x — VADTtz)|dz

s
e

/|u06x— tz)—uo(x—@zﬂdzﬂo Ve e R
(2.13)
dove abbiamo sfruttato la continuita in media L' di ug(x — V4D7t2)
Ora, passando al limite per ¢ — 07 in otteniamo

Vn > 036 > 0 tale che se t < 9 allora

1 (2.14)
| ug(z) — —= | e " ug(x — VADrtz)dz |<n Va €R
VT Jr
che é proprio la tesi.
[

2.2.2 Problema non omogeneo

Ora poniamo la nostra attenzione sul problema al dato iniziale non omo-
geneo:
u(t, ) — Dugs(t,x) = f(t,z) in R x (0,00)
u(t,z) =0 su R x {t =0}
con f € CR x [0,00)).

Come possiamo ricavare una soluzione? Se richiamiamo lo stesso ragionamen-

(2.15)

to in (2.9), notiamo che la funzione (¢,z) — G(t — s,z — y) ¢ una soluzione
del problema del calore (con fissati y € R,0 < s < t).

Fissato s, la funzione

u=u(t,x;s) = /RG(t —s,x—y)f(y,s)dy (2.16)

risolve
u(t, ;) — Duge(t,z;5) =0 in R X (s, 00)

u(t,z;s) = f(x,s) suR x {t =s}

(2.17)
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che ¢ un problema al dato iniziale nella forma vista in (2.8)), con il tempo
iniziale t = 0 sostituito da t = s, e ug sostituita da f(-,s). Quindi u(-, s) non
é soluzione di (2.15)).

Teorema 2.2.4 (Principio di Duhamel). Consideriamo il sequente problema
di Cauchy:

w(t,x) — Au(t,z) = f(t,z) in R x (0,00)
u(t,z) =0 suR x {t =0}

(2.18)

dove A & un operatore differenziale rispetto alla variabile spaziale x.
Questo problema differenziale é riconducibile a un problema omogeneo dello
stesso tipo. A questo scopo consideriamo, Vs € [0,t) il problema di Cauchy

con dato iniziale al tempo t = s, cioe

wi(t,x) — Aw(t,z) =0 in R x (s,00)
w(t,z) = f(x,s) suR x {t = s}

(2.19)

Se indichiamo con w(t,x,s) la soluzione w(t,z) di questo problema,allora la

funzione
t
u(t,x) = / w(t,x,s)ds
0
risolve il problema di Cauchy (2.18)

Sfruttiamo quindi il principio di Duhamel e costruiamo una soluzione per
(2.15) a partire da u(t, z; s) definita in (2.16]). La soluzione quindi sara nella

forma .
u(t,z) = / u(t,z;s)ds (v € R, t>0)
0

Riscrivendo, otteniamo:

ult, z) // (t — 5,2 — y)f(y, s)dyds

(z—
_/0 m/ﬂ@e 4D(t S)f(y, )dyds, (l’ER,tZO)

Il seguente teorema conferma che questa funzione é effettivamente soluzione

(2.20)

del problema.
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Teorema 2.2.5 (Soluzione del problema non omogeneo). Sia f € C¥(R x

[0,00)), cioé derivabile due wvolte rispetto a x e una volta rispetto a t,e a

supporto compatto. Sia u definita da (2.20)).
Allora

1. ue C3(R x (0, +0))
2. uy(t,x) — Dug,(t,z) = f(t,x) (z €R,t>0)
3. limgyou(t,z) =0 VreR

Dimostrazione. 1. Dato che G ha una singolarita in (0,0), non possiamo
derivare direttamente sotto il segno di integrale. Allora per prima cosa

cambiamo variabile ottenendo

u(t, ) :/Ot/RG(s,y)f(x—y,t—s)dyds

Poiche f € C3(R x [0,00)), ¢ a supporto compatto e G = G(s,y) ¢ C™

vicino a s =t > 0, usiamo la regola di Liebniz e otteniamo:

wn(t, ) = / / Gls,y)fule — y,t — s)dyds + / Gt y)f (x — y.0)dy

Nella variabile spaziale invece otteniamo:

Uge (t, ) = /0 /RG(S, Y) fez(x —y, t — 8)dyds

Percio uy, Uy, € quindi anche u e u,, appartengono a C(R x (0, 00)).
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2. Calcoliamo

u(t, ) — Dug,(t,x) = / /Gsy % ;22)f(:r—y,t—s)]dyds
+ [t - w0

- [ [twi-5 - 5—22>f<x—y7t—s>]dyds

82
//Gsy —a— 8x2)f(x—y,t—s)}dyds

+ / Gt ) (x — y.0)dy

=L +J+K
(2.21)

Sfruttiamo il lemma e otteniamo:

| Je| < (|| fel| Loo + ||D2fHLoo)/ /G(s,y)dyds < eC
o Jr

Integrando per parti otteniamo inoltre:

L= [ 15 - Do)t s = vt = o)y

/G( flx —y,t—e)dy
R (2.22)
flz —y,0)dy

%\
Q

- /]R <€7y)f(l’—y,t—€)dy K

dove il primo termine si annulla perché G risolve I'equazione del calore.

Combinando (2.21)) e (2.22)), otteniamo

ur(t, x) — Dug,(t,x) =lim | G(e,y)f(z —y,t —€)dy
<0 Jg (2.23)

= f(t,z) (xeR,t>0)

Dove il limite si ottiene come nella dimostrazione del teorema (2.2.3)).
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3. Fissato t > 0,
t
u(t, x) :/ /G(t—s,x—y)f(y,s)dyds
0o Jr
t
<Wflo= [ [ Gt~ s ydyis
0o Jr
t
=1l [ ds =t

Dunque otteniamo

llu(t, )|pe < tl|fllLe =0 pert— 0.

2.2.3 Problema generale

17

(2.24)

Prova del teorema [2.2.2. Supponiamo che u; sia soluzione del problema

u(t,x) — Dug,(t,z) =0 in R x (0, 00)
u(t, ) = up(z) suR x {t =0}

con ug € L'(R) N L*=(R).
Quindi, dal teorema uy si rappresenta nella forma:

= /RG(t,x — y)up(y)dy.

Supponiamo ora che us sia soluzione del problema

u(t, x) — Dugy(t,z) = f(t,z)in R x (0, 00)
u(t,z) =0 suR x {t =0}

con f € C3(R x [0,00)).

Quindi, dal teorema [2.2.5] us si rappresenta nella forma:

w-= t [t 5.0 =) s ).
0 R

(2.25)

(2.26)
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Allora sommando queste due espressioni si ottiene immediatamente che la

funzione
t
U=1u +uy = / G(t,x — y)uo(y)dy +/ / Gt —s,x—y)f(y,s)dyds
R 0o JR
é soluzione del problema

w(t,x) — Dugy(t,x) = f(t,z) in R x (0,00)
u(t, z) = ug(x) suR x {t =0}

(2.27)

con dato iniziale ug € L'(R) N L>®(R) e f € C3(R x [0, 00)). O
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2.3 Problema non lineare

L’obiettivo che ci poniamo in questa sezione é dimostrare ’esistenza di

una soluzione, se pur locale, dell’equazione di reazione diffusione non lineare
ur = Dug, + f(u) (2.28)

per una generica funzione f € C'(]0,+o0]) tale che f(0) = 0, con D > 0
coefficiente di diffusione.

La presenza di un termine non lineare rende molto difficile trovare una solu-
zione esplicita per questa equazione con assegnato dato iniziale.

Sfruttiamo i risultati presentati nella precedente sezione e grazie al teorema
sappiamo risolvere il caso pitl semplice in cui il termine non omogeneo
é lineare.

A questo punto vogliamo sostituire la funzione f(¢,x) in (2.6) con f(u)

ottenendo cosi
w(t,z) = [ G{t,z —y)u d G(t—s,z— u(s dyds (2.
(ta) = [ Glta—yualdy+ [ [ Glt=s.a—y)f(utsp))dyds (229)

Osservazione 2. L’espressione presenta una formulazione meno forte
del problema (2.28). Comunque se u(t, z) soddisfa allora u(t, ) ¢é so-
luzione dell’equazione con condizione iniziale uy(x), cioé del problema
di Cauchy

ur = Dug, + f(u)
u(0,x) = ug(x)

(2.30)
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Infatti,
u(t,) =0, / G(t, 7 — y)uo(y)dy
1o, / / Gt — 5,2 — y)f(u(s, y))dyds
/ e wlg)dy+ [ 60,2~ y)fult,)dy
R
+/0 /R@tG(t — s,z —y)f(u(s,y))dyds
:/RDGMG(t,x —y)up(y)dy
T f(ult,x) / / DGt — 5,5 — y) f(u(s, y))dyds
—Dam/ (t,z — y)uo(y)dy

Do, / / Gt — 5,2 — y) f(u(s, y))dyds + f(u(t, z))

=Du,,(t,z) + f(u(t, x))
(2.31)

Inoltre vale anche il viceversa, cioé se u(t,x) & soluzione di (2.30) allora

ammette una rappresentazione del tipo ([2.29)).

Dunque per risolvere il problema di cauchy dobbiamo risolvere (2.29)).

2.3.1 Esistenza della soluzione mediante metodo di pun-
to fisso

Una soluzione dell’equazione (2.29)) puo essere vista come un punto fisso di

un particolare operatore in un opportuno spazio di Banach. Vogliamo quindi

costruire uno spazio di Banach e una contrazione per sfruttare il teorema di

Banach-Caccioppoli.

Per T fissato definiamo:
||U||T ‘= Sup [||u(t, ')HLl(R) + ||u(t, ')HLOO(R)}
0<t<T

Xpo={u:[0,T] x R — R; |jullz < oo}
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Teorema 2.3.1. (X7, ||u|lr) & uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Sia u, una successione di Cauchy in X, allora Ve 3N (€) tale
che
||um - un”T <e m,n > N(E)

= sup [[|(um = un) ()@ + [ (wm = un) ()| e @] <€ m,n > N(e)
0<t<T

= || (i — un)(t, )y < € t€[0,T]m,n > N(e) (2.3)
| (m — un)(t,)||Lom) <€ t€[0,T] m,n > N(e)

Allora dato che u, ¢ una successione di Cauchy in L' N L, u, converge a u
in L' N L.
Passando al limite otteniamo:

sup [H(u - un)(ta ')HLl(R) + ”(U - Un)(t, ')||L°°(R)] <€E m,n> N(e)

0<t<T

Che ¢ equivalente a ||u, — u|lr < € m,n > N(e),percio le successioni di

Cauchy in X7 sono convergenti, dunque é completo. O

Poiché un insieme chiuso in un Banach é anch’esso uno spazio di Banach,
abbiamo che

Xrp={u:[0,T] xR —=R;|ullr <R)}

é uno spazio di Banach.

L’operatore di cui vogliamo dimostrare ’esistenza di un punto fisso ¢ dato
da

Attt )] = [ Gt uyiy + [ t [ 6052 = ) tuts,)duds

Per prima cosa dimostriamo che ’operatore A é ben posto, cioé é un operatore
da X7 g in se stesso. Poniamo M := |lugl/z1r) + |tol|L(w), ricordiamo
che vale, Vt fissato, ||G(t,-)||p1 ey = 1 per il lemma (2.2.1)) e sfruttiamo la
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disuguaglianza di Young [2.1.3]
Prendendo u(t, x) € Xt g, abbiamo:

w&mwmwsmm»*wm®+AWmn@»ww@»mmm
gmwwwmmm®+/me&wm®wwamm®$
<M+/Hf Mlrayds
§M+AHﬂMmeﬁhm%

t
<M+ [ 17 e omplluts, eds
’ (2.33)
in cui abbiamo sfruttato la disuguaglianza di Young con p,q,r = 1 e il
teorema del valor medio, infatti f € C*(R) e f(0) = 0 Ju(s,y) € [0, R]
tale che
fluls, y)) = f(0) _ flu(s,y))

(s, ) = OIS = OO = futs, ) = (s, )l )

Con lo stesso procedimento,usando la disuguaglianza di Young con r,p =

o0 e ¢ = 1 otteniamo

t
At oy < M+ [ 17 oo oo
0
Combinando le due disuguaglianze,
[Au(t, )|y + | Aut, ) [ oo ()

t
< 2M+/0 1 oo o,mp) (1wl ) o1y + [[uls, )l e w))ds
(2.34)

e dunque otteniamo:

|Au(t, z)||r = sup [[[Au(t, )|l 1) + [|Au(t, )| Lo m)]
0=t<T (2.35)
<M + 27| f' ||z m) R
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Quindi scegliendo 7" > 0 abbastanza piccolo e R abbastanza grande da
soddisfare

R—2M
— 20 (R)R

I'operatore A risulta definito da X7 r in se stesso. Il passo successivo €

OM + 2T || f|lL°(R)R < R <= T < (2.36)

mostrare che per un’altra scelta opportuna di 7" e R l'operatore A é una

contrazione. Presi ui,us € X g allora
[Aui(t, ) — Aua(t, )|l 21 w)

/Gt—s z—y)f(ui(s,y))dsdy — //Gt—s r —y) f(ua(s,y))dsdy

LY(®)

Gt — 5,2 —y)(f(ur(s,y) = f(ua(s, y)))dsdy

LY(R)
(2.37)
Sfruttiamo di nuovo il teorema del valor medio:
_ flui(s,y) — flua(s,y) .
Ju(s,y) € [0, R] 0y — ey fu(s,y))
= | [ [t sa - - sy
L1(R)

< / 1G(t = 5,-) * (ur(s,y) — w2, Y)| 1wy | £l Lo (po.rpy ds

0 (2.38)

t
< ||f'||L°°([07R})/ [ui(s, ) — ua(s, )||r1myds
0
<z o,rpT sup flui(s, <) — ua(s, )|l
0<t<T
Con lo stesso procedimento otteniamo:
[Aur(t, ) — Aua(t, @) < ([f l[oqo,ryT sup [Jua(s, ) — ua(s, )|y
0<t<T
e otteniamo quindi:
HAUI - AuQHT S Hf/HLOO([O,R])T(OiItlET [HU(t, ')||L1(R) -+ Hu(t, )“Loo(R)})

< N N zeeo.r) Tlua — wallz
(2.39)
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Imponendo la condizione

1

| f 'l eoqorpT <1<=T < T
£/ Il o= (10, m1)

(2.40)

A é una contrazione.
Siamo percio nelle ipotesi del teorema delle contrazioni che ci permette

di affermare che esiste un’unica u € X p tale che

u(t,z) = Alu(t, z)] Z/RG(t,w—y)uo(y)dyﬂL/o AG(t—S>x—y)f(U(s>y))dyds

Abbiamo dunque dimostrato che, scelti 7" ed R opportunamente da soddisfa-
re le condizioni ([2.36)) e (2.40)), esiste una unica soluzione del problema ([2.28))
con dato iniziale ug. Questa soluzione non é perd globale, essendo definita

solo fino al tempo 7.

Il seguente esempio mostra come non & possibile in generale trovare una
soluzione globale nel tempo al problema di Cauchy con equazione di reazione-

diffusione.

Esempio 2.2. Consideriamo il seguente problema di Cauchy:

U = Dug, +u?(t,z) in R x (0, +00
' (t.2) ( ) (2.41)
u(0,x) = up(x) suR x {t =0}

Assumiamo che lo stato iniziale sia omogeneo, cioé ug(z) = u. Allora possia-
mo trovare una soluzione indipendente dalla variabile spaziale x.

Risolviamo I’equazione differenziale ordinaria

U't)y=0Ut) t>0
U0)=u

(2.42)

_]t L1
Us)|, Uity a

U'(t) "U'(s)
07(0) =1 :>/0U2—<8)ds:t = {—

u
= Ul =15
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Quindi la soluzione u(t, ) = U(t) = == risolve il problema al dato iniziale.
Ma si nota immediatamente che per ¢t — % la funzione esplode. In gene-
rale quindi non possiamo aspettarci esistenza globale a tutti i tempi della

soluzione.

2.3.2 Positivita della soluzione

Per essere una soluzione accettabile dell’equazione di reazione-diffusione
dobbiamo pero assicurarci che V¢ fissato u(t, z) rappresenti una densita, cioé
deve essere una funzione non negativa.

Definiamo per una generica funzione f la sua parte negativa:

f— = maX{(]?_f}

e costruiamo una sua approssimazione attraverso la seguente funzione:

—gn =& se < —
m(€) = n& se —1<¢<0 (2.43)
0 se £ >0

Una seplice verica mostra che 7,(§) — u_ per n — 400 per ogni £ € R.
1
2n

. . 2 . . -
¢, la porzione di parabola n% con & minore di zero quindi decrescente, e la

Inoltre 7, é non crescente, dato che ¢ composta dalla retta decrescente —

funzione constante 0 con £ maggiore di zero. Dato che la derivata prima é
crescente (costante nel primo e ultimo caso, una retta crescente nell’intervallo

[—1.,0]), m, & anche convessa. Consideriamo
n

9l 2))dz = / o (w)udz = / () (Dt + f(0))d

dt Jy

Il primo passaggio ¢ giustificato dal teorema della convergenza dominata di
Lebegue, infatti n, (u(t, x)) < u(t, x) ¥n e ovviamente u(t, x) ¢ sommabile su
R.
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/ () (it + F(u))da = D / (W) tzad + / (W) f (w)d

:—D/8 nn u$da:+/77
R
——D/nj{(u) d:v+/77
R R

< / () () d.

Nella seconda uguaglianza abbiamo usato l'integrazione per parti, infatti

(2.44)

mostriamo che il termine 7/, (u)u, converge a 0 per x — oo.
Fissato t > 0, possiamo passare il limite e la derivata sotto il segno di integrale
dato che abbiamo dimostrato che u(t,z) € C*°(R x (0, 00)).

tiny st 2) =l ([ Gt oty + [ [[eutt=s- 1) (s, 0))ds
/RhmG (t,2 — y)uoly dy+/ /RhmG s — y) f(uls,y))dyds

z—0

e poiché

1 ey -
G.(t,x —y) = e Ot (—QM)HO per x —0

4mt 4t
1 o (z —y)
Gx t — S, — = —_— 4(t—s) _2— — O - 0
(t—s,x—vy) —47T(t—5)e ( 4(t—5)> per x

allora

lim u, (t,z) — 0
z—0

Ora, dato che u ¢ limitata su [0, 7] e f(0) = 0, usiamo nuovamente il teorema

del valor medio:

|/ (u) = F0)|

dJu0<u<u<+oo
lu — 0]

= @] < 1 lzqo,r) = 3C | f(w)] < Clul

per ogni ¢t € [0,7]. Allora

d

dt nn( d:L’ < ‘_ 77n( )d

(2.45)

: () f (u)da

<c [ wlidz =¢ | (s
R u<0
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perché in w > 0 si ha 7}, (uv) = 0. Integriamo su [0,¢] 0 < ¢ < T, usando la

regola di Liebniz per la derivazione di una funzione integrale, e otteniamo:

/Rnn(u(t,x))dx < /Rnn(uo(x))dl‘ + C'/Ot /u<0 |nn(u(t, 2))|(u(t, z))_dz

A questo punto passiamo al limite per n — oo per ottenere

/R(u(t,x))_dm < /R(uo(x))_dx+ C/Ot /ugo(u(t,x))_dx

dove abbiamo usato |7, (u)] — 1 per n — oo. Ottenuta questa disugua-
glianza, possiamo supporre che ug sia non negativa in quanto il dato iniziale

rappresenta una densita, e percio (ug)- = 0. Allora risulta:

Jttay-ar<c | t / () s

Dal lemma di Gronwall 2.1.4] otteniamo
/(u(t,x))_dx <Opert>0
R

e il fatto che u_ sia una funzione non negativa implica (u(¢,z))- = 0 su
[0,7] x R, cioé u(t,x) é una funzione non negativa su [0,7] x R.
Dunque la soluzione di cui abbiamo dimostrato 1’esistenza nella precedente

sezione ¢ non negativa e percio plausibile con il modello fisico.






Capitolo 3

Analisi sugli aperti limitati

3.1 Problema lineare a coefficienti costanti

3.1.1 Equazione con reazione lineare: metodo della se-

parazione delle variabili

Consideriamo il seguente problema di Cauchy con condizioni al contorno
di Dirichlet:

ur(t, ) = Dugy(t,x) + au(t,z) te€RT x€(0,L)
u(t,0) =u(t,L) =0 te Rt (3.1)
u(0,z) = ug(x) z e (0,L)

dove a € R, D > 0 ¢ il coefficiente di diffusivita, mentre ug(z) € C° [0, L].
Per risolvere (3.1)), sfruttiamo il metodo della separazione delle variabili,
quindi supponiamo che la soluzione del problema sia della forma u(t,z) =

f(x)g(x). Andando a sostituire si ottiene:
1! /
D' (@)g(0) + af(@g(®) = f@g 0. DLva=L —Dr Aew
Percio andiamo risolvere le due equazioni differenziali ordinarie

@)= (A=) f@. 1) = f(L) =0

g'(t) = DAg(t)

29
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Se ()\ — %) = ( allora a causa delle condizioni al contorno ’'unica soluzione
é la soluzione nulla, infatti:
f(0O)=b=0 a=20

f"(2)=0= f(x) =ax+1b =
FL)=al =0= b=0

Mentre invece se ()\ — %) > () otteniamo:

f"(x) = W2 f(x) con w? = ()\ — %)

La soluzione ¢é della forma f(z) = ce*”, ma imponendo le condizioni al con-
torno si ottiene f = 0. Dunque I'unico caso che ammette soluzioni non
banali é ()\ — %) < 0. Poniamo ()\ — %) = —w? e I'equazione che dobbiamo

studiare diventa f”(z) = —Dw?f(x), la cui soluzione ¢ data da:
f(z) = Asin(wx) + Bcos(wx)

La condizione al contorno f(0) = 0 implica B = 0, e la condizione f(L) =0
implica wL = k.
km

Percio abbiamo una sequenza di valori A\, = % — (Tx) corrispondenti a una

sequenza di soluzioni:
. (km
fr(x) = Agsin (Tx)

L’equazione per g allora diventa:

le cui soluzioni sono date da:
a 7?2
() = CpeP B ()]t

A questo punto, per ogni intero k, la funzione figy & soluzione e percio ogni
loro combinazione lineare ¢ soluzione.
Rappresentiamo allora I'unica soluzione u(¢, z) tramite la seguente espressio-

ne in serie:

ult,z) = fAkeD[g‘('T)Q]tsm <k%x> (3.2)
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Ora sfruttiamo la condizione del dato iniziale, infatti poniamo u(x,0) =

uo(x), ottenendo

Dato che la funzione u(z,0) ha dominio in [0, L] possiamo considerarla una
funzione dispari, dunque lo sviluppo in serie di Fourier é formato solo da
funzioni seno, percid dal precedente risultato risulta che i coefficienti Ay
sono i coefficienti di Fourier del dato iniziale wuy.

In realta il metodo di separazione delle variabili é solo un caso particolare

del pin generale metodo di Galerkin che vedremo nella prossima sezione.

3.1.2 Equazione con diffusione lineare: metodo di Ga-
lerkin
Consideriamo dunque il seguente problema con condizioni di Dirichlet con

dato iniziale:
u(t, x) = ((D(t, 2)us(t,v))). x € (0,L),t€[0,T]
w(t,0) =u(t,L) =0 te0,T] (3:3)
u(0,z) = up(x) z € (0,L)

con D € L>=([0,T]x (0, L)) e il dato iniziale uy € L*((0, R)). Siamo interessati

a cercare una notazione appropriata per una soluzione debole del problema
(3.3). Definiamo quindi la forma bilineare dipendete dal tempo:

Blu,v;t] := /OL D(t, )uyv,dx (3.4)

per u,v € Hg((0, L)) e per quasi ogni tempo 0 < ¢ < T.

H}((0, L)) indica lo spazio di Sobolev W2((0, L)) a supporto compatto.
Per comprendere meglio la seguente definizione di soluzione debole, suppo-
niamo temporaneamente che u = u(t, x) sia di fatto una soluzione liscia del
nostro problema parabolico , e cambiamo punto di vista, cioé associamo

alla funzione v la mappa

w:[0,7) — H((0,L))
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definita da
[u(t)](z) ==u(t,z) (ze€(0,L),0<t<T).

In altre parole, vogliamo considerare u non come una funzione di ¢ e x insieme,
ma piuttosto una mappa u di ¢ nello spazio H}((0, L)) di funzioni di .

Fissiamo ora una funzione test v € H}((0, L)), e moltiplichiamo I'equazione
alle derivate parziali u(t,x) = ((D(t, z)u,(t,z))), per v tramite il prodotto

scalare di L?((0, L)) e troviamo

L L
/ uvdr = / (Duyg ) vdz.
0 0

Dato che v ¢ a supporto compatto in (0, L), [(Du,)v]} = 0 e integrando per

L L
/ wvdr = —/ Du,v,dx
0 0

(u',v) + Blu,v;t] =0

parti, otteniamo

e dunque

per ogni 0 <t < T, con ( , ) che denota il prodotto scalare di L?((0, L)).
Definizione 3.1 (Soluzione debole). Diciamo che una funzione

u € L*([0,T); H ((0, L))

¢ soluzione debole del problema parabolico al contorno con dato iniziale ((3.3))

se:
o (v,v)+ Blu,v;t] =0

per ogni v € Hy((0, L)) e per quasi ogni tempo 0 <t < T, e
e u(0) = uyg

Ora per trovare una soluzione debole del problema (3.3|) cercheremo di
costruire una successione di soluzioni ad approssimazioni finito-dimensionali
del problema stesso per poi passare al limite. Questa procedura é chiamata

metodo di Galerkin.
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Piu precisamente, assumiamo che le funzioni wy, = wi(z) (k= 1,...) siano
liscie, che

{wy}32, sia una base ortonormale di L*((0, L))

e che

{wy,}32, sia una base ortogonale di H}((0, L))

. Fissiamo un intero positivo m. Vogliamo cercare una funzione u,, : [0,7] —
H((0, L)) nella forma

m

U (£) =) db (t)wy, (3.5)

k=1
dove vorremmo scegliere i coefficienti d* (1) (0 <t < T,k = 1,...,m) tali
che

d® (0) = (ug,wy) (k=1,...,m) (3.6)

(up,, wi) + Blum,wi;t) =0 (0<t<T,k=1,...,m). (3.7)

Dunque cerchiamo una funzione u,, nella forma (3.5)) che soddisfi la pro-

iezione ({3.7) del problema (3.3)) nel sottospazio finito dimensionale generato
da {wi}iL,.

Teorema 3.1.1 (Costruzione delle soluzioni approssimate). Per ogni intero
m =1,2,... esiste un’unica funzione u,, nella forma (3.5)) che soddisfa (3.6))

¢ (7).

Dimostrazione. Assumendo che wu,, sia nella forma (3.5), allora dato che

{wy}32, & una base ortonormale di L*((0, L)), otteniamo:
(uh (1), i) = () b, (twy, i) = diy (1)
j=1
Inoltre,

Bl wy; ] = BI(Y_ dl, (t)wy), wy; 1] Zdﬂ Blwj, wy; t]
j=1



34 CAPITOLO 3. ANALISI SUGLI APERTI LIMITATI

Poniamo e"(t) := Blwj,wy;t] (k,j = 1,...,m). Allora la condizione (3.7)

diventa un sistema lineare di equazioni differenziali ordinarie:
i) () + Y d (1) () =0 (k=1,..m), (3.8)
j=1

soggetto alle condizioni iniziali (3.6]).

In accordo con la teoria standart per le equazioni differenziali ordinarie, esi-
ste un’unica soluzione assolutamente continua d,,(t) = (d (t),...,d7(t)) che
soddisfa e per quasi ogni tempo 0 <t < T. E percio, u,, definita
da risolve per quasi ogni tempo 0 <t < T. O

Abbiamo cosi costruito una successione di funzioni che sono soluzione
del problema approssimato, passando al limite per m — +o0o la successione
converge alla soluzione del problema iniziale (3.3)).

E’ chiaro come ci sia uno stretto legame tra il metodo delle separazioni delle
variabili e il metodo di Galerkin: nel primo caso abbiamo scelto una base
specifica, cioé la base di Fourier formata da funzioni trigonometriche, mentre
nel secondo caso abbiamo usato una generica base per L*((0,L)). Inoltre
I'idea di fondo rimane quella di separare le due variabili x e ¢: infatti le
{wi}72 , sono funzioni di x e in (3.5) cerchiamo proprio una soluzione che sia

combinazione lineare di wy,(x) e d*(t).

3.1.3 Grandezza critica

Ritorniamo ora al problema visto nella sezione per dare un’interpre-
tazione fisica del risultato ottenuto.
Dalla formula é facile notare che se a < 0 allora la soluzione u = 0,
che é un punto di equilibrio, é asintoticamente stabile, poiché tutti i termini
della serie convergono a zero con velocita esponenziale per ¢ — 400. Cosa
succede invece quando a > 0 7 Cerchiamo una condizione sufficiente per la

stabilita asintotica della soluzione zero. Imponiamo

o|5-(5)] <
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Nel caso in cui k = 1:

a T\ 2 D /D
— = I2 <« 22 5 =
D<(L> = <a71‘ = L < aﬂ'

ita /2r o chi y . .
La quantita ’3 é chiamata Grandezza critica, cerchiamo ora di dare una

interpretazione della condizione

L< \/gw (3.9)

Quando l'intervallo non é abbastanza grande, gli individui (la cui densita
¢ descritta dalla funzione ) raggiungono la frontiera troppo presto e sono
soggetti alle condizioni al contorno ostili (le quali "uccidono” la concentra-
zione) molto pit che al termine di reazione. Ovviamente un’altra possibile
interpretazione puo essere data considerando la grandezza di a e D. Piu pre-
cisamente , quanto il rapporto % é abbastanza grande, la diffusione é I'effetto
dominante e contrasta l'effetto della reazione, portando la concentrazione de-
gli individui al punto di equilibrio v = 0.

Nel caso in cui la condizione non sia soddisfatta, il comportamento di
u(t, x) dipende dal dato iniziale ug, e in particolare dai coefficienti Ay come
si nota dalla formula di rappresentazione ((3.2)).

Possiamo perd ottenere condizioni sufficienti per la stabilita asintotica della
soluzione nulla meno forti. Infatti il dato iniziale uy potrebbe avere un certo
numero di coefficienti di Fourier nulli, per esempio i primi m > 1 coefficienti,

Ay =---=A,, = 0. In questo caso la condizione sufficiente per la stabilita

L < (m+ 1)\/§w (3.10)

asintotica é data da

D L2

dato che il primo fattore esponenziale che appare in (3.2)) sarebbe e<
Difatti, la condizione (3.10)) ¢ meno forte di (3.9)), e percio la Grandezza criti-
ca ¢ piu grande: gli individui hanno bisogno di un termine di reazione molto
maggiore per crescere esponenzialmente.

L’interpretazione di cio é data in termini della serie di Fourier di ug

a _ (m+1)m)?

)



36 CAPITOLO 3. ANALISI SUGLI APERTI LIMITATI

Maggiore ¢ 'ordine m, maggiore ¢ il valore assoluto della derivata di ug, e
quindi il termine di diffusione diventa sempre pitt dominante (ricordiamo la
legge di Fick!). Percio, anche con un intervallo pit grande, gli individui sono
soggetti a una diffusione cosi grande che continuiamo a non vedere la crescita

causata dalla reazione quando ¢ diventa grande.

3.2 Problema a diffusione non lineare

In questa sezione sfrutteremo i seguenti teoremi

Teorema 3.2.1 (Lemma di Aubin-Lions). Sia T' un numero positivo e )
una aperto limitato di R.

Allora, 'insieme
{p:0,T] x Q= R; pe L*([0,T]; H'(Q)) e pr € L*([0,T]; H(2))}

e relativamente compatto in L*([0,T] x Q).

Teorema 3.2.2 (Teorema di punto fisso di Schauder). Ogni operatore com-
patto definito da un dominio chiuso, limitato e convesso di uno spazio di

Banach in se stesso ha almeno un punto fisso.

Ci spostiamo ora al problema al contorno di Neumann con dato iniziale
non lineare, cioé la dipendenza del coefficiente di diffusione non dipende piu
esplicitamente da (¢,x), ma dipende invece dalla densita u, cioé dal dato

incognito:

wr = ((D(w)uy))s v € (0,L),t<0
0)s = u(t,L), =0 t<0 (3.11)
x) = up(x) z e (0,L)

con 0 <d<D(u)<D,euy>r>0.

Per mostrare che esiste una soluzione a questo problema di Cauchy, utilizze-

u(t,
u(0,

remo la stessa strategia adottata nel secondo capitolo nella sezione per
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I’equazione di reazione-diffusione non lineare sulla retta: costruiremo un ope-
ratore definito in un certo spazio funzionale, e dopodiché tramite un teorema
di punto fisso mostreremo che la successione di funzioni ottenuta con questo
metodo iterativo converge a un punto fisso che rappresentera la soluzione al
nostro problema.

Fissiamo T' > 0. Data u € L*([0,T] x (0, L)), consideriamo il problema

semi-lineare:

u = ((D(0)ug))e re(0,L),t<0
uw(t,0), =u(t,L), =0 t<0 (3.12)
u(0,x) = ug(x) xz € (0,L)

Questo & proprio il caso del problema considerato nella precedente sezione,
dunque una soluzione di questo problema esiste, e siamo in grado di costruirla
mediante il metodo di Galerkin.
Definiamo quindi A come 'operatore che ad ogni u associa la soluzione del
relativo problema (3.12), quindi A[a] = w. Il prossimo passo & cercare di
restringerci a un insieme in cui possiamo applicare un teorema di punto fisso.
Moltiplichiamo I’equazione in per u,
1d , _
T (t,2) = uy(t, v)u(t, x) = (D(a(t, z))ug ) u
integriamo entrambi i membri su (0, L) e integriamo per parti, sfruttando le
condizioni al contorno di Neumann,
1d [*
24t J,
L L
= [(D(u(t,x))um)u}g—/ (D(u(t, z))|ug[Pdr < —d/ | |*da.
0 0

Integrando su ¢ otteniamo:

t 1d L 1 L 1 L t L
/ ——/ u?(s, z)drds = —/ u2(t,x)dx——/ u?(0, x)dx < —d/ / |uy|*dwds
0 2ds Jo 2 Jo 2 Jo 0o Jo

e percid otteniamo:

1 (L t oL 1 L
—/ w?(t, z)dx + d/ / |uy|?drds < —/ ul(x)d. (3.14)
2 Jo 0 Jo 2 Jo

u (t,x)dx:/o (D(u(t, x))uy ) udx s



38 CAPITOLO 3. ANALISI SUGLI APERTI LIMITATI

Il risultato ottenuto ci permette di stimare w in L2([0,T]; H'((0,L))). In

particolare otteniamo:

T L
/ / w?(t, x)dwdt < Tluoll 220,
0 0

A questo punto, assumendo

|/l 2o, m1%0,2y) < M

e scegliendo
M > VTl 2(0,1))

otteniamo che la mappa A é ben definita dall’insieme

T
B = {u € (0.7 0.): | llult, st < M)

in se stesso.

Una volta definito il dominio dell’operatore A, grazie al teorema [3.2.1] otte-
niamo che la mappa A definita in Bjy; e che manda p in p é precompatta.
Questo significa che siamo nelle ipotesi del Teorema di Schauder, infat-
ti B)s € un sottospazio chiuso, limitato e convesso di uno spazio di Banach.
Dunque il teorema di punto fisso di Schauder implica che esiste almeno un
elemento u € L*([0,T] x (0, L)) tale che Au = u, cioé una soluzione classica
al problema (3.11]).
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