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Introduzione

Il presente lavoro ha come oggetto gli spazi di Hilbert a nucleo riproducente.

Lo studio parte concentrandosi sulla proprieta teorica che accomuna gli spazi di Berg-
man, di Dirichlet e di Hardy, ovvero di esser spazi di Hilbert di funzioni.

Nel secondo capitolo vengono presentate maggiori speculazioni teoriche che correlano
gli spazi di Hilbert di funzioni alle loro funzioni nucleo associate, stabilendo quindi una
corrispondenza biunivoca tramite il teorema di Moore-Aronszajn. Sempre nello stesso
capitolo viene introdotta 1’algebra dei moltiplicatori, fornendo come esempio che le al-
gebre dei moltiplicatori dello spazio di Bergman e dello spazio di Hardy siano 'insieme
delle funzioni olomorfe e limitate definite sul disco unitario.

Nell’'ultimo capitolo si descrive il prodotto tensoriale di spazi di Hilbert, per poi appli-
carlo alla nozione di spazio di Hilbert a nucleo riproducente a valori vettoriali(vvRKHS)
e infine viene data una costruzione di un operatore di moltiplicazione in questo dato

spazio.
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Capitolo 1

Nozioni preliminari

1.1 Richiami

Definizione 1.1. La chiusura di un insieme X si indica con cl(X).

Definizione 1.2. D(a,7) = {z € C| | z—a |<r} D = D(0,1) ={2 € C| | z |[< 1}
T = 0D

Definizione 1.3. Si definisce H*(D) = {f|f : D — C, f olomorfa e limitata }

Definizione 1.4. Assegnato un campo K, un insieme A, si definisce Algebra di Banach

se e una K-algebra e al tempo stesso Spazio di Banach che soddisfa :
Va,y € Asiha || zy <[z ]y (1.1)

Proposizione 1.1.1. H*(D) ¢ Algebra di Banach

Dimostrazione. Di base si sa gia che H*(D) sia una C-algebra. Resta quindi da provare

che H*(D) sia spazio normato completo rispetto a:

I fll=sup | f] (1.2)
D



1. Nozioni preliminari

Verifichiamo che 1.2 sia una norma:
o | f(2)|>0VzeDVfeH*D)= | f[>0

e VAeCVfeH>*D)siha |Af(2)|=|A]|f(2)| V2D =
AL =TAIA

o Vi, ge H*(D)siha | f(2)+9(2) <[ f(2) [+ 19(z)| =
I +gl<lfII+1gll

Ora si deve provare la completezza di questo spazio, percio:

data (f,)nen di Cauchy in H*(D), ovvero:

V' n,m > n. siha | f,(2) — fu(2) |[< e V2 € D = si ha (f,)nen di Cauchy in C Vz €
D (ovvero uniformemente rispetto a z € D) e poiché spazio metrico completo la suc-
cessione e convergente uniformemente su D. Ora una successione di funzioni olomorfe
che tende uniformemente ad f implica che anche f sia olomorfa, inoltre poiché le f,
sono limitate allora anche la funzione limite f lo ¢ = f € H*(D), percio tale spazio e
completo.

Infine la condizione 1.1 e verificata con I'uguaglianza. m

1.2 Risultati di Analisi Funzionale

Definizione 1.5. Siano XY spazi normati, si definisce X @& Y l'insieme degli elementi

di X <Y con norma || (z,9) [xev=[ = [lx + [l v [ly

Definizione 1.6. Siano H; e H, spazi di Hilbert, con H; @& H, si intende l'insieme degli

elementi di Hy x H, con struttura di prodotto scalare:
< (z1,%1), (¥2,Y2) >men=< 71,72 >, + < Y1,%2 >n,

Proposizione 1.2.1. H, & Hy ¢ uno spazio di Hilbert

Definizione 1.7. B(H) = £ (H,H) = {T|T : H — H lineare e limitata }
H*=%(H,C)

Teorema 1.2.2 (Lemma di Riesz). Sia H spazio di Hilbert e T € H*, allora esiste ed é
unico yr € H tale che:



1.2 Risultati di Analisi Funzionale

o I'(x)=<uz,yr > VYreH

o lyr [la=IT g

Teorema 1.2.3 (Teorema del grafico chiuso). Siano X,Y spazi di Banach eT : X —Y

lineare, allora sono equivalenti:
o T ¢ limitata
o I'(T) ={(x,Tx)|z € X} éinsieme chiuso in X @Y

Teorema 1.2.4. Siano X,Y spazi di Banach, Z spazio normato, B : X &Y — Z

sequilineare e tale che:
e Vo si hayw— B(x,y) limitata
e Yy si ha x — B(x,y) limitata
Allora B é continua su X @Y

Definizione 1.8. Sia H spazio di Hilbert, sia A : H — H operatore lineare e limitato.
Si definisce A* : H — H D'operatore che soddisfa:

< Azv,y >=<ux,A'y > Ve,ye H

Proposizione 1.2.5. A* ¢ operatore lineare e limitato, in cui esistenza, unicita e con-
tinuita discendono dal Lemma di Riesz.
Inoltre si verifica che || A* ||=|| A ||

Teorema 1.2.6 (di estensione di applicazioni limitate). Siano X e Y spazi di Banach,
D sottospazio lineare di X densoin X, A:D—Y, A€ Z(D,Y).
Allora esiste A : X =Y, Ae L(X,Y) tale che:

o Av = Ax Yz € D
o [| Allzxyy=l A 2wy

Per quanto riguarda i teoremi di Parseval e Plancherel si rimanda alle pagine 36-46

e 318-328 di [2] della bibliografia e per il teorema di L. Carleson si rimanda a [4].
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Capitolo 2
Spazi di Hilbert di funzioni

Definizione 2.1. Uno Spazio di Hilbert di funzioni (in seguito HF'S),indicato con
H, ¢ uno spazio di funzioni f: X — C, con X insieme generico, tale che H ¢ spazio di
Hilbert che soddisfa:

ny : H — C per cui n,(f) = f(y), & funzionale continuo non nullo Vy € X. (2.1)

2.1 Lo spazio di Bergman

L2(D) = {f|f: D — C, f olomorfa tale che [ | f(2) |> dm(z) < 400}

Osservazione 1. Con dm(z) si indica la misura di Lebesgue del piano complesso, percio

se z = x + 1y si ha che :
Jp f(2)dm(2)= [ f(x + iy)dxdy
Osservazione 2. Proviamo innanzitutto che
1 -
<fo>=1 [ 1250 dm(z 2.2
D

sia un prodotto scalare.

Per farlo ci serviamo del seguente

Lemma 2.1.1. Vf,g € L2(D) si ha

= [ 105G o) = 3o

m -
=0

5
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in cui f(n) =[O

n!

Dimostrazione. Poiché f e g sono funzioni olomorfe su D si ha che
f@%=2foﬂ)ffg(%—230§()WVzGD

dacul—fD 2) =7 Jp( nOf )2"3 o G(m)2™) dm(z) =

=+ oo of ) ( )2m) dm(z) = 2(320, 0 f(M)g(m)(fp, 227 dm(2)))

Da qui per calcolare
/ 22" dm(z)
D

si usa un cambiamento di variabili in coordinate polari:
z = R(cos(?),sin(?)) = R(cos() + isin(V)) conr € [0,1),9 € [0, 2n)

T:]0,1) x [0,27r) - D
(R,9) — R(cos(¥) + isin(1))

si ha che :

cos(¥), —Rsin(?))
Jr = 2.3
( sin(¥), Rcos(v) ) (23)

percio | det(Jr) |= R da cui [, 2"2™ dm(2) = [, 1), 1020 Rrtmtlen=—m)qRdy =
— f()l Rn+m+1(f02ﬂ' eiq?(nfm)dﬁ)dR
A questo punto :

d 19 (n—m) ) 2r id(n—m) q2n

e sen # m si ha che — <e—) = W) o / e(n=m) gy — [e—} =
dv \ii(n —m) 0 i(n—m)lo

1 1
= - - ~0
iln—m) i(n—m)
1
. 1 sn4m 27 2(n+1) -
e se n =m sihache [ R"™H ([ d)dR = QW[%]O =
= si ha che £ ) g(2) dm(z) = S, f(z)fl(T) []

Per verificare che sia un prodotto scalare, 2.2 deve soddisfare:

n2
Lo< ff>= Y, e >0
Se< f,f>=0=>"" @l —=0=VneNsiha f(n) =

n=0 n+1

= poiché f & olomorfa f(2) =300 f(n)z" =0



2.1 Lo spazio di Bergman

o0 An-i—Anﬁ o0 n)h(n o0 n)h(n
2'<f+gvh’>: Zi:O%:ZZ Of(n—',—l)_|—Z g(n)—i-l)_
=< f,h>+<g,h>

3. Va e C < af,g>= Z;’ioaﬂ")g(n) =a<f,g>

4. < g, f>=32, nﬁ”):<f,g>

= 2.2 ¢ un prodotto scalare

Osservazione 3 (Completezza di LZ(D)).
Sia (fy)nen di Cauchy in L2(D) <
Ve > 0 dn. € N tale che Vn,m >n.siha || f, — fm |[< e &

i == B (210 = ) Fdm() =0
SiazeD:|fn() |2<fD|fn (1)|2dm():>
| fu(2) = fom |<(fD|fn — fm(2) |? d (z))2—>0pern,m—>+oo

Vz € D si ha (fn( ))nen di Cauchy inC=

poiché C ¢ completo si ha f,,(z) — f(z) per n — +o0.

Di conseguenza per il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue si ha f € L*(D).
Per verificare che f sia olomorfa si usa il Teorema di Morera,

si devono quindi soddisfare le sue ipotesi, ovvero :

e f ¢ continua, in quanto dato zy € D si ha

lim | ()= f(z0) 1< lim (| F()=ful2) |+ | fa(2)=Fulzo) | + | fulo)=f(z0) | )

Z—r20

poiché le f,, sono continue si ha che

lim | f.(2) — fu(20) |[=0 = siha

lim | £(2) = f(z0) |< lim ( | £(2) = Fa2) |+ | fulz0) = F(z0) | ) <

Z—r20

/\f W (2) |7 d (z))%—>0pern—>+oo
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e VK compatto , K C D si ha che

= |7({9K w(2))dz + Kfn(z)dz

poiché le f, sono olomorfe si ha che

f(z)dz
oK

fn( )Jdz=0 = siha

_ |£K (2))dz

S% | £(2) = fu(2) I’| dz|— 0 per n — 400
oK

f(z)dz| =
oK

<7gKrf<z>—fn<z> ldz]| <

Osservazione 4. Verifichiamo che LZ(D) soddisfi 2.1 :

FE) S [ 1) Pam) veeD = s e

Si puo quindi concludere che L2(D) ¢ un H F'S, tale spazio si chiama Spazio di Bergman.

2.2 Lo spazio di Hardy

H? = {f|f:D = C, f(2) = X0 oan2", 2200, | an [P< +o00}
Proposizione 2.2.1. f appartenente a H? ha raggio di convergenza p = 1.

Dimostrazione. Verifichiamo la convergenza assoluta dei termini indipendente dalla scel-
ta di un dato z. Sapendo che C ¢ completo, verifichiamo se ¢ rispettata la condizione di

Cauchy. Sia 0 < r <1 tale che Vz si ha 2z <r, N > M:

N M N N N N
DIUEES SUETD SIEID SIS SIPHE pIFEe
n=0 n=0 n=M n=M n=M n=M

2M

—>OperN,M—>oo

N N N
< Z ‘ a, ’2 . Z p2n=M+M) Z | ay ’2
n=M n=M n=M



2.2 Lo spazio di Hardy 9

Osservazione 5. Tramite la proposizione precedente si ha quindi che f(z) = > 7 a,2"

ha derivate di ogni ordine con raggio di convergenza p = 1, percio ¢ olomorfa.

Osservazione 6. Sia r tale che 0 < r < 1, f € H2. Si osserva che:

21 2 (e8] 00 o] o
/ | f(?”(iiﬂ) ’2 Ay = / <Z anrneinﬁ> ( Z amrmeimﬂ> Ay = Z anWTner/ etn=m)¥d 19 _
0 0 n=0 m=0 n,m=0 0

o oo
:27r2\an |2r2"<2|an ’< 400 .
n=0 n=0

Inoltre si ha che f(re®’) — f(e™) per r — 1, percio per il teorema di convergenza
dominata di Lebesgue ho che f € L*(T) .

Osservazione 7. Per il teorema di Plancherel su L?(T) ho che:

+00 1 27 ‘
> P P g [ o,

in cui F(n) = 5= OQW e~ f(e)dt.

Calcoliamo F'(n):

1 2w ] ] 1 2w ] ] 1
se n < 0 si ha che %/0 e "M f(e")dt = i /0 —ine "™ f(e™)dt = i éf(z)dz =0

poiché (fn)nen © successione di funzioni olomorfe con f,(e") = f((1 — 1)e'), su una
successione monotona di insiemi misurabili 9D(0, 1 — %) convergente a T e si puo quindi
applicare il teorema di convergenza dominata di Lebesgue .

Invece se n > 0 si ha che:

1 21 ] ) 1 2 it 1 2 1 — 1 eit
F(n) = —/ e f(e)dt = — f(e )dt = lim — "f((—lk).)dt =

27T 0 27T 0 elnt k—o0 27T 0 (1 — E)eznt

1 [om ZOO—O am(1 — l)meimt 1 & am(l — %)m or
= lim — o0k = lim — > ——F( / et =
k—oo 27 J (1 — et k—o0 27 - -z 0
2w 1in-1
kggo 27 an( k:) in

Si ottiene quindi che

o0

| I i
z;|an|2=7;|f(n)|2=%/o | Fe) [ o

n—
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Osservazione 8. Proviamo che

27
< Forwe= oo [ HENT) 2.4

sia un prodotto scalare.
Per farlo ci serviamo del seguente

Lemma 2.2.2.
1 27

i [ A0 = 3 fni) 5.9 € 25)

Dimostrazione. Applicando il teorema di L. Carleson con f € L*(T) si ha che

m({t e 0,27 3 F(n)e™ = f(e")}) =2 .

n=—oo

dove con m si denota la misura di Lebesgue. Riapplicando lo stesso risultato su g si ha:

+o0o
m({t € [0.2n]]| Y Gn)e™ = g(e")}) =27
dove G(n) definiti come gli F'(n).
Da 7 si ha che F(n) = f(n)sen > 0, F(n) = 0sen < 0, G(n) = g(n)sen > 0 ¢
G(n) =0se n < 0. Percio:

g ) HEE0 = g [ (S0 fe )3 gy o =
-5 > fmitm( [ Cenmay) = > i)

Per verificare che sia un prodotto scalare, 2.4 deve soddisfare:

L<fif>= 1 ) P20
Se < f,f>=0=3"|f(n)]>=0=VYneNsiha f(n)=0
= poiché f & olomorfa f(2) = 300 f(n)z" =0



2.2 Lo spazio di Hardy

11

2. < ftgh>= 22 (f(n)+gn)h(n) = X2, f(n)h(n) + 32, §(n)h(n) =

=< fh>+<g,h>

3. VaeC <af,g>= Zfioaf(n)g(n) =a< f,g>

4. <g. f>=329n)f(n)=<f.g>

Osservazione 9 (Completezza di H? ).
Sia (fn)nen di Cauchy in H? &
Ve >0 dn. € Ntaleche Vnym >n.siha || f, — fm ||[< e

lim | fu = i |*= i Zlfn

7,1 —+00

Percio si ha:

| ful2)=Fu(2) [ D1 (f 7))# = ern

7=0

4

) 1?2 = 0 per n,m — 400

Vz € D = (fu)nen € di Cauchy in C, poiché C ¢ completo 3f : D — C

tale che f,(z) = f(z) Vze€ D

Si dimostra che f e olomorfa con questa catena di proposizioni:

® (fu)nen di Cauchy in C = (f,)nen € equilimitata

Dimostrazione. Se per assurdo (f,,)nen non fosse equilimitata si avrebbe che
VM > 0 =| fu(z) |> MVYnVz € D da cui VM | fu(2) — f(2) [Z]] fu(2) | — |

fm(2) 12

> M—| fm(2) || YmVz € D percio (f,)nen non sarebbe di Cauchy. O

o (fn)nen equilimitata e olomorfe = (f,,)nen € equicontinua

Dimostrazione. Poiché f,, olomorfa, grazie alle stime di Cauchy, si ha che in D(§, R)

(confeDeR<1-1&))

mazopen | ol _

[ fa(&) < o

M

R
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Da cui | fo(2) = fu(w) [=[ fL(§) [| 2 —w | Vn €N,
con V,,V,, intorni di z e w tali che V,NV,, C D({, R) =

prendendo come § =| z — y |= <& si ha (f,)nen equilimitata O

e Per il teorema di Ascoli-Arzela si ha che (f,,),en ammette

sottosuccessione convergente uniformemente su D

e Con (f,)nen di Cauchy in C che ammette sottosuccessione convergente uniforme-
mente su D =

si ha (f,)nen convergente uniformemente su D

Dimostrazione. Sia f il limite uniforme della sottosuccessione f,,

= si ha che

| fu(2) = F(2) [< | ful2) = fri(2) [+ fri(2) = f(2) |

> (. J

~~

(1) (2)

(1) & successione di Cauchy non dipendente da z
(2) fn, € sottosuccessione convergente uniformemente su D

= (1)+(2) =0 pern— +oo O

e Data (f,)nen convergente uniformemente a f, con f,, olomorfe = f olomorfa.

Resta da provare che tale f soddisfi 327 | f(n) [>< 4oc.

Si ha che % 0% | f(e™) |? di & convergente poiché f & limite uniforme di f, € H?2,
percio 5 0% | f(@) 2d9 =32, | f(n) |P< +o0.

Osservazione 10. Verifichiamo che H? soddisfi 2.1 :

n.(f) : H? — C ¢ limitata poiché Vz € D si ha che

e’} [e's) [e's)
[P P=1Danz PS> Lan P2 <) Lan P=I f e
n=0 n=0 n=0

| 7=(f) | | f(2) |

= Sup ———— = Sup < 400
remz L1 pem2 [ £

Si pud quindi concludere che H? & un HF'S, tale spazio si chiama Spazio di Hardy.
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2.3 Lo spazio di Dirichlet

D={f|f:D—C, feH? tale che f' € L2(D)}

Osservazione 11. Proviamo innanzitutto che

<foz=2 [ PETE dmle) 5 [ s (2.6

sia un prodotto scalare.

Per farlo ci serviamo del seguente

Lemma 2.3.1. Se f,g € D allora vale:

> n=0

~~

) 2)

~ | 107 dms >+% PGl do = 3 (n+ 1) (m)3(n)
(

Dimostrazione. Poiché f e g sono funzioni olomorfe su D si ha che:

Z n)z" = z)—Z(n+1)f(n+1)z" VzeD
g(z)zzg(m)" Zm—i—l (m+1)z™ VzeD
Calcoliamo (1)
%/Df’(z)m dm(z) — %/D(Z(n—i- DF(n+ 1275 (m + 1)g(m + 1)2m) dm(z) =
- /D( S (n+ D)(m+ 1) f(n+ 1)2"50m + 1)27) din(z) =
:%(Z (n+1)(m+1)f(n+1)g (m+1)(/DZ"Z_m dm(z)))

da cui per 2.1.1 si ha che :

o0

L > (4 D(m+1)f(n+1)g(m+ 1)(/ 22 dm(z))) =

T
n,m=0 D
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(2) proviene da risultati precedente discussi in H?:

o ARG CUTE Zf )atn
= si ha che: .
(D) +(2) = Z(er)f( )g(n)

Per verificare che sia un prodotto scalare, 2.6 deve soddisfare:

L <ff>=0m+ 1) [ f(n) P20
Se< ff>=0=>3"(n+1)| f(n)|*=0=VneNsiha f(n) =
= poiché f & olomorfa f(z) =>" f(n)z"=0

2. < fHg.h>= SZ(n+1)(f(n)+g(n)h(n) = 2 (n+1)f(n)h(n) +
+ 32 (n+1D)g(n)h(n) =< f,h >+ < g,h >

3. Va e C < af,g>= Z;’io(n+1)af(n)m:a<f,g>

4. < g, f>=33n+1)gn)f(n) =< fg>

Osservazione 12 (Completezza di D).
Sia (fn)nen di Cauchy in D <
Ve > 0 dn. € N tale che Vn,m >n.siha || f, — f ||[< €

&G+ fald) = fuli) <

= | fa(2) <Z!fn <Zy+ | fald) = funl) P< &

Poiché (f,,)nen di Cauchy in H2 e di Cauchy in C , che sono spazi completi si ha che

3 lim f, = f in H? e che
n— oo
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Jlim f.(z) = f(2) Vz€ D

n—»00
Poiché f € H? ¢ olomorfa e conseguentemente pure f’, percio la completezza di D ¢
provata se f' € L*(D) :

f € limite puntuale di una successione di funzioni appartenente a D, in particolare le f!
sono tutte quadrato-sommabili su D, percio, per il teorema di convergenza dominata di

Lebesgue, si ha quanto voluto.

Osservazione 13. Verifichiamo che D soddisfi 2.1 : Vz € D si ha

) 0o 0o )
| FEP=1) anz" PSY lan Pz PP< ) lan P<Y (n+1) Jan =] £ 115 -
n=0 n=0 n=0 n=0

Si puo quindi concludere che D e un HF'S, tale spazio si chiama Spazio di Dirichlet.

Esempio 2.1 (Lf,  non & un HFS).

Questo poiché n,(f) : Lﬁ)’l] — C non ¢ limitata in quanto:
if € L[QO,I] tale che Ve > 0si ha | f(x) [>c | f |

p-3tl

iﬁ
T

1 P12 !
Prendo f(z) = & = / (T) dx = —dr =
ri 0 \x1

0 T2

1
> 1/2¢ Ve > 0 poiché lim —

z—=0 | 1

= lim = 400

) 1
= si ha |—
z—0

€Tr4
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Capitolo 3

Teoria del nucleo riproducente

3.1 Proprieta generali

Proposizione 3.1.1. Sia H un HF'S su X = VX € X si ha che ny : H — C ¢ limitata
allora per il Lemma di Riesz 3k € H tale che nx(f) = f(A) =< f, kx >.

Definizione 3.1. k) e chiamato il nucleo riproducente in \ poiché esso riproduce il

valore di f in .

Proposizione 3.1.2. Sia H un HF'S e k) nucleo riproducente.

Si ha chene : H — C e limitata :
kx = ka(Q)

allora, analogamente a prima, per il Lemma di Riesz 3! k; € H
tale che k\(C) =< ky, k¢ >.

Definizione 3.2. Si definisce k((, \) =< ky, k¢ > e si chiama funzione nucleo per H.

Osservazione 14. Assegnato H, un HF'S, la funzione

k: XxX—=>C
(€, A) = k(¢ A)

¢ definita univocamente tramite k) e k. appartenenti ad H.

17
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Osservazione 15. Sia

p:HoH—C
(Fx, k¢) = k(G A)

Sapendo che k(¢, \) =< kj, kc > si ha automaticamente che ¢ € sesquilineare. Inoltre si

verifica che:

o Yk, si ha k¢ — p(ky, kc) = na(ke) limitata
o Vk. si ha ky — p(ky, kc) = ne(ky) limitata
Percio applicando 1.2.4 si ha che ¢ e continua su H & H

Proposizione 3.1.3. Sia H un HFS su X, con (e;);e; sistema ortonormale per H.

Allora vale:

FGA) =) eNei(<)

iel
Dimostrazione. Per I'identita di Parseval rispetto a (e;);er si ha:
k,\zz<ei,k,\>eiekczz<ej,kc>ej
icl jel

e in base a 3.1.1 si ottiene

k?)\ = Zez(/\)Q (§ k( = ZGj(C)@j .

el jelI
Da cui:
B(CA) =<k ke >=< > ei(New, ¥ ei(Qe; >= Y ei(Nej(Q) < e, ¢5 >=
i€l jel i,7€1
= e(Nei(¢)
i€l

Ora si verifica la convergenza di )., e;(A)e;(():

‘ ZM@Z(C)‘ = ’Z< e, ky >nc(e;)| = ’774(2 < ky,e; > ei>
iel iel iel

<l Y <enkr>el

1)« icl

<

-~

(2)
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e (1)< +o00 poiché 7 e limitata
e (2)< +oo per il Teorema di Parseval
[l

Esempio 3.1. Tramite 3.1.3 si possono calcolare le funzioni nucleo per H?, per L2(D)

e per D

1. Si parte verificando che (27);ey ¢ sistema ortogonale per H?, per L2(D)

e per D:
1 2

< 2P = —

oP(k=1) g9 — 1 sek=j
2 Jo

0 sek+#j

: 1 [ — A sek=j
<20, 2F >papy= —/ ZRdm(z) = { I J
‘ T Jp 0 sek##j

<22 >p= —/ jzﬂlkzkldm(2)+_/ o= gy — ) 7 S€ J#
T/o 27 Jo 0 sek#jVk=j=0

2. Percio i sistemi ortonormali per gli spazi H? L2(D) e D sono rispettivamente
(#7)jen, (VT + 1) jen € () jen

3. Da cui si ha che:

N 1
=N i —
k(z,w)g jz:;w z s
k(z, w)rz ) = i(JJrl)wJZJ = f:(jﬂLl)(wz)J = i(iﬂ) = £<L>
’ : dt \ 4 dt\1 —t
Jj=0 J=0 J=0 t=wz t=wz
1
= Kz wio) = (1 —wz)?
W 1 = (wz) ! 1 <= (wz) ™! 4
k = - 1)t (—1)i+t - _1)%+1
& wl Zj—i—l @zz j—l—l( oD @zz j—|—1< )
J=0 Jj=0 j=0
= k(z,w)p = ——log(l —wz)
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Proposizione 3.1.4.

Se H ¢ spazio di funzioni olomorfe si ha che la funzione nucleo k :
1. ¢ olomorfa rispetto alla prima variabile;

2. & anti-olomorfa rispetto alla seconda.

Dimostrazione.

1. kx: ¢ ka(C) =< ki, k¢ >= k(¢, A\) € funzione olomorfa, percio risulta che
k(C, \) e olomorfa rispetto a ¢

2. ke o A= ke(N) =< ke, ky >= < ky, ke > = k(¢,\) e funzione olomorfa, percio

risulta che k((, \) ¢ anti-olomorfa rispetto a A

m
Proposizione 3.1.5. La funzione nucleo k : X x X — C ¢ semi-definita positiva.
Dimostrazione. YN, Y{A1,-+- ,Ax} insieme finito di punti distinti in X e ay,--+ ,ayx
generici numeri complessi, si ha:
N N N N N
D Tajk(N ) = > @ay < by ka, >=< ) aka, Y aik, >=[ ) aiky, [*>0
ij=1 ij=1 j=1 i=1 i=1
Inoltre se N N N
D @agk(hi, A) =0 > aiky, [P=0=) " aiky, =0
ij=1 i=1 =1
e nel caso in cui i k), sono linearmente indipendenti si ha a; = --- = a, = 0, ovvero che
la funzione nucleo ¢ definita positiva. O

Osservazione 16. Il proposito seguente sara di verificare il comportamento reciproco della
funzione nucleo. Ovvero partendo da una funzione k con le proprieta appena dimostrate

si risalira ad un unico HF'S. Quanto appena enunciato ¢ il teorema di Moore-Aronszajn.

Definizione 3.3. Un nucleo £ : X x X — C e una funzione definita positiva auto-

aggiunta(k(z,y) = k(y,z) ) che soddisfa:

EOAA) £0 Yae X
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Teorema 3.1.6 (di Moore-Aronszajn).

Esiste una corrispondenza biunivoca tra gli HFSs su X e i nuclei su X.

Dimostrazione. Esistenza di H come HFS

Sia k un nucleo su X, si definisce il seguente spazio vettoriale:

N
V= {Z a;ky|n € Nya; € Coky =k(,\)}
i=1
Su V si definisce il seguente prodotto scalare:

N M N M
<D aika, ) bk >=) Y aibik(G, )
i—1 =1

i=1 j=1

Verifica:

1. Prova che <, > sia lineare nel primo argomento.

N M P N M P
< Z CLZ‘/C,\Z. + ﬁ Z bjij7 Z Chkgh >=< Z aaik,\i + Z ﬁbjkcj, Z Chkgh >
i=1 j=1 h=1 i=1 j=1 h=1
Si definiscono:

Lo Bosele{l N}
’ ke, sel€{N+1,--- N+ M}

g = aaq; sele{l,--- N}
T Bby sele N+, N+ M)

Da cui
N+M N+M P
< Zaa,k‘)\ +Z Bbjke, ,Zchkgh >=< Z dlkwl,Zchk‘gh S dicrk(6n, w) =
=1 h=1
N P N+M P N P
=) dik(&nw) + Y D> ditak(&nw) = a > Y aicrk(En, A
=1 h=1 I=N+1 h=1 i=1 h=1

+BZZZD Chk €h7C] =a< Zalk,\,Zchk& > 46 < Zb k( 7zchk§h

j=t h=1
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2. Si prova la coniugato-simmetria:

< Zaik‘,\i,ijkgj >= ZZ(I: ()\Z7CJ)

N

M N
=3 bjak(n, ) = < Zb ke Y aiky, >

j=1 i=1 =1

3. Si ha: N
< Zazlﬁz,zaﬁlﬁ >= ZZazajk: Ajs i)
i=1 i=1 j=1
N N
in particolare se < Z a;ky,, Z ajky; >= Z Zaia_jk()\j, Ai)=0=a;=---=any=0

i=1 j=1 i=1 j=1

poiché k e definita positiva.

Definiamo H come il completamento di V rispetto al prodotto scalare <, > precedente-
mente assegnato.
Si procede con la prova che H € un HF'S in cui k assegnato € proprio la funzione nucleo.

Per farlo occorre definire la valutazione delle funzioni appartenenti ad H:

f: X—=C

A=< fky >
Inoltre si verifica che e limitata

m - H—C
[ )

poiché per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz si ha
| F) =< fla > F Il Rl VfeH

Da cui per il Lemma di Riesz si ha che v € H tale che f(\) =< f kx> = v =k, ,
percio ne(ky) = ka(¢) =< ky, k¢ >= k((, A) , che corrisponde proprio al nucleo preso in

partenza.
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Unicita di H come HF'S Siano H e H' entrambi H F'S con stesso nucleo k. Si considera

la funzione

U : Span(ky|A € X) — H'

N N
E G,Z'k’)\i — E aik,\i
i=1 =1

che & un isomorfismo isometrico, percio, per 1.2.6, U si estende su H con la proprieta

| U || zspanterprex),zy=|| U || (#,ay U rimane isomorfismo isometrico tra H e H' poiché:

1 Uz | < U Lzl @ 2= U [l 2(spantesinex).mm || @ [la=

N
| > i, aiky,

= sw L |« =l = Il
Sl aikx, #0 |2 2im aikx, ||
e
U U
| Uz =] @ [l sup 1021 > 1 — 10|
20 | 2 xeSpan(ky|AeX)\{0} |z |l

In conclusione U : H — H’ & isomorfismo isometrico che permette di considerare H e H’
come lo stesso HF'S. O

Osservazione 17. 1l teorema di Moore-Aronszajn permette di concepire H, un HFE'S,

come cl(Span({ky}rex)) -
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3.2 I moltiplicatori

Sia H;, un HF'S su X con nucleo k .
Definizione 3.4. Mult(Hy) ={¢ |Vf € Hy si ha of € Hy}
Proposizione 3.2.1. Mult(Hy,) ¢ un’algebra.
Dimostrazione. Date f,g € Mult(Hy) si ha che:

o f+ge Mult(Hy) < (f +9)h € H, Vh € H, < fh+ gh € Hy Yh € Hy, che e vero

poiché H, e spazio vettoriale
e fg € Mult(Hy) & (fg)h € H,, Yh € Hy, < f gh € Hj Yh € Hy che & vero per

€Hy,

definizione di f

Osservazione 18. Si considera 'operatore lineare

M@:Hk%Hk
feof

Si osserva che:

I'(My) ={(f,¢f)|f € Hi,of € Hi} = Hy ® Hj, ¢ insieme chiuso.
Allora, per il Teorema del grafico chiuso, si ha che M, ¢ limitato.
Proposizione 3.2.2. I nuclei riproducenti sono autovettori per l’aggiunto di M,,.

Dimostrazione.

< [ Mgke >=< My f, ke >=< of, k¢ >= () f(C) = ¢(C) < [, ke >=

=< f,¢(Q)ke¢ > Vf € Hy
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Proposizione 3.2.3. Vale la condizione:

e IB(H)Z
I Me |82 sup | (<) |
CeX

Dimostrazione.
I MEFI M2kl | oOke || ——
| My, ||sny=Il MZ |sn=sup ol > Ll = ¢(0) |=
# WBE=I e W8 = . 2 oy 1] [ ke |l I ke |l
=lp(¢)] YCeX

Teorema 3.2.4. Sono equivalenti:
o p € Mult(L3(D))
e p€ H*(D)
Dimostrazione. Per la prima implicazione si ha:
o € Mult(L2(D)) & Vf € L2(D) si ha ¢of € L(D) = ¢ € Mult(L2(D))

In base a questo si ha ¢ olomorfa su D.

Inoltre vale

vzeD |p(z) < ( /D | 9(2) | dm(z)) < C /D | ¢(2) P dm(2) < C || ¢ 40y, con C>0

costante e percio f e limitata.

Viceversa, ¢f ¢ olomorfa poiché prodotto di funzioni olomorfe.
Con f € L2(D) si verifica che ¢f € L?(D):

[ o) Pamt) < [ (sup | () )1 £ P dm(e) <

Sﬂww@PHH@m)

R e
<400



26

3. Teoria del nucleo riproducente

Osservazione 19. In questo modo si ¢ anche provato che:

- Jp 1p(2)f(2) [ dm(z) “u B
| My |5z m))= #I()) O Fdm() sup | (2) | (3.1)

]

Osservazione 20. Si puo estendere il risultato 3.1 con il seguente

Teorema 3.2.5. M, appartiene a B(L*(C)) se e solo se ¢ appartiene a L.

In particolare vale:

| My llsaeepy=I ¢ e -

Dimostrazione.

I M, f Hi?((C):/C | o(2)f(2) [* dm(z) < /(C (supessc | ¢(2) |)

2

| f(2) [ dm(z) =

=[l ¢ llee /C | f(2) [ dm(z) ¥f € L(C) = | My, |seeen<ll ¢ e

Per l'altra disuguaglianza.
Sia A tale che 0 < A <[ ¢ [lLz (se fosse || ¢ [lLe= 0, & banale che || M, ||gwr2c)> 0) e
sia £ = {z|\ <| ¢(z) |}. Considero f = xg, da cui m(E) =|| xg ||i2((c)> 0 (se non fosse

cosi avrei m(E) =0 = X\ > supessc | ¢ | che contraddice 'ipotesi) e si ha:

| Mo f 2= / (=) (=) [P dm(z) = / () [P dm(z) > m(E)N = 22 || vp o)

= My |[srecny= A VA =| My, |Isezcpy=>ll @ [l

Teorema 3.2.6. Sono equivalenti:
o p € Mult(H?)
e v € H*(D)

Dimostrazione. Come prima osservazione si pud constatare che H? e H*(D) sono ri-
spettivi sottospazi di L*(T) e L=(T) . Se ¢ € H>*(D) provare che pf € H*Vf € H? ¢
equivalente ad avere M, (operatore di moltiplicazione in H?) limitato.

Per 3.2.3 e 3.2.5 valgono:
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e supp | ¢ |<[| My ||z <I| My |5z
o || M, ||saem)=| ¢ llL=m)

si ottiene quindi
sSup | 1<l M sy =l ¢ llLem)< sup el

Viceversa se ¢ € Mult(H?) & ¢of € H?Vf € H? = prendendo f = 1 ottengo ¢ € H?,

percio ¢ e analitica, inoltre e limitata per 3.2.3. O]

Osservazione 21. Quanto provato in 3.2.2 € reciproco, ovvero se un operatore lineare
limitato ha come autovettori i nuclei riproducenti, allora tale operatore e 1’aggiunto
dell’operatore di moltiplicazione di una certa funzione.

In dettaglio, partendo da T : H, — Hj tale che Tky = ak) con a € C, si definisce
@ A= a. e ben definita poiché:

se ( =A=sihaky=ke=Tky=Tk:=aky= ¢(() =¢(N\)

Considerando T™*:

<T* f ky>=< [, Tky >=< f,p(Mkx >= o\ f(\) YA€ X Vf € H,
si ha quindi

T*Hk—>Hk
fref

ed e percio provato il seguente teorema.

Teorema 3.2.7. Sia Hy un HFS su X. La funzione ¢ é un moltiplicatore di Hy se e solo

se loperatore T definito da

Tky = SOO\)/{,\

si estende a un operatore lineare e limitato su tutto Hy. In questo caso si ha che T e

laggiunto di M.
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Proposizione 3.2.8. Sia H spazio di Hilbert e T': H — H operatore lineare limitato.

T e di norma al piu p se e solo se
p’I =TT >0.

Dimostrazione.

P’I =TT >0 <, (0’ —TT)(v) >> 0Vv & < v, p’v —TTv >> 0 Yo

s <, pv>—<o,TTv>>0Y & p? <v,0>—<Tv,Tv>>0VYo

o 2l 2 2o 1T P [Tl _

prllvl =T [F=0Vv & p” > > = 0Vu#0 p=>sup =T
ol w0 [ v]]

O

Proposizione 3.2.9. La funzione ¢ e un moltiplicatore di Hy con norma al pit p

se e solo se

(0* = 2(QO)p(N)k(C,A) > 0

Dimostrazione. Utilizzando 3.2.8 con T' = M si ottiene la relazione
| My ||< p& p?ld— MM} >0 <wv,p*ld— M,M}v >>0VYv € Hy (3.2)
Poiché Hy ¢ HF'S, si ha Hy, = cl(Span({kr}rex)) € 3.2 ¢ equivalente a

< Zajkr,\j,pzld - MsoM::(Z a;ky,) >> 0 VN, V{A1, -+, Ay} insieme finito di

J
punti distinti in Xe aq,--- ,ay generici numeri complessi

&< Zajk,\J,p Zam M, M*Zail@\, >> 0
o< ZajkA],p Zaz/@ > —<Zajk,\J,M M* Zam >>0
& 0P <Y aghy, > aiky, > — < MY ajky, M3 aiky, >>0
; i ; ;
& P <Za3k,\J,Zazl€A >—<Z&]g0 "%ZW Vkx, >> 0
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&Y pPamk(hi, A) = Y a@io(h)e(h)k(A, A) > 0
i

& Z a;@k(Ni, A7) [p* — e(A)p(A;)] = 0

che & equivalente a chiedere che (p*> — (C)p(\))k((, A) sia definita positiva.



30

3. Teoria del nucleo riproducente




Capitolo 4

Prodotto tensoriale di spazi di
Hilbert e vvRKHS

4.1 Prodotto tensoriale di spazi di Hilbert
Definizione 4.1. Siano Hy, H, spazi di Hilbert, ¢, € Hy, s € Hs, si definisce

Y1 ®pg: Hy x Hy — C
(Y1, 12) =< 1,11 >< o, 1Py >

Proposizione 4.1.1. ¢ ® @y € forma coniugato-bilineare.

Dimostrazione. Nel primo argomento si ha:
01 ® paarhy + by, 1a) =< o1, a1 + bE >< o, by >=T < 1,1 >< o,y > +

+b < @1,& >< o, 9 >=Tp; ® 0211, 1h2) + by ® ©0a(&1, 1) .

Nel secondo argomento si ha:
01 ® a1, athy + bEa) =< 01,1 >< o, ahy + bEy >=T < 1,11 >< g,y > +

+b < 01,1 >< g, & >=ap; ® @2(%##2) +l_7<,01 ® (11, &2) -

31
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Definizione 4.2. Siano H,, Hs spazi di Hilbert, si definisce

6502{26%901'@1/% la; € C,p; € Hi,¢; € Hy,n < oo} .

i=1

& e dotato di un prodotto scalare, che si definisce su

<S0®¢777®H’>:< 90’77>H1< Q/Ja,u>H2

e si estende su & nel seguente modo:
<Y aipi @ > by @y >e= Y aib; < i1 > < i,y >,
i j i
Proposizione 4.1.2. <, >, ¢ ben definito, ovvero < A\, X > non dipende da una precisa

combinazione lineare finita decisa per esprimere X e X'
Alla dimostrazione si premette il seguente
Lemma 4.1.3. Se u ¢é la forma nulla allora < p,n >=0Vn € &.

Dimostrazione.

<N =< Y i@ >= > T < i@ >= > @i v) = 0 poiché i & forma nulla

7

O
Si procede con la prova di 4.1.2

Dimostrazione. Per applicare il lemma precedente si usa come forma nulla g = A — A, di
conseguenza si ha < A —A\;n>=0Vn € &.

Prendiamo quindi: ), a,0; ® f; = X = Zj bjd; ®ej,

da cui < 3, a0 ® B; — 3,00, ®ej,n >=0Vn € &.

Si definisce:

agay @ P seke{l,--- N}

Crpr @ Y =
{ —bN_kON_k ® EN_k sekG{N+1,~~- ,N+M}

e si ha
N+M N+M

< Zaiai®ﬁi—z b;j0;®e;,m >=< Z CrPr@Yg,m >= Z cr < @Y, >=0Vne &
i J

k=1 k=1
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S<Y a0, @B > — <Y bid;@e;n>=0YnEE

j
< Zaiai ® Bi,n >=< ijéj ®ejn> Vned
i J
Scegliendo n = X', in cui Yok Gl @ Vg = N\ = Yo di @ vy, si ha:
< Zaiai ® B, chﬁk ® Uy >=< ij5j ® g5, Zdluz Qv >
i k j 1

ovvero la tesi. ]
Segue quindi la prova che <, >, sia un prodotto scalare.
Proposizione 4.1.4. <, >, ¢ definito positivo.

Dimostrazione. Sia A = S0r | dgne @ pu, My = Span({m}2L,) e My = Span({u}2L,).
Introducendo {gaj}j-v:ll e {¢y}12, basi ortonormali rispettivamente di M; e My, possiamo

esprimere ogni 7, rispetto ai ¢; e analogamente ogni fu, rispetto ai 1);, otteniamo quindi

N1,N3

A= culp; @)
jl=1

Si ha percio

Ni1,N2 N1,Na N1,N2,N1,N2

SAA>=< Y @), D Cm(9i®m) >= ) Cilim < 95,00 >< Ypy Y >=

jl=1 i,m=1 dlim=1

Ni1,N2

=Yl >0

Jil=1
Infine se

<MA>=0= ¢l =0Vj,l = X ¢ laforma nulla.
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Proposizione 4.1.5. <, >¢ é coniugato-simmetrica.

Dimostrazione. Siano A, \ € &

<A >=< Zai%‘ ® s, ijﬁj Q pj >e= Zaib_j < @iy > < Vi by > =
i J

]

= ZGZZE < i N > < Wi, i > H,= Za:ib_j< N i > gy < Wy Ui >pp, =

1,3 2%
= Wb <0 @y, 0 @i >p =Y Wby <1 @ py, pi @Yy > =
i,j 12

:<ijnj®ﬂjazai¢i®wi >é":<)\/7)\>

J

Proposizione 4.1.6. <,>¢ ¢ lineare.

Dimostrazione. Siano a, 5 € Ce A\, u, N € &
<ad+ fu, N >=< Ozzaz‘% ® P +Bzckpk®gkazbjnj @ pj >
i k J

si definisce:

aqp @Y, sele{l,--- N}

diy ® 0 =
Ben_ipn—1 @ oy sel e {N+1,--- N+ M}

Si ha quindi

<a) @i @Y+ BY ap®@on Yy b @y >=< )y dm @b,y b @ py >=
) k 7 l J

:Zdlb_j<’yg®5l,77j®uj >:Zaaib]’ <@ @i, m; @ py >+
1,5 (2]
+ Berb; < pr @ R,y @y >=a < > aip @y, Y by @ iy >+
k,j i J

+ﬁ<chpk®ak,ijnj®,uj S=a< \MN >+8<pu, N >
- ,

J
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Definizione 4.3. Si denota con H; ® H, il completamento di & rispetto a <, >e.

Proposizione 4.1.7. Se {1} e {ti}1 sono famiglie ortonormali rispettivamente di Hy

e Hy, allora {o, @ Y1 }i, € famiglia ortonormale di Hy @ Ho.
Dimostrazione.

1 sek=j3=1l=m

< OR R Uy, ;i @y >=< @1, 0; >< Vg, Yy >=
Ok Y1, p; @Y 1, P; Vi, Y {0sek;£jvl7ém

Proposizione 4.1.8. Se H, ¢ Hy sono separabili allora Hy ® Hy é separabile.

Dimostrazione. Si ha immediatamente che Span({pr ® ¥ }r;) C & percio si ha
cl(Span({pr @ Yi}trs)) C (&) = Hy ® Ho.

Per provare cl(&) C cl(Span({vr @ ¥i}r,)), ovvero l'altra inclusione, sia ¢ ® ¢ € &,
per il Teorema di Parseval si ha ¢ = Y, cppr, con >, | ¢ [*< 00, ¢ = >, dify con
Sl diP< 00 = 37, | erdr |P< oo, percio nuovamente per il Teorema di Parseval
F =20 crdipr ® .

Si ottiene quindi

leey— > adec@i ’=le@y P+ >, adeed|®+

I<M,k<N <M, k<N

—2Re(< @0, > ¢dip;@Y; >) =D @Y dh P+ > adigr@t |” +
K .

i<M,j<N I<Mk<N
—2R€(< chgak ® Zdlﬂ)l; Z deiQOj ® % >) = Z | del |2 + Z | del |2 +
k ! i<M,j<N k,l I<M,k<N
—2Re( Z cid; < ch% ® Zdﬂbz’% R >) = Z | erdy |” + Z | cxdy |? +
j<M,i<N k ! k.l I<M k<N
—2R6( Z ad_z < ch@k,@j >< Zdl¢lawi >) = Z | del |2 + Z | del |2 +
j<M,i<N k l k.l I<M k<N
—2Re( Y Gdicd) =Y ladi P+ Y adiP=2 > |gdi[P=0
j<M,i<N k,l I<M,k<N j<M,i<N

per N, M — +o0. [
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Esempio 4.1 (Isomorfismo tra L?(R*) @ L2(R?%) e L2(R* x R?)).

R* e R® dotati delle rispettive misure di Lebesgue pigr € figs.

Sapendo che L?(IR*)eL?(IR*) sono separabili si ha, per 4.1.8, che L?(R*) @ L2(R®) & se-
parabile.

Consideriamo {¢,, () }m, {11 (y) }; rispettivamente sistemi ortonormali di L?(R*)e di L?(IR?).

Osserviamo che :

< o)), @) 0) raee= [ pmlan)a e dedy

e applicando il teorema di Fubini si ha
[ enlyntn@ndsdy - / em(a)EiCde - [ )00y =
Rk XRS Rk Rs

Si & quindi provato che {@,,(2)Y;(y)}my ¢ insieme ortonormale di L?(R* x R?).

Per concludere che {©,,(x)¢;(y)}m, sia sistema ortonormale sia f(z,y) € L*(RF x R®)
tale che < f(z,v), om(z)i(y) >= 0Vm,,

si ha quindi che

/ £ ) om @) dedy = 0V, m |
RF xRS

per il teorema di Fubini si puo riscrivere

/s ( ” [ (@, y)ml@)de ) tnly)dy

Poiché {t(y)}; base di L*(R®) si ha [g, f(z ) Pm(z)dz = 0 tranne su un insieme
Sy C R® tale che urs(Sx) = 0 = Vy ¢ UpSk(Sk costituiti come il precedente) si

ha [, f(x ) om(x)dr = 0 ¥m = poiché {@,,(z)}n ¢ sistema ortonormale si ha che
f(x,y) = 0 quasi dappertutto su R¥ e di conseguenza a queste considerazioni si ha
f(z,y) = 0 quasi dappertutto su R¥ x R*. In questo modo si ha che {@,(2)1i(y) }ma &
sistema ortonormale di L2(RF x R?).

Si definisce U : ¢, @Yy — om()(y), per 1.2.6 si estende univocamente ad un operatore
dinorma 1, U : L}(R*)®@L%(R®) — L?*(R* xR?) che verifica, date f € L2(R¥), g € L*(R®):

U(f@9) =U>_ tmpm © Y dith) =

m
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= U(Z CmPm @ Zdﬂm)(u,v) =U(< Zcmgom,u >< Zdlwl,v >) =
m l m l

=UQ) em <pmu> Y di <t,v>) = U cndipn@)(u,0) = U(Y  cndipm®i) =
m l

m,l m,l

= endiU(pm @ 1) = Y emdipm(@)thi(y) = f(2)g(y)

Si e quindi provato che esiste ed e unico 'isomorfismo tale che

L*(R") ® L*(R®) — L*(R* x R*)

J®g—f-g

Per questa proprieta si ¢ soliti dire che i due spazi siano naturalmente isomorfi e inoltre

risulta una generalizzazione stessa del teorema di Fubini.

4.2 Spazio di Hilbert a nucleo riproducente a valori

vettoriali

Sia L spazio di Hilbert di dimensione m (m puo essere finito o infinito). Scelto un
2

m?

sistema ortonormale per £ si puo identificare tale spazio con 2, ovvero lo spazio delle

sequenze quadrato-sommabili di lunghezza m.

Definizione 4.4. Sia H un HF'S su X, si definisce H ® L spazio di Hilbert a nucleo

riproducente a valori vettoriali (in seguito vvRKHS).

Osservazione 22. Essendo H un HF'S, si ha H = cl(Span({k;}.cx)), di conseguenza
H® L =cl(Span({f @ z}ensec))

Osservazione 23. Se X & numerabile si ha H = cl(Span({k,}.cx)) separabile e per 4.1.8
si ha che H ® L ¢ separabile.
Dato z € H® L e {fi}22,,{gx}72 sistemi ortonormali di H e L, si ha

o0

xzzckfk@)gk .

k=1
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Valutando x in (ky,u) si ha:

x(ky, u) = chfk@)gk(k‘x,u) = ch < fr, ba >< gy u >= ch < fr, kx> ng,iu_i ~
k=1 k=1 k=1 =1

Percio se:

H= LD) = z(ky,u)=> 1o, cxVk + 1A o kil
H= D = xz(kyu)=> -, \/Z’“?Ak o Ok
H= H = a(kyu) =300 a0 it

4.2.1 Moltiplicatore di un vvRKHS

Osservazione 24. In H ® L non e chiaro cosa possa significare la condizione
- FeHQLVFeH®L,

poiché non e specificata I'operazione - tra p e F.
L’intenzione ¢ quindi di procedere con la costruzione di un operatore aggiunto dell’ipo-
tetico operatore di moltiplicazione in H ® L, coerente con le proprieta presentate nella

sezione sui moltiplicatori di H.

Definizione 4.5. Dato

p: X = B(L),
A= p(A)

si definisce 'operatore T : ky ® v — ky ® p(A)*v.

Teorema 4.2.1. L’operatore T si estende linearmente su H @ L, é limitato e tale che

| T 1= sup || ¢(A) || -
AeX

Dimostrazione. Tramite 4.5, al variare di A € X e v € L si ha T definita su
Span({ky ® v}rexver) nel seguente modo:

T(Z ik ®v;) = Z cikn ® o(Ni) v; .

K3 K3
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Per 1.2.6 si ha quindi che T ¢ estendibile con continuita a cl(Span({kx ® v}rexwer)) =
H®L.

I(T)=(H®L)®(H®L) poiché p(X\;)* € B(L)V\; € X, si ha quindi che I'(T") ¢ insieme
chiuso, percio per il teorema del grafico chiuso si ha che T' e limitato.

Infine si osserva che:

[ Tha@v|® _ [ ka@eW) v * _ [Tk oW 2 [Te() e |

VA, Yv

el [heoP IEEEE o
= T2 sup | (V) | -
reX
U

Osservazione 25. Essendo T operatore lineare limitato, € ben definito 7™ che rispetta la
proprieta:

[T =0T [|= sup [ o0
AeX

compatibile con quanto provato nella sezione dei moltiplicatori di uno spazio di Hilbert di
funzioni, mediante questo significato si puo considerare T™ operatore di moltiplicazione
in H® L.
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