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Introduzione

Questo elaborato presenta due parti che riflettono due obiettivi principali: forni-
re una teoria esaustiva che dimostra l’esistenza e 1'unicita della soluzione classica
del Problema di Dirichlet per I'equazione di Poisson e risolvere numericamente il
problema di Poisson definito su domini semplicemente connessi. Pertanto la tesi &
organizzata nel modo seguente:

nel primo capitolo si studia il Problema di Dirichlet per 'operatore di Laplace.
In particolare si mostra 'esistenza di una soluzione generalizzata con il metodo di
Perron, si danno criteri geometrici sul dominio che consentano di verificare quando
la soluzione di Perron é soluzione classica del problema. Infine si studiano i Poten-
ziali Newtoniani e si mostra come questi ultimi, insieme con i precedenti risultati,
consentano di risolvere il Problema di Dirichlet per ’equazione di Poisson, su do-
mini con frontiera Lipschitziana.

Il secondo capitolo, invece, si apre con lo studio dell’equazione di Sylvester
TWU+Uly,=Fincui T}, Ty = TlT sono le matrici dei coefficienti, F' é il termine
noto e U ¢ la matrice incognita, da determinare. Tale equazione matriciale linea-
re é generata dalla discretizzazione, mediante le differenze finite, del problema di
Poisson definito sul dominio quadrato unitario.

Successivamente si ¢ studiato il problema di Poisson definito su una regione fisica,
cioé su un dominio che si assume semplicemente connesso. Per eliminare le com-
plicazioni dovute alla forma della regione fisica, ¢ utile trasformare questi domini
in domini piu semplici, generalmente rettangolari, che dipendono dai parametri
presenti nella regione fisica. Mediante un’ulteriore trasformazione, precisamente
mediante una traslazione dei parametri, é possibile trasformare qualsiasi domi-
nio rettangolare nello spazio logico [0, 1] x [0,1]. Grazie a questa traslazione, le
trasformazioni sono definite sullo stesso dominio adimensionale e si riesce ad auto-
matizzare la procedura di costruzione del dominio di qualsiasi trasformazione. Di
conseguenza, I’equazione di Poisson verra trasformata in equazioni differenziali che
daranno origine ad equazioni matriciali di Sylvester nella forma AX + XB = C,
dove A e B tengono conto anche di eventuali termini del prim’ordine dell’equazione
differenziale trasformata.

Infine si ¢ analizzato ’algoritmo di Bartels e Stewart che risolve numericamente
un’equazione di Sylvester di piccole e medie dimensioni.

Nella presentazione degli argomenti ci siamo riferiti principalmente ai testi
indicati in bibliografia.
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Capitolo 1

Problema di Dirichlet per
I’equazione di Poisson

1.1 Introduzione

Consideriamo il Problema di Dirichlet per 1’equazione di Laplace:

Au = in Q)
{ u=>0 n ’ (1'1)

U = ¢

dove A = Z?:l 6;37_ é l'operatore di Laplace in R™, €2 ¢ un aperto limitato di R" e
peCOQR).
Una soluzione classica del problema (1.1) ¢ una funzione

u e H(Q)

tale che
lim u(x) = ¢(y) Yy € 0€.
T—Y
Equivalentemente, poiché ¢ ¢ continua su 02, u ¢ una soluzione classica di (1.1)
se
ueH)NCQR) e upq=p.

Notazione
H(S2) é l'insieme delle funzioni armoniche in €, cioé & I'insieme delle funzioni due
volte continuamente differenziabili tali che Au =0 in €.

L’unicita della soluzione del Problema di Dirichlet (1.1) segue dal Principio del
massimo debole, invece studieremo 1’esistenza di tale soluzione nel paragrafo 1.4.

Teorema 1.1.1 (Principio del massimo debole). Sia Q un aperto limitato di
R™ e sia u € H(Q) NC(,R). Allora:

i. seu <0 sudfQ, allora uw <0 in Q;



. minu < u(r) <maxu Vr €
20 o)

iti. max |u| = max |ul.
Q 00
La dimostrazione di questo teorema verra riportata nel paragrafo 1.2.

Teorema 1.1.2. Siano uy, us € C%(Q,R) N C(Q,R) soluzioni del Problema di
Dirichlet (1.1). Allora
Uy = Us.

Dimostrazione. Sia u = u; — uy, allora u € C*(Q,R) N C(Q,R) e

{Au:Aul—AUQ:O in Q

Upo = Urjg — Uzjpo =@ — @ =0
Pertanto, per il Principio del massimo debole, si ha v = 0 in €2, cioé

U] = Uy in 2.

1.2 Funzione di Green

La funzione di Green permette di rappresentare una funzione u in un aperto in
termini di Au e del valore di u al bordo.

Supponiamo che per ogni z € € esista una funzione h, € C*(Q, R) tale che

{Ahm =0 in Q) (12)

ho(y) =T(z—y) VyeoQ

dove I' é la soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace. La soluzione fonda-
mentale con polo nell’origine dell’operatore di Laplace ¢

LlogE sen =2
I':R"\ {0} =R, F(x):{Q’rC o] n>3

n
‘x|n—2

(1.3)

dove C,, = ( L

n(n—2)wn,

e wy, ¢ la misura di Lebesgue della palla B(0,1).



La funzione
G:QxQ—=RU{x}, G(z,y) =T(z—1vy)— h(y)

si chiama funzione di Green di ).

Premettiamo alcuni teoremi. Per le dimostrazioni dei risultati qui soltanto
enunciati rinviamo alla monografia [1].

Dal Teorema della divergenza si ricava I'Identita di Green:

Identita di Green. Siano u,v € C?(Q,R). Allora

/Q(UAU — uAv) dr = /[m (U% - u%) do. (1.4)

Se scegliamo v = v(y) := I'(z — y), dall’identita precedente segue la Formula di
rappresentazione:

Teorema 1.2.1 (Formula di rappresentazione). Sia () un aperto limitato di
R", n > 2, e sia u € C*(Q,R). Allora, per ogni x € ), si ha

Ju Jv
u(x) = /an (1)% —u%) da—/QvAudy (1.5)

dove v =v(y) :=['(x —y).

Vediamo adesso come diventa la Formula di rappresentazione (1.5) se conside-
riamo un aperto a simmetria sferica:

Teorema 1.2.2 (Formula di superficie di Poisson-Jensen). Sia Q2 un aperto

di R™ e sia B(xg,7) C Q. Sia poi u € C*(Q,R). Allora

u(zo) = my(u)(xo) — ny(Au)(zo), (1.6)
dove
1
my(u)(xg) i= ——— w(z)do(x) = u(z)do(x
@)= e [ w@dol@) = f ) do(a)

ny(Au)(zo) = / (D — 29) — T(r)) Au(z) dz.

B(zo,r)



Dimostrazione. Poiché B(zg,r) ¢ un aperto limitato di R" e u € C?(B(zo,r),R),
allora, per la Formula di rappresentazione (1.5) risulta

ou ov
_ == — A 1.
u(zo) /83(9:0#) (Uay ual/) do /B(zw)v wdz (1.7)

dove v(z) = T'(z — x9) = T'(Jx — 0]).

Vediamo come si puo scrivere il termine

ou ov ou Jov
V— —U— | do = v—do — u— do
0 B(zo,r) ay 81/ 0 B(xzo,r) ay 0 B(xzo,r) 8”

della formula (1.7).

/ v%daz/ F(|x—xo|)%d0:1“(r)/ %daz
oBor) OV 0B(or) " OV 9 B(ao,) OV (1.8)

=1I(r) / Audzx
B(zo,r)

(nell’ultima uguaglianza abbiamo usato il fatto che se scegliamo v = 1 nell’Identita
di Green (1.4), risulta [, Audz = [, 3% do).

D’altra parte,

— =Cp(2—n)|z — 20| ™
Allora,

—/ u@ do = —/ u(z)Cn(2 —n) |x — 0] 1" do(z) =
0 B(zo,r) ov 0 B(zo,r) N——

=r

=Cph(n— 2)7“1_”/ u(z)do(x) =

0 B(zo,r)
1
:—n—27’1”/ u(x)do(x) = (1.9)
n(n—2)wn( ) A (z) do(x)

),
= — u(zx) do(x) =
nWar™ 1 Jo B(ao.r)

- ]i o ) o).

Pertanto, inserendo le formule (1.8) e (1.9) nella formula (1.7) si ottiene

u(xg) = w(x)do(x) — 'z —x9) — I'(r))Au(x) dz.
(o) ]iB(x()?T)() () /Bw)u ) — T(r))Au(z)



Come corollario del teorema precedente abbiamo:

Teorema 1.2.3 (Formula di media di superficie di Gauss). Sia Q un aperto
di R"™ e sia u € H(SY), cioe¢ sia u tale che Au = 0. Allora

(o) = my(u)(zo)

per ogni ko € 0 e r > 0 tali che B(xg,r) C Q.

Ricaviamo ora una formula di volume di tipo Poisson-Jensen:

Teorema 1.2.4 (Formula di volume di Poisson-Jensen). Sia Q un aperto di
R" e sia B(zo,r) C Q. Sia poi u € C*(Q,R). Allora

u(zo) = M, (u)(xo) — N.(Au)(xy), (1.10)

dove
1

M, (u)(zo) := / u(x)de = ][ u(zx) de
Wt B(zo,r) B(zo,r)

n

Nsue) = 2 [ ( / (T ) - ()G dx) dp

Dimostrazione. Poiché per ipotesi B(zg,r) C €, allora, se 0 < p < r, anche
B(zo, p) C Q. Allora, la Formula di Poisson-Jensen di superficie (1.6) diventa

w(ito) = my () (o) — ny(Au)(xo) =
1
= — w(x)do(x) — 'z —x9) — T'(p))Au(z) dx.
/a o ) doa) /B ) L) dute)

nwnpnfl

Moltiplichiamo ora entrambi i membri per p"~1:

1
n—lu xo) = ulx)do(x) — n—1 I'(x — Xg) — T Au(z) dz.
P u(zo) /aB(m,p) (z) do(x) —p / (I°( ) = L(p))Au(z)

nWn B(zo,p)

Infine integriamo rispetto a p su |0, r[:

| ot - [ ( / . u<x>d0<x>) dp

_ /0 " et ( /B ) - F(p))Au(m)dm) dp.




cioé

Anche in questo caso, come corollario del teorema precedente si ha:

Teorema 1.2.5 (Formula di media di volume di Gauss). Sia Q2 un aperto di
R™ e sia u € H(Y), cioé sia u tale che Au = 0. Allora

u(zo) = My (u)(xg) (1.11)

per ogni kg € Q e r > 0 tali che B(zg,7) C Q.

Una conseguenza della Formula di media di volume ¢ il Principio del massimo
forte.

Teorema 1.2.6 (Principio del massimo forte). Sia Q un aperto connesso di
R™ e sia u € H(Q). Supponiamo che esista xg € Q tale che

u(zo) = max u.

Allora uw = u(xy) in SQ.

Dimostrazione. Poniamo
Q= {2 € Q| ulxr) =u(zo)}.

Evidentemente, €2, # 0 e Q,, ¢ chiuso in 2. Dimostriamo che Q,, & aperto.
In questo modo, poiché 2 é connesso e €2, & aperto, chiuso e non vuoto, ne verra
che Q,, = Q. In altri termini, u(z) = u(xy) Va € Q.
Per dimostrare che €1, & aperto bisogna fare vedere che ogni punto di €2,, € interno
a ). Sia dunque y € €1, e poiché ,, C (), allora y € . Inoltre {2 ¢ aperto
per ipotesi, percio esiste r > 0 tale che B(y,r) C Q e u € H(2). Allora possiamo
applicare la Formula di media di volume (1.11) sulla palla B(y,r):

.
u(y) = u(z)dz.
W= o (2)

Questo implica

).
u(z)dz —u(y) =0,
ot L (2) ()
cioe .
u(z) —u(y))dz = 0. 1.12
o [, ) =) (112)
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Poiche y € Q,,, allora u(y) = u(xg) e per ipotesi u(xg) = max u. Segue che
u(y) = max u, percio u(z) — u(y) < 0.

Pero fB(y " (u(z) —u(y))dz = 0in (1.12), allora u(z) —u(y) = 0 quasi dappertutto.
Ma u(z) — u(y) é continua, percio u(z) —u(y) = 0 Vz € B(y,r).

Quindi u(z) = u(y) = u(xy) ¥z € B(y,r), cioé tutti gli z € B(y,r) sono punti di
Q,,, percio B(y,r) C €,,. Pertanto Q,, ¢ aperto. O

Dal Principio del massimo forte segue il Principio del massimo debole che abbia-
mo enunciato nel paragrafo 1.1. Pertanto adesso possiamo dimostrare il Teorema
1.1.1:

Dimostrazione. i. Poiché per ipotesi la funzione u é continua e 2 é compatto, al-
lora, per il Teorema di Weierstrass, esiste xo €  tale che u(zy) = maxu.
Q

Se zg € 02, poiché per ipotesi u < 0 su 9, allora u(zg) < 0. Ne viene maxu < 0,

Q
allora v < 0 in €.

Se invece xg € €, la funzione u prende il massimo all’interno di 2. Allora, per il
Principio del massimo forte, u = u(xg) in €, dove €2, & la componente connessa di
) contenente xy. Poiché u é continua fino al bordo, allora u = u(xq) su 9, C I.
Inoltre per ipotesi u < 0 sul bordo, quindi u(xy) < 0, cioé mﬁaxu = u(xg) < 0,

percio u < 0 in €.

ii. Poniamo m = minu e M = maxu. Allora m — u ¢ armonica in €2, continua
00 09

inQem—u<0sud. Allora, per il punto i., m —u < 0 in Q. Quindi u > m
in €2, cioé u > rralgn u.

Analogamente, prendendo u — M si ottiene u < max u.

12¢. Nel punto 2¢. abbiamo dimostrato che

u(r) <maxu < max|u| Vx €,
EX9) a0

cioé Vo € ). Pero anche —u ¢ armonica, percio

—u(z) < max(—u) < max|u| Vo € Q.
09 09
Percio |u(x)| < max lu| Vo € Q, quindi
max |u| < max |ul.
Q 09

7



Pero non puo valere la disuguaglianza stretta percheé in generale max |u| < max |ul,
Q
percio

max |u| = max |ul.
Q EI9)

Un’altra conseguenza della Formula di media di volume ¢ la Disuguaglianza di
Harnack.

Teorema 1.2.7 (Disuguaglianza di Harnack). Sia Q un aperto di R™ e sia
B(zg, 1) tale che B(xg,4r) C Q. Allora esiste una costante C > 0, dipendente solo
da n, tale che per ogni u € H(2) con u >0, si ha

sup u < C inf wu.
B(zo,r) B(zo,r)

In particolare, C' = 3".

Dimostrazione. Siau € H (), u > 0esia B(xg, 4r) C €. Siano poiz,y € B(xg, )

Poiché = € B(xg,r), allora B(z,r) C B(xo,2r) C B(xg,4r), percio B(z,r) C Q.
Dunque possiamo scrivere la Formula di media di volume (1.11):

1
u(z) = / u(z)dz <
W™ B(z,r)
1
<(u>0e B(x,r) C B(y,3r)) / u(z)dz =
WnT™ J B(y,3r)
1
= 3"—/ u(z)dz =
wn(Sr)” B(y,3r) ( )
= 3"u(y).

In conclusione,
u(z) < 3"u(y) V,y € Blxo,7).

Poiche la disuguaglianza precedente vale per ogni x e y, allora vale anche per
I’estremo superiore e 1'estremo inferiore di u, cioé

sup u < 3" inf w.
B(xo,?”) B(:Bo,'l’)

Estendiamo la Disuguaglianza di Harnack ad una geometria della palla meno
rigida.



Teorema 1.2.8 (Disuguaglianza di Harnack non invariante). Sia Q un aper-
to connesso di R" e sia K CC 2. Allora esiste una costante C' = C (2, K,n) > 0
tale che

supu < Ci%fu Vu € H(2), u>0.

K

La dimostrazione di questo teorema segue dal teorema precedente usando un
argomento di ricoprimento.

Adesso possiamo scrivere la formula di rappresentazione di u in termini del suo
valore al bordo e del suo laplaciano.

Teorema 1.2.9. Sia 2 un aperto limitato di R" e supponiamo che abbia una
funzione di Green G(z,y). Allora, per ogni u € C*(Q,R),

u(z) = —/m (g—i(x,y)) u(y) do(y) — / G(z,y)Au(y)dy VreQ (1.13)

Q

dove v, ¢ la normale esterna.

Dimostrazione. Per ipotesi, le funzioni u, h, € C?(Q, R). Allora possiamo applicare
I'Identita di Green (1.4) alla coppia di funzioni u e h,:

0 h, ou
Ah, — h,A = — hy— ) 1.14
/Q(u hy — hyAu) dy /89 (uay hxay) do ( )

Nel sistema (1.2) abbiamo supposto che Ah, = 0 in Q, quindi [, uAh, dy =0
(in (1.14)).
Portiamo ora tutti i termini della formula (1.14) a destra dell’uguale:

oh ou
= Z — hy— A . 1.1
0 /asz (uay hz@u) da—l—/ﬂhm udy (1.15)

Infine sommiamo membro a membro le formule (1.5) e (1.15) ricordando che
ha(y) = Tz —y) = v(y):

Ju ov oh ou
u(z) /6()(U8V uay) o /QU uy%—/aQ us NCIF P a—i—/Q udy

ol 0h
= — — ——2)do— | Au(l —h,)dy =
/aszu(a’/ (‘91/) 7 /sz U(Hf—’G ) dy
~—_—————



Ci sono casi particolari in cui si riesce a costruire G(z,y) in termini espliciti,
ad esempio sulle palle euclidee.

1.3 Funzione di Green per le palle euclidee

Grazie alla mappa di inversione, sulle palle euclidee di R" centrate nell’origine
si riesce a costruire la funzione h,. Di conseguenza, sulle palle B(0, R) esiste la
funzione di Green.

Costruiamo la mappa di inversione: prendiamo un punto x € B(0,R), = # 0
e una semiretta che esce dall’origine di B(0, R) passante per x. Sulla semiretta
prendiamo un punto Z: é l'inversione di x rispetto alla palla B(0, R). Il punto z &
tale che |x||z| = R?. Inoltre, poiche T sta sulla retta uscente dall’origine e passante

2
per z, allora = tz con t > 0. Quindi |z| ¢ |x| = R?, percio ¢t = <ﬁ> .

||

Dunque, la mappa di inversione riguardo 0 B(0, R) ¢ definita come
R\?2
R*"\{0}>zx—z€R", z= <m> x.
Se x € B(0,R), = # 0, allora z ¢ B(0, R). Inoltre,

lIlmZ =+0c0 e limzx = 4o0.
z—0 z—0

Se x € 0B(0,R) si ha |z| = R, percid T = z, cioé sul bordo della palla,
I'inversione coincide con l'identita. Quindi anche Z sta sul bordo.

Infine, la mappa di inversione = +— Z verifica la seguente proprieta fondamen-
tale:

7=y =75 Yy € 0 B(0,R), Vx e B(0,R)\ {0}, (1.16)
cioé % ¢ indipendente da y.
Dimostrazione.

[z —yl? a4 |y — 2a,y)
z—yl* 2P+ ]y -2z, y)

jz* + R? — 2(z,y)

= (poiche y € 9 B(0, R), allora |y| = R) 1 5
(&) lal?+ B2 —2(zy) ()
|z + R? — 2(x, y)
z, " =
(&) (el + B2 —20.0)
_ (@)2 jz* + RB? — 2x,y)
2

R) R+l =2ny)
_(l
=)

10



Grazie all'uguaglianza (1.16) si riesce a costruire una funzione armonica h, tale
che al bordo assume il valore della soluzione fondamentale. Infatti 'uguaglianza
(1.16) si puo riscrivere come

T
|z -y = If—yl% Vy € 0 B(0, R).

Inoltre, per n > 3, la soluzione fondamentale ¢ I' = C’n‘ml%, cioé dipende solo

da |z|. Allora poniamo

MNe—y)=T ((a:—y)%) Yy € 0B(0, R).

r ((i’ - y)%) = (%)H Iz —y)

¢ armonica in R" \ {Z}. Se z € B(0, R), allora ¢ B(0, R), percio I' ((:E - y)%)

¢ armonica in B(0, R) perché B(0, R) ¢ contenuta nel complementare di {z}.

Ora,

Quindi T’ ((i - y)%) ¢ una funzione armonica che coincide con I'(x — y), percio,

Vx € B(0, R), = # 0, definiamo
ho(y) =T ((:v - y)%) , yeR"\{z}.
Pertanto la funzione di Green per la palla B(0, R) ¢é
Gla,y) =Tz —y) ~ haly) =T(x —y) ~ T (@ - y>§) _

(1.17)

Poiché h,(y) =T'(z —y) Vy € 0B(0,R), allora G(z,y) =0 Yy € dB(0,R).

Inoltre, la formula (1.17) é simmetrica rispetto a = e y, cio¢ G(z,y) = G(y, x).
Pertanto G(x,y) & armonica sia rispetto a x sia rispetto a y.

Poiché abbiamo definito la mappa di inversione per x # 0, allora la formula
(1.17) vale per z # 0.
Vediamo ora il caso « = 0. Poniamo h,(y) = ho(y) e consideriamo il sistema
Ahg =0 in B(0, R)
ho(y) =T(=y) =T'(y) Yy <€ dB(,R)

11



Poiche la soluzione fondamentale & I'(y) = Cn‘yl,{_g e |y =R VyedB(0,R),
allora

1

cioé hy(y) € costante su 0 B(0, R). Dunque, per il Principio del massimo debole
(Teorema 1.1.1), ho(y) ¢ costante anche allinterno di B(0, R). Inoltre le costanti
sono armoniche, percid ho(y) é armonica in B(0, R).

Pertanto, la funzione di Green &

610.0) =T0) = o) = Co (s~ s ) (119

Se nella formula (1.17) sostituiamo = = 0, otteniamo la formula (1.18).
In definitiva, la formula (1.17) contiene anche il caso z = 0.

Se Au =0 in B(0, R), dalla formula (1.13) si ricava:

u(z) = _/83(0 o (g—fy(:fv,y)) u(y)do(y), con wu € H(B(0,R))NC*(B(0,R)).

Per ogni x € B(0, R) ey € 0 B(0, R) si definisce il nucleo di Poisson di B(0, R):

oG
P =—— :
R(xvy) 01/y(x’y)
Con un calcolo esplicito si trova:
1 R?>—|z|?

P = )
R(Iay) nwnR |J:—y|”

Dunque, con il nucleo di Poisson si ha una formula di rappresentazione per
tutte le funzioni armoniche in B(0, R) e continue fino alla chiusura di B(0, R).

Con il nucleo di Poisson possiamo risolvere il Problema di Dirichlet (1.1) su
ogni palla euclidea. Infatti abbiamo il seguente teorema:

Teorema 1.3.1. Sia B(xg, R) la palla euclidea centrata in xo e con raggio R > 0.
Sia ¢ € C(0 B(xo, R),R). Allora la funzione

u(z) = / Pr(x — zo,y — x0) p(y) do(y), x € B(zo, R), (1.19)
0 B(zo,R)

¢ armonica in B(xo, R) e soddisfa

lim u(z) = ¢(yo) Yyo € O B(xo, R).

T—Yo
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Dimostrazione. Per semplicita di notazione, dimostriamo il teorema nel caso
xo = 0. In questo modo, la formula (1.19) diventa

u(z) = / Prle.y) o(y) do(y), =€ B(O,R). (1.20)
& B(0,R)

La regolarita di Pr permette di derivare sotto il segno di integrale. Inoltre,
ricordando che x — Pg(x,y) & armonica per ogni fissato y € 9 B(0, R), otteniamo

Au(x) = / A, Pa(e.y) o(y) do(y) =0, Vi € B(O,R).
8 B(0,R) S~

Pertanto u ¢ armonica in B(0, R).

Fissiamo ora yo € d B(0, R) e dimostriamo che

lim u(z) = ¢(yo) Vyo € 9 B(0, R).

T—Yo

Innanzitutto, la Formula di rappresentazione (1.13) equivale a

ulz) = /8 o PE ) U doty) ~ / | Glay)dul)dy. ¥ € BO.R)

e per ogni u € C*(B(0, R),R). In particolare, se u = 1, si ottiene
/ Pa(z,y)do(y) =1 Vo € B0, R). (1.21)
9 B(0,R)

Sottraendo (o) in entrambi i membri di (1.20) e tenendo presente la formula
(1.21), si ottiene, per ogni x € B(0, R),

u() — o(yo) = / Pal.y) (9(y) — o)) do(y).

8 B(0,R)

Fissiamo ora ¢ > 0 e scriviamo

al(z) — plyo) = / Pale, y)(0(y) — o(0))do(y)
OB(0,R)N{|y—yo|<d}
+ / Pr(z,y)(e(y) — o(yo))do(y) =
dB(0,R)N{|y—yo|=>5}
= 1(6) + J(5).
Si ha
1O < suplol) - ol [ Pa(z.y) do(y) <
ly—yo|<d OB(0,R)N{|y—yo|<d}

< (per la formula (1.21)) sup  [o(y) — ¢ (vo)l-
ly—yo|<o
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D’altra parte, se 2 € B(0, R) e |z —yo| < 2, per ogni y € d B(0, R), |y—yo| > 6,
si ha P

oyl > e —yl =y —x| > — 2 ==,
lz =yl > |yo —y| — |yo — x| > 5= 5

Allora
PR(:E7 y) =

1 R?—|x|? 1 2\"
‘ ’ < <g> (R2—|CE|2)

per ogni y € 0 B(0,R), |y —yo| > d e per ogni = € B(0,R), |z — yo| <
conseguenza,

nw,R |z —yl» — nw,R

NS,
-,
—

2 n
limsup|J(d)| <2 sup |p|R"? (5) limsup(R* — |z|*) = 0.

Yo 0 B(0,R) Yo
Segue che
limsup [u(z)—¢(yo)| = limsup [1(6)|+limsup [J(§)| < sup |p(y)—¢(yo)| V5 > 0.
T—=Yo T—Yo T—Yo ly—yo|<d
<0

Poiché ¢ ¢ una funzione continua, allora sup |¢(y) —¢(yo)] — 0 per 6 — 0.

ly—yo|<é
Allora

limsup [u(z) — ¢(yo)| = 0,

T—Yo
percio
lim u(x) = p(yo) Vyo € 0 B(0, R).

T—Yo

1.4 Soluzione di Perron-Wiener del problema di
Dirichlet

In questo paragrafo studiamo ['esistenza della soluzione del Problema di Dirichlet

(1.1).

Sia €2 un aperto di R" e sia u : {2 — R.

Supponiamo che n = 1, allora A = %. Au = 0 se e solo se u” = 0, cio¢ le funzioni
armoniche sono le funzioni affini. Quindi la soluzione u ¢ una funzione affine che
assume i valori assegnati al bordo. Cioé se Q2 =]a, b[C R, la soluzione u ¢ una retta

nel piano R? con estremi nei punti (a, ¢(a)) e (b, o(b)).

Una funzione affine puo essere vista come inviluppo inferiore delle funzioni
concave maggiori uguali del dato al bordo e puo essere vista anche come inviluppo
superiore delle funzioni convesse minori uguali del dato al bordo.

14



Definizione 1.1 (Funzioni superarmoniche). Sia 2 un aperto di R" e sia
u: 2 — R. u & superarmonica in 2 se:

i. ue C(,R)
ii. per ogni x € Q, esiste r, > 0 tale che B(x,r,) C Qe

w(z) > M. (u)(x) Vrel0,r.|.

La Formula di volume di Poisson-Jensen (1.10) implica che una funzione
u € C*(Q) & superarmonica se e solo se Au <0 in Q.

Analogamente,

Definizione 1.2 (Funzioni subarmoniche). Sia 2 un aperto di R" e sia
u: 2 — R. u é subarmonica in €2 se:

i. ue C(,R)
ii. per ogni x € Q, esiste r, > 0 tale che B(x,r,) C Qe

u(z) < M,(u)(x) Vre€|o,r,]

La Formula di volume di Poisson-Jensen (1.10) implica che una funzione
u € C*(Q) & subarmonica se e solo se Au > 0 in .

Sia Q un aperto limitato di R™ e consideriamo la funzione ¢ € C(9Q,R).
Poniamo:

Z/{g = insieme delle superfunzioni

:= {u superarmoniche in Q | liminfu(x) > ¢(y) Vy € 0Q}

T—Y

Q. . . .
U, := {u subarmoniche in Q | limsupu(z) < ¢(y) Vy € 0Q}

Ty
Hg é, per definizione, la soluzione generalizzata di Perron- Wiener del Problema
di Dirichlet (1.1).

Teorema 1.4.1 (Teorema di Perron-Wiener). Per ogni §2 aperto limitato di
R™ e per ogni funzione ¢ € C(0Q,R) risulta

Hg = inf u= sup u e Hg & armonica in ).
uEZ/{g uweldf
o
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Osservazione 1. Se u, € H(Q) N C(2) & una soluzione classica di (1.1), allora
u, = HJ. Infatti: u, ¢ soluzione classica del Problema di Dirichlet (1.1) se e solo

se
u, € C=(Q,R) N C(Q,R) tale che Auy, =0, ugpa = ¢.

In particolare, u, ¢ superarmonica e subarmonica, percio
0 Q
u, €U, NU,,.

Pertanto,
inf u <w, < sup u, (1.22)
ueL{f} ueag
cio¢ inf u < sup u. Poiché la disuguaglianza opposta ¢ sempre vera, allora le
ueufg uEﬂg

disuguaglianze in (1.22) sono tutte uguaglianze, percio

ng inf u= sup u = u,.
uely uel??
“o

Pero il Problema di Dirichlet (1.1) non ¢ sempre risolubile, precisamente esi-
stono aperti limitati sui quali il problema (1.1) non ha soluzione.

Esempio 1.4.1 (Controesempio di Zaremba). Sia ) := B(0,1) \ {0} (cioeé Q
¢ un aperto limitato) e 9 = 0 B(0,1) U {0}.

Sia

0 selz| =1,

100 — R, =
7 cp(x) {1 se x = 0.

Chiaramente ¢ € C(9€Q,R).

Ragioniamo per assurdo e supponiamo che il Problema di Dirichlet (1.1) abbia
una soluzione u € H(Q2) N C(£2) e upa = .
Poiché ¢(x) > 0, allora anche il dato al bordo ujpq > 0. Quindi, per il Principio

del massimo debole (Teorema 1.1.1), w > 0 in €, percio Hg > 0.

Per ogni € > 0, poniamo

ue(x):e(Lq), veqQ,

’x|n—2

& armonica fuori dall’origine, ma l’origine non appartiene a €2, quindi u, ¢ armonica
in €.
Inoltre,

limuc(z) =0 VyedQ, |yl =1

T—Y

lim u(z) = +o0.
z—0
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Allora u, € Z/_{i}. Di conseguenza,

liminf(u.(z) —u(z)) >0 Yy € I.

T—Y

Dunque, per il Principio del massimo debole, v, —u > 0 in €, cioé¢ u < u, in
Q Ve > 0. Quindi
Q
H, (z) < wu(r) Vel

Mandando € a 0 otteniamo H g < 0 in €. Pero avevamo detto che Hg > 0, percio

Q .
H@—OmQ.

Di conseguenza,

. 9 o o
anligleaQHSD (x) =07 ¢(0) = 1.

Pertanto u non risolve il Problema di Dirichlet (1.1) e in generale non possiamo
aspettarci che Hg(x) — ¢(y) per z — y, per ogni y € IS

Studiamo allora il comportamento della soluzione di Perron-Wiener Hf} sul
bordo di 2. Diamo la seguente definizione:

Definizione 1.3 (Punto A - regolare). Un punto y € 9€) ¢ detto A - regolare
per €2 se
lim Hg(:v) =p(y) Ye e COQR).

T—Y

Notazione
L’insieme dei punti A - regolari si indica con 0,f2.

Esempio 1.4.2. Sia Q := B(0,1) \ {0} I'insieme di Zaremba dell’esempio 1.4.1.
In quell’esempio avevamo dimostrato che 0 ¢ 0,€2. Si dimostra che

o ={y : |yl =1}

Teorema 1.4.2. [I Problema di Dirichlet (1.1) ha una soluzione classica per ogni
p € C(OQ,R) se e solo se ogni punto di I & A - regolare.

La ricerca dei punti A - regolari si basa sulla seguente definizione.

Definizione 1.4 (Funzione A - barriera). Sia y € 9§2. Una funzione b ¢ detta
una A - barriera per € in y se esiste un intorno V' di y tale che

i. b é superarmonica in Q2N V;
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ii. inf{b(z) | x € QNV,|z—y| > d} > 0 per ogni § > 0 sufficientemente piccolo;

iii. lim b(z) = 0.

T—Y

Dunque abbiamo il seguente teorema:

Teorema 1.4.3 (Teorema di Bouligand). Il punto y € 02 ¢ A - regolare per
Q se e solo se esiste una funzione A - barriera per € in y.

Pertanto il comportamento al bordo della soluzione di Perron-Wiener dipende
dall’esistenza delle funzioni barriera.

Definizione 1.5 (Proprieta della palla esterna). Sia 2 un aperto limitato di
R™ e sia y € 0€2. Si dice che ) ha la proprieta della palla esterna in y se esiste
v € R"\ {0} tale che

By + v, |v]) N = {y}.

Ebbene

Teorema 1.4.4 (Teorema di Poincareé). Se Q) ha la proprieta della palla esterna
in un punto y € 082, allora y é A - regolare.

Dimostrazione. Sia B = B(y+v, |v|) tale che BNQ = {y}. Allora, posto z = y+v
e r = |v|, la funzione

sen =2

¢ una barriera per 2 in y. Pertanto, per il Teorema di Bouligand, il punto y ¢ A -
regolare. ]

Se 9 ¢ di classe C?, allora ogni punto di & Q ha la proprieta della palla tangente
esternamente. Quindi, grazie al Teorema di Poincaré e al Teorema 1.4.2, su ogni
aperto limitato con frontiera C?, il Problema di Dirichlet (1.1) ¢ risolubile per ogni
dato al bordo continuo.

Questo risultato si puo migliorare sensibilmente. Infatti se 02 é Lipschitziana,
allora ogni punto di €2 ¢ A - regolare.
Questo segue da un Teorema di Zaremba che afferma questo:

Teorema 1.4.5 (Teorema di Zaremba). Se Q) ha la proprieta del cono esterno
in un punto y € 082, allora y ¢ A - regolare per €.

18



Gli aperti con frontiera Lipschitziana hanno la proprieta del cono esterno in
ogni punto della loro frontiera. Dunque ogni punto di 2 &é A - regolare.

1.5 Problema di Dirichlet per equazione di
Poisson

Consideriamo il Problema di Dirichlet non omogeneo

{Au:f in )

U = ¢

, (1.23)

dove Au = f é I’equazione di Poisson e {2 € un aperto limitato di R™. Supponiamo
che ogni punto di 02 sia A - regolare. Supponiamo inoltre che f sia limitata in 2
e localmente Holderiana, cioé

Ja > 0 tale che VK CC (2, allora sup M < +00.
af,y;K |z —yl|*
TFY

Allora, se I' é la soluzione fondamentale di A, la funzione

w=-Txf (w(x) = — / Fx—-y)fly)dy, =x¢€ R") (1.24)
Q
ha le seguenti proprieta:

w € CHR",R)
weC?*(QR) e Aw=f in .

Queste due proprieta seguono dai due lemmi sottostanti:

Lemma 1.5.1. Sia Q un aperto limitato di R", sia f limitata e integrabile in Q e
sia w definita in (1.24). Allora w € C'(Q) e per ogni x € €,

Dow(z) = / Dz — ) f(y) dy.

Dimostrazione. Per prima cosa calcoliamo la derivata della soluzione fondamentale:

D,I'(x — y) = (usiamo la formula (1.3)) D;(Cplz —y|*™™) = Cn(2 — n)|z —y|'™
S — Y- gyt
n(n—Z)wn< e =y |z =y
1 1-n Li — Vi
= o -y ——.
nwy |z =y

(1.25)
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Percio

|D;l(z —y)| < —o —y|" ", (1.26)

Wy,

cioé D;I'(x — y) & localmente integrabile. Inoltre, per ipotesi, f ¢ limitata, percio
la funzione

¢ ben definita.

Per mostrare che v = D;w, fissiamo una funzione n € C'(R) tale che

0 pert<1
0<n<1, 0<n <2, t) = -
<n< <n n(t) {1 per t > 9

Definiamo

wte) = [ =i () ryan. v o

Poiche T € L}, (R") e n ¢ limitata, ¢ possibile maggiorare la funzione

I(x—y)n (@) con una funzione sommabile. Inoltre f ¢ integrabile per ipotesi,

percio per il Teorema della convergenza dominata,

Dante) = [ i (1= (1) ) st ay

@)= Danle) = [ Dire = sy~ [ Di[et = (20)] s

B /| . { {1 - (M)} A y)} f(y)dy.

¢ ben definito.

Dunque,

|v(xz) — Dywe(x)| < (fé limitata) sup |f]
|z—y|<2e

S o
< supf (1D -+

Din (lx_y> F(fvy)D dy <
lz—y|<2e €

- —y\ -y 12
<(perchéDm<x y|>:n,(|x y|)x y7<7)
€
—_——

€ [t —yl e ~ €
———

<2 <1

supl (1D =i+ 2 =)l o

|z—y|<2e
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C;lcoliamo ora f‘%y‘ge (ID;T(z — y)| + 2|T(z — y)|) dy nei casi in cuin >3 e
n=2.
Se n > 3, usando le formule (1.3) e (1.26), si ottiene:

9 1 . 9 1 .
/| ‘ \Dil“(x—y)IJr;IF(x—y)ldyS/ —Jz —y|" dy+/| ————— |-y My =
r—y|<2e

lz—y|<2e Wn z—y|<2e € n(n — 2wy

1 / 1 dy + 2 1 / 1 d
- T oo Y T oY, . T .5 Y=
NWn J B(z,2¢) "/E - y|n ! € n(n - 2>wn B(x,2¢) |.1‘ - y|n 2

1 1
= (coordinate polari) / / Ty do(y) | dp
Wn Jg jo—yl=p |7 = 4|

2 1 2e 1
A (e i P
€ n(n - 2)wn T ( lz—y|=p ‘.’E - y|n72 (y)> g

= (lo jacobiano della trasformazione R" 5 y — x +y, = € R" fissato, ¢ uguale a
1 e questa trasformazione muta l'insieme {y € R"| |z — y| < 2¢} nell’insieme
{y e R"| |y| < 2¢}):

1 /25 / 1 2 1 2e 1
— do(y dp+77/ / ——do(y) | dp =
nwn Jo ( lyl=p |y|n ! ( )> 671(7172)(,0” 0 lyl=p |y|n 2 ( )
1 (% 1 / 2 1 |
= — do(y) | dp+ — / / do(y) | dp =
nwn Joo " < lyl=p ( )> en(n—=2)wn Jo P72 ( lyl=p W

=( / do(y) & larea della superficie sferica) :
lyl=p

1 /2E n—1 d + 2 1 /V26 n—ld
Wn, - NWp, =
nwp Jo p 1t P P n(n— 2w, Jo p2 P P
2€

2 1
=2+ -———7 pdp =
en—2J
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Sia ora n=2:

2 1 1 21 1
/ IDIT( — y)| + 2|T(x — y)\dy s/ —dw/ Loy 1 gy—
jo—y| <2 € | |

|z—y|<2e 27 |z — y| z—y|<2 € 2 x —y|

1 1 1
=5 dy — — log |z —y|dy =
T JB(z,2¢) l‘]j - y| €T J B(z,2¢)

1 [ 1
= (coordinate polari) —/ / ——do(y) | dp
2 T lz—y|=p |CE - y‘
1 2e
[ sl sldot) ) do—
€ Ja le—y|=p
L) Laew) a2 (] welviasw)) ¢
=5 T a0y pP— — og |y|acy P =
21 Jo lyl=p Yl €T Jo lyl=p
1 2e 1 / 1 2e
=/ - do(y) dp—f/ log [p| / do(y) | dp =
27 Jo P( lvl=p ) e Jo lvl=p

=( / do(y) & larea della superficie sferica, in questo caso & la
lyl=p

lunghezza della circonferenza) :
1

2e 1 1 2e
o [ S2mpdp— f/ log [p[2mpdp =
TJo P €T Jo

2 2e
=2 — */ log |plpdp =
€Jo

2 2 2e e 21
=2e— - ([ploglpl] - pdp) =
€ 2 0 s 20p

4

2 €

=2¢— = [ 26%log |2¢] — —

€ 6(6 og | 2¢| 1
= 2¢ — 4elog |2¢| + 2¢ =

= 4¢(1 — log |2¢]).

Quindi,

2en

= pern >3
[v(2) = Diwe(x)| < sup|f] 4 72
4e(1 —log |2¢]) per n = 2.

In definitiva, w. converge uniformemente a w per ¢ — 0 e D;w, converge uni-
formemente a v per € — 0. Percio w € C'(Q) e

Diw(z) =v = [, Dil'(x —y) f(y) dy. O
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Lemma 1.5.2. Sia Q un aperto limitato di R™, sia f una funzione continua,
limitata e localmente Hélderiana (con esponente o < 1) in € e sia w definita in
(1.24). Allora w € C*(), Aw = f in Q e per ogni x € €,

Dijw(z) = | DyT'(z —y)(f(y) — f(x)dy — f(x) Dil'(z —y)vi(y)do(y), i,j=1,.,n,

Qo 690
(1.27)
dove Qg & ogni dominio contenente S per cui vale il Teorema della divergenza e f
si estende con la funzione nulla fuori da 2.

Dimostrazione. Per la formula (1.26) si ha |D;I'(x —y)| < -]z — y|'~". Inoltre,

— nwn

1 i —Yi
D;;I'(z — y) = (usiamo la formula (1.25)) D; (a: — gyt iy ) =

nwy, |z — gy
1 almi—y)? 1 T i A
=—@0-n)lz—yl™" + -yl ™" =
nwy, | —y|? nwy, | — y|?
1 wi—y)? 1 — (i — yi)?
Lt I e o e
n
1 (@i — i) (@i — i) (@ —i)?
7| _y| 2 | _y| 9 | - ‘ 2
nwy, |z — y nwy, |z — yl nwy, |z — gyl
_ Ly o (@i —yi)? o |7n(xi*yi)27 o ‘,n(ﬂ% yi)?
nwy 2 -yl w |z =yl nw |z — y[?
1 — (xi_yz)Q
=Y e
Percio 1
Dy~ )| < e -y (1.28)

n

Inoltre, per ipotesi, f é localmente Holderiana, percio la funzione

u(r) = : Dz —y)(f(y) — f(x))dy — f() . Dil'(z — y)v;(y)do(y)

¢ ben definita.

Poniamo v = D;w e per € > 0 definiamo

wle) = [ D= (E0) sy, o€ )

dove 7 é la funzione introdotta nel lemma precedente.
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D) = [ Dy {prte - () b rw -

=(QcCcQef=0inQ\Q)

[ oD = (B ) = s
+f@xéﬁ%{Dme—wn<xzyv}dy:

- [ o {re = () b - s ay
—f@%@ﬁ%{Dmﬂx—wn<mzy>}dy:
—(sex€Qeyedq, allora |z —y| > 6, percid
a() =

/QOD {DF.T y)n ( )} fly) — Ndy — f(x /Q[)Dj(DiF(x—y))dyz

= (Formula di integra e per par
/D{DFx y)n < y)}fy Ndy — f(z / D' (x — y)v;(y) dy.
Qo 9 Qo
Sottraiamo:
|\/’D T — 9)(f(y) — F(@)) dy
|z y\

I D{[l n( ool S
f e
_Iy xl Jo—y| < {’DF

- D, (” M)DF( )}x y|™ dy <

@DIw:y|+|Dr )}m—ywws
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< (per le formule (1.28) e (1.26))

—n 2 —n «
e | {|x—y + 2Dy }|x—y| dy =
lz—y|<2e \Wn en
—n « 2 1 1—n «
= [flase flx—yl |z —y|* dy + ———r =y " —y|*dy | =
B(x,2¢) Wn B(z,2¢) € Wn

1 [ 1
= (coordinate polari) [f]a: [/ / ———— |z —y|*do(y) | dp
Wn Jg |lz—y|=p |$ - y|

2 1 [* 1 o B
+ € nwy, ~/.£ </x—y|=p |z —y[n—t =z =yl da(y)) dp} B
1 [* N 2 1 [* N B
(o [% ( /|y| p|y‘n|y| do(y >> 2 [ ( / ity >> dp] -
= [la .

2
/,
1 /26 / 2 1 2e 1
o —p° do(y) | dp+—-—— —p” / do(y) | dp| =
L’” o /" ( lyl=p ()> €nwn Jo "7 lyl=p i

=( / do(y) e Parea della superficie sferica) :
lyl=p

1 2e 1 2e
[flase [/ ol “nwy, p" 1dp+ Pl /’O‘”wnp"‘ldp] =
0

Wn € Nwy, Jo

B 2¢ o1 g 2¢ N :|_

—[f}a;x[/o p ndp+€/0 p*dp| =
2 2e

_ pa € 2 a+1 _

_[ﬂa;w<[a}on+e{a+l} )—

N
~ o (B4 2892
= [flaw <(2€) ( a+1>)

prendendo € < dist(x, 0%2).

Di conseguenza, D;v, converge ad u uniformemente per € — 0 su un compatto
contenuto in 2. Inoltre, poiché v, converge uniformemente a v = D;w in ), allora
weC*(Q) e
Dijw =u= [, DyT'(x —y)(f(y) — f(x)dy — [f(2) [Ho, DiT(z = y)v;(y)do(y).

Se prendiamo Qy = B(z, R) con R sufficientemente grande e usiamo 1’equazione
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(1.27), otteniamo:

x) = Z Djiw(z) =

:/B@,RED“””"@’)“” f@ndy — S Z /8 — y)ily)do(y) =

BzR)

— ATy =0parsty) - Z/ DI (@ = yily)da(y) =

8B(x,R)

n

1 Ti — Y
= (per la formula (1.25 — f(x / — |-y " L (y)d =
(p (1.25)) — f(x)> - Ty T Ty e )
=R N——
=—vi(y)
- nw R" nw, R"—1 Z/aB(w R) wdo(y) =
_ 1 n—1 _
Dunque, Aw = f in 2. O]

Poiche ¢ € C(0Q,R) e w € C*(Q,R), allora la funzione ¢ — wjgq ¢ continua
su J€). Inoltre abbiamo supposto che ogni punto di ¢ sia A - regolare. Percio,
per il Teorema 1.4.2, il Problema di Dirichlet

Av =0 in
Voo = ¥ —Wpa
ha una soluzione classica. Se poniamo
U=v+w

si ha

Upo = Vpa T Woa = Y — Woa + Waa = ¢

{Au:Aw:f

In definitiva, la funzione w risolve il Problema di Dirichlet non omogeneo (1.23).
In particolare, se 02 é Lipschitziana e f ¢ Holderiana in €2, il Problema di Dirichlet

Au=f inQ
U = @

ha una, e una sola, soluzione per ogni funzione ¢ continua su 0 ().

Nel prossimo capitolo verra studiato il Problema di Dirichlet per I'equazione di
Poisson dal punto di vista numerico. Tale problema sara definito su domini con
frontiera Lipschitziana, pertanto questo problema sara risolubile per ogni dato al
bordo continuo.
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Capitolo 2

Discretizzazione del
Problema di Poisson

In questo capitolo verra analizzata 1’equazione matriciale che trae origine dalla
discretizzazione (mediante il metodo delle differente finite) del problema di Poisson
bidimensionale. In particolare verra esaminata 1’equazione di Poisson

—Ugy — Uy = f(2,y), (2,9) €Q, (2.1)

dove €2 C R? ¢ un dominio sufficientemente regolare da assicurare la risolubilita del
problema. Inizialmente si assume il dominio quadrato © =]0,1[ x]0, 1[. Poiche,
per la nostra trattazione, il termine noto f non riveste un ruolo importante, si
considera il caso f uguale a costante, in particolare f(x,y) = 1 per ogni (z,y) € Q.
Per determinare la soluzione di tale equazione ¢ necessario assegnare le condizioni al
bordo. In questo capitolo vengono fissate condizioni al bordo di Dirichlet omogenee:

—um(m,y)—uyy(x,y) =1 (ZL’,y) GQ
u(z,0) =0 0, 1]
u(z,1) =0 0,1]

T € (2'2>
T €

Un passaggio fondamentale per trasformare il problema continuo in un modello
discreto ¢ la discretizzazione del dominio. Nel piano, ogni punto ¢ individuato dalla
coppia di indici (¢, j) con 4, j = 1,.., N+1. Pertanto il dominio 2 viene discretizzato
con la griglia €, formata dai nodi equispaziati (z;,y;,), 4,7 =1,...., N + 1.
Dunque, il termine noto f(z,y) = 1 calcolato nei nodi diventa f = f(x;,y;).
Facendo variare i, j si ottiene la matrice F; ; = f(z;,y;).

Allo stesso modo, la soluzione numerica del problema di Poisson calcolata nei nodi
¢ u = u(x;,y;), 1,7 = 1,..., N + 1; facendo variare gli indici 4, si ottiene la
matrice U; ; = U(x;,y;). Poicheé i valori della soluzione sul bordo del dominio sono
noti, occorre determinare la soluzione numerica del problema di Poisson solo nei
nodi interni (z;,y;), 4,j = 2,..., N. A tal fine, ¢ necessario scrivere 'equazione
di Poisson in ognuno di essi utilizzando le differenze finite. Le differenze finite
bidimensionali sono definite in maniera analoga a quelle per una sola variabile; in
due dimensioni varia solo I'indice relativo alla variabile rispetto alla quale si deve
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effettuare la derivata e si mantiene fisso I’altro indice.
In particolare, per discretizzare la derivata u,, si fa variare I'indice della riga i-esima
e si tiene fisso l'indice della colonna j-esima:

Uic1j —2Uij + Uit

wa(l’i, y]) ~ 12 , 1= 27 ceny N, (23)

dove h ¢ la dimensione della griglia.

Mettendo insieme questa relazione per tutte le righe e per tutte le colonne si
ottiene:

* ok - -
Ui_1
| L
—sz(xivyj) = _ﬁ 1 1 Uz,J =TU ¢ ]R(N-i-l)x(N—&—l)’
1 -2 x
L * x| _Ui+17j_
_ =U

dove T, eccetto per i valori “*”, ¢ una matrice tridiagonale simmetrica perché ogni
equazione (2.3) coinvolge tre incognite. I valori indicati con il simbolo “*” sono
associati ai valori al bordo di U e verranno calcolati nel paragrafo 2.2.

Allo stesso modo, per discretizzare la derivata u,, si fa variare I'indice della
colonna j-esima e si tiene fisso 'indice della riga i-esima:
Uij1 —2Ui; + Uijn

Uyy (i, ;) = 3 . j=2,..,N. (2.4)

Raccogliendo questa relazione per tutte le righe e per tutte le colonne si ottiene:

1 1

—uyy (i, y5) = —3 [Uz',j—h Ui j, Ui,j+ﬂ —UT e R(N+1)><(N+1),

in cui la matrice T' viene moltiplicata a destra della matrice incognita.

Si osserva che i punti coinvolti nella discretizzazione delle derivate u,,(x;,y;) e
Uyy (i, y5) sono (z;,y;) (in Figura 2.1 é rappresentato con un punto nero), (x;_1,y;),
(it1,Y5), (zi,yj—1) € (z4,y;41) (in Figura 2.1 sono rappresentati con un punto
bianco). Percio le derivate seconde calcolate nel punto (x;, ;) vengono determinate
dalla soluzione calcolata nel punto (z;,y;) e dalla soluzione calcolata nei quattro
punti vicini (Figura 2.2).
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j=it

! Ui+1,j—1 | Ui+1j |

i Ui,j—l UL]

Ui~1,j—1 Ui—l,j !

i=1 _..‘ h }* i=il B

Figura 2.1
Figura 2.2

In definitiva, discretizzando ’equazione di Poisson (2.1) mediante le approssi-
mazioni (2.3) e (2.4), si ottiene I'equazione matriciale

TU +UT = F,
dove la lettera in grassetto denota la matrice soluzione.

Nel paragrafo 2.2 verra spiegato come completare gli angoli della matrice T
Con l'aggiunta di questi valori, ¢ necessario distinguere la discretizzazione delle
derivate seconde lungo la direzione x e lungo la direzione y. Pertanto la matrice
T dara origine alle matrici T} e T5, una trasposta dell’altra. In particolare, T}
moltiplichera U a sinistra e 75 la moltiplichera a destra.

Inoltre, imponendo esplicitamente le condizioni al bordo, la matrice U conterra
anche i valori al bordo e non solo i valori nei nodi interni.

2.1 Coordinate polari

La procedura utilizzata per discretizzare I'equazione di Poisson (2.1), definita su
un dominio quadrato, si puo ripetere anche per le equazioni alle derivate parziali
che sono definite su una regione fisica. Il questo capitolo si assume la regione fisica
connessa, cioe, intuitivamente, formata da un solo “pezzo”. Inoltre, si assume che
la regione sia semplicemente connessa; nel piano, una regione connessa ¢ sempli-
cemente connessa se il suo complementare é connesso.

Per potersi ricondurre al caso precedente, & utile trasformare la regione fisica in
un dominio pitt semplice, generalmente rettangolare, che dipende dai parametri
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della regione fisica. Si osserva che anche il dominio rettangolare ¢ semplicemente
connesso. In generale, una trasformazione é un sistema di coordinate che ha la
regione fisica come dominio ed é richiesto che questa trasformazione sia regolare.
Poiche la regione fisica ¢ assunta come dominio della trasformazione e la regione si
é supposta semplicemente connessa, allora la regione fisica deve essere la chiusura
di un aperto semplicemente connesso.

Grazie a questa trasformazione vengono eliminate le complicazioni dovute alla for-
ma della regione fisica. Dunque, é piu semplice risolvere il problema sul dominio
rettangolare piuttosto che sulla regione fisica e solo successivamente si riportera la
soluzione sullo spazio fisico. Pertanto é richiesto che il determinante della matrice
Jacobiana della trasformazione che porta lo spazio fisico nel dominio rettangolare
sia diverso da zero, cosi la trasformazione ha un’inversa e si crea una corrispon-
denza dal dominio rettangolare allo spazio fisico.

In particolare, si consideri il problema (2.2) definito sulla porzione di corona
circolare Q = {(x,y) € R* : o = rcosf,y = rsinf,r > 0,0 € [0,2x] }. Si
osserva che €2 é un dominio semplicemente connesso. Per eliminare le complicazioni
dovute alla forma di €2, la sua definizione suggerisce di utilizzare le coordinate polari

=r C‘OS 0 (2.5)
y=rsinf
dove r > 0 e 0 € [0,2n[. In questo modo, il dominio 2 viene trasformato nel
dominio rettangolare Q = [rg, 1] x [0, Tleon 0 <rg <.
Di seguito viene riportato il procedimento per trasformare ’equazione di Poisson
(2.1) in coordinate polari.

Sia r = /2% + y2, allora:

= RWEER) = A= = A/ = e = 2

0 0

y? y?

R
2 372
Tyy = 59_‘1,2(\/I2 +1?) = pos:

/2 2 z (z24y?)—a?
2 ( T ) xr +y _x\/332+y2 \/x2+y2 _

Sia ora ¢ = arctan £, allora:

_Q( g)_ 1 (—_y - _ =Yy =Yy _ =y
0, = 5 (arctan £ = oZ xz)— P55 BrE 1)
2 2

T x
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8_9 1+4%
_ 0% y) _ O —y o Yy 2x _ 2zy
O 2 (arCtan w) = 5 <x2+y2> = @222 e
_ ¥y _ O x . —x2y —2zy
eyy oy? (arctan :E) Oy (x2+y2) T (z2+y?)? rd

Poiché u(z,y) = u(r,0), allora:

Uy = Up Tz + Ug 0:57

Ugy = (Up )z To + Up Tz + (Up) 2 00 + U O =
= ((Ur)r 72 + (Ur)g O02) 7o + Up Tow + ((Uo)r 7o + (Up)g O2) O + g Opp =
= Uy (rg)? + Urg O T + Uy T + Ugr 7 O + Ugp (02)° + Up Oy =
= TUpp (T2)? + 2Upg 7000 + Uy T + Ugp (02)% + Up O

Uy = Uy Ty + Ug Oy,

Uyy = (ﬂr)y Ty + Uy + (%)y 0y + g 0,y =

= ((Ur)r ry‘i‘(ﬂr)Ge )ry"‘ﬂ?“Tyy"'(( 0)r Ty + (Ug)g 0 )9 + g O, =
= Uy, (ry) + Uy Oy 1y + Uy Ty + gy 7y 0y —|—u@ (0 ) + g 0y, =
= Uy, (ry) + 22Uy 10, + Uy 1y + Ugg (Gy) U Oy,
Quindi
Uz + uyy = arr (rx>2 + 2@»9 r:cex + ﬂr Tyx + a90 (990)2 + 170 exx +

Fyy (ry)* + 20pg Ty + Uy 7y + Tgg (0)° + TUg 0,y =
= U, ((%)2 + (ry)Q) + 2Upg (150, + 1y0y) + U (T + 7yy) +
+iigg ((02)° + (0,)*) + Up (Baw + Oyy).

Infine calcoliamo i coefficienti (1) +(ry)?,  rubp+7,0y, Teatryy, (0.)*+(0,)?
e Opy + 0y

2 2 2 2 2
(o) + (n)? = () + (1) === =5 =1
= () + E =
2
me+ryy:z_3+i_2::_§:%,

31



Opp + 0,y = 22 — 22 = 0.

r

~ 1~ ~
Dunque gy + tyy = Upr + Uy + Ugg-

In definitiva, in coordinate polari, il problema di Poisson (2.2) diventa

(

iy — Ly — gy = f(r,0) (r,0) €O

a(r,0) =0 r € [ro, 71

a(r,7) =0 r € [ro, 7] ) (2.6)
w(ro,0) = 6 <0, %]
L U(r1,0) = 0 <0, 7]

dove f(r,0) =1 ed il problema ¢ definito sul dominio rettangolare €.
L’equazione —1,, — }ﬁr — ugg = f(r,0) é un’equazione di convezione-diffusione in
cui —% ¢ il coefficiente convettivo.

Analogamente al problema di Poisson definito sul dominio quadrato, per poter
trasformare il problema continuo (2.6) in un problema discreto, occorre distribuire
uniformemente i nodi (r;,6;), con 4,5 = 1,..., N + 1, sul dominio Q. In questo
modo, Q) viene discretizzato con una griglia rettangolare Qp.

Anche in questo caso, & sufficiente calcolare la soluzione dell’equazione (2.6) nei
nodi interni. La derivazione fornira un’equazione matriciale simile alla precedente.

Infatti, le derivate @, e Ugg si approssimano in maniera analoga a y, € uy, in (2.3)
e (2.4), cioé

Uy (r4,0;) = TU € RNFDXNVHD),
— gy (13, 0;) = UT € RO+,

Pero, a differenza dell’equazione di Poisson, nell’equazione di convezione-diffusione
é presente anche la derivata prima. Per mantenere la stessa velocita di convergenza
delle formule utilizzate per approssimare le derivate seconde u,, € gy, si discretiz-
za la derivata prima w, con le differenze finite centrali, variando I'indice della riga
i-esima e tenendo fisso l'indice della colonna j-esima:

_ Uiy Uiy
Uy (r;, 05) =~ 132;; L i=2,..,N.

Mettendo insieme questa relazione per tutte le righe e per tutte le colonne si
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ottiene:

N _ -
Ui_1.:
0 1 b
- 1 — IR .
(13, 0;) = 2h : : 1 Vi | = BU ¢ RWHDX(N+1),
-1 0 =%
I - | Uiv14]
~ -U
k9

Anche 1 valori di questa matrice verranno calcolati nel paragrafo 2.2.

Ora viene fornito un metodo per approssimare il coefficiente convettivo —%.
In generale, un’equazione di convezione-diffusione ¢é

—eAu+w-Vu = f, in Q C R? (2.7)

dove € ¢ una costante positiva ed ¢ il parametro di viscosita. Invece w ¢ il vettore
convettivo, w = (wy, wy), per il quale si suppone che le componenti siano funzioni
separabili nelle variabili spaziali, cioé soddisfino le relazioni wy = ®1(x)¥;(y) e
wy = Do) W (y).

Nell’equazione (2.6), il vettore w ¢ formato da una sola componente non zero che
dipende dalla variabile r; precisamente, w = (—2,0), percio wy = ®;(r)¥;(0) = —+
e wy = 0. _

Dunque, ricordando che i nodi della griglia €, sono (r;,6;) con 4,5 =1,..,N +1,
si definiscono le seguenti matrici:

1 1
®; = diag(P1(r1), ..., P1(rv+1)) = diag (——7 ey ) =

(8 'N+1
1
TN+1

e ¥y = diag(Vq(0y), ..., ¥1(On+1)) = Ins1 (matrice identita di dimensione N + 1).
Inoltre, poiché ws = 0, si ha &3 =0e ¥y, = 0.

Pertanto, la forma matriciale corrispondente al termine del prim’ordine ¢

_ 1 * *
m * 0 1 Ui—1,j
1 1 .. -1 . s
——r(rs,0;) = (21B)U¥; = — : ! Uii | ¢ ROVFDX(N+1),
r 2h . .
. -1
__1 -10 | U,
TN+1 k%
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2.2 Condizioni al bordo

Per poter completare il problema algebrico, ¢ necessario imporre le condizioni al
bordo; questo corrisponde a trovare la prima e 'ultima riga delle matrici 7' e B e
la prima e l'ultima colonna delle stesse matrici. Completando gli angoli di queste
matrici si generano le matrici T}, Ty e By dove Ty, = T{. Dunque, dopo aver
imposto le condizioni al bordo, I’equazione matriciale associata al problema (2.6)
assumera la forma

U+ (9,B,)U+UTy, = F. (2.8)
Tale equazione ¢ ben definita per ogni (r;,6;) € (NZh, ,j=1,..., N+ 1.

Per poter assegnare i valori al bordo, ¢ utile precisare che la prima e I'ultima
colonna di U, rispettivamente Ue; ed Uey 1, corrispondono ai bordi § = 0 e = 7.
Invece la prima e I'ultima riga di U prendono i valori ai bordi r = ry e r = ry.
Poiche le condizioni al bordo del problema (2.6) sono u(r,0) = 0 e u(r, ;) = 0, la
matrice U é definita nel modo seguente:

0 Uy,2 tee U, N 0

0 U22 0
U= |: .

10 uny12 - uns,n O]

I valori di F' che corrispondono a 7,j € {1, N 4+ 1} contengono i contributi dei
valori al bordo di U. Percio i valori mancanti in F' si definiscono moltiplicando
entrambi i membri dell’equazione matriciale (2.8) per i vettori e; ed enyq, che
corrispondono rispettivamente alla prima e alla (/N4 1)-esima colonna della matrice
identita. Di conseguenza vengono determinati anche gli angoli delle matrici T" e B.

In particolare, per trovare la prima colonna di F' é sufficiente moltiplicare entrambi
i membri dell’equazione (2.8) per il vettore colonna e;:

ﬁel =T1Ue; + (‘blBl)Uel + UTse; =

* * gl’l * * gl'l *
-2 1 2,1 *x 0 1 21 -2 1
-1 : I 1 . : 1
T h2 ‘ 'on g ' h2
1 -2 % : -1 * . 1 —2
* Un+1,1 * Un+1,1 *
-0 =0
X 0 u1,2 uL,N 0 ”
" 0 u2,2 0 N
1 0 1 0
= eV T e A
0 0
0 unt1,2 un+1,N 0
0 uie wn 0] 4
0 u2,2 0 0
_ 1 0
T2 )
|1 Lo
0 unit1,2 un+i,Nn O
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Quindi 77 = —h—12

Analogamente, I'ultima colonna di F viene determinata moltiplicando entrambi i

membri di (2.8) per il vettore colonna ey, :

Feny1 =TiUenyi + (®1B1)Ueni1 + UThenyg =

-1 0 Ui,N+1 * ok
* =2 1 Uz,N41 x 0
-1 : 1
=57 . . : @1%
1 -2 % .
) :
UN+1,N+1
=0
0 u1,2 UL, N 0
0 ’ 0
0 ug, 2 0
1 . 1
==V lo| T 2 0
* *
0 uny12 -+ unyi,Nn O *
0 u1,2 U, N 0 0
0 u2,2
. 1
=13 0
0
' —1
0 uny12 -+ unyin O
-1 0
*x —2 1
Quindi le—h—g
1 -2 «x
0 -1

Ui, N+1
1 Uz N1

Uni1,N+1

=0

Invece, per trovare la prima riga di F' si devono moltiplicare entrambi i membri di
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(2.8) per il vettore riga el :

e?ﬁ = B?TlU + 6?(1)1B1 U + Q{UTQ =
N——

-1 0
) * =2 1
=[10---0] <_h2>
1 -2 %
. 0 _1_
-1 0 i
) * =2 1 )
=[10---0] <_h2) . U_ﬁ
1 -2 «x
. 0 _1_
-1 0 i
) * =2 1 )
=1[10---0] <h2) Ufﬁ
1 -2 =«
. O 71_
__1 0 -
1 -2 1
Quindi T) = — %
1 -2 %
0 -1

[0 ULQ o 'ul,N 0]

Ouy 2 - up N0

-1 =
0 -2
(-1 =«
0 -2
(-1 1
0 -2

1

1 -2 0
*  —1

1 -2 0
*  —1]

1 -2 0
*  —1]

Infine, moltiplicando entrambi i membri di (2.8) per il vettore riga ek 41, S1 ottiene

I'ultima riga di 2

R F=eh iU+ ek 1 01B1 U+ ek, U =

0
—1 0 T -1
1 -2 1 0
1 ) 1
=[0-- 01](—§) . U+ [0~-~01]U(—ﬁ)
1 —2 *
L 0 -1l
.1 0 -
1 -2 1
1 1
:[0” 01] (_ﬁ) U_E[OUN+1,2"'“‘N+1,NO}
1 —2 *
L 0 -1l
.1 0 -
1 -2 1
1 1
:[0” 01] (_ﬁ) U—ﬁ[0“N+1,2"'“N+1,N0}
1 —2 *
L 0 -1l

36

0

-1

-2 0
* —1]
-2 0
1 —1]




Quindi

R _
] 1 -2 1
Tl__ﬁ -
1 -2 1
0 -1
Inoltre, _ -
0 0
! -1 0 1
B —_ — ‘.
1 oh .
-1 0 1
- O 0_

In definitiva, discretizzando il problema di convezione-diffusione (2.6) si ottiene
I'equazione matriciale TYU + (¢, B;)U + UT, = F, cioé

Inoltre, le condizioni al bordo sono:
~ 1
F€1 = T1U61 + (®1Bl)Uel + UTQGl = T1U61 + (CDlBl)Uel + ﬁUel?
in maniera analoga si definisce Fe N1}

1
ﬁe{U + el U,

dove eI (®,B;) = 0 perché la prima riga di B; ¢ formata da tutti 0.

T'F =e'TU + eF'(9,B)U + eI'UT, =

In maniera analoga si definisce e}, F.

Per una generalizzazione del problema di convezione-diffusione (2.6) e, di con-
seguenza, dell’equazione matriciale corrispondente e delle sue condizioni al bordo,
si veda [4], paragrafi 2,3.

2.3 Equazione di Sylvester di piccole dimensioni

Un’ Equazione di Sylvester ¢ un’equazione lineare matriciale nella forma
AX+XB=C (2.10)

dove A e B sono matrici quadrate reali o complesse e la matrice C' ha dimensioni
conformi. Tale equazione prende il nome da J. J. Sylvester perché la sua prima
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apparizione & solitamente associata al lavoro di questo matematico. Se B = A*,
dove A* ¢ la trasposta coniugata di A, 'equazione (2.10) é chiamata Equazione di
Lyapunov in onore di A. M. Lyapunov.

Pertanto, l'equazione (2.9) ¢ un’equazione di Sylvester perché ¢ formata dalle
matrici reali quadrate (T} + ®1B;), Tz e F.

Un metodo efficiente per risolvere numericamente 1’equazione (2.10) di piccole
e medie dimensioni fu introdotto nel 1972 da Bartels e Stewart. Per prima co-
sa si calcola la decomposizione di Schur delle matrici A e B dei coefficienti. Poi
si trasforma l'equazione (2.10) in un’equazione equivalente che usa la struttura
quasi-triangolare inferiore /superiore delle matrici di Schur; in questo modo, questa
nuova equazione si risolve esplicitamente elemento per elemento. Infine si calcola
la matrice soluzione X.
Di seguito ¢ riportato ’algoritmo nel caso in cui A e B sono matrici complesse:

Algoritmo

1. Calcolare le forme di Schur A* = URU* e B =V SV* dove R, S sono

matrici triangolari superiori.
2. Risolvere in Y l'equazione R*Y +YS =U*CV.
3. Calcolare X = UYV™.

La forma di Schur nel primo punto é ottenuta tramite l'iterazione QR, invece il
terzo passo € un semplice prodotto. Spieghiamo ora come risolvere la nuova equa-
zione di Sylvester nel secondo passo. Poiché R* é una matrice triangolare inferiore
e S ¢ una matrice triangolare superiore, si ottiene subito '’elemento (1,1) della ma-
trice Y. Da questo elemento si ottengono tutti gli altri elementi della prima riga
di Y e con un ragionamento simile si ottengono tutte le altre righe.

Se A e B sono reali, le matrici R e S sono quasi-triangolari, cioé le diagonali
hanno blocchi 2 x 2 e 1 x 1 che corrispondono rispettivamente agli autovalori com-
plessi e all’autovalore reale. Finché i blocchi diagonali hanno dimensioni conformi,
si puo utilizzare lo stesso procedimento del caso precedente per calcolare gli ele-
menti di Y. Se le dimensioni non sono conformi, si deve risolvere una sequenza di
piccoli sistemi lineari traslati.

Il principale costo computazionale ¢ dovuto al calcolo delle forme di Schur nel
primo passo. Infatti, per una matrice di dimensione n, il calcolo della forma di
Schur costa almeno 10n3 operazioni floating point. Per limitare i costi, I’algoritmo
di Bartels e Stewart si usa solo se A o B ¢ gia in forma di Schur o in forma di
Hessenberg superiore.

Se invece le matrici A e B hanno una forma generica, si usa il metodo proposto
da Golub, Nash e Van Loan nel 1979 perché € considerevolmente pit veloce, so-
prattutto se la dimensione di una delle due matrici é significativamente piti piccola
della dimensione dell’altra. Se si suppone, per esempio, che B abbia dimensione m
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ed A abbia dimensione n con m > n, quest’ultimo metodo sostituisce la decompo-

sizione di Schur della matrice piu larga B con la decomposizione di Hessenberg di

B percheé cosi il costo computazionale della decomposizione di Hessenberg si riduce
5,,3

agm.

Ulteriori dettagli si possono trovare in [5], paragrafo 4.2.

Nell’equazione (2.9), le matrici (77 + ®1B;) e 7> hanno la stessa dimensione
N + 1 e sono tridiagonali, cioé sono un caso particolare della forma Hessenberg
superiore. Allora, per risolvere I'equazione (2.9) viene usato Ialgoritmo di Bartels
e Stewart.

In Matlab, cio¢ nel linguaggio che verra utilizzato per risolvere l’equazione
matriciale (2.9) e le equazioni che si otterranno nel paragrafo 2.5, & presente la
funzione lyap. Nonostante il nome “lyap” faccia pensare che questa funzione risolva
solo le equazioni di Lyapunov, essa risolve anche le equazioni di Sylvester. Infatti
la funzione lyap trova la soluzione dell’equazione AX + XB 4+ C' = 0 in cui non ¢
necessario che B sia la trasposta coniugata di A.

2.4 Forma di Kronecker associata a

~

(Ty + &1 B))U + UTy = F

Un’altra strategia che puo essere utilizzata per risolvere il problema di convezione-
diffusione (2.6) ¢ quella che deriva dall’ordinamento delle incognite U; ; per riga o
per colonna mediante 'ordine lessicografico. Ad esempio, 'operatore vec impila le
colonne di una matrice X = [z1, ..., ;] € C™™ una sotto 'altra, cioé

X
vee(X)= | : | eC"

Tm

Pertanto, utilizzando 'operatore vec, la matrice incognita U diventa il vettore
colonna u = vec(U).

Nel paragrafo 2.1 € stato spiegato il motivo per cui, nella discretizzazione
delle derivate —u,,(r;,0;), —ugo(rs,0;) e u,(r;,60;), compaiono cinque incognite:
U1, Uij, Uis1j, Ui j—1 e U jy1. A causa dell’ordinamento utilizzato, nel vettore
incognito u ci sono tre valori vicini (U;_; ;, U;; e Uiy ;) e gli altri due valori sono
piu distanti. Le relazioni che legano le incognite U; ; formano un sistema lineare la
cui struttura dipende dal modo in cui sono state ordinate tali incognite:

Au=7J. (2.11)

Dunque la matrice dei coefficienti A ha una struttura tridiagonale a blocchi in cui
ci sono tre diagonali vicine, che corrispondono alle incognite U;_ ;, U;; e Uiy,
e due diagonali separate. Il termine noto f ¢ ottenuto ordinando gli elementi F; ;
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con 'operatore vec.
Il sistema lineare (2.11) ammette una soluzione per ogni f. La soluzione & unica
se e solo se la matrice A é non singolare.

L’approccio sopra descritto & equivalente a trasformare I’equazione (2.9) in un
sistema lineare usando il prodotto di Kronecker. Dunque, utilizzando il prodotto
di Kronecker, i problemi (2.11) e (2.9) sono matematicamente equivalenti. Questo
segue dalla definizione di prodotto di Kronecker.

Definizione 2.1 (prodotto di Kronecker). Date le matrici A € C"a*™ma,
A = (aij)iz1,.n4 j=1,.m, € B € C'8*mB il prodotto di Kronecker di A e B ¢ la
matrice ottenuta moltiplicando B per ogni elemento di A, cioé

al,lB aLgB s al,mAB
as1 B as2B -+ a B

A @ B— 2,1 2,2 2,ma € Cnans Xmamp
anAJB a”A:2B T anAJnAB

Se si pone A = Ty + & By, il prodotto di Kronecker trasforma l'equazione
matriciale (2.9), cioe¢ AU + UT, = F', nel sistema lineare standard

(In®A+T] @ L)u=f, (2.12)

dove m = size(Ty), n = size(A), u = vec(U), f = vec(F) e la matrice dei coeffi-
clenti
A=, A+ Ty ®1,

¢ tridiagonale a blocchi. Pertanto il sistema lineare (2.12) coincide con il sistema
lineare (2.11) ottenuto ordinando le incognite con 'ordine lessicografico.

La risoluzione del sistema lineare (2.12) ¢ 'approccio comunemente usato in lette-
ratura con la discretizzazione mediante differenze finite.

2.5 Nuove trasformazioni

Nel paragrafo 2.1, la porzione di corona circolare (regione fisica) ¢ definita dai pa-
rametri r, 0. Le coordinate polari hanno consentito di passare dalla porzione di
corona circolare al rettangolo definito dai medesimi parametri r, 6. Inoltre, me-
diante una traslazione dei parametri della trasformazione, & possibile trasformare
qualsiasi dominio rettangolare nel quadrato [0, 1] x [0, 1] (spazio logico) in modo
tale che il bordo del quadrato corrisponda al bordo del dominio fisico. Si osserva
che anche lo spazio logico é semplicemente connesso. Grazie a questa traslazione, le
trasformazioni sono definite sullo stesso dominio adimensionale. Percio il dominio
non dipende piu dai parametri della regione fisica e, in questo modo, si riesce ad
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automatizzare la procedura di costruzione del dominio di qualsiasi trasformazione.
Dunque, anche in questo caso, € pit semplice risolvere il problema sullo spazio lo-
gico piuttosto che sul dominio fisico e solo successivamente si riportera la soluzione
sul dominio fisico. Pertanto é richiesto che il determinante della matrice Jacobiana
della trasformazione che porta il dominio fisico nello spazio logico sia diverso da
zero, cosi la trasformazione ha un’inversa e si crea una corrispondenza dallo spazio
logico al dominio fisico.

La trasformazione dallo spazio logico al dominio fisico ha due nuovi parametri:
la dimensione k dell’oggetto e la dimensione n del dominio fisico. Dunque la
trasformazione € definita in questo modo:

XP Uy — QF (2.13)

dove 0 <n <2, 0 <k <ne )} ésemplicemente connesso. Lo spazio logico &
scelto come segue: U, ¢ 'intervallo unitario in R e Us ¢ il quadrato unitario in R2.
Inoltre, le variabili &, 7 sono le coordinate nello spazio logico e le variabili x, y sono
le coordinate nel dominio fisico.

trasformazione X7}

FRPTE, (TPNST SRRV ESPE eI
i 5

spazio logico spazio fisico

Figura 2.3

La mappa X} trasforma una griglia uniforme nello spazio logico in una griglia
nello spazio fisico e la griglia nel dominio fisico dipende dalla parametrizzazione
della mappa: differenti parametrizzazioni producono differenti griglie. La trasfor-
mazione utilizzata per generare la griglia porta il bordo ol dello spazio logico U,
nel bordo 02} della regione fisica €2}!. Percio si definisce la mappa

OXI : Uy — O (2.14)

Poi si estende la mappa (2.14) alla trasformazione (2.13) dall’interno dello spa-
zio logico U all'interno dello spazio fisico €2}. E di fondamentale importanza
eseguire 'estensione della mappa perché cosi ogni punto nello spazio logico viene
mandato in un unico punto nello spazio fisico (trasformazione iniettiva) e ogni pun-
to nello spazio fisico ¢ I'immagine di un punto nello spazio logico (trasformazione
suriettiva).
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Inoltre ¢ richiesto che la mappa X' sia regolare e, poiche si considera lo spazio
logico U, come un oggetto chiuso (cio¢ che comprende il bordo), la mappa X}’
deve essere regolare sia all’interno di U, sia sul bordo OU.

I dettagli si possono trovare in [3], paragrafo 1.3.

Poiché ¢ stato supposto che X' € C, allora ¢ possibile definire le derivate parziali
92, j=1,...n, j =1,...,k e di conseguenza gli elementi della matrice Jacobiana:

9€,
& & Te T

TJ = 25 ol = { ¢ ’7] .
o€ on Ye  Yn

Teorema 2.5.1 (Teorema della mappa inversa). Sia X' € C*. Allora X}
é localmente iniettiva in & nell’interno di Uy, se e solo se il rango della matrice
Jacobiana & massimo (uguale a k) in &.

Se la dimensione dell’oggetto fisico € uguale alla dimensione dello spazio fisico,
cioé se n = k, allora la matrice Jacobiana & quadrata e si puo calcolare il determi-
nante. Allora la matrice Jacobiana ha rango massimo se e solo se il determinante
é diverso da 0.

Di seguito viene spiegato come trasformare il problema di Poisson (2.2) nelle
coordinate (z,y) in un problema nelle coordinate logiche (£, 7).
In generale, sia €2 un dominio fisico e sia 02 il bordo di 2. Inoltre siano o =
alz,y), B =pF(x,y), v=">(z,y) e f = f(z,y) funzioni definite in 2 che soddisfano
il seguente problema:

{(O‘um)m + (Bua)y + (Buy)e + (Yuy)y = f

(2.15)
upo =0

dove u = u(zx,y).

Si consideri la trasformazione

=z(&n), y=y&n)
con
det(J) = zeyy — zyye # 0.

Per trasformare il problema (2.15) nelle coordinate (£,7), si pone

),

Y

)
Y

1), y(&,s
LM
), y(&,
1), y(&,

9 9

\_/\_/ \_/\_/

)
),
)
) y(&m))-

Applicando ora la formula della derivata della funzione composta alle derivate
parziali in (2.15), si ottiene

Ue = UpTe + Uyle, Uy = Uply + UyYy. (2.16)
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Poiché si & supposto che il determinante della matrice Jacobiana € non-zero,
allora la trasformazione & non singolare e di conseguenza le formule (2.16) possono
essere invertite:

e = o et = ) = e — o). @17
= g e = femy) = gl — () (219)
tenendo presente che @, = e
Dunque N
au, = deff 7 (et = Tt (2.19)

Grazie alle formule (2.17), (2.18) e (2.19) si ottengono le espressioni delle
derivate seconde:

det(T)(aug), = (d—ai/{;t_( ;;ygyn)g — (d—aéﬁt—( ;;ygyg)n, (2.20)
det(J)(Buz)y = — (B%xn)g + (B%%)n, (2.21)
det(T)(Buy). = (3%%)5 - (5%%)17, (2.22)
det(J)(vuy)y = — (iwxn)g + (&%%)n. (2.23)

Se il problema (2.15) viene moltiplicato per il determinante della matrice Ja-
cobiana e poi viene trasformato usando le formule (2.20)-(2.23), allora si ottiene il
seguente problema:

(Qte)e + (Biag)y + (Biy)e + (Yliy)y = f
w(&,0)=0
La(é,1)=0
u(0,n7) =0
\ﬁ(l,n) =0
dove ) .
a(,n) =u(&mn),  f(&n)=detT(&n)f(&n),
e
A 1 ~ 9 3 <2
ey W 20 )
B = _det(j) (&yﬁyn - B(xfyn + mnyf) + ’?ZE&ZL},),
= g (6 — 2nese + a?)
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In definitiva, dopo aver trasformato l'equazione —u,, — u,, = f(z,y) nelle
coordinate logiche (§,7), si otterra un’equazione del tipo

Discretizzando il termine noto dell’equazione (2.24) si ottiene la matrice

JoF.

Il simbolo “o” indica il prodotto di Hadamard tra le matrici J e F , entrambe di
dimensione (N +1) x (N +1). Il prodotto di Hadamard .J o F' ¢ una matrice con la

stessa dimensione degli operandi i cui elementi sono [J”]:;”] Inoltre, a differenza
del termine noto nell’equazione matriciale (2.9), il nuovo termine noto J o F' non

¢ una matrice simmetrica in quanto la matrice simmetrica F' é moltiplicata per la
matrice J.

Di seguito, 'equazione (2.1) verra trasformata mediante le coordinate polari
definite sullo spazio logico e attraverso tre nuovi sistemi di coordinate analitiche.
Per trasformare ’equazione (2.1) utilizzando le coordinate polari definite sullo spa-
zio logico, occorre trasformare 1’equazione di Poisson mediante la trasformazione
(2.5) in cui i parametri 7, 6 sono traslati:

r=ro+ (ri —ro)n
6’:91—1-(90—91)5 ’

&nel0,1, 0<rg<re0 <6y <6 <2m.

Pertanto I'equazione (2.24) diventa:

—(r1 = ro)?iige — r(n) (6o — 01)*(r1 — 10) ity — 7(1)* (B0 — 1) gy = 7(1)* (B0 — 61)*(r1 — 10)* f (€, m)
(2.25)

dove r(n) =r.

Discretizzando 'equazione (2.25) in maniera analoga a quanto spiegato nei pa-
ragrafi 2.1 e 2.2, si ottiene 'equazione matriciale
(7”1 - T0)2T1U + U(BQCI)Q) + U(TQqJQ) =Jo F, cioé
(7’1 — T0)2T1U + U(BQCI)Q + TQ\IIQ) =Jo ﬁ, (226)
dove By = B, @y = (0 — 601)%(r1 — ro)diag(—r(n1), ..., —r(nny1)) e ¥y = (6 —
6,)%diag(r(m)?, ..., (nny1)?).

Dunque, la nuova equazione matriciale (2.26) ¢ ancora un’equazione di Sylve-
ster.
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Adesso l'equazione (2.1) verra trasformata mediante tre nuovi sistemi di coor-
dinate analitiche.

Coordinate Paraboliche Cilindriche
Le coordinate paraboliche cilindriche, per la regione in Figura 2.4, sono definite
dalla trasformazione
{x = %(TQ —s%)

Yy=rs

dove r, s € [1,2].

coordinate paraboliche cilindriche

Figura 2.4

In questo caso, 'equazione di Poisson (2.1) diventa

1 .
_7’2 + SQUTT o 7,2 + SQUSS = f(T,S), (227)

cloé _ﬂrr - ass = (72 + 82)]2:(7“7 S)'

Se invece si considera la traslazione

r=1+4+¢
s=14+n '
I'equazione (2.1) diventa

—lige — Ty = (1 +6)* + (1 +0)*) f(&,m). (2.28)

Discretizzando entrambe le equazioni (2.27) e (2.28), si ottiene ’equazione
matriciale

TWU+UTy=JoF. (2.29)
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Poiché, per definizione, la matrice T5 € uguale alla trasposta di T}, allora 'operatore
che ad U associa T1U + UT; é l'operatore di Lyapunov. Si puo parlare solo di
operatore di Lyapunov e non di equazione di Lyapunov perché il termine noto
dell’equazione (2.29) non ¢ una matrice simmetrica.

Coordinate Ellittiche Cilindriche
Le coordinate ellittiche cilindriche, per la regione in Figura 2.5, sono definite dalla
trasformazione

{x = acosh(r) cos(s)

y = asinh(r) sin(s)

dove a > 0 ¢ il raggio delle ellissi concentriche, r € [1,2] e s € [0, 7].

coordinate ellittiche cilindriche

Figura 2.5

In questo caso, 'equazione di Poisson (2.1) diventa

| ) ' o
" s (r) +sd(e)) " (e ey e A (250)

Ci0& — iy — Glss = a?(sinh?(r) + sin?(s)) f(r, ).
Anche discretizzando questa equazione si ottiene un’equazione matriciale nella
forma (2.29).

Se invece si considera la traslazione

r=14¢
s=1n
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'equazione (2.1) diventa

g — gy = (r(sinh?(1+-6) +si@) (€ m). (231)

Percio, discretizzando ’equazione (2.31), si ottiene 1’equazione matriciale
1 ~
T
che ¢ un’equazione di Sylvester.
Coordinate Bipolari

Infine, le coordinate bipolari per il dominio fisico mostrato in Figura 2.6 sono
definite dalla trasformazione

o asinh(r)
{l‘ o cosh(r)JEC())s(s) :
Y= cosh(r)+cos(s)

dove a > 0 ¢ il parametro che determina l'estensione del dominio, r € [0, 1] e
s € [_%7 %]

coordinate bipolari

Figura 2.6

In questo caso, I'equazione di Poisson (2.1) diventa

B (cosh(r) —ZCOS(S))QQM B (cosh(r) t COS(S)>21153 _ f(?“, 5, (2.33)
a a
cloe _arr - ass - (Cosh(r)aT(s))Qf(T? S)'

Anche questa volta, discretizzando tale equazione si ottiene un’equazione ma-
triciale nella forma (2.29).
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Se invece si considera la traslazione

r=¢
s=nl-h)
I'equazione (2.1) diventa
1 a’m -
— Tl — =1, = : 2.34
Mlige — —Unpy (cosh(f) T cos (7r (77 ~ %>))2f<§,77) ( )

Discretizzando I'equazione (2.34) si ottiene un’equazione matriciale analoga alla
(2.32).

2.6 Risultati numerici

Come é stato spiegato nel paragrafo 2.3, ’equazione matriciale (2.9) & un’equazione
di Sylvester e si risolve numericamente con la funzione Matlab lyap. Dunque, la
soluzione sul dominio rettangolare {2, é rappresentata in Figura 2.7:

” | T
soluzione di —%.. — -, —ligg =1
r

0.08
0.06
0.04
0.02 s L
A i
.-_!*:;,#.- -4:'?21_ ?ﬁs\;ﬁ{ "\,‘
0 -l rf': {"‘;‘:;"i : t“t“\‘:\l"\l.ﬂ"‘" T.:ll\ui“-“"'l\“.":':‘
2 J 9" 1
0.8 i ‘.n o mtmmﬂmm'- “}ﬂf T

e u\1\1\1\11&111\1\1\{'-‘{}%‘{111\1ﬂ“

il
DIE‘ “ ‘ ‘m f.:“mm “““mﬂ l]ll“\'.\'l\'l‘l'. ,
o N B s
’ va\\u\\'.\'.il\\ ! ;
0 0.5

Se la soluzione U viene trasferita sul dominio originale, cioé sulla porzione di
corona circolare 2, con raggi ro e r (Figura 2.8), la soluzione si adatta al dominio,
come si osserva in Figura 2.9.
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dominio discretizzato

Figura 2.8

soluzione di —wup, —wy, =1

0.08 -
0.06
0.04

0.02

Poiche l'origine ¢ una singolarita dell’equazione

1

—Upp — ;ur —ugg = 1

definita sul dominio ﬁh, ¢ di interesse studiare le proprieta del problema matri-
ciale quando si fa rimpicciolire il raggio rg della corona circolare, lasciando inva-
riato r1. Pertanto si osserva un cambiamento nella porzione di corona circolare
(Figura 2.10). Poiché D'origine ¢ una singolarita, le griglie ottenute prendendo
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ro = 1072,1075,107!% sono raffinate in modo non uniforme per avere piit nodi nella
zona critica (il caso in cui o = 0.5 corrisponde alla Figura 2.8):

r0=0.5

0 0.5 il 1.5 2

r0=1e-05

Figura 2.10: dominio

r0=0.01

r0=1e-10

Inoltre, al diminuire del raggio ry, il coefficiente convettivo % diventa molto
maggiore del coefficiente della derivata u,,. Dunque —u,, — %ﬂr — ugp = 1 diventa
un problema di convezione dominante e percio risulta meno stabile.

In generale, 'equazione (2.7) & un problema di convezione dominante quando

|w| > e.

D’altra parte, ’equazione —u,., — %ﬂr — Ugg = 1 non ¢é definita per r = 0 e la
soluzione nel continuo diverge quando r tende a 0. Questa divergenza corrisponde
al picco vicino alla singolarita che si osserva nella soluzione numerica, nei casi in
cui rg = 107° e g = 1071 (Figura 2.11). 1l caso 1y = 0.5 corrisponde alla Figura

2.9.
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r0=0.5 r0=0.01

0.1

0.05

Figura 2.11: soluzione

Poiché la soluzione non ¢ definita per r = 0, vicino all’origine si ha il compor-
tamento mostrato in Figura 2.12. Questo comportamento ¢ collegato al fatto che
il problema non ¢ definito sul dominio considerato.
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r0=0.5 r0=0.01

0.1

0.05

0.04 0.02

0.02 0.01

i
i
il

i
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0
hy

W

0.2 0.4

Figura 2.12: zoom soluzione

Si consideri ora il sistema lineare (2.12). Le matrici I,,, A, T4, I, che com-
pongono la matrice A hanno dimensione N + 1. Poiché la matrice A é ottenuta
applicando il prodotto di Kronecker, se si prende N = 100, A ha dimensione
10201 x 10201. Tuttavia, come spiegato nel paragrafo 2.4 e come si osserva in
Figura 2.14, A ha una struttura tridiagonale a blocchi in cui ci sono tre diagonali
vicine e due diagonali separate. Pertanto A ¢ formata soltanto da 50197 elementi
non zero:

A A
0
1000
3450
2000
3000
3500
4000
5000
3550
6000
7000 3600
B00O
2000 3650
10000
0 2000 4000 G000 8000 10000 3450 3500 3550 3600 3650
nz = 50197 nz = 50197
Figura 2.13: sparsita Figura 2.14: zoom sparsita
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I prossimi risultati mostrano il numero di condizionamento delle matrici

A=Ti+ B, T] ed A= 1, @ A+ T ® I, al diminuire di 7.

In generale, il numero di condizionamento di una matrice A € R™*™ non singolare,
¢ il numero reale x(A) =|| A ||| A7 || con || - || norma di matrice. Tuttavia, A ¢
una matrice di grandi dimensioni, percid non si riesce a calcolare la sua inversa.
Pertanto, per calcolare il numero di condizionamento di A & necessario usare la
funzione Matlab condest, la quale fornisce un limite inferiore del numero di con-
dizionamento in norma 1 di una matrice quadrata senza calcolare 'inversa della
matrice. Dunque si puo usare anche per matrici di grandi dimensioni.

T0 condizionamento A | condizionamento T3 | condizionamento A
0.5 5.501926e+03 5.000000e+03 5.934832¢+03
1.000000e-02 6.611344e+03 5.000000e+-03 9.357655e+03
1.000000e-05 1.681431e+06 5.000000e+-03 8.406351e+05
1.000000e-10 9.174868e+10 5.000000e+-03 7.223652e+10

Si osserva che il numero di condizionamento della matrice T3 rimane invariato
al diminuire del raggio ry perché la matrice non dipende dal raggio.
Invece i numeri di condizionamento delle matrici A e A presentano lo stesso anda-
mento, cioé rimangono nell’ordine di grandezza 10 rimpicciolendo il raggio ry da
0.5 a 1072, Poi aumentano molto per gli altri due valori di ry raggiungendo ’ordine
di grandezza 10'° nel caso in cui rg = 1071%. Si puo concludere che la matrice A ¢
mal condizionata gia con il valore iniziale ry = 0.5, poi diventa estremamente mal
condizionata al diminuire di tale raggio. Dunque piccole variazioni in A, causate
dalla diminuzione del raggio 7y, producono grosse variazioni nel vettore soluzione
u.

Infine, la soluzione dell’equazione (2.9) viene confrontata con la soluzione del-
'equazione (2.26) relativa alle coordinate (£, 7). Poiché anche I'equazione (2.26)
¢ un’equazione di Sylvester, allora si risolve con la funzione Matlab lyap. La
soluzione di (2.26) é rappresentata in Figura 2.15:
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soluzione in coordinate (£, 1)

0.12 ~

0.1

Figura 2.15

L’errore relativo tra la soluzione di (2.9) e la soluzione appena calcolata ¢
6.940557e-01.

Si consideri ora 'equazione (2.1) trasformata mediante le coordinate parabo-
liche cilindriche, ellittiche cilindriche e bipolari; verranno confrontate le soluzioni
delle relative equazioni in coordinate (r, s) e (£,n) come & stato fatto nel caso delle
coordinate polari.

Coordinate Paraboliche Cilindriche
Le soluzioni delle equazioni (2.27) e (2.28) sono rappresentate nelle seguenti figure:

soluzione in coordinate (r, s) soluzione in coordinate (£, 7)

0.4 0.4

0.3 0.3

Figura 2.16 Figura 2.17
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I grafici delle due soluzioni sono identici.

Coordinate Ellittiche Cilindriche
Le soluzioni delle equazioni (2.30) e (2.31) sono:
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soluzione in coordinate (£, )

Figura 2.19

In questo caso, l'errore relativo delle soluzioni € 5.570749e-14.

Coordinate Bipolari
Infine, le soluzioni delle equazioni (2.33) e (2.34) sono:
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soluzione in coordinate (£, )
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Figura 2.21

Usando questa trasformazione, I’errore relativo delle soluzioni ¢ 6.396020e-14.

In definitiva, si puo concludere che il problema (2.2), trasformato mediante
le coordinate polari, paraboliche cilindriche, ellittiche cilindriche e bipolari, puo
essere risolto in modo equivalente con lo stesso algoritmo per equazioni matriciali.
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A Codici Matlab

In questa appendice sono mostrati i codici Matlab che forniscono i risultati nume-
rici analizzati nel paragrafo 2.6.

Lo script seguente fornisce i grafici della soluzione dell’equazione (2.9) sul do-
minio rettangolare €2, e sulla porzione di corona circolare £2;,. Inoltre questo codice
mostra la sparsita della matrice A.

% discretizzazione del dominio [r0O,r1] x [0, pi/4]
r0=0.5;

ri1=2;

N=100;

hr=(r1-r0)/(N+1);

htheta=(pi/4)/(N+1);

r=linspace(r0,r1,N+1)’;
theta=linspace(0,pi/4,N+1)7;

% griglia rettangolare dei punti
[R,Thetal=meshgrid(r,theta);

% griglia dei punti (porzione di corona circolare)
X=r*cos(theta’);

Y=r*sin(theta)’;

% matrice tridiagonale T1 (N+1)x(N+1) che discretizza la derivata -u_{rr}
T1=(-1/hr~2)*spdiags([ones(N+1,1),-2%ones(N+1,1),ones(N+1,1)],-1:1,N+1,N+1);
T1(1,1)=(-1/hr~2)*(-1);

T1(1,2)=0;

T1(N+1,N)=0;

T1(N+1,N+1)=(-1/hr~2)*(-1);

%» matrice tridiagonale T2 (N+1)x(N+1) che discretizza la derivata

% -u_{\theta \theta}

T2=(-1/htheta~2)*spdiags([ones(N+1,1),-2%*ones(N+1,1) ,ones(N+1,1)],-1:1,N+1,N+1);
T2(1,1)=(-1/htheta~2)*(-1); T2(1,2)=(-1/htheta~2)*(1);

T2(2,1)=0;

T2(N,N+1)=0;

T2(N+1,N)=(-1/htheta~2)*(1); T2(N+1,N+1)=(-1/htheta~2)*(-1);

% matrice B=Phil*B1 (N+1)x(N+1) che discretizza la derivata -1/r *(u_r)
Phil=diag(-1./r);

B1=(1/(2%hr))*spdiags([-ones(N+1,1) ,zeros(N+1,1) ,ones(N+1,1)],-1:1 ,N+1,N+1);
B1(1,1)=0;
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B1(1,2)=0;
B1(N+1,N)=0;
B1(N+1,N+1)=0;

B=Philx*B1;

% condizioni iniziali al bordo
% prima e ultima colonna
U(:,1)=0; U(:,N+1)=0;

% prima e ultima riga
U(1,:)=0; U(N+1,:)=0;

% matrice F (N+1)x(N+1) che discretizza il termine noto 1
F=ones (N+1,N+1) ;

% prima colonna di F
F(:,1)=T1xU(:,1)+(1/(htheta~2))*U(:,1)+BxU(:,1);

% ultima colonna di F

F(:,N+1)=T1*xU(: ,N+1)+(1/(htheta~2))*U(: ,N+1)+B*xU(: ,N+1);

% prima riga di F
F(1,:)=(1/(hr~2))*U(1, :)+U(1, :) *xT2;

% ultima riga di F

F(N+1, :)=(1/hr~2)*U(N+1, : )+U(N+1, : ) *T2;

% risolviamo 1’equazione (T1+Phil*B1)*U+U*T2=F con la funzione lyap
U=1yap(T1+B,T2,-F);

% grafico della soluzione U

% dominio rettangolare

figure;

mesh (R, Theta,U)

title(’soluzione di $$-\widetilde{u}_{rr} - \frac{i1}{r}\widetilde{u}_{r}
- \widetilde{u}_{\theta \theta}= 1 $$’,’Interpreter’, ’Latex’)

% dominio: porzione di corona circolare

figure;

mesh(X,Y,U)

title(’soluzione di $$-u_{xx}-u_{yy}= 1 $$’,’Interpreter’, ’Latex’)

% griglia del dominio
figure;
plot(X,Y,’b-x’,X",Y’,’b-x")

title(’dominio discretizzato?’)

% matrice (Im kron A + T2’ kron In)
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A=T1+B;

m=size(T2); n=size(A);
Im=speye(m); In=speye(n);
Acal=kron(Im,A)+kron(T2’,In);

% sparsita della matrice (Im kron A + T2’ kron In)

figure;

spy (Acal)

title(’$\mathcal{A}$’, ’Interpreter’,’LaTeX’, ’Fontsize’,12)

Per calcolare le soluzioni delle equazioni (2.25), (2.28), (2.31) e (2.34) in coor-
dinate (§,n), sono stati utilizzati e modificati gli script realizzati da Siva Srinivas
Kolukula, Structural Mechanics Laboratory, Indira Gandhi Center for Atomic Re-
search (India).

Di seguito ¢ riportato I'algoritmo che calcola la soluzione dell’equazione matri-
ciale (2.26) relativa alle coordinate polari.

/» COORDINATE POLARI NELLO SPAZIO LOGICO (\xi, \eta)
% number of discretizations along xi and eta axis
m = N+1 ;

n = N+1 ;

% discretize along xi and eta axis
xi = linspace(0.,1,m) ;
eta = linspace(0.,1.,n) ;

theta0=0;
thetal=-pi/4;
r0=0.5;

ri1=2;

% Initialize matrices in x and y axis

X = zeros(m,n) ;

Y = zeros(m,n) ;

% Run a loop alon xi and eta axis to get x,y
for i = 1:m

for j = 1:n
Xi = xi(i) ;
Eta = eta(j) ;

[x y] = PolarCoordinates(Xi,Eta,theta0,thetal,r0,rl) ;
X(1,3) = x ;
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Y(E,j) =y ;

end
end

X=X";
Y=Y,

% To plot grid obtained
plotgrid(X,Y)
title(’coordinate polari’)

h=1/(N+1);

% matrice (r1-r0)~2*T1 (N+1)x(N+1) che discretizza la derivata

% -(r1-r0)~2*u_{\xi \xi}

T1=(-1/h"~2)*spdiags([ones(N+1,1),-2%ones(N+1,1) ,ones(N+1,1)],-1:1,N+1,N+1);
T1(1,1)=(-1/h~2)*(-1);

T1(1,2)=0;

T1(N+1,N)=0;

T1(N+1,N+1)=(-1/h~2)*(-1);

% matrice B2*Phi2 (N+1)x(N+1) che discretizza la derivata

% -r(\eta)*(thetaO-thetal) ~"2*(ri-r0)*u_{\etal}

% matrice B2 (N+1)x(N+1) che discretizza la derivata u_{\eta}
B2=(1/(2*h))*spdiags([ones(N+1,1) ,zeros(N+1,1),-ones(N+1,1)],-1:1,N+1,N+1);
B2(1,1)=0; B2(1,2)=1/(2%h)*(-1);

B2(2,1)=0;

B2(N,N+1)=0;

B2(N+1,N)=1/(2*h)*(1); B2(N+1,N+1)=0;

% matrice Phi2 (N+1)x(N+1) che discretizza il coefficiente
% -r(\eta)*(thetalO-thetal) 2+ (r1-r0)

rr=r0+(rl1-r0) *eta;

Phi2=(thetaO-thetal) ~2*(r1-r0)*diag(-rr);

A2=B2*Phi?2;

% matrice T2*Psi2 (N+1)x(N+1) che discretizza la derivata

% -r(\eta) 2x(thetaO-thetal) 2xu_{\eta \eta}

% matrice T2 (N+1)x(N+1) che discretizza la derivata -u_{\eta \eta}

T2=T1’;

% matrice Psi2 (N+1)x(N+1) che discretizza il coefficiente
% r(\eta) 2% (thetalO-thetal) 2
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Psi2=(thetalO-thetal) "2*xdiag(rr."2);

C2=T2%Psi2;

% condizioni iniziali al bordo
% prima e ultima colonna
U(:,1)=0; U(:,N+1)=0;

% prima e ultima riga
U(1,:)=0; U(N+1,:)=0;

[XI,ETA]=meshgrid(xi,eta);

% determinante della matrice jacobiana calcolato nei nodi, quindi diventa
% una matrice (N+1) x (N+1)
J=(r0+(r1-r0)*ETA) .~ 2% (r1-r0) ~2*(thetalO-thetal) ~2;

% matrice F (N+1)x(N+1) che discretizza il termine noto 1
F=ones (N+1,N+1) ;

% matrice detJ(\xi, \eta) *f(\xi, \eta)
JF=J.%F;

% prima colonna di JF

JF(:,1)=(r1-r0) ~2*T1*xU(:,1)+C2*U(:,1);

% ultima colonna di JF

JF(: ,N+1)=(r1-r0) ~2xT1xU(: ,N+1)+C2%U(: ,N+1) ;

% prima riga di JF
JF(1,:)=1/(h~2)*(r1-r0)~2xU(1, :)+U(1, : )*xA2+U(1, : ) *C2;

% ultima riga di JF

JF(N+1,:)=1/(h~2)*(r1-r0) ~2*xU(N+1, : )+U(N+1, : ) *A2+U(N+1, : ) *C2;

% risolviamo 1’equazione di Sylvester (r1-r0) 2xT1xU+Ux(B2*Phi2+T2%Psi2)=JF
% con la funzione lyap

U=1lyap((r1-r0)~2*T1,A2+C2,-JF);

figure;

mesh(X,Y,U)

title(’soluzione in coordinate $$(\xi, \eta)$$’,’Interpreter’, ’Latex’)

Gli algoritmi che calcolano le soluzioni in coordinate (£, 1) delle equazioni ma-
triciali associate alle equazioni (2.28), (2.31), (2.34), non presentano differenze
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significative. Pertanto viene riportato solo il codice per le coordinate paraboliche
cilindriche.

% COORDINATE PARABOLICHE CILINDRICHE NELLO SPAZIO LOGICO (\xi, \eta)
% number of discretizations along xi and eta axis

m = N+1 ;

n = N+1 ;

% discretize along xi and eta axis
xi = linspace(0.,1,m) ;
eta = linspace(0.,1.,n) ;

% Initialize matrices in x and y axis

X = zeros(m,n) ;

Y = zeros(m,n) ;

% Run a loop alon xi and eta axis to get x,y
for 1 = 1:m

for j = 1:n
Xi = xi(i) ;
Eta = eta(j) ;

[x y] = ParabolicCylinderCoordinates(Xi,Eta);

X(li) =X,
YA,j) =y ;
end
end
X=X’;
Y=Y’;

% To plot grid obtained
plotgrid(X,Y)
title(’coordinate paraboliche cilindriche’)

h=1/(N+1) ;

% matrici tridiagonali T1 e T2 (N+1)x(N+1) che discretizzano le

% derivate -u_{\xi \xi} e -u_{\eta \eta}
T1=(-1/h~2)*spdiags([ones(N+1,1),-2*xones(N+1,1) ,ones(N+1,1)],-1:1,N+1,N+1);
T1(1,1)=(-1/h~2)*(-1);

T1(1,2)=0;

T1(N+1,N)=0;

T1(N+1,N+1)=(-1/h"2)*(-1) ;

T2=T1’;
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% condizioni iniziali al bordo
% prima e ultima colonna
U(:,1)=0; U(:,N+1)=0;

%y prima e ultima riga
U(1,:)=0; U(N+1,:)=0;

[XI,ETA]=meshgrid(xi,eta);

% determinante della matrice jacobiana calcolato nei nodi, quindi diventa
% una matrice (N+1) x (N+1)
J=(14XI) .~ 2+(1+ETA) .~2;

% matrice F (N+1)x(N+1) che discretizza il termine noto 1
F=ones (N+1,N+1) ;

% matrice detJ(\xi, \eta) *f(\xi, \eta)
JF=J.%F;

% prima colonna di JF

JFC, D=T1xU(C:,1)+(1/(h~2))*U(:,1);

% ultima colonna di JF

JF(:,N+1)=T1*xU(: ,N+1)+(1/(h~2))*U(: ,N+1);

% prima riga di JF
JF(1,)=(1/(h"2))*U(1,:)+U(1, : ) *xT2;

% ultima riga di JF
JF(N+1,:)=(1/h~2) *U(N+1, : )+U(N+1, : ) *T2;

% risolviamo 1’equazione T1xU+U*xT2=JF con la funzione lyap
U=1lyap(T1,T2,-JF);
figure;

mesh(X,Y,U)
title(’soluzione in coordinate $$(\xi, \eta)$$’,’Interpreter’, ’Latex’)
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