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Introduzione

Questa tesi nasce dalla volonta di approfondire un settore particolare della matematica:
la Teoria dei Numeri.

Durante la stesura e prima ancora nello studio, mi sono accorta in realta di quanti siano
i settori che si intersecano quando si parla di curve ellittiche. La particolarita di tali
curve € questa: oltre alla intuitiva nozione geometrica di curve definite da cubiche nel
piano proiettivo, le curve ellittiche possiedono anche una struttura algebrica di gruppo
che rende I’addizione un’operazione chiusa su tale oggetto. Questo permette di studiarle
davvero da punti di vista molto diversi.

Inoltre € molto interessante cercare anche soluzioni per tali curve ristrette ai numeri
interi o razionali, scopo appunto della teoria dei numeri e della geometria diofantea. A
questo proposito esistono risultati davvero notevoli per le curve ellittiche: le soluzioni
a coordinate intere su un campo di numeri K sono finite (Teorema di Siegel, 1920); le
soluzioni a coordinate in un campo finito sono finite e sono all’incirca tante quante il
numero degli elementi del campo (Teorema di Hasse, 1930); le soluzioni a coordinate
razionali costituiscono un gruppo finitamente generato (Teorema di Mordell-Weil, 1923).
Ho deciso di approfondire l'ultimo di questi teoremi e di seguirne i passi della di-
mostrazione.

La tesi propone un primo capitolo con nozioni generali sulle varieta e sulle curve alge-
briche, sulle mappe fra di esse e su alcune proprieta geometriche importanti per carat-
terizzare poi le curve ellittiche.

Il secondo capitolo propone un’introduzione allo studio geometrico e algebrico di tali
curve, approfondendo gli aspetti che le caratterizzano.

Il terzo e il quarto capitolo affrontano lo studio dei punti a coordinate razionali, per
curve definite prima su campi locali e poi anche su campi globali: 'insieme di tali punti
e un gruppo. Il risultato fondamentale, contenuto nel Teorema di Mordell-Weil, e che
tale gruppo ¢ finitamente generato. Tutto il quarto capitolo propone i risultati necessari
per la dimostrazione di tale affermazione, che procede per passi lungo tutto il capitolo.

Riferimenti bibliografici
Per il Capitolo 1: [16], [7], [14], [6], [12], [1], [5], [4].
Per i Capitoli 2, 3, 4: [16], [17], [2], [8], [9], [11], [18], [15], [13], [3], [10].
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Capitolo 1

Curve algebriche

Notazione. Siano: K un campo perfetto, i.e. ogni estensione algebrica di K e separabile;
K una chiusura algebrica fissata di K

Gr/k = {0 : K — K automorfismo : o(x) = 2 Va € K} il gruppo di Galois di K/K;
A= K[Xy,...,X,] lanello dei polinomi sul campo K in n variabili;

B = K|[Xy,...,X,] l'anello dei polinomi sul campo K in n + 1 variabili;

Ak e By i corrispondenti anelli di polinomi sul campo K.

1.1 Varieta affini

Consideriamo lo spazio affine A" = {(x1,...,2,) = P :2; € K} = A"(K). Diciamo che
P & un punto di A" con coordinate ;. Chiamiamo A™(K) 'insieme dei punti K-razionali
di A™ ovvero l'insieme dei punti P € A" tali che z; € K.

Notiamo che esiste un’azione del gruppo di Galois Gz, su A" tale che P7 = (27, ..., z7)
per 0 € Gg/r e P € A". Possiamo quindi caratterizzare A"(K) nel modo seguente:
A"(K)={P € A": P" =P Vo € Gg/k}.

Consideriamo ora 'anello A e guardiamo i suoi elementi f come funzioni dallo spazio
affine in K definendo f(P) = f(z1,...,7,) per P € A" Ha senso quindi considerare
I'insieme degli zeri di f: Z(f) = {P € A" : f(P) = 0}. Piu in generale guardiamo
I"insieme degli zeri su T con T sottoinsieme di A ovvero l'insieme degli zeri comuni a
tutti gli elementi f di T: Z(T) ={P € A™: f(P)=0 Vf e T}

Definizione 1.1.1. Un sottoinsieme V' di A" & un insieme algebrico se esiste un sottoin-
sieme 7' C A tale che V = Z(T'). Se a ¢ I'ideale di A generato da T, allora Z(T') = Z(a).
Si dice ideale di V in A l'insieme I[(V)={f€ A: f(P)=0 VP € V}.

Osservazione 1.1.2. Possiamo definire la topologia di Zariski su A" prendendo come
aperti i complementari degli insiemi algebrici. In particolare: I'unione di due insiemi
algebrici, I'intersezione di una famiglia di insiemi algebrici e i due insiemi banali sono
ancora insiemi algebrici.
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Osservazione 1.1.3. L’ideale (V') coincide con il proprio radicale definito come /I (V') =
{f € A: frel(V)per qualche r > 0}. Infatti f" € I(V) significa f"(P) =0VP € V
quindi f(P) =0, i.e. f € I(V).

Definizione 1.1.4. Un insieme algebrico V' ¢ definito su K se il suo ideale I(V') puo
essere generato da polinomi in Ag. Lo denotiamo con V/K. Se V' & definito su K, allora
Vinsieme dei punti K-razionali di V & I'insieme V(K) =V NA"(K).

Esempio 1.1.5. L’insieme algebrico V' : X" + Y™ = 1 ¢ definito su Q. Dall’Ultimo
Teorema di Fermat sappiamo che per n > 3

| {(1,0),(0,1)} se n ¢ dispari
V= { {(£1,0),(0,£1)} sene parri).

Osservazione 1.1.6. Se V' ¢ un insieme algebrico, l'ideale I(V/K) ¢ dato da I(V/K) =
{feAx: f(P)=0VP eV} =1I(V)N Akx. Quindi V ¢ definito su K se e solo se
I(V)=I(V/K)A

Sia V' definito su K. Notiamo che esiste un’azione del gruppo di Galois G i su V indotta
dall’azione su A" tale che f(P?) = (f(P))? per 0 € Gg/x, P € A" e f € Ag. Possiamo
quindi caratterizzare V' (K') nel modo seguente: V(K) ={P €V : P? = P Yo € Gg/k}.

Ritorniamo alla Definizione 1.1.1 e osserviamo che si hanno una mappa Z : a — Z(a)
che porta ideali di A in insiemi algebrici, e una mappa I : V' — I(V') che porta insiemi
algebrici in ideali. Valgono i seguenti fatti (che valgono piu in generale per sottoinsiemi
di A al posto di ideali, e per sottoinsiemi di A" al posto di insiemi algebrici).

Proposizione 1.1.7.
1. a C I(Z(a))
2.V CZ(I(V))
3. a1 Car= Z(ay) D Z(an)
4 Vi Vo= 1(V) D 1(Vy)
5. Z(a) = Z(1(Z(a)))

6. I(V) =I1(Z(I(V)))

7. 1(Z(a)) = va radicale di a

(

8. Z(I(V)) =V chiusura di V.
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Dimostrazione. 1. P € Z(a) = f(P)=0 Vf € a, quindi f € a= f € I[(Z(a)).

2. felIlV)=f(P)=0VPeV,quindi PeV=PecZ(I(V)).

3. f(P)=0Vfea= f(P)=0VYfe€ay,quindi P € Z(ay) = P € Z(a).

4. f(P)=0VP e Vo= f(P)=0 VP e Vi, quindi f € I[(Vz) = f € I(\}).

5. Si ottiene dalle proprieta 1.,2.,3. Infatti sostituendo Z(a) al posto di V' in 2. si ottiene
Z(a) C Z(I(Z(a))), mentre considerando insieme 1. e 3. si ottiene Z(a) 2 Z(I(Z(a))).
6. Analogamente dalle proprieta 1.,2.,4. sostituendo I(V) al posto di a in 1. e consideran-
do insieme 2. e 4.

7. Si ottiene dal Nullstellensatz di Hilbert.

Teorema (Hilbert. Nullstellensatz. Versione forte). Sia a un ideale in A e sia f € A
un polinomio che si annulla in tutti i punti di Z(a). Allora f" € a per qualche intero

r>0,de 1(Z(a) = va.

Per una dimostrazione si veda [6] 1 §7, [5] 15.3 (Theorem 32), [4] 9.10 (Theorem 10.4).
Abbiamo precedentemente notato (vedi Osservazione 1.1.3) che l'ideale di un insieme
algebrico coincide con il proprio radicale. Su un campo algebricamente chiuso, vale
quindi qualcosa di pit: ogni ideale uguale al proprio radicale ¢ di questa forma.
8. Per 2. e poiché Z(I(V)) & un chiuso, vale V C Z(I(V)).
Per vedere I'altra inclusione, consideriamo un chiuso W tale che W 2O V. Siha W = Z(a)
per qualche ideale a. Quindi V' C Z(a) e per 4. si ha I(V) D I(Z(a)). Per 1. otteniamo
aCI(V)eper3.siha W= Z(a) D Z(I(V)). Quindi Z(I(V))=V.

O

Ricordiamo che un sottoinsieme V di A" ¢ detto riducibile se V = () oppure V =
ViUV, con Vi, Vs sottoinsiemi propri chiusi di V. In caso contrario V' e detto irriducibile.

Definizione 1.1.8. Un sottoinsieme V' di A™ chiuso e irriducibile € una varieta algebrica
(affine) o varieta (affine). In particolare, gli insiemi algebrici irriducibili sono varieta
affini.

Osservazione 1.1.9. Ogni sottoinsieme aperto non vuoto di uno spazio irriducibile e
irriducibile e denso. Quindi un sottoinsieme aperto di una varieta e irriducibile e denso.

Proposizione 1.1.10. Un insieme algebrico V' é una varietda se e solo se I(V') ¢ un
ideale primo in A.

Dimostrazione. =) Siano f, g polinomi tali che fg € I(V), allora V' C Z(fg) = Z(f) U
Z(g) ovvero V.= (VN Z(f)) U (VN Z(g)) = Vi U Vs, entrambi chiusi. Poiché V' ¢
irriducibile per ipotesi, V; e V5 non possono essere propri. Quindi V; =V oppure V, =V
che implicano rispettivamente V' C Z(f) oppure V' C Z(g). Quindi f € I(V) oppure
g€ I(V),ie I(V) ¢ primo.

<) Supponiamo V' = V; U Vy, allora I(V) = I(Vi) N I(Vz) C I(V;) con i = 1,2 quindi
I(V) = I(Vy) oppure I(V) = I(Vy). Infatti se I(V) C I(V;) esistono f; € I(V}) \



4 1 Curve algebriche

I(V)e fo € I(Vo) \ I(V) tali che fifo € I(V; U V) = I(V), quindi I(V) non ¢ primo
contrariamente all’ipotesi. Allora V' = V) oppure V = V4, i.e. V ¢ irriducibile.
O

Esempio 1.1.11. Sia f un polinomio irriducibile in K[X,Y]. f genera un ideale primo,
quindi I'insieme Z(f) degli zeri di (f) ¢ irriducibile. Chiamiamo Z(f) = C' curva affine
definita dall’equazione f(X,Y) = 0. Se f ha grado d, diciamo che C ha grado d.

Esempio 1.1.12. Un ideale massimale m di A corrisponde a un insieme algebrico ir-
riducibile minimo, ovvero un punto P = (xy,...,x,) € A". Quindi ogni ideale massimale
¢ del tipom = (X; —21,...,X,, — x,) per qualche x; € K. Questo risultato corrisponde
alla versione debole del Nullstellensatz di Hilbert.

Teorema (Hilbert. Nullstellensatz. Versione debole). Ogni ideale massimale m in A é
del tipo B
m= (1 —aq,...,T, — Q) con o; € K.

Per una dimostrazione si veda [6] 1 §7, [5] 15.3 (Theorem 31), [4] 9.10 (Theorem 10.3).

Definizione 1.1.13. Sia V una varieta affine. L’anello delle coordinate affini di V ¢
definito da K[V] = A/I(V). In particolare & un dominio di integrita (poiche I(V) &
primo). Il suo campo delle frazioni K (V) & detto campo delle funzioni di V.

Analoghe definizioni per V/K (i.e. V definitasu K): K[V]| = Ax/I(V/K) ¢ 'anello delle
coordinate affini di V/K e K(V) e il campo delle funzioni di V/K.

Notiamo che un elemento f € K[V] & ben definito a meno di somma con un polinomio
che si annulla su V, quindi questo induce una funzione ben definita f: V — K.

Sia V' definita su K. Se f € A, esiste un’azione del gruppo di Galois Gg/x su f o
meglio sui coefficienti di f, che denotiamo con f — f7: allora si ha (f(P))? = f7(P?)
VP € V. Notiamo che Gg/x manda I(V) in se stesso. Esiste allora un’azione di G'g/x
su K[V] e K(V) che fissa rispettivamente i sottoinsiemi K[V] e K(V). Possiamo quindi
caratterizzare K[V] nel modo seguente: K[V] = {f € K[V]: f7 = f Vo € Ggk}.
Analogamente per K (V).

Definizione 1.1.14. Sia V una varieta. La dimensione di V, che denotiamo con dim(V'),
¢ il grado di trascendenza di K(V) su K.

Esempio 1.1.15. dim(A") = n, infatti K(A") = K(X1,...,X,).
Se V' C A" ¢ data da una sola equazione non costante del tipo f(Xy,...,X,) =0, allora
dim(V) =n — 1.

Definizione 1.1.16. Siano V una varieta, P € V, fi1,..., f,n» € A un insieme di genera-
tori per I(V'). V & non singolare o liscia in P se la matrice S = ||0f;/0X;(P)]|| ha rango
n—dim(V),conl<i<mel<j<n.

V' & non singolare o liscia se € non singolare in ogni punto.
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Esempio 1.1.17. Sia V data dall’equazione f(X3,...,X,) = 0. Dall’Esempio 1.1.15

sappiamo che dim(V) = n — 1, quindi P € V ¢ un punto singolare se e solo se
Ofj0X1(P) = ... = 0f/0X,(P) = 0, ie.il rango della matrice S ¢ minore di n —
dim(V) = 1.

Sia P € V e definiamo in K[V] l'ideale Mp = {f € K[V]: f(P) = 0}. Mp ¢ un ideale
massimale poiche esiste un isomorfismo di campi K[V]/Mp — K dato da f — f(P). 1l
quoziente Mp/M?% & un K-spazio vettoriale a dimensione finita.

Vale un risultato molto importante: P € V' & non singolare se e solo se dimg (Mp/M3) =

dim (V). Si veda [7] I §5 (Theorem 5.1).

Definizione 1.1.18. Definiamo 1’anello locale di V in P come la localizzazione di K[V]
in Mp: K[V]p={F € K(V):F = f/gper qualche f,g € K[V] con g(P) # 0}.

Se F € K[V]p, allora F(P) = f(P)/g(P) & ben definita: si dice che F & regolare o
definita in P. Ha quindi senso valutare F in P. K[V]p ¢ dunque l'insieme delle funzioni
razionali su V' definite in P.

1.2 Varieta proiettive

Consideriamo lo spazio proiettivo P* = {[xg,...,x,] = P : (xg,...,1,) € A"} =
P*(K). P & un punto di P con coordinate omogenee ;, ed ¢ una classe di equivalenza
data dalla relazione: (yo,...,yn) ~ (To,...,T,) se esiste A € K* tale che y; = \x; Vi.
L’insieme dei punti K-razionali di P", denotato con P"(K), ¢ dato dai punti P € P" tali

che z; € K.

Definizione 1.2.1. Sia P € P". 1l campo di definizione minimo di P su K & il campo
K(P) = K(zo/xi,...,xn/x;) con x; # 0 Vi.

Osservazione 1.2.2. Sia P € P"(K). Questo non implica in generale che ogni z; € K.
Prendendo pero 7 tale che x; # 0, si ha x;/x; € K Vj.

rn
Osserviamo che ’azione e ben definita in quanto indipendente dalla scelta delle coordinate

omogenee: infatti A = X € K*. Possiamo quindi caratterizzare P"(K) nel modo
seguente: P"(K) = {P € P" : P? = P Vo € Gg/k}. In questo modo il campo di
definizione minimo K (P) & il campo fisso dell’azione di Galois P7 = P.

Consideriamo ora ’anello B e prendiamo i polinomi f omogenei di grado d ovvero tali
che f(AXy,...,AX,) = Xf(Xo,...,X,) VA € K. Un ideale in B & detto omogeneo
se € generato da polinomi omogenei. Analogamente al caso affine si hanno le seguenti
definizioni.

Notiamo che esiste un’azione del gruppo di Galois G /i su P" tale che P7 = [, ..., x2].

Definizione 1.2.3. Un sottoinsieme V di P" ¢ un insieme algebrico se esiste un sottoin-
sieme T' C B di elementi omogenei tale che V' = Z(T'). Se a ¢ I'ideale omogeneo di B
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generato da T, allora Z(T') = Z(a).

Si dice ideale di V in B l'insieme (V') = {f € B omogeneo : f(P) =0 VP € V}.

V' & definito su K se il suo ideale I(V') puo essere generato da polinomi omogenei in By.
Lo denotiamo con V/K. Se V & definito su K, allora l'insieme dei punti K-razionali di V
¢ l'insieme V(K) = V N P"(K). Possiamo inoltre caratterizzare V(K) tramite ’azione

di Galois nel modo seguente: V(K)={P €V : P’ =P Vo € Gg/k}.

Esempio 1.2.4. Un punto in P*(Q) & del tipo [z, ..., z,]| con x; € Q. Moltiplicando
per un certo A € Q* e possibile eliminare denominatori e fattori comuni dagli x;. Questo
implica che un punto in P"(Q) puo essere scritto nel modo seguente: P = [z, ..., zy,]
con xg, ..., xr, € Ze MCD(|x|o,...,|z|,) = 1.

Definizione 1.2.5. Un insieme algebrico irriducibile & una varieta algebrica (proiettiva)
o varieta (proiettiva). Equivalentemente, un insieme algebrico V' & una varieta se e solo
se (V') € un ideale primo in B.

Per ottenere le ultime definizioni sulle varieta proiettive, mostriamo come e possibile
ricoprire una varieta proiettiva con copie di una varieta affine.
Osserviamo che esiste una naturale inclusione ¢; : A" — P" tale che

i(To, - i1, Tig1,y - ) = [Ty, Tim1, L Tigr, oo, 2.

Siano H; l'iperpiano in P" dato da X; = 0 e U; il suo complementare in P", quindi
H; = {[zo,...,xy) € P" : 2; = 0} e U; = {[xg,..., 2] € P" 1 2; #£ 0} = P"\ H,.
Definiamo la mappa ¢; ' : U; — A" tale che

_ Zo Ti—1 Lix1 X
goil([xo,...,xn]):(—,..., cm— H,...,—n).

Infatti 'inversa di questa mappa agisce esattamente come ¢; e possiamo quindi identifi-
care A" con U,.

1

Proposizione 1.2.6. La mappa p; = € un omeomorfismo di U; con la topologia indotta

i A™ con la topologia di Zariski.

Osservazione 1.2.7. Ricordiamo che, dato un polinomio f € A, e possibile ottenere il
polinomio omogeneo f* € B tramite il processo di omogeneizzazione rispetto all’i-esima
variabile:

0y An i Xia"'7 Xi’ Xz,’Xz
dove d = deg f ¢ il piu piccolo intero per cui f* € un polinomio.
Il processo inverso, detto deomogeneizzazione rispetto all’i-esima variabile, trasforma un
polinomio omogeneo g € B nel polinomio g € A:

§(X17 o 7Xn) = g(X0> oo aXifb 17Xi+1a S 7Xn)-
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Dimostrazione di 1.2.6. Sappiamo gia che ;! & iniettiva, quindi basta vedere che chiusi
di U; sono mandati in chiusi di A" da ¢;'. Per semplicita, fissiamo un certo i per esempio
i = 0 e scriviamo U al posto di Uy e ¢~ : U — A™ al posto di p5'. Siano a: A — B
e #: B — A rispettivamente I’omogeneizzazione e la deomogeneizzazione rispetto a Xj:
olf) = £ = XF(X Xor- . Xa/Xo) € Blo) =G = 9(1, X1, . Xo).

Sia ora V' C U un sottoinsieme chiuso e sia V la sua chiusura in P". V ¢ un insieme
algebrico, quindi V' = Z(T) per qualche T C B sottoinsieme di polinomi omogenei con
T = B(T). Allora si ha ¢~1(V) = Z(T), i.e. ¢~* & chiusa.

Sia ora W C A" chiuso. Allora W = Z(T') per qualche " € A con T* = «(T"). Allora
o(W) =Z(T*)NU, i.e. ¢ & chiusa.

O
Sia ora V' un insieme algebrico proiettivo con ideale (V). Come gli insiemi Uy, ..., U,
ricoprono P", cosi V' e ricoperto dai sottoinsiemi VN Uy, ...,V NU, e ciascuno di questi

¢ anche un insieme algebrico affine tramite una certa ¢, ! Quindi VN A", pensato come
0 H(V N U;) per qualche 4, & un insieme algebrico affine con ideale I(V N A") dato da
IVnA") ={g:g9€I(V)}.

Definizione 1.2.8. Sia V' un insieme algebrico affine con ideale (V). Guardiamo V'
come un sottoinsieme di P" tramite la mappa ¢; : A" — P". La chiusura proiettiva di
V, che denotiamo con V, & l'insieme algebrico proiettivo il cui ideale omogeneo I(V) &
generato da {f*: f € I(V)}.

Possiamo ampliare alle varieta il discorso appena fatto per gli insiemi algebrici (il seguente
Corollario si ottiene dalla Proposizione 1.2.6).

Corollario 1.2.9. Sia V una varieta proiettiva, allora V' é ricoperta dagli insiemi aperti
VNU,...,VNU, omeomorfi a varieta affini tramite le rispettive mappe ©; *.

Proposizione 1.2.10.
1. Sia V una varieta affine. Allora V' & una varieta proiettiva con V.=V N A",

2. Sia V' una varieta proiettiva. Allora V N A™ é una varieta affine con V.=V N A"
se VA" £ (.

3. Se V ¢ una varieta affine definita su K, allora V ¢ definita su K.
4. Se V' & una varieta proiettiva definita su K, allora V N A™ é definita su K.

Dimostrazione. 1. e 2. Dal Corollario 1.2.9.
3. e 4. Dalle definizioni.
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Osservazione 1.2.11. Grazie alla Proposizione 1.2.10, ogni varieta affine puo essere
identificata con un’unica varieta proiettiva. Siano V' la varieta affine e V' la corrispon-
dente varieta proiettiva, allora i punti di V' \ V' sono detti punti all’infinito di V.

Vediamo ora quindi le ultime proprieta di una varieta proiettiva V in termini della
corrispondente varieta affine V' N A"™.

Definizione 1.2.12. Sia V una varieta proiettiva e sia V € P. Scegliamo A" C P
tale che VN A" # () e P € A". La dimensione di V ¢ la dimensione di V NA". V &
detta non singolare o liscia in P se lo e V N A™. E, analogamente, per il campo delle
funzioni di V e di V/K e per I'anello locale di V in P si considera la varieta affine VNA™.

Osservazione 1.2.13. Notiamo che, per scelte differenti di A", i diversi campi delle
funzioni sono canonicamente isomorfi. Quindi possiamo identificarli.

Possiamo anche descrivere il campo delle funzioni di V' direttamente in termini proiettivi
come il campo delle funzioni razionali F/(X) = f(X)/g(X) tali che: f, g sono polinomi

omogenei dello stesso grado; g & I(V); fi/g1 ~ f2/g2 se figa — fag1 € I(V).

1.3 Mappe tra varieta

Definizione 1.3.1. Siano V; e V3 varieta proiettive in P". Una mappa razionale da Vi
a V5 & una mappa del tipo ¢ : Vi — V5 con ¢ = [fo,..., fu] € fi € K(V}) tale che, per
ogni P € V; in cui le f; sono definite, si ha p(P) = [fo(P),..., fu(P)] € V5.

Osservazione 1.3.2. Siano Vj e V5, definite su K. Diciamo che ¢ ¢ definita su K se
esiste A € K* tale che M fo, ..., Afn € K(V4). [fo,--., fal € [Mo, ..., A\fs] danno la stessa
mappa sui punti.

Notiamo che il gruppo di Galois G agisce su p: ©?(P) = [f7(P),..., f7(P)]. Si ha
quindi (¢(P))? = ¢?(P?) con P € Vi. Possiamo dire che ¢ ¢ definita su K se e solo se
p=¢" Vo € Ggk-

Osservazione 1.3.3. Una mappa razionale non e necessariamente sempre ben definita
in ogni punto di V;. E pero possibile valutare p(P) anche nei punti P € V; in cui qualche
fi non e regolare: si sostituisce gf; a f; per un’opportuna g € K (V).

Definizione 1.3.4. Una mappa razionale  : V1 — V5 & regolare o definita in P se esiste
una funzione g € K(V;) tale che:

e ogni gf; ¢ regolare in P, i.e. gf; € K[Vi]p
e (g9f;)(P) # 0 per qualche 1.

In questo caso poniamo ¢(P) = [(gfo)(P), ..., (gfn)(P)].
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Definizione 1.3.5. Un morfismo di varieta ¢ : Vi — V5 ¢ una mappa razionale regolare
in ogni punto di V;.

Ora estendiamo la nozione di morfismo a varieta qualsiasi.

Definizione 1.3.6. Sia V' una varieta affine e siano P € V e U C V aperto (i.e. U ¢
una varietd quasi affine). Una funzione f : U — K & regolare in P se esiste un intorno
W C U tale che P € W ed esistono g,h € A taliche h#0e f=g/hin W.
Analogamente, sia V' una varieta proiettiva e siano P € V e U C V aperto (i.e. U € una
varietd quasi proiettiva). Una funzione f : U — K & regolare in P se esiste un intorno
W C U tale che P € W ed esistono g, h € B omogenei tali che h #0e f=g/hin W.
Diciamo che f ¢ regolare se e regolare in ogni punto di U.

Lemma 1.3.7. Una funzione regolare e continua.

Dimostrazione. Per ottenere la continuita basta vedere che le retroimmagini di chiusi
sono chiusi.
Possiamo identificare K con A'(K) nella topologia di Zariski. Un chiuso in A'(K) & un
insieme finito di punti, quindi basta vedere che f~*(z) = {P € U : f(P) = x} ¢ chiuso
per ogni € K. Localmente un sottoinsieme 7" di uno spazio topologico U & chiuso se
e solo se U puo essere ricoperto da aperti W; tali che TN W; ¢ chiuso in W; per ogni 7.
Sia quindi W un aperto in cui f puo essere scritta come g/h con g,h € Ae h#0in W.
Allora f~Yz) "W ={P e W : g(P)/h(P) =2} ={P € W : (g — zh)(P) = 0}. Quindi
Y z)NW = Z(g — xh) N W che & chiuso. Quindi f~*(z) & chiuso in U.

O

Definizione 1.3.8. Siano V; e V; varieta qualsiasi. Un morfismo ¢ : Vi — V5 € una
mappa continua tale che, per ogni aperto U C V, e per ogni f : U — K regolare, la
funzione f oy : p }Y(U) — K & regolare.

Un isomorfismo ¢ : V3 — V5 € un morfismo che ammette un morfismo inverso ¢ : Vo — V;
tale che ¢ o p =1idy, e p oy =1idy,.

Lemma 1.3.9. Siano Vi e V5 varieta e @, : Vi — Vo morfismi. Supponiamo che esista
U C Vi aperto non vuoto tale che ¢|y = |y. Allora ¢ = .

Dimostrazione. Supponiamo V, C P™ per qualche n e tramite il morfismo di inclusione
V5 — P™ ci riduciamo al caso Vo5 = P".
Consideriamo il prodotto P™ x P", che ha ancora una struttura di varieta proiettiva
poiché esiste una naturale inclusione in P"**2", e osserviamo che @ e 1 definiscono un
morfismo ¢ X 1) : V3 — P* x P". Siaoral' = {P x P : P € P"} il sottoinsieme diagonale
di P* x P", definito dalle equazioni {x;y; = z;y; Vi,j}. Quindi I' & chiuso. Per ipotesi
abbiamo che (¢ x ¥)(U) C I'. Per I'Osservazione 1.1.9 U ¢ denso in V] e, poiché T" &
chiuso, si ha (¢ x ¢)(V1) CI'. Quindi ¢ = 9.

m
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Definizione 1.3.10. Una mappa razionale ¢ : V; — V5 ¢ una classe di equivalenza di
coppie {U, ¢y} dove U & un sottoinsieme aperto non vuoto di V; e vy : U — V4 & un
morfismo. La relazione di equivalenza ¢ data da: {U, oy} ~ {W,pw} se vy = pw in
U NW. Una mappa razionale & quindi un morfismo definito solo su qualche aperto.

¢ & detta dominante se per qualche coppia {U, ¢y} si ha che ¢y (U) € densa in V5.

Una mappa birazionale ¢ : Vi — V5 ¢ una mappa razionale che ammette un’inversa
Y Vo — Vi tale che ¥ o ¢ =idy, e p 09 =idy, come mappe razionali.

Se esiste una mappa birazionale, allora V; e V5 sono birazionalmente equivalenti o
birazionali.

1.4 Curve

Definizione 1.4.1. Una curva € una varieta proiettiva di dimensione 1.

Osservazione 1.4.2. K(C) ha grado di trascendenza 1 su K.

Riprendiamo infatti I’Esempio 1.1.15: se vogliamo che C sia data da una sola equazione
affine non costante f(Xy,...,X,) =0, allora dim(C) = 1 implica n = 2 e C ¢ data da
f(X,Y) = 0. Supponiamo X trascendente su K, allora Y & algebrico su K (X) grazie a
f esiha: K(C) = K(X)[Y]/(f).

Definizione 1.4.3. Sia C' una curva e P un punto liscio di C. E possibile definire una
valutazione discreta sull’anello locale K[C]p data da

ordp : K[C]p — {0,1,2,...} U {oo},

ordp(f) =sup{d € Z: f € ME}.

Valgono le seguenti proprieta:

e ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g)
e ordp(f + ¢g) > min{ordp(f),ordp(g)}.

Ponendo ordp(f/g) = ordp(f) — ordp(g), estendiamo la valutazione al campo delle
funzioni K(C):
ordp : K(C) — Z U {oo}.

Sia quindi f € K(C), allora ordp(f) & detto ordine di f in P.

Quando ordp(f) > 0, f & regolare in P (i.e. f € K[C]p) e possiamo calcolare f(P).
Se ordp(f) > 0, diciamo che f ha uno zero in P e si ha f(P) =0.

Se ordp(f) < 0, diciamo che f ha un polo in P e poniamo f(P) = oc.
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Osservazione 1.4.4. K[C]p ¢ un anello a valutazione discreta poiché per ogni suo
elemento f vale ordp(f) > 0. Mp ¢ il suo ideale massimale: infatti Mp contiene gli
elementi f tali che ordp(f) > 0.

Un elemento t € K(C) tale che ordp(t) = 1 & un parametro uniformizzante di C in P. In
particolare t € un generatore per l'ideale Mp.

Esempio 1.4.5. Sia C' : Y2 = X3 + X. Per 'Osservazione 1.2.11 possiamo guardare
C' dal punto di vista affine ricordando che esiste anche un punto all’infinito. C' € non
singolare poiché l'insieme dei punti singolari ¢ dato da C*™9 : 3X? +1 = 2Y = 0
(vedi Esempio 1.1.17). In particolare P = (0,0) ¢ liscio. Consideriamo f =Y, g = X,
h=2Y?—X in K[C]p, osserviamo che Mp = (X,Y) e M3 = (X2, XY,Y?), e guardiamo
gli ordini:

ordp(f) =1, ordp(g=Y?>—X%*) =2, ordp(h=Y?>+X%) =2.
Vediamo che f & proprio un generatore di Mp e K[C]p & un anello a valutazione discreta.

Proposizione 1.4.6. Sia C/K una curva e sia t € K(C) un parametro uniformizzante
in un certo punto P € C(K) non singolare. Allora K(C) é un’estensione finita separabile
di K(t).

Dimostrazione. Si veda [16] I1.1 (Proposition 1.4).

1.5 Mappe tra curve

Proposizione 1.5.1. Siano C' una curva, V. .C P" una varieta, P € C' un punto liscio
e ¢ : C — V una mappa razionale. Allora ¢ ¢ regolare in P.
In particolare, se C' é liscia allora ¢ € un morfismo.

Dimostrazione. Sia ¢ = [fy, ..., fn] con f; € K(C) e scegliamo un parametro uniformiz-
zante t € K(C) per C' in P. Poniamo k = ming<;<,{ordp(f;)}, allora ordp(t=*f;) > 0
Vi e in particolare ordp(t7"f;) = 0 per qualche j, che implicano t~* f; regolare in P per
ogni i e (t7%f;)(P) # 0. Quindi ¢ ¢ regolare in P.

O

Esempio 1.5.2. Sia C'//K una curva liscia e sia f € K(C) una funzione. Allora f
definisce una mappa razionale ¢ nel modo seguente:

p:C—P,  P—[f(P)1]
¢ € un morfismo ed esplicitamente ¢ dato da

(P) = [f(P),1] se f & regolare in P
A [1,0] se f ha un polo in P.
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D’altra parte, sia
p:C =P, p=]gh]

una mappa razionale definita su K. Allora per h = 0 si ha la mappa costante ¢ = [1,
altrimenti si ha la mappa ¢ = [f, 1] con f = g/h € K(C). Scrivendo oo al posto di |
si ha una corrispondenza biunivoca tra le funzioni f e le mappe ¢:

0l,
, 0]

K(C)U{oc} +» {mappe C' — P! definite su K}.

Teorema 1.5.3. Sia ¢ : Cy — Cy un morfismo di curve, con Cy non singolare. Allora
© e costante oppure suriettiva.

Dimostrazione. Osserviamo che ¢(C4) ¢ chiuso e irriducibile in Cy. Per la parte ¢(Ch)
si rimanda a [7] II §6 (Proposition 6.8). Inoltre poiché Cy ¢ irriducibile, anche ¢(Ch)
lo &. Ci sono quindi solo due possibilita: ¢(C}) € un punto, i.e. ¢ € costante, oppure
©(Cy) = Oy, 1.e. p & suriettiva.

[

Osservazione 1.5.4. Siano ora C; /K e Cy/K curve e sia ¢ : C; — Cy un morfismo non
costante (i.e. suriettivo) definito su K. La composizione con ¢ induce quindi un’iniezione
tra campi delle funzioni che fissa K:

" K(Cy) — K(C1), ¢ (f)=foep.

Infatti, riprendendo la Definizione 1.3.8, sappiamo che per ¢ morfismo vale che f o ¢
regolare per ogni f funzione regolare su V' C (Y aperto. f in particolare € una funzione
razionale in K (Cy) e, poiché o~1(V) & aperto per continuita di ¢, possiamo considerare
la composizione f o : ¢ (V) — K. Questa & quindi ben definita su ¢~ (V) e per
definizione di morfismo ¢ regolare. Quindi in particolare ¢ una funzione razionale in

K(CY).
Teorema 1.5.5. Siano C1/K e Cy/K curve.

1. Sia ¢ : C7 — Cy una mappa razionale dominante non costante definita su K, allora
K(C}) ¢ un’estensione algebrica finita di ¢*(K(Cy)).

2. Sia o : K(Cy) — K(Cy) un’iniezione tra campi delle funzioni che fissa K, allora
esiste un’unica mappa non costante ¢ : Cy — Cy definita su K tale che ¢* = «.

Dimostrazione. 1. 1l ragionamento e simile a quello esposto nell’Osservazione 1.5.4
perché consideriamo un morfismo ¢y suriettivo come rappresentante di ¢ secondo la
Definizione 1.3.10. Inoltre per I’Osservazione 1.4.2 entrambe K (C}) e K(Cs) sono esten-
sioni finite con grado di trascendenza 1 su K, quindi K(C}) & un’estensione algebrica
finita di o*(K(Cb)).
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2. Supponiamo C; C P". Sia g; € K(C5) la funzione su C5 corrispondente a X;/ X, per
ogni ¢ (possiamo riordinare le X; in modo tale che Cy non contenga l'iperpiano Xy = 0).
Allora ¢ = [1,a(g1), ..., a(gn)] da la mappa ¢ tale che p* = . In particolare ¢ non ¢
costante poiché le g; non sono tutte costanti e inoltre a ¢ iniettiva.
Sia poi ¥ = [fo,..., fn] un’altra mappa tale che ¢* = «. Allora per ogni i si ha:
fif fo = ¢"(g:) = ¢™(9:) = a(gi). Quindi ¢ = .

O

Definizione 1.5.6. Sia ¢ : C; — (5 una mappa di curve definita su K. Se ¢ & costante,
diciamo che il grado di ¢ ¢ 0. Altrimenti ¢ € una mappa finita e il suo grado ¢ dato da
degyp = [K(Cy) : ¢*(K(C2))]. La mappa ¢ si dice separabile o non separabile assumendo
la corrispondente proprieta dell’estensione di campi (indichiamo il grado separabile e non
separabile dell’estensione con deg, ¢ e deg; ).

Osservazione 1.5.7. Sia ¢ : (| — (5 una mappa di curve definita su K non costante.
E possibile costruire una mappa di campi nel verso opposto rispetto a ¢* utilizzando la
mappa norma:

0.t K(C) — K(Cy),  ¢n= (9" 0 Nk o (5(Co))-

Corollario 1.5.8. Siano C; e Csy curve non singolari e sia ¢ : Cy — Cy una mappa di
grado 1. Allora ¢ & un isomorfismo.

Dimostrazione. Se degy = 1, allora per definizione si ha che 'estensione di campi ha
grado 1 ovvero K(C}) = ¢*(K(Cy)) quindi ¢* & un isomorfismo tra campi delle funzioni.
Possiamo considerare quindi la mappa inversa (o*)~! : K(C}) = K(Cy) e per la 2. del
Teorema 1.5.5 esiste una mappa razionale 1) : Cy — O tale che * = (p*)~!. Poiché
per ipotesi (5 ¢ liscia, allora la Proposizione 1.5.1 afferma che anche 1 € un morfismo.
Inoltre sappiamo che (¢ o 1))* = ¥* o ¢* & la mappa identita su K(Cs) e analogamente
(1 o @)* = ¢* 09* & la mappa identita su K(Cy). Quindi per I'unicita data dalla 2. del
Teorema 1.5.5 si ha ¢ 01 e ¥ o ¢ sono rispettivamente le mappe identita su Cy e Cf.

Allora ¢ e 1 sono isomorfismi.
O

Osservazione 1.5.9. Si puo riformulare il Corollario 1.5.8 nel modo seguente: Cf e
(' sono birazionalmente equivalenti se e solo se K(C}) e K(C3) sono isomorfi. Basta
considerare i morfismi rappresentanti per le mappe razionali e farli agire su aperti.

Osservazione 1.5.10. Il risultato del Corollario 1.5.8 porta ad osservare una corrispon-
denza biunivoca tra curve non singolari definite su K ed estensioni di K finitamente
generate con grado di trascendenza 1, tra mappe razionali non costanti dominanti defi-
nite su K (o equivalentemente morfismi suriettivi definiti su K) e omomorfismi iniettivi
di campi che fissano K.

C/K K(C)
p:Cp — Oy " K(Cy) — K(CY)
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Osserviamo ora il comportamento di una mappa nell’intorno di un punto.

Definizione 1.5.11. Sia ¢ : ¢} — C5 una mappa non costante di curve non singolari
e sia P € Cy. Lindice di ramificazione di ¢ in P, denotato con e,(P), ¢ la quantita
e,(P) = ordp(¢*(typ))) con typy € K(C) parametro uniformizzante in ¢(P). In
generale si ha che e,(P) > 1 e se e,(P) = 1 si dice che ¢ e non ramificata in P. Se
questo vale per ogni P, allora ¢ & non ramificata.

Per ogni ) € C, vale la seguente relazione:

> ey(P) =dego. (1.1)
Pep1(Q)

Proposizione 1.5.12. ¢ : C; — Cy ¢ non ramificata se e solo se #¢~(Q) = deg v, per
ogni Q € Cs.

Dimostrazione. Si ottiene dalla relazione (1.1). Infatti #¢~1(Q) = degy se e solo se
Y peo1(Q) Eo(P) = #¢~1(Q). Poiché e, (P) > 1, allora necessariamente e, (P) = 1.
[

1.6 Divisori

Sia C' una curva, il gruppo dei divisori di C', denotato con Div(C), & il gruppo abeliano
libero generato dai punti di C. Quindi un divisore D € Div(C') & una somma formale

D=> np{P}
PeC

con np € Z e np = 0 per ogni P tranne al pitt un numero finito. Il grado di D & dato
dall’omomorfismo di gruppi

deg: Div(C) = Z,  degD =Y np.

Sia Divo(C) = {D € Div(C) : deg D = 0} il sottogruppo dei divisori di grado 0: infatti
Divy(C) = ker(deg).

Se C' ¢ definita su K, G, agisce su Div(C): D7 =) np{P?}. Allora D si dice definito
su K se D7 = D per ogni 0 € G-

Sia ora C' una curva liscia. Definiamo il divisore per f € K(C)*:

div(f) =) ordp(f){P} € Div(C).

PeC
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Osservazione 1.6.1. Perché la definizione di div(f) abbia senso, osserviamo che f deve
avere un numero finito di zeri e poli.

L’azione di 0 € Gk ¢ tale che div(f?) = (div(f))?. Osserviamo inoltre che, poiché
ordp & una valutazione, la mappa div : K(C)* — Div(C) & un omomorfismo di gruppi
abeliani.

Proposizione 1.6.2. Sia C una curva liscia e f € K(C)*. Allora
1. div(f) =0« f € K*
2. degdiv(f) =0.

Dimostrazione. 1. Se div(f) = 0, allora f non ha zeri e poli, quindi in particolare f
non e suriettiva. Allora il Teorema 1.5.3 implica che f e costante. Il viceversa vale per
definizione di divisore.
2. Vedi Osservazione 1.6.9.

O

Osservazione 1.6.3. La 2. della Proposizione 1.6.2 ¢ equivalente a Y ordp(f) = 0.
Poiché abbiamo visto che f ha un numero finito di zeri e poli (Osservazione 1.6.1), se f
in particolare non ha poli (i.e. f & regolare), allora f & costante in K.

Definizione 1.6.4. Un divisore D & principale se puo essere scritto come D = div(f)
per una certa f € K(C)*. Si puo definire una relazione di equivalenza su Div(C): D, e
D5 sono linearmente equivalenti, ovvero Dy ~ Dy, se D1 — D e principale. Il quoziente
di Div(C) con il sottogruppo dei divisori principali & detto gruppo di Picard o gruppo
delle classi di divisori di C, denotato con Pic(C').

Dalla 2. della Proposizione 1.6.2 segue che i divisori principali formano un sottogruppo di
Divy(C). Definiamo quindi parte di grado 0 del gruppo di Picard il quoziente di Divy(C)
con il sottogruppo dei divisori principali e lo denotiamo con Picy(C).

Osservazione 1.6.5. La Definizione 1.6.4 e la Proposizione 1.6.2 possono essere rias-
sunte nella seguente affermazione: esiste una successione esatta

1 — K*— K(C)* A, Divy(C') — Picy(C) — 0.

Esempio 1.6.6. Su P! vale che ogni divisore di grado 0 & principale.

Per vederlo supponiamo che D = Y np{P} abbia grado 0, i.e. > np = 0. Sia P € P!
con P = [, ], allora D ¢ il divisore della funzione [ ] pep: (68X —aY')"?. Quindi I'ipotesi
S np = 0 assicura che tale funzione sia in K(P!). Da questo segue che la mappa
deg : Pic(P!) — Z & un isomorfismo.

Vale anche il viceversa: se C' ¢ una curva liscia e Pic(C') 22 Z, allora C' & isomorfo a P'.
In particolare si ha la successione esatta: 0 — Picg(C') < Pic(C) = Z — 0.
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Sia ora ¢ : C; — (3 una mappa non costante di curve lisce. Sappiamo che ¢ induce
le mappe ¢* e @, tra i campi delle funzioni di C e C5. In modo simile possiamo definire
due mappe tra i gruppi dei divisori:

¢« : Div(Cy) — Div(Cy), p* : Div(Cy) — Div(Cy),
{P} — {e(P)} @y — Y e(P){P)
Pep=1(Q)

Esempio 1.6.7. Sia C una curva liscia e sia f € K(C) una funzione non costante.
Consideriamo la mappa ¢ : C — P! data da f (vedi Esempio 1.5.2). Allora si ha che

div(f) = ¢*({0} = {oc}).
Proposizione 1.6.8. Sia ¢ : Cy — Cy una mappa non costante di curve lisce. Allora:
1. deg*(D) = degpdeg D per ogni D € Div(Cs)

2. *(div(f)) = div(¢*(f)) per ogni f € K(Cy)*
3. deg (D) =deg D per ogni D € Div(C})
(

b euldiv(f)) = div(o.(f) per ogni f € K(Cyy
5. . 0@ agisce come moltiplicazione per deg ¢ su Div(Cy).

Dimostrazione. 1. Osserviamo che, per linearita, basta verificare la formula per D =
{P}. Si ottiene che ) e, (P) = deg, grazie alla relazione (1.1).
2. Dobbiamo vedere che ordp(¢p*(f)) = e (P) ordypy(f). Osserviamo i seguenti fatti:
sia k = ordyp)(f) =sup{d € Z : f € Mg(P)} quindi le funzioni f e g = (t,(p))" hanno
lo stesso ordine in ¢(P). Applicando ¢* e guardando l'ordine in P, si ha: ordp(¢*(f)) =
ordp(¢*(g)) = €, (P) k.
3. Ovvio dalla definizione di ¢,.
4. Si ottiene dalle definizioni di ¢, come mappa tra campi delle funzioni e come mappa
tra gruppi dei divisori.
5. Si ottiene ancora dalla relazione (1.1).

O

Osservazione 1.6.9. La 1. e la 3. della Proposizione 1.6.8 mostrano che ¢* e ¢, portano
divisori di grado 0 in divisori di grado 0, mentre la 2. e la 4. della stessa Proposizione
mostrano che divisori principali vengono mandati in divisori principali. In particolare
quindi si hanno le mappe

Ox - PiCo(Cl) — PiCo<Cg> e (p* . PiCo(OQ) — PiCO(Cl).
Riprendiamo 'Esempio 1.6.7 con f € K(C) che definisce ¢ : C' — P. Allora

deg div(f) = deg ¢ ({0} — {oo}) = deg p deg({0} — {oc}) =0
poiché {0} — {oc} & un divisore di grado 0 in P.
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1.7 Differenziali

Sia C' una curva, lo spazio delle forme differenziali (meromorfe) su C, denotato con Q¢,
¢ il K-spazio vettoriale generato dai simboli del tipo da con @ € K(C) tali che, per ogni
a,B € K(C) e per ogni k € K, si ha:

1. dla+ B) = da+dp
2. d(af) = a dB + B da
3. d(ka) = k da

4. dk = 0.

Osservazione 1.7.1. Sia ¢ : €1 — (3 una mappa non costante di curve. La mappa dei
campi delle funzioni associata ¢* : K(Cy) — K(C}) induce una mappa sui differenziali:

90* : QCz - QCl’ SD* <Z fzdaz> = Z(p*(fl) dSO*(ai)-

Proposizione 1.7.2. Sia C una curva e sia P € C. Sia inoltre t € K(C) un parametro
uniformizzante in P. Valgono i sequenti fatti:

1. Q¢ ¢ un K(CO)-spazio vettoriale 1-dimensionale.

2. Sia o € K(C), allora dov ¢ una K (C)-base per Q¢ se e solo se K(C) é un’estensione
finita separabile di K ().

3. Per ogni w € Q¢ esiste un’unica funzione g € K(C) tale che w = g dt. Scriviamo
anche g = w/dt.

4. Staw € Q¢ conw # 0. Il valore ordp(w/dt) non dipende dalla scelta del parametro
uniformizzante t ed é chiamato ordine di w in P, denotato con ordp(w).

5. Siano o, f € K(C) con a(P) = 0. Sia p = char(K), allora:
ordp(f da) = ordp(f) + ordp(a) —1 sep =10 o pf ordp(a),
ordp(f da) > ordp(f) + ordp(a)) sep >0 ep| ordp(a).

6. Sia w € Q¢ conw # 0. Allora ordp(w) # 0 solo per un numero finito di punti
PeC.

Dimostrazione. Per 1. e 2. si rimanda a [14] III §5.4 (Theorem 3, Theorem 4).

3. Segue da 1. e 2. e dalla Proposizione 1.4.6.

4. Sia t' € K(C) un altro parametro uniformizzante in P. Allora dt/dt’ e dt'/dt sono
entrambe regolari in P e ordp(dt’'/dt) = 0. Scriviamo quindi w = g dt’ = g(dt'/dt)dt e
otteniamo ordp(w/dt) = ordp(g) = ord(w/dt).
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5. Possiamo scrivere @ = ut" con n = ordp(a) > 1 e ordp(u) = 0. Allora da =
[nut™™' + (du/dt)t"]dt. Osserviamo che du/dt & regolare, i.e. ordp(du/dt) > 0, quindi
guardando l'ordine si ha che: n > ordp(da) > min{n — 1,n + ordp(du/dt)} =n — 1. Si
ottiene quindi che ordp(fda) = ordp(f) +n — 1.
Se p > 0 e p | ordp(a), allora il termine nut"™! si annulla e si ha ordp(da) = n +
ordp(du/dt) > n da cui ordp(fda) > ordp(f) + n.
6. Sia o : C — P! in K(C) tale che a & ramificata solo in un numero finito di punti di
C con K(C)/K(a) separabile. Consideriamo quindi w = fda. Restringiamo il numero
finito di punti ad un unico P € C tale che a(P) # oo e supponiamo anche f(P) # 0, 00
quindi ordp(f) = 0. Abbiamo allora a : C' — P! non ramificata in P. Dalle condizioni
su « si ottiene che o« — a(P) ¢ un parametro uniformizzante in P e si ha: ordp(w) =
ordp(fd(a — a(P))) =0.

[

Definizione 1.7.3. Sia w € Q¢. 1l divisore associato al differenziale w & dato da

div(w) = Y ordp(w){P} € Div(C).

PeC

Diciamo che w & regolare (o olomorfo) se ordp(w) > 0 per ogni P € C, e che w & non
nullo se ordp(w) < 0 per ogni P € C.

Definizione 1.7.4. La classe canonica di C, denotata con K¢, ¢ 'immagine di div(w)
in Pic(C') per ogni differenziale w € ¢ non nullo. Ogni divisore in questa classe ¢ detto
divisore canonico.

Questa definizione ha senso perché per ogni coppia di divisori non nulli wy,wy € Q¢,
esiste una funzione f € K(C)* tale che w; = fwsy (per la 1. della Proposizione 1.7.2). Per
questo vale: div(wy) = div(f) + div(ws), i.e. div(w;) ~ div(ws). Pertanto tutti i divisori
canonici appartengono alla stessa classe di equivalenza in Pic(C').

1.8 Genere

Sia C' una curva, € possibile dare un ordine parziale su Div(C') nel modo seguente.

Definizione 1.8.1. Diciamo che il divisore D = Y np{P} & positivo e lo indichiamo
con D >0senp >0 per ogni PeCC.
Dati due divisori Dy, Dy scriviamo Dy > Dy quando Dy — D5 € positivo.

Esempio 1.8.2. Sia f € K(C)* una funzione regolare in ogni punto di C tranne un
punto P. Supponiamo che f abbia un polo in P di ordine al pit n. Possiamo scrivere
quindi: div(f) > —n{P}. Se scriviamo div(f) > {Q} — n{P}, sappiamo inoltre che f
ha uno zero in Q).
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Osservazione 1.8.3. Riprendiamo la Proposizione 1.6.2 e consideriamo f € K(C)* tale
che div(f) > 0. Dalla 1. sappiamo che div(f) = 0 implica f € K*. Vediamo quindi il
caso div(f) > 0: dalla definizione si ha che ordp(f) > 0 per ogni P mentre per la 2. deve
valere degdiv(f) = > ordp(f) = 0. L’'unica possibilita ¢ che f sia costante.

Si ha quindi: div(f) > 0 < f € K (si veda anche I’Osservazione 1.6.3).
Sia D un divisore, associamo ad esso l'insieme £(D) = {f € K(C)* : div(f) > —D}U{0}.
Proposizione 1.8.4. Siano D, D’ € Div(C).

1. L(D) ¢ un K-spazio vettoriale di dimensione finita. Sia quindi (D) = dimg L(D).
Si hanno 1 sequenti casi:

(a) LI0)=K e £(0) =1
(b) se deg D < 0, allora L(D) = {0} e £(D)=0
(c) se deg D >0, allora ¢(D) < deg D + 1.

2. Se D ~ D', allora L(D) = L(D') e in particolare £(D) = {(D").

Dimostrazione. 1. Poiché D = > np{P} e div(f) = > ordp(f){P}, allora f € L(D)
equivale a ordp(f) > —np per ogni P tale che np # 0 e ordp(f) > 0 se np = 0. Dalle
proprieta della mappa ordp dati f,g € L(D) (i.e. ordp(f) > —np e ordp(g) > —mp) e
a € K* (i.e. ordp(a) = 0) si ha che f + g e af sono ancora funzioni in £(D). Infatti
ordp(f + g) > min{ordp(f),ordp(g)} > —max{np,mp} e ordp(af) = ordp(f) > —np.
1(a). Dall’Osservazione 1.8.3.

1(b). Sia f € L(D). Per la 2. della Proposizione 1.6.2 si ha che 0 = degdiv(f) >
deg(—D) = —deg D da cui si ottiene deg D > 0. Per ipotesi deg D < 0 quindi l’assurdo
implica ¢(D) = 0.

1(c). Consideriamo D’ < D allora ¢ facile osservare che £(D') C L(D). Infatti D sara
del tipo D = D’ + > {P,} con i P; non necessariamente distinti. Vogliamo dimostrare
che dimz (L(D)/L(D")) < deg(D — D").

Supponiamo per ora il risultato gia dimostrato e prendiamo D = D’ + (n + 1){P}
con n = degD. Osserviamo che £(D') = 0 per 1(b). poiché deg D’ = —1. Allora
dimg (L(D)/L(D")) <n+1equivale a {(D) <n+1=degD + 1.

Resta da dimostrare 'affermazione precedente. Vediamo il caso piu semplice, in cui
D = D'+ {P}. Vogliamo quindi dimostrare che dim(L£(D)/L(D’)) < 1. 1l risultato
generale si ottiene per induzione.

Poiché gli spazi £(D) e L£L(D') sono K-spazi vettoriali, allora sono anche K-moduli.
Costruiamo quindi una mappa lineare ¢ : £(D) — K. Sia t un parametro uniformizzante
in P e sia k il coefficiente di {P} in D’. Allora definiamo ¢ come la mappa tale che
o(f) = (t**1f)(P). ¢ & ben definita, infatti ordp(f) > —k — 1 poiché f € L(D).
Osserviamo che ker(yp) = L£(D’). Sia quindi 7 : £(D) — L(D)/L(D’) la proiezione sul
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quoziente. Allora per le proprieta dei K-moduli esiste una mappa @ tale che pom = ¢
costruita nel modo seguente:

E(D\ = L(D)/L(D")
K

Poiché L(D)/L(D") = L(D)/ ker(y), allora ¢ ¢ iniettiva. Si ottiene il risultato.
2. Possiamo scrivere D = D’ + div(g) per qualche g € K(C)*. Si ottiene quindi una
mappa L(D) — L(D') tale che f — fg che & un isomorfismo di spazi vettoriali.

]

Osservazione 1.8.5. Nella dimostrazione di 1(c). della Proposizione 1.8.4, abbiamo
osservato che: se D' < D allora si ha £(D'") C L(D).

Osservazione 1.8.6. Sia K¢ un divisore canonico di C, quindi K¢ = div(w). Ogni
funzione f € L(K¢) soddisfa la proprieta div(f) > —div(w) per cui div(fw) > 0, i.e. fw
¢ olomorfa. Vale anche il viceversa: se il differenziale fw ¢ olomorfo, allora f € L(K¢).
Sappiamo che ogni differenziale su C' e del tipo fw per una certa f, quindi osserviamo
che esiste un isomorfismo di K-spazi vettoriali: £(K¢) = {w € Q¢ : w & olomorfa}.

La dimensione ¢(K¢) di questo spazio € un invariante per la curva C.

Teorema 1.8.7 (Riemann-Roch). Sia C' una curva liscia e sia K¢ un divisore canonico

su C'. Allora esiste un intero g > 0, detto genere di C, tale che, per ogni divisore
D € Diw(C), si ha
D) —l(Kc—D)=degD — g+ 1.

Dimostrazione. Si veda [7] IV §1, [14] 11T §6.6, [6] 8 §6.

Corollario 1.8.8.

2. deg Ko =29 —2

3. Sedeg D > 2g — 2, allora

D) =degD — g+ 1.

Dimostrazione. 1. Dal Teorema 1.8.7 con D = 0, poiché £(0) = 1 per la 1(a). della
Proposizione 1.8.4 e deg D = 0.
2. Dal Teorema 1.8.7 con D = K e dalla 1.
3. Dal Teorema 1.8.7 osservando che deg(K¢o — D) < 0 per la 2., quindi /(K¢c — D) =0

per la 1(b). della Proposizione 1.8.4.
[l
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Definizione 1.8.9. Riprendendo la notazione dell’Esempio 1.1.11, sia f un polinomio
irriducibile di grado d in K[X,Y] e C la curva definita dall’equazione f(X,Y) = 0. 1
genere di C corrisponde anche alla quantita

, (d51> _ (d—l)z(d—Q)‘

Esempio 1.8.10. Vediamo ora che in P! non esistono differenziali olomorfi e il genere
di P! vale 0.
Per la prima affermazione consideriamo la funzione coordinata t su P! e mostriamo che

div(dt) = —2{c0}.

Sia infatti £ € K, allora la funzione ¢t — k & un parametro uniformizzante in k. Per la
5. della Proposizione 1.7.2 si ha che

ordk(dt) = ordk(d(t - ]{J)) =0.

Resta da osservare il caso oo € P! in cui consideriamo 1/t come parametro uniformiz-
zante: si ha quindi che
orde, (—t2d(1/t)) = —2.

Vediamo quindi che degdiv(dt) = —2 e dt non e olomorfa. La stessa cosa vale per ogni
w € Qp1 poiché per la 3. della Proposizione 1.7.2 possiamo scrivere w = f dt. Allora

deg div(w) = degdiv(dt)

poiché degdiv(f) = 0 per la 2. della Proposizione 1.6.2.

Ora sappiamo che non esistono differenziali olomorfi in P! quindi ¢(Kp1) = 0. Per la
1. del Corollario 1.8.8 e per I’Osservazione 1.8.6 abbiamo quindi che g = 0.

Il Teorema di Riemann-Roch 1.8.7 e il Corollario 1.8.8 applicati a P! equivalgono a:

(D) — (=200 —D)=degD + 1 e (D) =degD+1 se degD > —1.

Esempio 1.8.11. Consideriamo la curva C': y* = (2 — e;)(z — e3)(z — e3) con ey, eg, €3
distinti in K. C' e liscia e ha un solo punto all’infinito che denotiamo con P.
Sia P, = (e;,0) € C per i = 1,2,3. Allora si ha che

div(z —e;) = 2{P;} — 2{ P} e div(y) ={P1} + {P} +{Ps} — 3{Px}.
Utilizzando ancora la 5. della Proposizione 1.7.2, calcoliamo ora il divisore di dx:

ordp,(dz) = ordp,(d(x —e1)) = ordp,(x —e1) — 1 =1,
ordp(dz) = ordp,_(d(z —¢;)) = ordp,_(z —¢;) — 1 = —3.
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Concludiamo quindi che
div(dz) = div(y) ovvero div(dz/y) = 0.

Allora il differenziale dz/y ¢ olomorfo e non nullo contemporaneamente e la classe canon-
ica su C ¢ quella banale, i.e. K¢ = 0. Usando la 1. del Corollario 1.8.8 e la 1(a). della
Proposizione 1.8.4, otteniamo che il genere di C' & 1: infatti g = £(0) = 1. Per la 3. del
Corollario 1.8.8 su C' abbiamo che:

(D) =deg D per degD > 1.

Osservazione 1.8.12. C' insieme al punto all’infinito P,, & una curva ellittica.



Capitolo 2

Geometria e aritmetica delle curve
ellittiche

Definizione. Sia £ una curva non singolare di genere 1 e sia O € E. La coppia (E, O)
¢ una curva ellittica.

2.1 Equazioni di Weierstrass

Iniziamo considerando il luogo proiettivo di un’equazione cubica in P?(K) con un solo
punto sulla retta all’infinito, il punto base O. Vedremo poco oltre che ogni curva ellittica
puo essere descritta da una tale equazione (Proposizione 2.1.10). Date quindi X,Y, Z
coordinate omogenee, una cubica ha un’equazione della forma

Y2Z +arn XY Z +asYZ? = X? + ayX*Z + ay X 7% + as Z° (2.1)

con punto base O = [0,1,0] e ay, as,as,a4,a6 € K. Questa & la forma piu generale di
un’equazione di Weierstrass.
Se aq, as, as, ay, ag € K si dice che la curva ¢ definita su K.

e In genere viene utilizzata ’equazione di Weierstrass affine con coordinate non omogenee

T = % ey = % della forma

2+ azy + asy = 23 + asr? + aur + ag (2.2)
considerando sempre anche il punto base O = [0, 1, 0].

Definizione 2.1.1. Il differenziale invariante associato all’equazione di Weierstrass ¢ la
quantita
dx dy

w= = : (2.3)
2y + arx +as 312 + 2000 + ag — aqy
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bQ = CL% + 4&2

b4 = 2(14 + aias

bs = a3+ 4ag

bg = CL%GJG + 4CLQCL6 — aiasay + CLQCL% - ai = <b2b6 — bi)/ll
Cy = b% — 24[)4

Cg — —b;’ + 36bgb4 - 216[)6

Tabella 2.1: Coefficienti per equazioni di Weierstrass

e Se char(K) # 2 possiamo semplificare I’equazione tramite il completamento al quadrato
dato dalla sostituzione

1
Yy — §(y—a1$—a3)

ottenendo
2 _ 3 2
y° = 4x” + by + 2bsx + bg (2.4)

con 1 b; definiti in Tabella 2.1.
e Se char(K) # 2,3 possiamo semplificare ulteriormente ’equazione eliminando il ter-
mine in 22 tramite la sostituzione

(z,y) — $—3b2i
Y 36’108

y* = 1 — 2Tc,x — Hdeg (2.5)

ottenendo

con i ¢; definiti in Tabella 2.1.

Definizione 2.1.2. Il discriminante dell’equazione di Weierstrass ¢ la quantita

2 3 2 i —cg

Definizione 2.1.3. Se A ¢ invertibile, il j-invariante della curva e la quantita

|5

j=

Osservazione 2.1.4. L’indice i dei coefficienti a;, b;, ¢; indica esattamente il peso della
corrispondente quantita. Infatti valgono le seguenti due regole:

e quando due coefficienti sono moltiplicati tra loro, i loro pesi si sommano;

e combinazioni lineari di termini con lo stesso peso hanno ancora quel peso.

In particolare il discriminante A ha peso 12.



2.1 Equazioni di Weierstrass 25

uay = a;+2s
u?ay, = ay—sa;+3r— s
uday, = azg+ra;+2t
u'd) = a4—saz+2ray — (t +rs)a; + 3r? — 2st
uafy = ag+ras+riag+ 1P —taz —t* —rtay
u?bly = by+12r
ulby, = by+rby+ 602
uSby = b+ 2rby + r?by + 4r®
uBby = bg+ 3rbs + 3r2by + r3by + 3r*
uld, = ¢4
ucy, = ¢
u?A = A
Jjo= 7
v lw = w

Tabella 2.2: Cambio di variabili per equazioni di Weierstrass

L’equazione di Weierstrass corrispondente ad una curva non e unica. Esiste pero
un cambio di variabili (unico, vedi 2. della Proposizione 2.1.10) che lega queste diverse
equazioni di Weierstrass della stessa forma:

r=ulr +r e y =uy +usx’ +t (2.6)

con u,r,s,t € K eu # 0. 1 coefficienti e le quantita associate alla nuova equazione
compaiono in Tabella 2.2. Appare chiaro il motivo per cui il j-invariante ¢ chiamato in
tal modo: & un invariante per la classe di isomorfismi della curva e non dipende dalla
particolare equazione scelta. In campi algebricamente chiusi, vale anche il viceversa (vedi
2. della Proposizione 2.1.6).

Osservazione 2.1.5. La restrizione a char(K) # 2, 3 permette di utilizzare la forma pitt
breve dell’equazione che possiamo riscrivere nel modo seguente

v =2+ Az + B (2.7)
con discriminante e j-invariante

3
A = —16(44° 4 27B?), j = —1728(42) .

Osserviamo anche che, in questo caso, I'unico cambio di variabili che conserva questa

forma dell’equazione &

Tr = U21’/ e Yy = U3y/

per qualche v € K*. Quindi i nuovi coefficienti e il nuovo discriminante sono dati da

utA = A, u$B' = B, u?A" = A.
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Ritorniamo alla situazione generale. Sia P = (xg, %) un punto che soddisfa l’e-
quazione f(z,y) = y*+ a1y + azy — x® — asr? —ayr —ag = 0. Se P & un punto singolare,
allora dall’Esempio 1.1.17 sappiamo che deve valere 0,f(P) = 0 = 0, f(P). Esistono
allora o, 8 € K tali che

f(x,y) = f(zo,90) = ((y — vo) — alz — 20))((y — yo) — B(x — 20)) — (x — 900)3' (2.8)

Diciamo che il punto singolare P & un nodo se o # [3. Le rette y — yo = a(z — ) e
y—yo = PB(x — x¢) sono le tangenti in P. Diciamo invece che P ¢ una cuspide se o = (3.
In questo caso la tangente e data dalla retta y — yo = a(z — ).

Proposizione 2.1.6.
1. Consideriamo una curva data da un’equazione di Weierstrass. Allora tale curva

(a) ¢ singolare se e solo se A =0,
(b) ha un nodo se e solo se A =0 e cy #0,

(¢) ha una cuspide se e solo se A =0 = ¢y.
In particolare, esiste al piv un punto singolare.
2. Due curve sono isomorfe su K se e solo se hanno lo stesso j-invariante.
3. Yjo € K, esiste una curva definita su K (jo) il cui j-invariante ¢ uguale a jo.

Dimostrazione. 1(a). Osserviamo per prima cosa che il punto all’infinito O non & mai
singolare. Sappiamo che il polinomio F(X,Y,Z) dato dall’equazione (2.1) vale 0 in O.
Invece se guardiamo la derivata rispetto a Z abbiamo che dzF(O) = 1 # 0, quindi O
non ¢ singolare.

Consideriamo ora ’equazione nella forma (2.4). La curva ¢ non singolare se e solo se
esiste un punto (g, yo) che soddisfa 2yy = 1222 + 2byx¢ + 2b4 = 0. In altre parole i punti
singolari sono esattamente i punti del tipo (xo,0) tali che 2y ¢ una radice doppia del
polinomio cubico 422 4 byx? 4 2bsx + bg: questo si verifica se e solo se il suo discriminante
¢ nullo. Poiché il discriminante di un polinomio di grado 3 del tipo Az + B2+ Cx + D
¢ dato da 18ABCD — 4B3*D + B?C? — 4AC? — 27A%D?, sostituendo in esso i coefficienti
dell’equazione di Weierstrass nei b;, si ottiene che il discriminante del polinomio cubico
vale 16A. Quindi la curva e singolare se e solo se A = 0.

1(b). Consideriamo l'equazione (2.2) scritta come f(z,y) = 0. Senza perdere di gener-
alita, possiamo supporre che il punto singolare sia (0,0). Infatti una traslazione del tipo
x=1a"+x9ey =1y +yo lascia invariati A e ¢4 (vedi Tabella 2.2 con u = 1). Osserviamo
che ag = f(0,0) =0, ay = 0, f(0,0) =0eaz = 9,f(0,0) = 0. Allora I'’equazione si riduce
alla forma f(z,y) = y* + ayzy — agz® — 2® = 0 per la quale A = 0 e ¢y = (a? + 4ay)%.
Per definizione, la curva ha un nodo in (0, 0) se la forma quadratica y? + a;xy — asz? ha
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fattori distinti, cosa che si verifica se e solo se il discriminante di tale forma non e nullo,
ie. se ai +4ay # 0.

1(c). Si procede come per 1(b). ricordando che la curva ha una cuspide in (0,0) se la
forma quadratica ha fattori coincidenti, i.e. se a? + 4ay = 0.

1. Si conclude la prima parte osservando che un polinomio cubico non puo avere due
radici doppie. Allora F ha al pit un punto singolare.

2. Per la formula (2.6), se due curve sono isomorfe allora hanno lo stesso j-invariante.
Per il viceversa, consideriamo le due curve E e E’ con equazioni della forma (2.7) e
cerchiamo un isomorfismo del tipo (z,y) = (u?z’, u®y’).

Per ipotesi j(E) = j(E’) quindi

A3 _ AIS = A3B/2 o A/3B2
4A3 +27B2  4AB +27B"? a '

Si hanno tre casi osservando che A; A’ 2 0 per definizione di j-invariante:

A =0 (ie.j = 0) allora B # 0 poiché A # 0. Quindi A" = 0 e per I'isomorfismo
prendiamo u tale che u® = B/B’,

B =0 (i.e. j = 1728) allora A # 0. Quindi B’ = 0 e prendiamo u tale che u* = A/A’,
AB # 0 (i.e. j # 0,1728) allora A'B’ # 0 (in caso contrario, se anche solo uno dei due
fosse 0, dovrebbero esserlo entrambi contro I'ipotesi di A’ # 0) e prendiamo u tale che
ut=A/A" e ub = B/B'.

3. Sia 7 # 0,1728 e consideriamo la curva

361
Jo— 1728°  jo — 1728

Y2+ oy =2 —

Per essa A = j2/(jo — 1728)3 e j = jo. Per completare la lista aggiungiamo le equazioni
Y +y=aperj=0con A=-27 e y*> =123+ 2 per j = 1728 con A = —64.
O

Proposizione 2.1.7. Se una curva data da un’equazione di Weierstrass e singolare,
allora esiste una mappa razionale ¢ : E — P! di grado 1, i.e. la curva ¢ birazionale a P*.

Dimostrazione. Supponiamo che il punto singolare sia (0,0) tramite un cambio di vari-
abili e, come ottenuto nella dimostrazione di 1(b). della Proposizione 2.1.6, si ha che
y? 4+ ayzy = 23 + apx®. Allora la mappa razionale (non regolare solo nel punto singolare)
E — P! tale che (x,y) — [x,y] ha grado 1 poiché esiste I'inversa (regolare) P — FE data
da [1,¢] — (t* 4+ a1t — as, t* + a1t — ast). Essa si ottiene dividendo Iequazione per z? e
ponendo t = y/z: allora t* + a1t = x +as e y = tx da cui si osserva anche che x e y sono
in K(t).

m
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Forma di Legendre

Definizione 2.1.8. Un’equazione di Weierstrass ¢ in forma di Legendre se puod essere
scritta come

¥ = a(z — 1)z - A), (2.9)
con A =16A2(A —1)% e ¢4 = 16(\2 — XA+ 1).
Proposizione 2.1.9. Sia char(K) # 2.

1. Ogni curva data da un’equazione di Weierstrass ¢ isomorfa su K a una curva E)
data in forma di Legendre (2.9) per qualche \ € K tale che X\ # 0, 1.

2. 1l j-invariante di Fy é
A= A4 1)°
i(E :28(—
i(E) N —1)?
3. La mappa K\ {0,1} — K tale che A\ — j(E)) ¢ suriettiva ed ¢ esattamente 6 : 1
tranne per j = 0 in cui ¢ 2 : 1 e per j = 1728 in cui & 3 : 1 (eccetto il caso
char(K) = 3 in cui la mappa ¢ 1:1 per j =0 =1728).

Dimostrazione. 1. Consideriamo 'equazione di Weierstrass (2.4). Applichiamo la sos-
tituzione (z,y) — (x,2y), dividiamo per 4 e fattorizziamo la cubica in x, ottenen-
do lequazione y? = (r — e;)(z — e3)(z — e3) per qualche e;,ey,e3 € K. Poiché il
discriminante di un polinomio di grado 3 del tipo 2% + Bx? + Cz + D ¢ dato da
18BCD —4B3D + B*C? — 4C? — 27D?, sostituendo in esso i coefficienti dell’equazione di
Weierstrass negli a;, si ottiene A = 16(e; —e2)?(e; —e3)?(ea —e3)? # 0. Allora gli e; sono
tutti distinti. Basta ora applicare la sostituzione (z,y) = ((ex —e1)x’ + ey, (ea — e1)%/%y)
ottenendo I’equazione nella forma di Legendre con A = (e3—e1)/(ea—e;) € K e A # 0, 1.
2. Si ottiene come ¢3/A con le quantita date nella Definizione 2.1.8.

3. Usiamo il fatto che il j-invariante classifica una curva con equazione di Weier-
strass a meno di isomorfismi (vedi 2. della Proposizione 2.1.6). Supponiamo quindi
J(Ey\) = j(E,), per cul Ey = E,. Le rispettive equazioni di Weierstrass in forma di
Legendre sono legate dal cambio di variabili (z,y) = (u?2’ + r,u3y’). Poniamo quindi

w(z— 1)(w — p) = (w%) (xﬂ;?l) (“T;A>

e abbiamo esattamente sei modi diversi per eguagliare i termini lineari. Si ottengono
quindi sei possibili valori per p: p € {\, 1/A, 1=\, 1/(1 =X), A/(A—=1), (A—=1)/A}.
La mappa A — j(F)) € esattamente 6 : 1 a meno che due o piu di questi valori per p
coincidano.

Eguagliandoli a due a due si vede che questo avviene se e solo se A € {—1,1/2,2}, i.e. la
mappa ¢ 3 : 1, oppure se A2 —\+1 =0, i.e. la mappa ¢ 2 : 1. Dalla 2. si ottiene j = 1728
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e 7 = 0 rispettivamente.
Infine, se char(K) = 3, 'equazione j(A) = 0 = 1728 ha 'unica soluzione A\ = —1.

2.1.1 Equazioni di Weierstrass e curve ellittiche

Utilizziamo ora il Teorema di Riemann-Roch per mostrare che ogni curva ellittica puo
essere descritta da una cubica piana di Weierstrass e, viceversa, che ogni cubica piana di
Weierstrass ¢ una curva ellittica.

Proposizione 2.1.10. Sia E una curva ellittica definita su K.

1. Esistono due funzioni x,y € K(E) tali che la mappa ¢ : E — P* con p = [z,y, 1]
¢ un isomorfismo di E/K nella curva cubica data dall’equazione di Weierstrass
C: Y2+ a XY +a3yY = X3+ aX? 4+ ay X + ag con ai,as,as,as,a6 € K che
soddisfa p(O) = [0,1,0]. Le funzioni x e y sono le coordinate di Weierstrass per
la curva ellittica E.

2. Le equazioni di Weierstrass per la stessa curva ellittica E sono legate e due a due
da un cambio lineare di variabili del tipo

(X,Y) = (X' +r,u®Y +u?sX' +t) conu€ K* er,s,t € K.

3. Viceversa, ogni curva cubica liscia C' data da un’equazione di Weierstrass ¢ una
curva ellittica definita su K con punto base O = [0,1,0].

Dimostrazione. 1. Consideriamo gli spazi £(n{O}) per n intero positivo. Dalla 3. del
Corollario 1.8.8 con g = 1 abbiamo ¢(n{O}) = n con deg(n{O}) = n > 0, quindi la
dimensione di £(n{O}) ¢ esattamente n e osserviamo che K = £(0) C L(n{O}) per ogni
n positivo (vedi Osservazione 1.8.5). Consideriamo le funzioni z,y € K(F) e tramite esse
definiamo le basi per questi spazi. Infatti osserviamo che x non puo avere in @ un polo
semplice perché altrimenti si avrebbe z € L({O}) e, poiché E ha genere 1 e deg{O} =1,
per il Corollario 1.8.8 allora ¢({O}) = 1 che implica x € K: assurdo. Quindi = ha
esattamente un polo di ordine 2 per cui {1,z} ¢ una base per £(2{O}). Analogamente
1y, scelto linearmente indipendente da 1, z, non puo avere un polo di ordine inferiore a 3
perché altrimenti si avrebbe y € L(2{O}), per cui {1,z,y} ¢ una base per L(3{O}).

Guardiamo ora L£(6{O}) che ha dimensione 6. Osserviamo che 1,x,y, 22 zy,y? 23 €
L(6{O}) quindi deve esistere una combinazione lineare nulla con coefficienti A;, ..., A; €
K non tutti nulli: A; + Asx + Asy + Asx® + Asaxy + Agy? + Az2® = 0. Notiamo che
AgA7 # 0 altrimenti ogni termine avrebbe un polo in O di ordine diverso e quindi ogni
A; dovrebbe essere nullo (per rispettare la proprieta di ordine di una somma di funzioni).
Basta quindi sostituire z con —AgArx e y con AgA2y e dividere per A3A?T per ottenere
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un’equazione cubica in forma di Weierstrass. Quindi la mappa ¢ = [z,y,1] : E — P?
ha immagine p(£) = C dove C' ¢ una curva descritta da un’equazione di Weierstrass.
In particolare ¢ € un morfismo per la Proposizione 1.5.1 ed e suriettivo per il Teorema
1.5.3. Si ha anche ¢(O) = [0, 1,0] poiché y ha in O un polo di ordine superiore rispetto
a .

Bisogna verificare ora che ¢ ¢ un isomorfismo, i.e. una mappa di grado 1 tra curve lisce.
Mostriamo che K(E) = K(z,y) allora deg ¢ = 1. Consideriamo la mappa [z,1] : P! — F
tale che p~!([1,0]) = O e utilizzando la relazione (1.1) otteniamo che la mappa ha
grado 2, poiché e,(O) = ordp(l/z) = 2. Quindi [K(E) : K(z)] = 2 e analoga-
mente, considerando la mappa [y,1] : P! — FE, si ha [K(F) : K(y)] = 3. Allora
k=[K(E): K(z,y)] =1 ¢ I'unica possibilita perché k deve dividere sia 2 che 3.
Vediamo ora che C' ¢ liscia. Supponiamo per assurdo C' singolare, allora per la Propo-
sizione 2.1.7 esiste una mappa razionale 1) : C' — P! di grado 1. Allora la composizione
oy : E — P& una mappa di grado 1 tra curve lisce quindi per il Corollario 1.5.8 & un
isomorfismo. Questo perd contraddice il fatto che E ha genere 1 mentre P* ha genere 0
(vedi Esempio 1.8.10). Quindi C ¢ liscia e ¢ di grado 1 ¢ un isomorfismo sempre per il
Corollario 1.5.8.

2. Siano {z,y} e {«’,y'} due insiemi di coordinate di Weierstrass su E. Allora in O
sappiamo che x e ' hanno un polo di ordine 2 mentre y e ¢y’ hanno un polo di ordine
3. Sappiamo che {1,z} e {1,2'} sono basi per L(2{O}) e {1,z,y} e {1,2',y'} sono basi
per £(3{O}). Allora esistono le costanti uj,us € K* e r,s,t € K tali che x = wya’ +r
ey =ugy + sex’ +t. Poiché (z,y) e (2/,1') sono coordinate che soddisfano equazioni di

Weierstrass con coefficiente 1 per Y2 e X3, allora u} = u3. Poniamo u = uy/u; quindi

1/2 /3 . . - C e
U= ul/ = u2/ e sia anche s = sy/u?. Otteniamo cosi il cambio di variabili nella forma
desiderata.

3. Sia C' data da un’equazione di Weierstrass non singolare. Allora il differenziale w € Q¢
non ha zeri e poli (vedi Proposizione 2.5.1) e div(w) = 0. Per la 2. del Corollario 1.8.8
abbiamo deg K¢ = 2g — 2 quindi deg div(w) = 2¢g — 2 implica g = 1. Allora C' ha genere
1 e, prendendo [0, 1, 0] come punto base, si ottiene che C' ¢ una curva ellittica.

O

Corollario 2.1.11. Sia E/K una curva ellittica con coordinate di Weierstrass x e y.
Allora K(E) = K(z,y) e [K(F) : K(z)] = 2.

Dimostrazione. Vedi dimostrazione di 1. della Proposizione 2.1.10.
O

Osservazione 2.1.12. La 2. della Proposizione 2.1.10 non implica che, se due equazioni
di Weierstrass hanno coefficienti in K, allora ogni cambio di variabili che porta 'una
nell’altra ha coefficienti in K. Prendiamo ad esempio la curva y?> = 2® — 2. Questa ha
coefficienti in Q ed ¢ mappata in se stessa dalla sostituzione (x,y) — (—2', /).
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2.2 La legge di gruppo ‘“geometrica”

Sia F C P? una curva ellittica data da un’equazione di Weierstrass. Abbiamo visto che
E ¢ composta dai punti (z,y) che soddisfano ’equazione insieme al punto all’infinito O.
Sia L C P? una retta. Allora la retta interseca la curva in esattamente tre punti P, Q, R.
Se L ¢ tangente a E allora P,(Q, R non sono distinti. La molteplicita di L N E e data
dal Teorema di Bézout. Si veda [7] I §7 (Corollary 7.8), [6] 5 §3. Definiamo la seguente
legge su E.

Legge di composizione 2.2.1. Siano P,() € F e sia L la retta per P e Q). Se P = (@),
allora L ¢ la retta tangente in P a E.

Sia R il terzo punto di intersezione di L con E e sia L' la retta passante per R e O.
Allora L' interseca E in R,O e in un terzo punto che denotiamo con P & Q.

Proposizione 2.2.2. La legge di composizione ha le sequenti proprieta, che rendono E
un gruppo abeliano con elemento identita O.

1. Sia L una retta che interseca E nei punti P,Q, R (non necessariamente distinti).

Allora (P® Q)@ R=0.
2. P®O =P per ogni P € E.
3. PeQ=Q®P per ogni P,Q € E.
4. Sia P € E, allora esiste in E un punto, denotato con SP, tale che P® (6P) = O.
5. (PEQ)®R=P®(Q®R) per ogni P,Q,R € E.

6. Se E ¢ definita su K, E(K) = {(z,y) € E: (z,y) € K*} U{O} ¢ un sottogruppo
di E.

Dimostrazione. 1. Dalla legge di composizione.

2. Se prendiamo Q = O, dalla legge di composizione abbiamo che L e L’ coincidono.
L interseca E in P,O, R mentre L’ interseca F in R,O,P & O. Quindi deve essere
PO =P

3. Ancora dalla legge di composizione si ottiene che la costruzione di P& (@) e simmetrica
in Peq@.

4. Siano P, @, R i punti di intersezione tra E e L. Allora dalla 1. e dalla 2. otteniamo
che O =(P®0O)@® R =P ® R. Denotiamo quindi R con ©P.

5. Sia (PBQ)®S' = O =SS esia (S&R)GT' = O. Siapoi (QBR)BU =0 =UaU’
esia (PoU)®T” = O. Basta allora vedere che 7" = T". Si costruiscono due curve C e
Cy tali che ENCy = {0, P,Q,R,S,S",U,U T'} e ENCy ={O,P,Q,R,S, S, U U, T"}.
La Proposizione seguente assicura che 17" = T".
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Proposizione 2.2.3. Sia C' una cubica irriducibile e siano Cy e Cy cubiche. Supponiamo
che CﬂCl :{Pl,...,Pg} QCHCQ = {Pl,...,Pg,Q}. AllOTCLQ:PQ.

Per una dimostrazione di questa Proposizione e per la costruzione di C e Cy si veda [6]
5 86 (Proposition 3, Proposition 4).
6. Se P e () hanno coordinate in K, allora 'equazione della retta passante per essi
ha coefficienti in K. Se poi E ¢ definita su K, allora il terzo punto di intersezione ha
coordinate date da una combinazione di coordinate e coefficienti tutti razionali, quindi
R ¢ ancora in K. (La formula esplicita per il calcolo ¢ data in 2.2.5).

O

Notazione 2.2.4. Per m € Z ¢ P € E, poniamo

mP=P&...&P sem >0, [m|P =[-m](-P)=90P©...0P sem <0,
It —m volt

[0]P = O. D’ora in poi, usiamo semplicemente i simboli + e — al posto di & e ©.

Deriviamo ora le formule esplicite per le operazioni di gruppo su E.

Per prima cosa cerchiamo una formula per la negazione. Sia quindi Py = (z9,%0) € E,
prendiamo la retta per ;) e O, e cerchiamo il terzo punto di intersezione con F, denotato
con —Fy, come visto nella 4. della Proposizione 2.2.2. Consideriamo per F l’equazione
(2.2) data da f(z,y) = 0. La retta L ha equazione L : x — xy = 0. Sostituiamo quindi
xo in E al posto di x e il polinomio quadratico che otteniamo f(zo,y) ha due radici
Yo e yy. Allora —Py = (w0,y)). Possiamo scrivere f(xo,y) = (v — yo)(y — y}) perché
il coefficiente di 4% ¢ 1 ed eguagliamo i coefficienti del termine di grado 1 ottenendo
—Yo — y(’) = a1xgy + as. Si ha quindi —P() = (ZL'(), —Yo — A1Xp — ag).

Cerchiamo ora una formula per ’addizione. Siano quindi P; = (z1,y1), Po = (22,92) € E.
Possiamo escludere il caso P, = —P; e prendiamo la retta per P, e P, (o0 la tangente
se P, = P,) che ha un’equazione del tipo L : y = Ax + v con A e v in funzione delle
coordinate di P, e P, e dei coefficienti a;. Sostituiamo ’equazione di L in quella di E e
otteniamo che f(x, Az +v) ha tre radici xy, z2, x3. Allora Py = (x3,y3) ¢ il terzo punto di
LN E. Sappiamo dalla 1. della Proposizione 2.2.2 che P, + P, + P; = O. Analogamente
a prima, scriviamo f(x, \x +v) = —(x —x1)(x — x2)(x — x3) con il coefficiente di grado 3
pari a —1, ed eguagliamo i coefficienti di grado 2 ottenendo 1 + x5 4+ 3 = A% + a1\ — as.
Abbiamo quindi una formula per z3 che sostituiamo nell’equazione di L per ottenere
ys = Arg+ v. Infine per trovare il punto P; + P, scriviamo P, + P, = —P3 e applichiamo
la formula di negazione.

Algoritmo per la legge di gruppo 2.2.5. Sia E una curva ellittica data dall’equazione
di Weierstrass (2.2). Sia P; = (z;,v;) € E peri=0,1,2,3 e sia P, + P, = P;.

1. =Py = (20, —Yo — a1z — as).
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2. Sexy =19 €Yy = —Yo — a1x3 — ag, allora P, + P, = O.
3. Siay = Ax + v la retta per Py e Py (0 la tangente se P, = P, ), allora
T3 =N 4+ @\ —ay — 1 — To, ys = —(A+ay)xs — v — as.
Se x1 # w9, allora

Y2 — Y1 Y1T2 — Y21
A= , V="
To — T To — 1

Se invece r1 = 9, allora

3xt 4+ 20971 + ag — ayy —23 + agry + 2a6 — azy,

)\ — 5 UV =
2y1 + a1y + ag 2y1 + a1y + ag

4. Come caso speciale di 3. abbiamo la formula di duplicazione per P = (z,y) € E

. ZE4 - b4ZE2 - QbGZE — bg
n 41’3 + le’Q + 2b4$ + b6

z([2]P)
con 1 b; dati in Tabella 2.1.

Definizione 2.2.6. Sia F una curva ellittica singolare. Definiamo allora parte non
singolare di E I'insieme dei punti non singolari di F, denotato con F,;.

Proposizione 2.2.7. Sia E una curva ellittica con A = 0, quindi E ha un punto
singolare che chiamiamo S. La legge di composizione 2.2.2 rende E, s un gruppo abeliano.

1. Se S ¢ un nodo, date le rette tangenti a E in S y = aqx + 81 ey = asx + Pa,
abbiamo un isomorfismo di gruppi abeliani

By K. (1y) — y-—az— b
?J—Oéﬂ—ﬂz

2. Se S e una cuspide, data la retta tangente a £ in S y = ax + 3, abbiamo un
1somorfismo di gruppi abeliani

_ z —x(S)
E,, — K7 x,y) — ———.
ns ;o () pR—
Dimostrazione. Vediamo che FE,; ¢ chiuso rispetto alla legge di composizione. Se una
retta L interseca F,¢ in due punti (non necessariamente distinti), allora L non pud con-
tenere il punto S: infatti S ha molteplicita almeno 2 nell’intersezione EN L e, se S stesse

in L, ci dovrebbero essere almeno 4 punti in £ N L. Ma questo e assurdo per il Teorema
di Bézout: vedi [7] I §7 (Corollary 7.8).
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Verifichiamo ora che le mappe in 1. e 2. sono biezioni tali che, se LN E,s = {P, P, P3}
non necessariamente distinti con P; # S, il prodotto delle immagini dei P; ¢ 1 se S € un
nodo oppure la somma delle immagini dei P; ¢ 0 se S € una cuspide.

Tramite un cambio di variabili supponiamo che il punto singolare sia (0,0): vedi di-
mostrazione di 1(b). della Proposizione 2.1.6. Otteniamo quindi I'equazione 3 + ayzy =
23 + asx®. Sia s € K una radice di s> 4+ a15 — as = 0. Sostituiamo y + sz al posto di
y eliminando cosi il termine in 22 e ottenendo I'equazione y? + (2s + a1)xry = 3. In
coordinate omogenee abbiamo quindi Y?Z + AXYZ — X3 =0e S =[0,0,1]. F ha un
nodo se A # 0 e una cuspide se A = 0.

1. Ricordando la relazione (2.8), vediamo che le rette tangenti in S sono Y = 0 e
Y + AX = 0, quindi la mappa E,, — K* & data da [X,Y,Z] — 1+ AX/Y. Un
altro cambio di variabili X = A*(X’ —Y"), Y = A%’ Z = Z', porta all’equazione
XYZ — (X —Y)? =0 che deomogeneizzata rispetto a Y diventa zz — (x — 1)3 = 0. In
questo nuovo sistema di coordinate, il punto singolare diventa il punto all’infinito. La
mappa F,s — K* & quindi data da (z,2) — x. Esiste la mappa inversa K* — E,, tale
che t — (t, (t — 1)3/t). Quindi abbiamo una biezione E,, — K*.

Vediamo ora che, se data una retta L non passante per S tale che L interseca E in tre
punti (xy, 1), (22, 22), (23, 23), allora zyzox3 = 1. L’equazione di L generica ¢ del tipo
z = ax + b quindi le coordinate z; dei tre punti saranno le radici del polinomio cubico
rlar+b) — (-1 = —2* + (a+ 3)2? + (b—3)x + 1 = —(z — z1)(x — x2)(x — 3).
Eguagliando i termini costanti si ha zxex3 = 1.

2. Se A = 0 allora la retta tangente in S = [0,0,1] ¢ Y = 0, quindi la mappa FE,, — K+
¢ data da [X,Y, Z] — X/Y. Deomogeneizzando rispetto a Y otteniamo z — z3 = 0 e la
mappa ¢ quindi data da (z,2) — z. La mappa inversa K* — E,,, ¢ data da t — (¢,1°).
I tre punti di intersezione tra la retta L e F si ottengono come radici del polinomio
(ax +b) — 2® = —(z — 21)(z — x2)(x — x3). Eguagliando i coefficienti dei termini in z?
otteniamo x1 + r9 + 3 = 0.

]

2.3 La legge di gruppo ‘“algebrica”

Vediamo ora che e possibile descrivere una legge di gruppo sui punti di una curva ellittica
anche utilizzando il Teorema di Riemann-Roch. Ovviamente si ritrova la stessa legge
descritta in 2.2.5.

Lemma 2.3.1. Sia C' una curva di genere 1 e siano P,Q € C. Allora {P} ~ {Q} se e
solo se P = Q).

Dimostrazione. Sia f € K(C) tale che div(f) = {P} —{Q}. Allora f € L({Q}). Poiché
g = 1 allora per la 3. del Corollario 1.8.8 sappiamo che dim £({Q}) = 1. Quindi f &
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costante perché L({Q}) contiene le funzioni costanti, allora P = Q.
[

Osservazione 2.3.2. Il Lemma 2.3.1 distingue P! dalle curve di genere 1. Infatti in P!,
o0 equivalentemente in una curva di genere 0, esistono due punti P, @) tali che { P} ~ {Q}.
Basta sostituire g = 0 nella relazione della 3. del Corollario 1.8.8: in questo caso si ottiene
che dim L({Q}) = 2.

Proposizione 2.3.3. Sia (E,O) una curva ellittica.

1. Per ogni D € Div(E) esiste un unico punto P € E tale che D ~ {P} — {O}.
Definiamo
o: Din(E) - E

la mappa che manda D nel suo punto P associato.
2. o ¢ suriettiva.

3. Siano Dy, Dy € Divy(E). Allora o(Dy) = o(Ds) se e solo se Dy ~ Dy. Quindi o
induce una biezione di insiemi

o : Picy(E) = E.

4. Sia
v: E = Picy(E)
Vinversa di o definita da P — classe di {P} —{O} = [{P} —{0O}]. Allora la legge
di gruppo indotta da Picy(E) usando o é la legge definita in 2.2.5.

5. Sia D =Y np{P} € Div(E). Allora D e un divisore principale se e solo se

an:O e Z[np]P:O.

PeE PeE
(La prima ), ¢ l'addizione fra interi, la seconda é l'addizione su E ).

Dimostrazione. 1. Per ipotesi deg D = 0, quindi per la 3. del Corollario 1.8.8 si ha
dim £(D + {O}) = 1. Sia f € K(E) un elemento non nullo di £(D + {O}), allora f
¢ una base. Per definizione, div(f) > —D — {O} e per la 2. della Proposizione 1.6.2
degdiv(f) = 0, allora div(f) = —D — {O} + {P} per qualche P € E. Si ha quindi
D ~ {P} —{0O} che mostra I'esistenza di tale punto. Supponiamo poi che P’ sia un altro
punto che soddisfa la stessa proprieta. Allora {P'} ~ D+ {O} ~ {P} esi ha P =P’
per il Lemma 2.3.1 che mostra l'unicita.

2. Per ogni P € E'si hao({P} —{0}) = P.

3. Poniamo P; = o(D;) con i = 1,2. Dalla definizione di o sappiamo che {P;} —{ P>} ~
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(D1 +{O}) — (Dy+{0O}) = Dy — Dy. Se P, = P, allora Dy ~ Dy. Se invece Dy ~ D,
allora {P,} ~ {P»} e P, = P, per il Lemma 2.3.1.
4. Siano P,Q € E. Basta verificare che P & Q = v (v(P) +v(Q)).
Sia f(X,Y, Z) = aX +bY +cZ = 0 I'equazione della retta L di P? che passa per P e Q, e
sia R il terzo punto di intersezione di L con E. Sia poi f'(X,Y,Z) =d X +bY +Z =0
I'equazione della retta L’ di P? che passa per R e (0. Osserviamo inoltre che la retta
Z = 0 interseca E nel punto O con molteplicita 3.
Sihadiv(f/Z) ={P} +{Q} +{R} —3{O} e div(f'/Z) ={R} +{P + Q} — 2{O} =
div(f'/f) = {P+Q;—{P}—A{Q}+{0} = {P+Q}—{0})-({P}—{0})-({Q}—{0}),
per cui passando al quoziente si ha 0 = {P+ Q} — {0} — [{P} — {0} - [{Q} — {O}].
Allora y(P + Q) = y(P) +7(Q) e P& Q =P+ Q = v ' (7(P) +v(Q)), per cui y & un
isomorfismo di gruppi.
5. Dalla 2. della Proposizione 1.6.2 sappiamo che ogni divisore principale ha grado 0,
i.e. > np = 0. Sia quindi D € Divg(E), allora per 1. e 3. si ha che D ~ 0 se e solo se
(D) = O. Osserviamo che D =Y np{P} ~ 0~ > np({P} —{O}) poiché > np = 0.
Allora (D) = o (> np({P} —{O})) = > np| c({ P} — {O}) per la proprieta di gruppo
in 4. considerando il quoziente. Poiché o({P} —{O}) = P, si ottiene il risultato.

O

Osservazione 2.3.4. Riprendendo 1’Osservazione 1.6.5 possiamo dire che ad ogni curva
ellittica F'/K & associata la successione esatta

1 — K* = K(E)" 2% Divg(E) & E — 0
dove o e l'operazione di somma dei punti nel divisore tramite la legge di gruppo su F.

Teorema 2.3.5. Sia F/K una curva ellittica. Allora la legge di gruppo 2.2.5 definisce
due morfismi

b:ExFE — FE, o:F —- F,
(P, PR) — P+ P P — —P

Dimostrazione. La mappa © e chiaramente una mappa razionale su £. Poiché E ¢ liscia,
per la Proposizione 1.5.1 © € un morfismo.

Consideriamo ora la mappa @. Se escludiamo le coppie di punti del tipo (P, P), (P, —P),
(P,0), (O, P), osserviamo che anch’essa & un morfismo: infatti, per tutte le coppie di
punti che non presentano questa forma, le relazioni per A e v (vedi Legge 2.2.5) sono ben
definite, quindi anche @ e una mappa razionale ben definita su £ x E.

Vediamo cosa accade nelle quattro coppie escluse. Sia ) € FE fissato con () # O. Consid-
eriamo la mappa traslazione rispetto a Q 7 : E — E tale che 7¢(P) = P+(@). Anch’essa
¢ una mappa razionale su E e per la Proposizione 1.5.1 ¢ un morfismo. Inoltre, poiché
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esiste anche 'inversa 7_¢ tale che 7_g(P) = P — @), allora 7 ¢ un isomorfismo. Siano
quindi @1, Q2 € E e siano 7q,, 7o, le relative traslazioni. Consideriamo la composizione
di mappe

o ExE 22 peptpo pTep

Poiché la legge di gruppo e associativa e commutativa (vedi Proposizione 2.2.2), la mappa
¢ agisce sulla coppia (P, P,) nel modo seguente:

(P, Ps) SLIRILER (P +Q1, Po+Q-) m P +Q1+P+Qo o P +Pr+Q2 SN P+ P,

¢ ¢ quindi una mappa razionale che agisce esattamente come la mappa @ sulle coppie
di punti in cui entrambe sono definite: infatti anche ¢ ¢ un morfismo se escludiamo le
coppie del tipo (P — Q1, P — Q2), (P — Q1,—P — Q2), (P — Q1,—0Q2), (=Q1, P — Q3).
I punti @1, Q2 sono arbitrari, quindi al variare di essi otteniamo un insieme finito di
mappe razionali ¢1,...,¢, : E X F — FE con le proprieta:

e ¢, ¢ la mappa di addizione definita nella 3. della Legge 2.2.5,

e per ogni (P, P5) € E x E, qualche ¢; ¢ definita in (P, P»),

e sc ¢; e ¢; sono entrambe definite in (P, P,), allora ¢;(Py, P2) = ¢;(P1, Pa).

In tal modo la mappa @ e definita su tutto £ x F ed € un morfismo.

2.4 Isogenie

Definizione 2.4.1. Siano (F1,O), (E,,O) curve ellittiche. Un’isogenia tra E; a E €
un morfismo ¢ : By — Ey tale che ¢(O) = O. E; e Ey sono isogene se esiste un’isogenia
tra By a Fy con p(FE) # {O}.

Osservazione 2.4.2. La traslazione 7¢ rispetto a un punto ) € E definita nella di-
mostrazione del Teorema 2.3.5 ¢ un isomorfismo, come abbiamo visto, perché 7_¢g ¢
un’inversa. Inoltre e un’isogenia solo quando ) = O. Se consideriamo un morfismo arbi-
trario a tra Fy e Ly curve ellittiche, allora la composizione ¢ = 7_, ) o @ ¢ un’isogenia
poiché p(O) = O. Questo implica che ogni morfismo « tra curve ellittiche puo essere
scritto come a = 7,(0) © ¢, composizione di un’isogenia e di una traslazione.

Osservazione 2.4.3. La definizione piu generale di isogenia e data su due punti base
distinti O, O’ per le due curve: si definisce quindi isogenia un morfismo tale che ¢(O) =
O’. Grazie all’Osservazione 2.4.2 & pero possibile comporre con una traslazione per
riportarsi al caso ¢(0) = O.

Osservazione 2.4.4. Riprendiamo alcune informazioni dal Capitolo 1 riguardo alle
mappe tra curve.
e Dal Teorema 1.5.3 segue che un’isogenia ¢ tale che p(F;) = {O} oppure p(E;) = Eb.
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e Escludendo 'isogenia nulla ¢(P) = O VP € Ej, ogni altra isogenia ¢ una mappa finita.
e Dall’Osservazione 1.5.4 si ottiene I'iniezione ¢* : K(F) — K(FE;) tra i campi delle
funzioni.

e Analogamente alla Definizione 1.5.6, si ha degy = [K(E;) : ¢*(K(E,))]. Sia poi per
convenzione deg oy = 0, allora vale deg(y o ¢) = degtdegp per ogni ¢ : By — FEy e
’(/) . EQ — Eg.

Poiché le curve ellittiche sono gruppi abeliani, anche le mappe tra esse formano un
gruppo. Denotiamo 'insieme delle isogenie tra F; a Es con Hom(E4, Ey). La somma tra
due isogenie ¢, 1) ¢ definita come (¢ + ¢)(P) = ¢(P) + ¢(P) e il Teorema 2.3.5 implica
che ¢ + 1 € un morfismo, quindi un’isogenia. Allora Hom(E;, F5) € un gruppo.

Se F; = FE5, possiamo ancora comporre le isogenie. Quindi definiamo, per una curva
ellittica £, l'anello End(F) = Hom(FE, E) detto anello degli endomorfismi di E, che &
un invariante molto importante di E. L’addizione & definita come in Hom(E;, Es) e la
moltiplicazione ¢ data dalla composizione (p¢)(P) = ¢(¢(P)). Gli elementi invertibili
di End(FE) formano il gruppo degli automorfismi, denotato con Aut(FE).

Il seguente Teorema motiva il nome dato al gruppo delle isogenie.

Teorema 2.4.5. Sia p : By — Ey un’isogenia. Allora p(P+Q) = ¢(P)+ ¢(Q) per ogni
P.Q e F.

Dimostrazione. Se ¢(P) = O per ogni P € Fy, cioe ¢ e l'isogenia nulla, allora il risultato
e gia verificato. Supponiamo quindi che ¢ sia una mappa finita. Allora, come visto nel-
I'Osservazione 1.6.9, ¢ induce un omomorfismo ¢, : Pico(E;) — Pico(Ey). Abbiamo poi
definito, nella 4. della Proposizione 2.3.3, un isomorfismo di gruppi v; : E; — Pico(E;).
Poiché ¢(O) = O, allora il diagramma

El n PiCO (El )
Pl i‘ﬂ*
E2 RE PiCO (Eg)

commuta. Poiché 71,79, . sono omomorfismi di gruppo e i 7; sono invertibili, allora
anche ¢ = v, ' 0 ¢, 0 & un omomorfismo.

[]

Corollario 2.4.6. Sia ¢ : Ey — E, un’isogenia non nulla. Allora ker ¢ = o=1(O) ¢ un
gruppo finito.

Dimostrazione. Per il Teorema 2.4.5 ker ¢ & un sottogruppo di £ e per la relazione (1.1)
e finito, con ordine al piu deg .
O
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Definizione 2.4.7. E; e F5 sono isomorfe se esistono due isogenie ¢ : F; — FEj e
Y By — Fj tali che pot) =1idg, e o =idg,. Osserviamo che l'isomorfismo di curve
ellittiche e un concetto piu forte rispetto all’isomorfismo di curve algebriche: e infatti un
isomorfismo di gruppi abeliani.

Riprendiamo ora in considerazione la mappa [m] : E — E definita nella Notazione 2.2.4,
detta moltiplicazione per m. Per il Teorema 2.3.5 [m] € un morfismo e anche un’isogenia
perché fissa O. Se E ¢ definita su K, anche [m] ¢ definita su K.

Osservazione 2.4.8. Grazie alla definizione dell’operazione nel gruppo Hom(E;, Es), si
ha che ¢ + ¢ = [2] 0 p e pil in generale per m termini p + ...+ ¢ = [m] o . Denotiamo
con [0] l'isogenia nulla.

Proposizione 2.4.9.

1. Sia EF/K una curva ellittica e sia m € Z con m # 0. Allora la mappa di
moltiplicazione per m non € costante.

2. Siano Ey, Ey curve ellittiche, allora il gruppo Hom(FE1, Ey) é uno Z-modulo (i.e. un
gruppo abeliano) libero da torsione.

3. Sia E una curva ellittica, allora l'anello End(E) é un dominio d’integrita con
caratteristica 0 (non necessariamente commutativo).

Dimostrazione. 1. Per prima cosa vediamo che vale sempre [2] # [0]. Dalla formula di
duplicazione data nella 4. di 2.2.5 osserviamo che, se un punto P = (z,y) € E ha ordine
2, allora 423 + boz? + 2042 + bg = 0. Se char(K) = 2 allora I'unica possibilita per avere
[2] = [0] & che valga by = bg = 0 che implica perd A = 0. Se invece char(K) # 2 allora
esiste solo un numero finito di tali punti. Possiamo ricondurci quindi al caso m dispari
poiché vale [mn] = [m] o [n].

Sia char(K) # 2 allora si verifica che h(z) = 423 + byx?® + 2bsx + bg non divide g(z) =
2t — by2? — 2bgw — by (rispettivamente denominatore e numeratore della formula di du-
plicazione). Se cio accadesse, si avrebbe ancora A = 0. Possiamo quindi trovare un
ro € K che sia uno zero per h di ordine superiore rispetto a g. Scegliamo poi yy € K
tale che Py = (zo,90) € E. Allora la formula di duplicazione implica [2]Py = O e quindi
E ha un punto non banale Fy di ordine 2. Per un intero dispari m = 2k + 1 si ha
(m| Py = [2k| Py + Py = Py # O, quindi [m] # [0].

Per char(K') = 2 si cerca un punto di ordine 3 ricavando la formula di triplicazione e si
procede poi analogamente.

2. Basta verificare che 'unico elemento di torsione e dato dall’isogenia nulla. Sup-
poniamo ¢ € Hom(FE;, Ey) e m € Z tale che [m] o ¢ = [0]. Passando ai gradi si ha
deg[m] deg ¢ = 0 quindi m = 0 oppure deg[m| > 1 per la 1. E in tal caso deve valere

¢ = [0].
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3. Per la 2. otteniamo subito che la caratteristica ¢ 0. Vediamo ora che non esistono
divisori dello zero. Siano ¢, ¥ € End(F) tali che p ot = [0]. Allora passando ai gradi si
ha deg ¢ deg1 = 0 da cui segue ¢ = [0] oppure ¥ = [0].

O

Osservazione 2.4.10. Supponiamo char(K) = 0. Allora la mappa [ | : Z — End(F)
definisce 'isomorfismo End(F) = Z.

Definizione 2.4.11. Sia E una curva ellittica e sia m € Z con m > 0. Il sottogruppo di
m-torsione di E, denotato con E[m], & I'insieme dei punti di E di ordine m:

Elm]={P € E : [m]P = O}.

Il sottogruppo di torsione di E, denotato con Fi,., € I'insieme dei punti di ordine finito:

Buors = | J E[m].
m=1

2.5 Differenziale invariante

Proposizione 2.5.1. Sia E una curva ellittica. Allora il differenziale invariante w
definito in (2.3) associato all’equazione di Weierstrass di E ¢ olomorfo e non nullo,
i.e. div(w) = 0.

Dimostrazione. Basta dimostrare che w non ha zeri e poli per alcun punto P di F.
Consideriamo f(z,y) = y? + a12y +azy — 2> — asx® — agr —ag = 0. Sia P = (zg, y0) € F,
allora w = d(z — x9)/0yf = —d(y — y0)0f. P non puo essere un polo altrimenti si
avrebbe 0, f(P) = 0, f(P) = 0, quindi P sarebbe un punto singolare di E. Consideriamo
la mappa E — P! di grado 2 tale che [z, y, 1] — [x,1]. Allora ordp(x — () < 2, per cui si
hanno due casi: ordp(z—z9) = 1 oppure ordp(x—xo) = 2 che si ha se e solo se il polinomio
quadratico f(zo,y) ha una radice doppia, i.e. 9, f(P) = 0. In entrambi i casi, utilizzando
la 5. della Proposizione 1.7.2, si ottiene: ordp(w) = ordp(z — z¢) — ordp(9,f) — 1 = 0.
Quindi div(w) = 0.

]

La seguente Proposizione mostra perché il differenziale ¢ invariante.

Proposizione 2.5.2. Sia E una curva ellittica e sia w il suo differenziale. Sia poi () € E

e sia 7q la mappa di traslazione rispetto a Q. Allora THw = w.
(Per la definizione di 7 : Qp — Qg si veda 1.7.1).
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Dimostrazione. Poiché sappiamo che Qg ¢ un K (FE)-spazio vettoriale di dimensione 1
(vedi 1. della Proposizione 1.7.2), allora esiste una funzione ag € K(FE)* dipendente da
@ tale che THw = agw. Osserviamo che ag # 0 poiché 7 ¢ un isomorfismo. Guardiamo
il divisore: div(ag) = div(rHw) —div(w) = 75div(w) —div(w) per la 2. della Proposizione
1.6.8, e per la Proposizione 2.5.1 div(ag) = 0 poiché div(w) = 0. Allora «, ¢ costante per
la 1. della Proposizione 1.6.2, i.e. ag € K*. Consideriamo ora la mappa f : E — P! tale
che @) — [ag,1]. Possiamo esprimere ag come una funzione razionale in z(Q) e y(Q)
osservando il seguente fatto: la mappa 7¢) intuitivamente lega il differenziale wp,q al
differenziale wp in cui x(Q) e y(Q) sono considerate costanti. Per questo f & una mappa
razionale e non ¢ suriettiva perché [1,0],[0,1] ¢ f(E). Allora, per la Proposizione 1.5.1
e per il Teorema 1.5.3, f ¢ costante. Per questo ag non dipende da @, i.e. ag = ap =1
per ogni Q) € E.

O

Vediamo ora una proprieta importante del differenziale di una curva ellittica che consiste
nel rendere lineare la legge di addizione.

Teorema 2.5.3. Siano Ey e Es curve ellittiche e sia w il differenziale invariante su Es.
Siano poi v, : By — Ey isogenie. Allora (¢ + ¢)*w = ¢*w + Y w.

Osserviamo che il primo segno + indica l'addizione in Hom(E1, E2) data dalla legge di
gruppo su Fs, il secondo invece indica ’addizione tra differenziali nello spazio Qp, .

Dimostrazione. Si rimanda a [16] II1.5 (Theorem 5.2).
[l

Corollario 2.5.4. Sia w il differenziale invariante su una curva ellittica E. Sia m € 7.
Allora [m]*w = mw.

Dimostrazione. La relazione vale per m = 0, poiché [0] & la mappa costante, e vale per
m = 1, poiché [1] & la mappa identita. Usiamo la proprieta del Teorema 2.5.3 con ¢ = [m]
e 1 = [1]. Otteniamo [m + 1]*w = [m*|w + w. Per induzione quindi si ottiene la formula.

]

2.6 Isogenia duale
Sia ¢ : E1 — F, un’isogenia non costante. Abbiamo visto nell’Osservazione 1.6.9 che ¢
induce una mappa ¢* : Picg(Ey) — Pico(Er). Sappiamo inoltre dalla 4. della Propo-

sizione 2.3.3 che esiste un isomorfismo di gruppi v; : E; — Pico(E;) per i = 1,2.
Otteniamo quindi un omomorfismo tra F, e E; tramite la composizione

By 2 Pico(Es) 25 Pico(Ey) 2 B (2.10)
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Sia ) € Ey e sia P € E tale che p(P) = Q. Allora posto m = deg ¢ si ha

(1 0@ 0 )(Q) = [m](P). (2.11)

Definizione 2.6.1. L’isogenia descritta nella relazione (2.11) con ¢ : Fy — Fj tale che
P op = [degp] & detta isogenia duale a p. Sipone ¢ = [0] se p = [0].

Vediamo ora le proprieta di questa nuova isogenia.
Teorema 2.6.2. Sia ¢ : Fy — FEy un’isogenia.
1. L sogenia duale ¢ é unica.
2. Sia m = deg . Allora oy =[m] su By e pop =[m] su Es.

3. Sia \ : Fy — E3 un’altra isogenia. Allora )\/o\go =po .

4. Sia v By — Ey un’altra isogenia. Allora m =¢p+ 0.
5. Per ogni m € Z, [/77;] = [m] e deg[m] = m?.

6. degp = deg .

7. 4,5 = .

Dimostrazione. Assumiamo che tutte le isogenie siano non costanti, altrimenti tutte le
proprieta sono banali.

1. Supponiamo che esistano due isogenie ¢ e ¢’ che soddisfano la proprieta. Allora si
ha che (¢ — ¢') o o = [m] — [m] = [0]. Poiché ¢ non & costante, allora per il Teorema
1.5.3 ¢ — ¢’ deve essere costante. Quindi ¢ = ¢'.

2. La prima relazione ¢ data dalla definizione di ¢. Per la seconda, consideriamo
(po@)oyw=po[m]=[m]op. Poiché ¢ & non costante, si ha il risultato.

3. Sia n = deg A. Allora (po X o(Aop)=@o[n]op=I[n]opoy=[nm]. Perla?2 si
ha il risultato.

4. Consideriamo per i = 1,2 le coordinate di Weierstrass z;,y; € K(FE;) ricordando
che K(FE;) = K(z;,y;) per il Corollario 2.1.11. Indichiamo per semplicita K (F;) con
K;. Consideriamo FE, definita su K, allora l'isogenia ¢ & tale che ¢(x1,y1) € Fa(Kq).
Analogamente questo vale per ¢ (z1,71) e (¢ +)(z1,y1). Consideriamo ora il divisore

D = div((¢ +¥)(z1,91)) — div(e(21,91)) — div(¥(z1, 1)) + {O}

con D € Divg, (E3). Per la definizione dell’operazione in Hom(FE, F5), si ha che D =
{O}. Quindi per la 5. della Proposizione 2.3.3 si ha che D ~ 0. Allora esiste f €
Ky(F3) = K(x1,11,%9,y2) tale che D = div(f) se f & considerata come funzione in

T2, Y2-
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Analogamente al ragionamento appena descritto, guardiamo ora f come una funzione
in z1,y1, quindi guardiamo f come funzione in K5(FE,), considerando E; definita su K.
Supponiamo che esista P, € E;(K3) tale che ¢(P) = (2,%2). Guardando I’espressione
di D e in particolare guardando il termine negativo —div(¢(x1,¥;)), notiamo che f ha
un polo in P;, i.e. f ha un polo se le coordinate di E; e Ey sono tali che (za,y2) = ¢(Py).
Analogamente osserviamo che f ha un polo in P; se (z3,y2) = ¢¥(P;) e f ha uno zero in
Py se (z9,92) = (¢ + ) (P1). Guardiamo allora D = div(f) come funzione solo di x1, 3,
poniamo (z2,y2) = P e otteniamo la forma

D=(p+9)"({P}) — ¢ ({B}) — v ({P}) + > _ni{Qi}

con D € Divi;(Ey) e dove i Q; sono in Ey(K), i.e. Y ni{Q;} € Divg(E;). Considerando
la costruzione dell’isogenia duale vista in (2.10), vediamo che all’espressione per D &
associato il punto

R=(¢+¥)(P) — §(P2) — (P)
che non puo dipendere da P, poiché D = (9, quindi R € Ey(K). Poniamo P,=0¢e

per le proprieta di isogenia abbiamo che ((gp +9) — ¢ — ) (Py) = [0](P,). Allora

(p+v)—¢— ¢ deve essere costante ciod vale il risultato.

5 Per m = 0,1 il risultato vale. Usiamo la 4. con ¢ = [m] e ¢» = [1], quindi otteniamo
[m +1] = [m] + [1] Per induzione si ottiene subito che [/\] = [m| per ogni m.
Sia ora d = deg[m], allora per definizione [d] = [m] o [m] = [m?| per la proprieta appena
verificata. Poiché I’anello degli endomorfismi di una curva ellittica € uno Z-modulo libero
da torsione per la 2. e la 3. della Proposizione 2.4.9, allora d = m?.
6. Per la 5. ¢ la 2. si ha m? = deg[m] = deg(p o $) = degpdegp = mdegp. Allora
m = deg . .
7. Perla2.,lab.ela3.sihapoyp=|m]=[m|= gb/;o — $o¢. Siottiene quindi il
risultato.

O

Corollario 2.6.3. Sia E una curva ellittica e siam € Z conm # 0 in K, i.e. char(K) =
0 oppure char(K) =p > 0 tale che pt m. Allora

E[m| = ker|m] = Z/mZ x Z/mZ.

Dimostrazione. Dalla 5. del Teorema 2.6.2 sappiamo che deg[m] = m? quindi [m] ¢ una
mappa finita separabile. Inoltre ¢ anche non ramificata poiché #[m]~1(Q) = #[-m](Q)
¢ costante per ogni Q € E, in particolare #[—m](Q) = deg[m]. Se prendiamo @ = O
abbiamo quindi #[—m](O) = #ker[m] = deg[m], cio¢ #F[m] = m?. Per ogni d che

divide m analogamente si ha #FE[d] = d*. Allora 'unica possibilita per scrivere F[m]
come prodotto di gruppi ciclici ¢ E[m] = Z/mZ x Z/mZ.
[l
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Osservazione 2.6.4. Il gruppo di Galois Gz, agisce su E[m]|: infatti, se [m|P = O,
allora [m](P?) = ([m]P)? = O7 = O. Otteniamo quindi la rappresentazione

Gr/x — Aut(Elm]) = GLo(Z/mZ),

scegliendo una base opportuna per E[m)|.

2.7 Automorfismi

Mostriamo quanto sia piuttosto semplice ricavare la struttura del gruppo degli automor-
fismi di una curva ellittica. Al contrario, molto meno banale ¢ la struttura dell’anello
degli endomorfismi di E per la quale si rimanda a [16] 111.9.

Teorema 2.7.1. Sia E/K una curva ellittica, allora il gruppo Aut(E) é finito con ordine
che divide 24. Precisamente [’ordine é

2 se j #0,1728

4 se j = 1728 e char(K) # 2,3

6 se j =0 e char(K) # 2,3

12 se j =0=1728 e char(K) = 3.

Dimostrazione. Consideriamo l'equazione di Weierstrass in forma di Legendre (2.9). Ab-
biamo visto nella 3. della Proposizione 2.1.9 che esiste una permutazione in X3 che
manda {0,1, A} in {0,1, A} in qualche ordine e abbiamo visto che l'orbita di A ¢ A =
{N /A 1T=X 1/(1=X), A/(A=1), (A=1)/A}.
Sia char(K) # 3. Sicuramente 'automorfismo id e 'automorfismo dato dal cambio di
variabili (z,y) = (2/, —y') fissano le tre radici. In particolare questi sono gli unici due
elementi in Aut(E) se A # p per ogni pn € A\ {A}.
Supponiamo ora A = p per un certo pu come definito sopra. Abbiamo visto che A coin-
cide con un altro elemento della sua orbita se A € {—1,1/2,2}, i.e. j = 1728. Quindi gli
automorfismi possibili, considerando le due possibilita y = £/, sono 4.
Supponiamo invece che A coincida con altri due elementi della sua orbita: abbiamo visto
che questo accade per A tale che A2 — A+ 1 = 0, i.e. j = 0. Gli automorfismi possibili
allora sono 6.
Se char(K) = 3 e A = —1, allora tutti gli elementi dell’orbita coincidono, quindi gli
automorfismi possibili sono 12.

[



Capitolo 3

Il gruppo dei punti razionali su
campi locali

Notazione. Sia v una valutazione discreta su un campo K, vale a dire che v & una
mappa v : K* — Z tale che v(zy) = v(z) + v(y) (i-e. v &€ un omomorfismo di gruppi) e
v(xz +y) > min{v(x),v(y)} per ogni z,y € K*. Spesso si estende v a tutto K ponendo
v(0) = 0.

Sia K un campo locale, i.e. K e il completamento di un campo globale rispetto a una
valutazione discreta v. Sono campi globali i campi di numeri algebrici, i.e. le estensioni
algebriche finite su Q, e i campi delle funzioni di curve algebriche su un campo finito,
i.e. le estensioni finite di F,(T").

Siano: R l'anello degli interi di K: R={z € K :v(x
R* il gruppo delle unita di R: R* ={z € K :v(x) =
m l'ideale massimale di R;

7 un parametro uniformizzante per R, i.e. m = 7R;

k = R/m il campo dei residui di R.

Supponiamo che v sia normalizzata quindi v(7) = 1.
Assumiamo che K e k siano campi perfetti.

) = 0};
0};

3.1 Equazioni di Weierstrass minime

Sia E/K una curva ellittica consideriamo 'equazione di Weierstrass (2.2). La sosti-
tuzione (x,y) — (u=22’,u~3y’) porta a una nuova equazione in cui i coefficienti sono del
tipo u'a;. Se scegliamo quindi u divisibile per una potenza sufficientemente grande di
7, otteniamo un’equazione di Weierstrass con tutti i coefficienti in R. Osserviamo che
anche il discriminante e tale che v(A) > 0. Poiché v & discreta, possiamo scegliere tra

tutte le equazioni di Weierstrass a coefficienti in R quella che minimizza il valore di v(A).

Definizione 3.1.1. Si dice equazione di Weierstrass minima per E rispetto a v 1'e-
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quazione per cui v(A) & minimizzato rispettando la condizione a; € R. Questo valore
minimo di v(A) & detto valutazione minima del discriminante di E rispetto a v.

Osservazione 3.1.2. Supponiamo di non sapere se una certa equazione ¢ minima. Vale
sicuramente che A € R poiché a; € R per ogni i. Allora tramite il cambio di coordinate
descritto in Tabella 2.2, possiamo ottenere una nuova equazione. Per essa valgono:
A =u2A, ¢, =u""ey, cf =u5 con A, d), ¢4 € R.

Osserviamo quindi che v(A) resta minimo se v(A) < 12 perché in tal caso v(A’) ¢ R.
Lo stesso vale per ¢4 e ¢g. Quindi se 0 < v(A) < 12 oppure 0 < v(cy) < 4 oppure
0 < wv(cg) < 6 allora 'equazione ¢ minima.

Se char(K) # 2,3 vale anche il viceversa: ’equazione ¢ minima se e solo se 0 < v(A) < 12.

Proposizione 3.1.3. Sia E/K una curva ellittica.
1. E ha un’equazione di Weierstrass minima.

2. L’equazione di Weierstrass minima € unica a meno di cambt di coordinate del tipo
r=u?r'+r ey=1udy +u’sx’ +t conu € R* er,s,t € R.

3. 1l differenziale invariante w associato all’equazione di Weierstrass minima € unico
a meno di unita di R.

4. Data una generica equazione di Weierstrass a coefficienti in R, ogni cambio di
coordinate del tipo v = u?z' + 1 ey = udy + u’sx’ +t che porta a un’equazione di
Weierstrass minima e tale che u,r,s,t € R.

Dimostrazione. 1. Tra tutte le equazioni a coefficienti in R, esiste sicuramente un’e-
quazione che minimizza v(A) poiché v ¢ discreta.
2. Sappiamo dalla 2. della Proposizione 2.1.10 che un’equazione di Weierstrass per E
€ unica a meno di cambi di coordinate come quello indicato. Supponiamo quindi che
sia l'equazione data sia la nuova siano minime. Per la definizione di minimo, deve
valere v(A') = v(A). Sappiamo che A = u'?A’ come in Tabella 2.2, quindi 1'unica
possibilita & che v(u) = 0 cioe v € R*. Dalle altre espressioni per i nuovi coefficienti
uSby, uBby, u?dh, ubay si ottiene rispettivamente che r, s, t € R.
3. Si procede in modo analogo a 2. poiché W' = uw.
4. Se la nuova equazione ¢ minima, allora v(A’) < v(A) = v(u'?A’). Questo significa
v(u) > 0 cioe u € R. Si procede poi come in 2. per ottenere 7, s,t € R.

O

3.2 Riduzione modulo 7

Sia R — k = R/mR la mappa di riduzione tale che ¢ — ¢. Data un’equazione di
Weierstrass minima per E/K, & possibile ridurre i suoi coefficienti modulo 7: in tal modo
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si ottiene una curva su k, non necessariamente liscia. Questa nuova curva e descritta
dall’equazione

o2~ ~ 3., ~ .2 ~ ~

E: y* 4 azy + azy = 27 + Gox” + a4 + Ge. (3.1)

La curva E/k e chiamata riduzione di E modulo w. Poiché per 2. della Proposizione 3.1.3
Pequazione di Weierstrass minima ¢ unica a meno di cambi di coordinate, allora E & unica
a meno di cambi di coordinate del solito tipo. Sia P = [xo, Yo, 20| con To, Yo, 20 € R tali
che almeno uno di essi ¢ in R*. Allora il punto ridotto P = [Zq, §jo, Z0] € E(k). Possiamo
definire quindi una mappa di riduzione E(K) — E(k) tale che P — P. In generale tale
mappa di riduzione ¢ definita tra P"(K) — P"(k). Quindi la mappa di riduzione definita
su E(K) ¢ semplicemente la restrizione della mappa di riduzione su P*(K).

Se la curva E/k & singolare, indichiamo con E,(k) l'insieme dei punti non singolari.
Abbiamo visto che E,(k) & un gruppo (vedi Proposizione 2.2.7). Definiamo quindi due
nuovi sottoinsiemi per E(K):

EO(K) = {P S E(K> : P S Ens(k>}’
E(K)={Pc E(K): P=0}.

L’insieme Fy(K) contiene quindi tutti i punti con riduzione non singolare mentre F1(K)
e il nucleo di riduzione. Poiché I’equazione minima e unica a meno di cambi di coordinate,
allora questi insiemi non dipendono dalla scelta dell’equazione minima.

Proposizione 3.2.1. FEsiste una successione esatta di gruppi abelian:
0= By (K) L By(K) S Eny(k) — 0.

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione in tre parti: mostriamo prima che la mappa
di riduzione 7 ¢ suriettiva, quindi vediamo che Ey(K) ¢ un sottogruppo di F(K) per cui
la mappa di riduzione 7 ¢ un omomorfismo. Infine proviamo l'iniettivita di ¢.

Parte 1. Sia f(z,y) = y2a vy+asy—ai—asr? —auxr—ag = 0 un’equazione di Weierstrass
minima e sia f(x,y) il corrispondente polinomio con coefficienti ridotti modulo 7. Sia
poi P = (&, ) € Epns(k), allora si ha 9, f(P) # 0 oppure d,f(P) # 0. Supponiamo che
sia vera la seconda, I’altro caso si ottiene in modo del tutto analogo.

Prendiamo quindi zp € R tale che Ty = & e consideriamo l'equazione f (zo,y) = 0.
Quando riduciamo modulo 7, Pequazione f ha una radice semplice in § poiché stiamo
supponendo 0 f (o, 6) =# 0. Allora la radice B di f puo essere sollevata a una radice
yo € R di f tale che f(xo,y0) = 0 e fjo = [: questo & possibile grazie al Lemma di Hensel,
vedi [13] 7 (Proposition 7.31, Proposition 7.33). Poiché il punto P = (x¢,yo) € EO(K)
ha come riduzione 7(P) = P, si ottiene che 7 su Ey(K) ¢ suriettiva.

Parte II. Sappiamo che le leggi di gruppo su E(K) e E,s(K) sono definite tramite
intersezioni con le rette di P?. Per una retta L definita su K si ha un’equazione del
tipo Ax + By +Cz =0 con A, B,C € R tali che almeno uno di essi ¢ in R*, mentre la
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riduzione di L & data dall'equazione L : Az + By + Cz = 0. Se P € P2(K) & un punto
sulla retta L, allora il punto ridotto P & sulla retta ridotta L.
Cio che vogliamo mostrare ¢ quanto segue: siano Py, P» € Ey(K) e sia P; € E(K) tale
che P + P, + P; = O. Quindi esiste una retta L che interseca E in tre punti P, Py, P;
non necessariamente distinti. Allora L interseca F esattamente in Py, Py, Py da cui segue
che Py € Ens(k;), P, + Py + P; = O e in particolare P; € Eo(K). Questo mostra che
Ey(K) & un sottogruppo di E(K).
I casi da analizzare sono diversi:
a) Py, Py, P3 distinti e Pl, PQ, Py distinti

)Pl,PQ,PngStIHtlepl PQ?APg

)Pl,PQ,PngStll’ltlepl P2 P3
) PA=P,#Pse P =D #D;

e) P P27éP3eP1 P2 ]?3
f) P1 Py=Pye P =P, =P;.
Ci concentriamo sui casi a) e b).
a) L'intersezione tra L e E consiste di tre punti distinti { P, P, P} i primi due dei quali
sono in Ens(k) poiché per ipotesi P, P, € Ey(K). Per la Proposizione 2.2.7 abbiamo che
anche Pj € Ens(k) Per questo, P3 € Ey(K) e P, + P+ Py=0.
b) Prima di analizzare questo caso, enunciamo un Lemma che poi utilizziamo.

Lemma 3.2.2. Siano P,Q € Ey(K) punti distinti le cui riduzioni coincidono P=Qe
sia L la retta che passa per P e Q. Allora L ¢ tangente a E in P.

Dimostrazione. Supponiamo P # O. Scegliamo un’equazione minima per E data da
f(z,y) = 0 esia f(z,y) il corrispondente polinomio ridotto modulo 7. Scriviamo P =
(o, B) € BE(K), allora Q@ = (a+ p,+ \) € E(K) con a,3 € R e 1, \ € m poiché per
ipotesi P = Q Ancora per ipotesi sappiamo che P € Ey(K) quindi P & un punto non
singolare per E: vale allora 9, f(P) # 0 oppure 8 f (P) # 0. Supponiamo vero il secondo
caso e analogamente si ottiene I’altro.

Poiché f(Q) = 0 allora possiamo scrivere i primi termini dello sviluppo di Taylor di
f(z,y) attorno a Q. Si ha

0= f(Q) = f(P) + 0. f(P)u+ 8, f(P)A+ Au® + Buh + C\?

per qualche A, B,C' € R e con f(P) = 0. L’ipotesi d,f(P) # 0 & equivalente a 9, f(P) €
R*, i.e.v(0,f(P)) = 0 poiché riducendo modulo 7 si ottiene qualcosa di non nullo.
Calcoliamo ora

v(A) = 0@, F(P)N) = v(@, F(P)i+ A + Bud + CA2) = v(@, f(P)pr) = v(y)

poiché v(Au? + BuX + CA?) > 0 per lipotesi pu, A € m. Percido v(A\) > v(u) implica
A € R. Allora, dividendo lo sviluppo di Taylor per p, riducendo modulo 7 e ricordando
i, A € m, otteniamo la congruenza 0, f (P)+ 0, f(P)(A/p) = 0 (mod m). Questo significa
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—

che, dopo aver ridotto modulo 7, la retta tangente a E in P ha pendenza \ /1.
Poiché la retta che passa per P e @ ha equazione L : y — f = (A p)(z — @) con

A € R, allora la riduzione di L & la retta passante per P con pendenza \ / 4, OVVETO L
¢ necessariamente la tangente in Pak.
Il caso P = O si ottiene in modo analogo.

[]

Per concludere la dimostrazione, consideriamo Py, P, € Ey(K) e P3 € E (K ) distinti e
tali che P, + Py + P; = . Supponiamo che le riduzioni siano tali che P, = P, #+ Ps. Sia
L la retta passante per Py, P, P;. Applichiamo il Lemma 3.2.2 con P = Py e Q = P.
Allora L & tangente in PlaE quindi P € Le si ha 2] P, 4+ P; = O. In particolare poiché
P, = P, allora P; € Ens(k;) e P4+ Py+ P;=0. Quindi P; € Ey(K).

Parte III. Per definizione di F;(K) come nucleo di riduzione si ha direttamente che
Ey(K) & un sottogruppo di E(K). In particolare E;(K) e il sottogruppo di Fy(K)
contenente i punti la cui riduzione & @ poiché O € Ens(k) ¢ inoltre e necessariamente
iniettiva.

O

Osservazione 3.2.3. L'esattezza della successione corta definita nella Proposizione 3.2.1
e equivalente a F1(K) =kert e E, 4 (k) = im7. Allora E,4(k) = Eo(K)/E(K).

Osservazione 3.2.4. Osserviamo che se v(A) = 0 allora A # 0, quindi E & non sin-
golare. Questo significa che E., = E ¢ Eo(K) = E(K). Allora 'Osservazione 3.2.3 si
traduce in E(k) = E(K)/E,(K), ovvero E(K) & composto da due pezzi: E;(K) nucleo
di riduzione e F(k) insieme dei punti di una curva ellittica non singolare definita su un
campo k piu piccolo di K.

3.3 Punti di ordine finito e coordinate intere

Proposizione 3.3.1. Sia E/K una curva ellittica e sia m > 1 un intero relativamente
primo a char(k).

1. 11 sottogruppo Ey(K) non contiene punti non banali di ordine m.

2. Supponiamo inoltre che la curva ridotta E sia non singolare. Allora la mappa di
riduzione E(K)[m] — E(k) ¢é iniettiva. E(K)[m] denota l'insieme dei punti di
ordine m in E(K).

Dimostrazione. 1. Consideriamo [m] : F1(K) — E;(K) con m definito sopra. Allora la
mappa [m| ¢ un isomorfismo: vedi [16] IV.2 (Proposition 2.3) e IV.3 (Proposition 3.2).
Quindi ker[m| = O e E;(K) non ha m-torsione.
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2. Se E ¢ non singolare abbiamo la situazione descritta nell’Osservazione 3.2.4, ovvero
la successione esatta diventa

0— Ey(K) S Ey(K) = E(K) 5 Epy(k) = E(k) — 0.

Quindi la parte di m-torsione E(K)[m] di E(K) si inietta in E(k) poiché E;(K) per la
1. non ha m-torsione.

]

Osservazione 3.3.2 (Applicazione). L’utilizzo ripetuto della Proposizione 3.3.1 for-
nisce un metodo molto veloce per calcolare il sottogruppo di torsione di una curva ellittica
definita su un campo di numeri. Infatti sia K un campo di numeri e sia K, il suo com-
pletamento rispetto alla valutazione discreta v. Ovviamente E(K) si inietta in E(K,),
quindi applicando la Proposizione 3.3.1 con diverse valutazioni v si possono ottenere
informazioni sulla torsione di E(K).

Vediamo alcuni esempi di questa applicazione su Q.

Esempio 3.3.3. Sia F/Q la curva ellittica y> + y = 2® — 2 + 1. Si calcola che A =
—13 - 47 quindi modulo 2 E & non singolare. Riduciamo 1’equazione di £ modulo 2 e
otteniamo che I'unico punto di F, che soddisfa E & O, quindi F(F,) = {O}. Allora anche
E(Q)[2] = {O} e in particolare questo implica che E(Q) non ha punti di torsione non
banali.

Esempio 3.3.4. Sia F/Q la curva ellittica y? = 23 +3. Si calcola che A = —2%.35 quindi
modulo p > 5 F & non singolare. Riduciamo l’equazione di £ modulo p per p = 5,7
e cerchiamo i punti di F, che soddisfano E: otteniamo che #FE(F5) = 6 ¢ #E(F;) =
13. Poiché E(Q)[m] — E(Fp) ¢ iniettiva per ogni m tale che p t m, allora l'ordine
di £(Q)tors dovrebbe dividere contemporaneamente 6 e 13, quindi 'unica possibilita e
E(Q)tors = {O}. Allora E(Q) non ha torsione non banale. In particolare scegliamo il
punto (1,2) € E(Q) che per quanto detto ha ordine infinito. Allora E(Q) ¢ un insieme
infinito.

Esempio 3.3.5. Sia F/Q la curva ellittica y* = 2® + x. Si calcola che A = —2° quindi
modulo p > 3 E & non singolare. Riduciamo l’equazione di E modulo p per p = 3,5,7
e cerchiamo i punti di F, che soddisfano E: otteniamo che #E(F3) = 4, #FE(F5) = 4 ¢
#E(F7) = 8. Piu in generale vale che #FE(F,) ¢ divisibile per 4 per ogni p > 3, quindi
in questo caso esiste un sottogruppo di E(F,) con ordine 4.

Osserviamo ora che il punto P = (0,0) € E(Q) ha ordine 2 perché soddisfa P = —P
secondo la legge di gruppo su E. In particolare si calcolano

E(F?:) = {07 <07 O)? (27 1)7 (27 2)}7 E(F5) = {07 (07 0)7 (27 0)7 (37 O>}
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Osserviamo che secondo la legge di gruppo su E si ha (2,1) = (2, —2) = —(2,2) e ogni
punto del tipo Py = (z0,0) ha ordine 2 perché soddisfa Py = —F,. Allora E(F3) = Z/4Z
mentre E(F5) = Z/27 x Z/2Z. Poiché E(Q)ios si inietta in entrambi questi gruppi,
allora E(Q)ios ¢ banale oppure ¢ ciclico di ordine 2 e in tal caso F(Q)iors = {O, (0,0)}.
L’unico punto non banale ¢ quindi (0, 0).

Il risultato seguente ¢ molto importante perché permette di dare un limite preciso al
denominatore di un punto di torsione.

Teorema 3.3.6 (Cassels). Siano char(K) =0 e char(k) = p > 0. Sia F/K una curva
ellittica data da un’equazione di Weierstrass non necessariamente minima del tipo (2.2)
con i coefficienti a; € R. Sia P € E(K) un punto di ordine esattamente m > 2. Si
hanno i sequenti fatti

1. se ptm, allora x(P),y(P) € R.

2. sem =p", allora ™" z(P), 7" y(P) € R con

= {%J dove | | denota la parte intera.
pn — pn—

Dimostrazione. Se x(P) € R non dobbiamo provare nulla, quindi possiamo supporre
v(z(P)) < 0.

Inoltre supponiamo che 'equazione data per E non sia minima e siano (z’,%’) le coor-
dinate di un’equazione minima ottenuta tramite il cambio di coordinate. Allora dalla
4. della Proposizione 3.1.3, poiché i coefficienti del cambio di coordinate sono tutti in R,
si ha 0 > v(z(P)) > v(2'(P)) e 0 > v(y(P)) > v(y'(P)). Quindi basta dimostrare il
Teorema per un’equazione minima.

1. Dall’equazione di Weierstrass possiamo ricavare la seguente informazione: 3v(z(P)) =
20(y(P)). Poiché stiamo supponendo v(z(P)) < 0 possiamo anche scrivere 3v(z(P)) =
20(y(P)) = —6s con s > 1 intero. Ovviamente anche v(y(P)) < 0 quindi il punto
P € E(K) perché la riduzione lo manda necessariamente in O. Dalla 1. della Propo-
sizione 3.3.1 sappiamo che il gruppo F;(K) non ha m-torsione quando p t+ m. Allora
otteniamo per P un assurdo rispetto all’ipotesi del Teorema.

2. Poiché abbiamo visto 3v(z(P)) = 2v(y(P)) = —6s, cio significa che possiamo scri-
vere x(P) = 7 *a e y(P) = 73 con v(a) = v(B) = 0. Allora v(—z(P)/y(P)) =
v(z(P)/y(P)) =v(r*a/B) = s. Utilizziamo il risultato

s< ) )

pn — pn
per la cui dimostrazione si rimanda a [16] IV.6 (Theorem 6.1). Poiché s deve essere
intero, allora se poniamo s = |A| si ha il risultato.

]
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Esempio 3.3.7 (Applicazione). Sia E/Q una curva ellittica data da un’equazione
di Weierstrass a coefficienti in Z e sia P € F(Q) un punto di ordine esattamente m.
Immergiamo allora E(Q) in E(Q,) per vari primi p con Q, completamento p-adico di
Q. Quindi, se m non & potenza di un primo, allora z(P),y(P) € Z. Se invece m = p"
e se v ¢ la valutazione normalizzata associata a p, si ha v(p) = 1 e la quantita r del
Teorema 3.3.6 vale 0 tranne nel caso in cui p = 2 e n = 1. Concludiamo quindi che
x(P),y(P) € Z per ogni punto di torsione P € E(Q) con ordine m > 3. Ad esempio, il
punto P = (—1/4,1/8) € E(Q)[2] per la curva E : y? + zy = 23 + 4z + 1.

3.4 Buona e cattiva riduzione

Sia F//K una curva ellittica e sia E la riduzione modulo m di un’equazione minima per
E. Allora abbiamo tre possibilita.

Definizione 3.4.1. Si dice che F ha riduzione

1. buona (o stabile) se E & non singolare,
2. moltiplicativa (o semistabile) se E ha un nodo,

3. additiva (o instabile) se E ha una cuspide.

In generale nei casi 2. e 3. si dice che E ha una cattiva riduzione. Nel caso 2 inoltre si dice
che la riduzione spezza se le pendenze delle rette tangenti nel nodo sono in k, altrimenti
la riduzione non spezza.

Proposizione 3.4.2. Sia E/K una curva ellittica data da un’equazione di Weierstrass
minima del tipo (2.2), con le quantita A e ¢y associate.

1. E ha buona riduzione se e solo se v(A) = 0, i.e. A € R*. Si ha che E/k ¢ una
curva ellittica.

2. E ha riduzione moltiplicativa se e solo se v(A) > 0 e v(cs) = 0, i.e. A € m e
cs € R*. Si ha che E, s (k) = k*, gruppo moltiplicativo.

3. E ha riduzione additiva se e solo se v(A) > 0 e v(cs) > 0, i.e. A,cy € m. Si ha
che E,s(k) =k, gruppo additivo.

Dimostrazione. Basta osservare i seguenti fatti:

1. A € R* implica A #£ 0,

2. Aemecy € R implicano A =0 e & # 0,

3. A, ¢s € m implicano A = &, = 0.

Basta allora applicare la Proposizione 2.1.6 alla curva E /k e la Proposizione 2.2.7 al

gruppo FE,(k).
Il
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Esempio 3.4.3. Sia p > 5.

La curva ellittica £ : y* = 2% + pz? + 1 ha buona riduzione su Q,. Infatti A =
—24(33 4 22p?) che non ¢ divisibile per p > 5, quindi v(A) = 0.

La curva ellittica F : y* = 2 4+ 2 + p ha riduzione moltiplicativa (che spezza) su Q,.
Infatti A = —21p(22 +33p) che ¢ divisibile per p, quindi v(A) > 0, mentre ¢; = 2* quindi
v(cy) = 0 per p > 5. Abbiamo un nodo in (0, 0).

La curva ellittica E : y* = 2 + p ha riduzione additiva su Q,. Infatti A = —2*. 3%p?
quindi v(A) > 0 e ¢4 = 0 che implica direttamente ¢4 = 0. Abbiamo una cuspide in
(0,0) con tangenti y =0 e y = —2x.

In questultimo caso, se consideriamo 'estensione Q(/p), allora su questo campo la
curva ha buona riduzione dal momento che la sostituzione (x,y) — (/pr’, /py’) porta
a un’equazione (y? = z® + 1) che ha buona riduzione: infatti A’ = —2% .33 quindi
v(A") =0.

Osservazione 3.4.4. L’ultimo risultato vale anche piu in generale: e possibile, esten-
dendo il campo base, trasformare una riduzione additiva in una buona o anche in una
moltiplicativa. Non esiste invece un’estensione di campi che modifichi una riduzione
moltiplicativa o buona in qualsiasi altra.

Definizione 3.4.5. Si dice che £/ K ha buona riduzione potenziale se esiste un’estensione
finita K’/ K tale che E ha buona riduzione su K.

Proposizione 3.4.6. La curva ellittica E/K ha buona riduzione potenziale se e solo se
il suo j-invariante € intero, i.e. j € R.

Dimostrazione. Supponiamo char(k) # 2 e consideriamo un’estensione finita di K in cui
E ¢ data da un’equazione di Legendre y* = z(z — 1)(z — A) con A # 0, 1.

<) Sia j € R, allora sappiamo dalla 2. della Proposizione 2.1.9 che esiste tra j e A la
relazione

(A2 = A+1)3

. — 28
J A2\ 1)

j € R implica A # 0,1 (mod m). Supponiamo inoltre che valga v(A) < 0, allora
dall’equazione otteniamo v(j) = 6v(A\) — 4v(A) < 0 assurdo (possiamo guardare solo le
potenze di A piu grandi per le proprieta di minimo). Segue che v(\) > 0, i.e. A € R.
Allora 'equazione ha coefficienti interi e buona riduzione poiché A = 16 *(\ — 1)2.
=) Supponiamo invece che E abbia buona riduzione e consideriamo un’estensione finita
K'/K tale che E abbia buona riduzione anche su K’. Quindi R’ ¢ 'anello degli interi di
R e A/, d}, j’ sono le quantita associate all’equazione minima di £ su K’. Si ha A’ € R*
e ¢, € R. Inoltre, per le proprieta del j-invariante, j/ = j = /A’ € R'. Sappiamo
anche che j € K poiché FE e definita su K, allora j € R.

O
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Concludiamo enunciando un Teorema importante per la cui dimostrazione si rimanda
a [15] IV §5, IV §6, IV §8. Nelle Osservazioni 3.2.3 e 3.2.4 abbiamo visto come ¢ possibile
descrivere la struttura del gruppo Ey(K). Resta ora da studiare la parte E(K)/Ey(K).

Teorema 3.4.7 (Kodaira, Néron). Sia F/K una curva ellittica. Se E ha su K riduzione
moltiplicativa che non spezza, allora E(K)/Eo(K) é un gruppo ciclico di ordine v(A) =
—v(j). In tutti gli altri cast, il gruppo E(K)/Eo(K) é finito di ordine al pit 4.

Corollario 3.4.8. Il sottogruppo Eo(K) ha indice finito in E(K).



Capitolo 4

Il gruppo dei punti razionali su
campi globali

Sia K un campo di numeri e sia E//K una curva ellittica. In questo capitolo mostriamo
il Teorema di Mordell-Weil sull’insieme di punti F(K).

Sappiamo gia che E(K) ¢ un gruppo per la Legge di Composizione 2.2.2 su una curva
ellittica. Il Teorema afferma che E(K), detto anche gruppo di Mordell-Weil, ¢ in realta
un gruppo finitamente generato, i.e.

E(K) = E(K ) X Z" [Mordell-Weil]

dove il sottogruppo di torsione E(K ) € finito e il rango r di E(K) & un intero non
negativo. Mentre ¢ relativamente semplice calcolare la parte di torsione, ¢ molto piu
difficile calcolare il rango e in generale non esiste un procedimento che garantisca di
ottenere una risposta.

La dimostrazione del Teorema di Mordell-Weil consiste di due parti distinte: il “Teorema
di Mordell-Weil debole” e la “Discesa infinita”. Nel caso K = Q quest’ultima parte si
semplifica notevolmente.

Notazione. Siano: K un campo di numeri;

M un insieme completo di valori assoluti su K (i.e. |x+y|, < |z|,+]|y|,) non equivalenti,
i.e. per due diversi valori assoluti vy, v9 non vale |z|,, < 1= |z|,, < 1 0 equivalentemente
non esiste A > 0 tale che |z|,, = |z[};

MY Tinsieme dei valori assoluti non archimedei in My, i.e. quelli per cui vale la disug-
uaglianza ultrametrica |z + y|, < max{|z|,, |y|,} e tali che 0], = 0;

M = My — MY l'insieme dei valori assoluti archimedei in M, i.e. quelli per cui non
vale la disuguaglianza ultrametrica e tali che |0], = 0;

v(x) la quantita — log |x|, per un valore assoluto v € Mk;

ord, una valutazione normalizzata per v € M ¥ i.e. tale che ord,(K*) = Z e ord, (0) = oo;

R Tanello degli interi di K: R={z € K : v(z) > 0 per ogni v € M };
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R* il gruppo delle unita di R: R* = {z € K : v(z) = 0 per ogni v € My };
K, il completamento di K rispetto a v € Mk;

R, lanello degli interi di K, per v € MY;

m, l'ideale massimale di R,;

k, il campo dei residui di R,.

Osserviamo che per K = Q, il Teorema di Ostrowski assicura che:

se v € Mg allora | |, & equivalente al valore assoluto euclideo usuale | |o;
se invece v € Mg allora | |, & equivalente al valore assoluto p-adico | |,

Si veda per questo risultato [13] 7 (Theorem 7.12).

4.1 La versione debole del Teorema di Mordell-Weil

Teorema 4.1.1 (Teorema di Mordell-Weil debole). Sia K un campo di numeri, sia E/K
una curva ellittica e sia m > 2 un intero. Allora

E(K)/mE(K)

e un gruppo finito.

Dimostriamo in piu passi questo risultato. Per tutta la sezione m > 2 ¢ un intero.

PASSO I. Lemma di Riduzione: ci si riduce a verificare I’enunciato per i punti a valore
in un’estensione L di K finita e di Galois.

Lemma 4.1.2. Sia L/K un’estensione finita di Galois. Se E(L)/mE(L) é finito, allora
anche E(K)/mE(K) ¢ finito.

Dimostrazione. Dall’estensione K < L si ottiene l'inclusione F(K) < FE(L) che induce
una mappa naturale E(K)/mE(K) — E(L)/mE(L). Sia ® il nucleo di questa mappa,
allora

¢ =E(K)NmE(L) /| mE(K).

Quindi per ogni P € ® possiamo scegliere un punto Qp € F(L) (non necessariamente
unico) tale che [m|@Qp = P. Definiamo la mappa (che in generale non ¢ un omomorfismo)

APZGL/KHE[WL], AP(O-):Q(ITD_QP.

La mappa ha senso, infatti [m](Q% — Qp) = ([m|Qp)” — [m]Qp = P? — P = O poiché
E ¢ definita su K e P € F(K).

Supponiamo ora P, P’ € E(K)NmE(L) tali che Ap = Ap/. Allora Q% —Qp = Q% —Qp
e (Qp—Qp)” =Qp—Qp per ogni o € Gk, da cuisi ha Qp — Qp € E(K). Quindi
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P—P =[m|Qp — [m|Qp € mE(K), da cui si ottiene P = P’ (mod mFE(K)). Quindi
I’associazione
<I>—>{GL/K—>E[m]}, P—>)\P

¢ una corrispondenza biunivoca. Poiché Gy x e E[m| sono insiemi finiti, esiste solo un
numero finito di mappe tra di essi e quindi anche ® ¢ finito. Allora la successione esatta

0—®— E(K)/mE(K)— E(L)/mE(L) — 0

implica E(K)/mE(K) finito perché ¢ inserito tra due gruppi finiti.
[

PASSO II. Associazione di Kummer: si crea una particolare estensione L di K di
Galois per poter utilizzare il Lemma 4.1.2.
In particolare, grazie al Lemma 4.1.2 possiamo supporre E[m] C E(K).

Definizione 4.1.3. L’associazione di Kummer ¢ data da
ki E(K) % Grpe — Elml,  w(P,o) = Q7 - Q
con P € E(K) e Q € E(K) tale che [m]Q = P.
Proposizione 4.1.4.
1. k € ben definita.
2. Kk e bilineare, nel senso che:

k(P + P' o) =k(P,o)+ k(P o) e  k(Por)=k(Po)+k(PT).

Dimostrazione. 1. Per vedere che k ¢ ben definita, dobbiamo mostrare che k(P, o) €

E[m] e che il suo valore non dipende dalla scelta di Q. Infatti [m|xk(P,o) = [m]Q° —

[m]Q = P? — P = O poiché P € E(K) e o fissa K. Inoltre sia T' € E[m], vediamo che

ogni altra scelta e del tipo Q+1T'. Infatti (Q+71)"—(Q+T) =Q°+T° —Q—-T =Q°—Q

poiché o fissa T' data l'ipotesi E[m] C E(K).

2. Linearita in P: siano P, P’ € E(K) allora k(P + P',0) = (Q+ Q') — (Q + Q') =

(Q° — Q)+ (Q” — Q) = k(P,0) + K(P',0).

Linearita in o: siano 0,7 € Gg g allora kK(P,07) = Q7 - Q = Q7" - Q"+ Q7 — Q =

(QT—Q) —(QT — Q) =r(P,0)" +rk(P, 7). Ma k(P,0) € E[m] C E(K) ¢ fissato da 7.
[

Proposizione 4.1.5. Dalla bilinearita di k seque che esistono due mappe:
k1 : B(K) — Hom(Gg k, Elm]) e Ko : Ggx — Hom(E(K), Elm]).

Allora
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1. kerky = mE(K).
2. ker kg = Gy, dove
L = K([m]" E(K))
¢ il pin piccolo sottocampo di K che contiene tutti i punti Q € E(K) tali che
[(m]Q € E(K).

Dimostrazione. 1. Sia P € mE(K) allora P = [m]Q con @ € E(K). Allora @ ¢ fissato
da ogni 0 € Gk, x quindi K(P,0) =Q7 —Q = O.

Viceversa, sia k(P,0) = O per ogni 0 € Gg k. Allorase QQ € E(K) con [m]Q = P si ha
Q7 = @ per ogni o, quindi Q € E(K) e P =[m]Q € mE(K).

2. Osserviamo che per definizione di @ si ha: Q € {R € E(K) : [m|R € E(K)} quindi
Q € {[m]7'S : S € E(K)}, ie.Q € E(L). Allora, se 0 € Gg/p, o fissa Q e si ha
K(Po)=Q°—Q=0.
Viceversa, supponiamo o € Gg k tale che x(P,0) = O per ogni P € E(K). Allora per
ogni @ € F(K) tale che [m]Q € E(K) si ha O = k([m]Q,0) = Q7 — Q. Poiché L ¢ il
pitt piccolo sottocampo contenente tutti i punti @ tali che [m]Q € E(K), allora L deve
contenere anche tutti i punti @ tali che Q7 = Q. Quindi 0 € G/

O

Corollario 4.1.6. Sia L il campo dato in 2. della Proposizione 4.1.5.

k induce un’associazione bilineare perfetta
kR E(K)/mE(K)x Grx — E[m],
ctoé tale che le due mappe
F1: E(K)/mE(K) — Hom(Gr i, Elm]) e ko:Gpx — Hom(E(K)/mE(K), Em])
sono iniettive.
Dimostrazione. Per la 2. della Proposizione 4.1.5 sappiamo che G/, = ker £y con
Ko : Gg g — Hom(E(K), E[m]), o — k(-,0).

Allora Gz, ¢ un sottogruppo normale di Gg,x e quindi 'estensione L/K & di Galois
per il Teorema Fondamentale della Teoria di Galois. Allora ’associazione k

F:BE(K)/ker kg x Gg/kerky = E(K)/mE(K) x Gpjx — E[m)|
e perfetta poiché le mappe
Ri: E(K)/mE(K) — Hom(Gr/k, Elm]) e FRy:Grx — Hom(E(K)/mE(K), E[m])

sono entrambe suriettive ed iniettive per definizione.

]
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PASSO III. Analisi e proprieta dell’estensione L/K: dal Corollario 4.1.6 sappiamo
che F(K)/mE(K) ¢ finito se e solo se G/k € finito, poiché il gruppo E[m] ¢ finito.
Guardiamo allora 'estensione L/K.

Definizione 4.1.7. Sia K un campo di numeri e sia £/ K una curva ellittica. Siav € M},
una valutazione discreta. Allora E ha buona (rispettivamente cattiva) riduzione in v se E
ha buona (rispettivamente cattiva) riduzione quando e considerata su un completamento
K,.

Se consideriamo per E un’equazione minima su K,, denotiamo la curva ridotta E, k.
In generale non e possibile scegliere una sola equazione di Weierstrass per E su K che
sia minima contemporaneamente per tutti i K,. Questo pero e possibile quando K = Q.

Osservazione 4.1.8. Data un’equazione di Weierstrass del tipo (2.2) per E/K, sappi-
amo che per ogni v € MY tranne al pitt un numero finito si ha v(a;) > 0 e v(A) = 0.
Per ogni v che soddisfa tali condizioni, I'equazione data e gia minima e la curva ridotta
E, /k, & non singolare. Allora E ha buona riduzione in v per ogni v € MY tranne al pit
un numero finito.

Proposizione 4.1.9 (Riformulazione di 2. della Proposizione 3.3.1). Sia v € MY una
valutazione discreta tale che v(m) = 0 e tale che E ha buona riduzione in v. Allora la
mappa di riduzione E(K)[m| — E,(k,) ¢ iniettiva.

Definizione 4.1.10. E possibile reinterpretare l'iniettivita della m-torsione in termini
dell’azione del gruppo di Galois sui punti di torsione.

Sia K’ un’estensione di K. Consideriamo 'insieme V delle classi di equivalenza delle
valutazioni v su K’ dove v/ € MY, & lestensione di v € My a K': una classe di
equivalenza di questo tipo ¢ detta luogo. Allora il gruppo di Galois G/ /k agisce su
questo insieme nel modo seguente:

Gryg XV =V, (0,[v']) = o([v']) = [v" 0 a].

(La mappa & ben definita perché non dipende dalla scelta del rappresentante v'). Defini-
amo due gruppi:
e il gruppo di decomposizione div' Gy, ¢ lo stabilizzatore di [v'] e quindi ¢ il sottogruppo
di Gk che contiene tutti gli elementi o che fissano [v'];
e il gruppo di inerzia di v’ I,s/, ¢ il sottogruppo di G/, contenente gli elementi del grup-
po di decomposizione che agiscono banalmente sul campo dei residui &), i.e. o € I,y/, se
la mappa

Gy X R, — R, (0,2) — o(x) (mod m)

¢ tale che o(x) = x (mod m). Infatti [v/ o o](z) = [v'](x).
Allora il gruppo di Galois G/ si decompone nel modo seguente:

1 — [v’/v — GK’/K — Gk/,/kv — 1.
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Sia ora ¥ un insieme su cui agisce G/ Diciamo che ¥ ¢ non ramificato in v' se 'azione
di I,y su X ¢ banale.

Proposizione 4.1.11. Sia L = K([m] 'E(K)) il campo definito nella Proposizione
4.1.5.

1. L’estensione L/K ¢ abeliana e ha esponente m, i.e. il gruppo di Galois Gp i é
abeliano e 'ordine di ogni suo elemento divide m.

2. Sia S C My tale che
S ={v e My : E ha cattiva riduzione in v} U {v € My : v(m) # 0} U MY,

Allora L/K é non ramificata al di fuori di S, i.e. sev € Mg ev ¢ S allora L/K

e non ramificata in v.

Dimostrazione. 1. Si ottiene dal Corollario 4.1.6 poiché esiste un’iniezione G /x —
Hom(E(K)/mE(K), E[m]).

2. Siav € My con v ¢ S. Sia poi Q € E(K) tale che [m]Q € E(K) e sia K' = K(Q).
Basta vedere che K’/K & non ramificata in v.

Sia v" € My un luogo di K’ su v e sia k!, /k, la corrispondente estensione di campi dei
residui. Poiché v ¢ S allora E ha buona riduzione in v e anche in v’ poiché consideriamo
la stessa equazione di Weierstrass, vedi Osservazione 4.1.8.

Quindi guardiamo la mappa di riduzione sull’estensione: E(K') — E(k!,). Consideriamo
il sottogruppo di inerzia I/, C Gg/x € 0 € Ly .

Per definizione o agisce banalmente su EN’(k;,), quindi siha Q2 —Q = Q” — Q = O.
D’altra parte, poiché [m|Q € E(K), allora [m](Q7 — Q) = ([m]Q)? — [m]Q = O. Quindi
il punto Q7 — @ ha ordine m per cui deve appartenere al nucleo della mappa di riduzione
modulo v’. Ma per la Proposizione 4.1.9 tale mappa ¢ iniettiva, per cui I'unica possibilita
¢ Q7 —Q = O. Questo mostra che @ ¢ fissato da ogni elemento di I,/ e che quindi
K' = K(Q) ¢ non ramificato in v" su K. Poiché questo vale per ogni v’ su v ¢ S, allora
K'/K ¢ non ramificato fuori da S.

m

PASSO IV. L/K é un’estensione finita: resta quindi da provare il fatto che un’esten-
sione di K che soddisfa le condizioni della Proposizione 4.1.11 e necessariamente un’esten-
sione finita.

Utilizziamo i seguenti risultati di teoria dei numeri algebrici.

Risultati sui numeri algebrici 4.1.12.

e Il numero di classi di K dove K ¢ un campo di numeri ¢ finito. Si veda [13] 3, 4. In
particolare si definisce numero di classi 'ordine del gruppo di classi di ideali, dato dal
quoziente tra il gruppo degli ideali frazionari di K (o meglio dell’anello degli interi R
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di K) e il suo sottogruppo di ideali principali. Intuitivamente il numero di classi indica
quanto l'anello e distante dall’essere un dominio a ideali principali e dall’avere quindi
fattorizzazione unica.

e Se un campo di caratteristica 0 contiene le radici m-esime dell’'unita &,,, allora la sua
massima estensione abeliana di esponente m si ottiene aggiungendo le radici m-esime di
tutti i suoi elementi. Si veda [5] 14.7, 17.3 (Kummer Theory) e [3] III §2.

e Il gruppo delle unita di K dove K & un campo di numeri e finitamente generato. Si
veda [13] 5.

Proposizione 4.1.13. Sia K un campo di numeri e sia S C Mg un insieme finito di
luoghi che contiene M52. Sia m > 2 un intero e sia L/ K la massima estensione abeliana
di K di esponente m non ramificata fuori da S. Allora L/K ¢é un’estensione finita.

Dimostrazione. Per prima cosa osserviamo che S ¢ finito per quanto detto nell’Osser-
vazione 4.1.8.

Supponiamo di sapere che la Proposizione ¢ vera per qualche estensione finita K’ di K,
dove S’ ¢ il corrispondente insieme dei luoghi su S. Allora LK'/K’, essendo un’esten-
sione abeliana di esponente m non ramificata fuori da S’, deve essere finita. E questo
implica L/K finita. Basta dimostrare allora il risultato supponendo che K contenga le
radici m-esime dell'unita &,,.

Come detto, aumentiamo l'insieme S in modo che L sia un’estensione piu grande. Usan-
do il primo risultato di teoria dei numeri algebrici 4.1.12, aggiungiamo un numero finito
di elementi a .S in modo tale che I’anello degli S-interi

Rs={a€ K :v(a) >0 per ogni v € Mg conv ¢ S}

sia un dominio a ideali principali. Questo significa scegliere ay, ..., a; ideali interi che
rappresentino le classi di ideali di K e poi aggiungere a S le valutazioni corrispondenti
ai primi che dividono a; - - - ay. In tal modo siamo sicuri di ottenere v(m) = 0 per ogni
vé¢sS.

Applichiamo ora il secondo risultato di teoria dei numeri algebrici 4.1.12: per le nostre
ipotesi si osserva che L ¢ il pitt grande sottocampo di K( §/a : a € K) non ramificato fuori
da S. Sia allorav € Mg con v ¢ S e si consideri ’equazione X —a = 0 sul campo locale
K,. Poiché v(m) = 0 e il discriminante di questo polinomio ¢ +m™a™"!, I'estensione
K,(%/a)/K, & non ramificata se e solo se ord,(a) = 0 (mod m), i.e. a & una m-potenza
e il polinomio X™ — a ¢ irriducibile. Notiamo infine che quando si aggiungono le radici
m-esime, & necessario considerare solo un rappresentante per ogni classe in K*/(K*)™.
Sia quindi

Ts ={a € K*/(K*)™ : ord,(a) =0 (mod m) per ogni v € My con v ¢ S},

allora
L:K(%:aETS)
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e questa e un’estensione che soddisfa le ipotesi della Proposizione.
Per cui basta mostrare ora che Ty ¢ finito. Consideriamo quindi la mappa naturale
Ry — Ts e mostriamo che ¢ suriettiva. Sia @ € K* un elemento in T, allora l'ideale
aRg ¢ la potenza m-esima di un ideale in Rg. Poiché Rg ¢ un dominio a ideali principali,
esiste b € K* tale che aRRg = 0™ Rg e quindi esiste u € Rg tale che a = ub™. Cio significa
che in T a e u sono lo stesso elemento, quindi R e suriettivo su Ts. Il nucleo della
mappa tra essi deve contenere (RE)™ quindi Rg/(R%)™ — Ts ¢ ancora suriettiva (ma in
particolare & un isomorfismo). A questo punto si applica il terzo risultato di teoria dei
numeri algebrici 4.1.12, ovvero il fatto che R% € un gruppo finitamente generato. Segue
subito che T ¢ finito.

O

4.2 1l Teorema di discesa

Il risultato ottenuto nella sezione precedente non assicura che FE(K) sia finitamente
generato (questo vale anche piu in generale, ad esempio R/mR = 0 per ogni intero
m > 1 ma R ovviamente non ¢ finitamente generato). Occorre quindi definire una nuova
proprieta: l'altezza.

Teorema 4.2.1 (Teorema di discesa). Sia A un gruppo abeliano. Supponiamo che esista
una funzione, detta altezza, h: A — R con le sequenti proprieta:

1. Sia Q € A. Allora esiste una costante Cy che dipende da A e () tale che

h(P+ Q) <2h(P)+ Cy per ogni P € A.

2. Esistono un intero m > 2 e una costante Cy dipendente da A tali che

h(mP) > m?h(P) — C, per ogni P € A.

3. Per ogni costante Cs, l'insieme
{P € A:h(P)<Cs}
e finito.

Supponiamo che per ogni intero m come in 2. il gruppo quoziente A/mA sia finito. Allora
A ¢ finitamente generato.

Dimostrazione. Siano @4, ...,Q, € A i rappresentanti dellinsieme finito A/mA e sia
P € A. Lidea e quella di far vedere che la differenza tra P e una combinazione lineare
dei @; e il multiplo di un punto con altezza minore di una certa costante indipendente
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da P. Segue allora che i @); e tutti i punti con altezza minore di tale costante (che sono
finiti) sono generatori per A.

Sia P = mP; + @;, per qualche 7y = 1,...,r e analogamente ripetiamo il procedimento:
P =mPy+ Qiy,. .., Py = mP, + Q;,. Applichiamo le proprieta della funzione h a un
generico punto tra questi, allora

1 1
m2

A(P;) < = (h(mPs) + Ca) = —(h(Pyo1 = Qs) +Ca) < —(2h(Py1) + €} + C)

2 m

dove (7 ¢ il valore massimo delle costanti per Q = —@Q; e dove la prima e ['ultima
relazione sono date rispettivamente da 2. e da 1. Si osserva che C] e (5 non dipendono
da P. Ora utilizziamo ripetutamente la relazione ottenuta per h(P;) partendo da P,:

" 1 2 4 on-1\

< (l) h(P) + Gt < inh(P) + %(C{ +C5)  conm > 2.

Per n abbastanza grande si ottiene h(P,) < 1+ (C] 4+ C3)/2. Poiché abbiamo scritto P
come combinazione lineare di P, e dei (); per le relazioni scritte sopra, cioe

P=m"P, + Z mjlei].,
j=1

allora segue che ogni punto in A € una combinazione lineare dei punti dell’insieme

che ¢ finito per la 3. Allora A & finitamente generato.

4.3 1l Teorema di Mordell-Weil su QQ

Teorema 4.3.1. Sia E/Q una curva ellittica. Allora E(Q) e finitamente generato.

Sappiamo dal Teorema 4.1.1 che F(Q)/2E(Q) ¢ finito. Dobbiamo trovare una funzione
di altezza che soddisfi le proprieta del Teorema 4.2.1.

Definizione 4.3.2 (Altezza su Q). Sia t € Q e scriviamo ¢ = p/q con la frazione ridotta
al minimi termini. L’altezza di t ¢ definita da

H(t) = max{[p|, |q]}-
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Definizione 4.3.3 (Altezza logaritmica su E(Q)). Sia F(Q) data da un’equazione di
Weierstrass, allora 'altezza logaritmica € definita da

he:E(Q) —R,  h(P)= { iy e D7 o

Per come ¢ definita, h,(P) e sempre non negativa.
Il seguente Lemma ci permette di applicare il Teorema di discesa con h,.

Lemma 4.3.4. Sia E/Q una curva ellittica data dall’equazione di Weierstrass y* =
2* + Az + B con A, B € Z.

1. Sia Py € E(Q), allora esiste una costante Cy che dipende da Py, A e B tale che

hy(P 4+ Py) < 2h,(P) + Cy per ogni P € E(Q).

2. FEsiste una costante Cy che dipende da A e B tale che

h.([2]P) > 4h,(P) — Cy per ogni P € E(Q).

3. Per ogni costante Cs, l'insieme {P € E(Q) : h,(P) < Cs} é finito.

Dimostrazione. Esponiamo solo una traccia di dimostrazione, per i calcoli si rimanda
a [16] VIII.4 (Lemma 4.2). Per una dimostrazione ancora piu dettagliata si veda il
procedimento seguito in [17] III §2, IIT §3.

1. Sia C; > max{h,(F), h.([2]P)}. Allora la 1.vale per F; = O oppure se P €
{0, +£5}. In tutti gli altri casi poniamo

a b ag b
P = ('T7y) = (Ea ﬁ) € PO = (x07y0) - (d_g7 d_?g)
0 *0

con tutte le frazioni ridotte ai minimi termini. Sostituiamo P e Fy nella formula per I’ad-
dizione di due punti su E, quindi otteniamo la stima H (z(P+F)) < C] max{|a|?, |d|*, |bd|}
con C] espressione in funzione di A, B, ag, by, dy. Poiché H(x(P)) = max{|a|?, |d|*} & il
termine che vogliamo ottenere a destra della relazione, utilizziamo il fatto che P € F
per ottenere la stima |b| < C/ max{|a|*/?,|d|*} che sostituiamo in quella precedente:

H(z(P 4+ Ry)) < Cymax{|a|?, |d|*}.

Poiché H(x(P))? = max{|a|? |d|*} otteniamo per h, la prima relazione passando al
logaritmo.

2. Sia Cy > 4max{h,(T) : T € E(Q)[2]}. Supponiamo [2]P # O e sostituiamo il punto
P = (z,y) tale che (P) = a/b nella formula di duplicazione di E. Otteniamo quindi
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che z([2]P) e dato da un rapporto di polinomi del tipo F'(a,b)/G(a,b) di cui possiamo
calcolare il massimo comun divisore . Tramite alcune osservazioni (vedi Sublemma 4.3
in [16] VIIL.4) si ottiene |0] < [4A] dove A = 4A3 +27B? ¢ il discriminante di £ a meno
di una costante (—16). Si ottiene infine la stima

HGa(p) > 2 EEEDD > a0) maxal’ it
con C dipendente da A e B. Poiché H(z(P)) = max{|al, |b|} allora passando al logaritmo
si ottiene il risultato.
3. Per ogni costante C, 'insieme {t € Q : H(t) < C'} ¢ finito: infatti ha al pitt (2C' +1)?
elementi poiché sia il numeratore sia il denominatore di ¢ sono interi compresi tra —C' e
C'. Basta osservare che per ogni x ci sono al pit due valori di y con (z,y) € E, allora
{P € E(Q) : h,(P) < Cs} ¢ ancora un insieme finito.

O

Dimostrazione del Teorema 4.3.1. Sappiamo che F(Q)/2E(Q) ¢ finito e dal Lemma 4.3.4
si ha che la funzione di altezza h, soddisfa le condizioni necessarie per applicare il Teo-
rema di discesa con m = 2. Allora F(Q) ¢ finitamente generato.

O

4.4 Altezze su spazi proiettivi

Per poter utilizzare il Teorema di discesa anche nel caso piu generale del Teorema di
Mordell-Weil, dobbiamo definire una funzione di altezza sui punti K-razionali di una cur-
va ellittica. Definiamo quindi prima I’altezza su uno spazio proiettivo e poi restringiamo
ai punti di una curva ellittica.

Nel definire ’altezza in generale, bisogna prestare attenzione al fatto che 'anello degli
interi di &K non e necessariamente un dominio a ideali principali.

Sappiamo che su Q esistono due tipi di valori assoluti standard Mg, quelli archimedei
definiti tramite il valore assoluto usuale

|z]0o = max{z, —z},
e quelli non archimedei o p-adici definiti da

=p " con p € Z e a,b tali che p 1 ab.

Su un generico campo K l'insieme dei valori assoluti standard Mg contiene tutti i valori
assoluti la cui restrizione a Q coincide con uno dei due precedenti valori.
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Definizione 4.4.1. Sia v € M. 1l grado locale in v ¢ la quantita
ny = [Ky 1 Q]
dove K, e Q, sono i completamenti rispetto a v di K e Q.
Riportiamo due risultati di teoria dei numeri algebrici.
Proposizione 4.4.2 (Formula di estensione). Sia L/K/Q una torre di campi di numeri

e sia v € M. Allora
> ny=[L: Kln,

weM,
wlv

dove w | v significa che w ristretto a K ¢é uguale a v.

Dimostrazione. Si veda [10] II §1 (Corollary 1).

0
Proposizione 4.4.3 (Formula di prodotto). Sia x € K*. Allora
IT lel —1.
vEME
Dimostrazione. Si veda [10] V §1.
[l
Definizione 4.4.4 (Altezza su PY(K)). Sia P € PY(K) un punto con coordinate
omogenee P = [xg,..., x| con xg,...,zy € K. L'altezza di P relativa a K ¢
Hyg(P) = H max{|zoly, ..., |Tn]o}""
vEME

Esempio 4.4.5 (Altezza su PY(Q)). Sia P € PY(Q) un punto a coordinate razionali.
Poiché 7Z ¢ un dominio a ideali principali, possiamo trovare coordinate omogenee P =
[zg, ..., xy] tali che zg,...,xy € Z e MCD(xy,...,xy) = 1. L’altezza di P relativa a Q
¢ la misura naturale

Ho(P) = max{|zo|,..., |zn]|}.
Infatti, per ogni valore assoluto non archimedeo v € Mg si ha |z;, < 1 per ogni i e

|z;|, = 1 per almeno un i poiché gli z; sono in Z. Quindi al prodotto Hg(P) contribuisce
solo il fattore del valore assoluto archimedeo per cui

Ho(P) = max{|zo|oo, - - -, |TN]oo }-

Con tale definizione, si ottiene anche che per ogni costante C' l'insieme {P € PY(Q) :
Ho(P) < C} & un insieme finito. Infatti ha al pit (2C + 1)V elementi, poiché gli
x1,..., TN possono assumere tutti i valori tra —C' e C' (fissiamo g = 1).

Quest ultimo risultato vale anche per K generico, vedi Teorema 4.4.12.
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Proposizione 4.4.6. Sia P € PN(K).
1. L’altezza Hy (P) non dipende dalla scelta delle coordinate omogenee per P.
2. L’altezza soddisfa Hx(P) > 1.
3. Sia L/K un’estensione finita. Allora Hy(P) = H(P)K]

Dimostrazione. 1. Consideriamo un’altra scelta di coordinate omogenee [Az, ..., Az y]
per P con A € K*. Usando la Formula di prodotto 4.4.3 si ha

H max{ | Aoy, ..., | Azn|o}" = H ALy max{|2olv, . .., |TN]o}"™.

vEME vEMK

2. Dato un qualsiasi punto P nello spazio proiettivo, e sempre possibile trovare coordi-
nate omogenee tali che almeno una di esse valga 1.
3. Basta calcolare H.(P) =

H max{|z;[,}"" = H H max{|z;|,}"" = H maX{’xi‘v}[L:K]nu = Hy(P)EK)

weMp, vEMpE weMy, vEME
wlv
poiché x; € K e per la Formula 4.4.2.
0

Spesso e utile considerare una funzione di altezza che non sia collegata a un particolare
campo di numeri. Utilizziamo quindi il punto 3. della Proposizione 4.4.6 per creare tale
funzione.

Definizione 4.4.7 (Altezza assoluta su PV(K)). Sia P € PN(Q). Laltezza assoluta di
P ¢ data da
H(P) = Hg(P)"/1%:

con K campo di numeri scelto tale che P € PY(K). Consideriamo per H(P) la radice
positiva. Questa definizione ¢ ben posta indipendentemente dalla scelta di K perché, se
consideriamo due campi K, L tali che L/K ¢ un’estensione finita, allora abbiamo

HL<P)1/[L:Q] _ (HK(P)[L:K])l/[L;Q] _ HK(P)I/[K:Q}
per la 3. della Proposizione 4.4.6. La 2. della stessa Proposizione mostra che H(P) > 1.

Enunciamo ora alcune importanti proprieta delle altezze, che utilizzeremo poi nella
sezione seguente: per le relative dimostrazioni si rimanda a [16] VIIL5 (Theorem 5.6,
Theorem 5.9, Theorem 5.10, Theorem 5.11).

I due seguenti risultati mostrano come si comporta l’altezza in presenza di mappe tra
spazi proiettivi.
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Teorema 4.4.8. Sia F' : PV — PM up morfismo di grado d, i.e. tale che F(P) =
[fo(P),..., fu(P)] e gli f; sono polinomi omogenei di grado d in Q[Xy, ..., X,] che non
hanno zeri comuni in QN tranne Xo = ... = Xy = 0.

Allora esistono due costanti positive C7 e Co dipendenti da F' tali che

C1H(P)* < H(F(P)) < CyH(P)* per ogni P € PN(Q).

Corollario 4.4.9. Sia A € GLy.1(Q). Indichiamo ancora con A ['automorfismo A :
PN — PV indotto dalla moltiplicazione per la matrice A. Esistono allora C e Cy costanti
positive tali che

C,H(P) < H(AP) < Cy,H(P) per ogni P € PV (Q).

Dimostrazione. Si ottiene direttamente dal Teorema 4.4.8 con A morfismo di grado 1.
O

Vediamo ora la relazione tra i coefficienti di un polinomio e I’altezza delle sue radici.

Teorema 4.4.10. Sia f(T) = agT?+a, T +... +ag = ag(T —ay) -+ (T — aq) € Q[T]
un polinomio di grado d. Allora

d d
2_dHH(aj) < H([ag, . ..,aq]) < 9d-1 HH(aj)

j=1 j=1
dove H(z) = H([z,1]) per ogni P € Q.

Il seguente risultato mostra che 'azione del gruppo di Galois non modifica 'altezza di
un punto.

Teorema 4.4.11. Sia P € PN(Q) e sia 0 € Ggq. Allora H(P°) = H(P).

Infine si ottiene il risultato importante per cui il numero di punti ad altezza (proiettiva)
limitata e finito.

Teorema 4.4.12. Siano C' e d costanti, allora l’insieme
{PeP¥(Q): H(P)<C e[Q(P):Q] <d}

¢ un insieme finito di punti con Q(P) = Q(zo/x;, . .., xN/z;) campo minimo di definizione
di P =[xo,...,2,)].
In particolare per ogni campo di numeri K vale che

{PePY(K): Hg(P) < C}

¢ un insieme finito.
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4.5 Altezze su curve ellittiche e il Teorema di Mordell-
Weil

Vediamo ora come la teoria generale delle funzioni di altezza appena vista possa essere
utilizzata per definire ’altezza sulle curve ellittiche. In particolare cio che ancora manca
per dimostrare il Teorema di Mordell-Weil per un campo di numeri arbitrario ¢ il legame
tra queste funzioni di altezza e la legge di addizione sulle curve ellittiche. Perché cio
sia possibile, abbiamo bisogno di una funzione di altezza che abbia un comportamento
additivo e non moltiplicativo. Questo motiva la scelta del logaritmo nella definizione
seguente.

Definizione 4.5.1 (Altezza logaritmica assoluta su PV (K)). L’altezza logaritmica asso-
luta su uno spazio proiettivo e la funzione

h:PY(Q) — R, h(P) = log H(P).
Poiché sappiamo che H(P) > 1 (Definizione 4.4.7), allora h(P) > 0 per ogni P.

Riprendendo I'Esempio 1.5.2, ricordiamo che una funzione f € K(E) non costante
definisce un morfismo suriettivo f : E — P! tale che f(P) = [f(P), 1] tranne nel caso in
cui P sia un polo per cui si ha f(P) = [1,0]. Allora f manda un punto P € E(K) in
f(P) e PH(K).

Definizione 4.5.2 (ALTEZZA SU UNA CURVA ELLITTICA). Sia E/K una curva
ellittica e sia f € K(F) una funzione. L’altezza su E relativa a f ¢ la funzione

by B(K) =R, hy(P)=h(f(P)).

Possiamo ora proporre anche per questa nuova altezza il risultato ottenuto nel Teorema
4.4.12: T'insieme dei punti ad altezza limitata ¢ finito.

Proposizione 4.5.3. Sia E/K una curva ellittica e sia f € K(E) una funzione non
costante. Allora per ogni costante C', l'insieme

{Pe E(K):hyP)<C}
e un insieme finito di punti.

Dimostrazione. Come detto poco fa, la funzione f € K(E) manda P € E(K) in Q =
f(P) € PX. Quindi f definisce una mappa finita tra l'insieme {P € E(K) : hy(P) =
log H(Q) < C} nell’insieme {Q € P}(K) : H(Q) < exp®}. Sappiamo dal Teorema 4.4.12
che questo insieme e finito, quindi si ottiene il risultato.

[
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Mostriamo ora la proprieta fondamentale che lega le funzioni di altezza alla legge di
addizione su una curva ellittica. Aggiungiamo prima un’osservazione sulle funzioni pari
in K(F).

Osservazione 4.5.4. Sia f una funzione in K(E) = K

) = K(z,y) (vedi Corollario 2.1.11).
Allora f & pari, i.e. fo[—1] = f, seesolose fe K(x).

Dimostrazione. <) Sia f € K(z). Dalla formula di negazione che da le coordinate di
—P (vedi 2.2.5 punto 1.) si ottiene subito che f ¢ pari.
=) Sia f € K(w,y) pari. Consideriamo un’equazione di Weierstrass per E, quindi
scriviamo f come f(x,y) = g(x) + h(z)y per qualche g,h € K(x). Poiché f & pari,
si ha f(z,y) = f(z,—y — mz — a3) & g(z) + h(2)y = g(x) + h(z)(—y — a1z — a3)
< h(z)(2y + a1z + az) = 0. Poiché questo deve valere per ogni x € FE allora I'unica
possibilita ¢ h(x) = 0, altrimenti si avrebbe 2 = a; = a3 che implica A = 0. Quindi
flz,y) =g(x) € K(z).

O

Teorema 4.5.5. Sia E/K una curva ellittica e sia f € K(E) una funzione pari. Allora
per ogni P,Q € E(K) si ha

hy(P+ Q)+ hs (P — Q) = 2hs(P) +2hs(Q) + O(1)

dove O(1) contiene le costanti che dipendono da E e da f ma che sono indipendenti da

Peq@.

Dimostrazione. Scegliamo un’equazione di Weierstrass della forma y? = 2 + Az + B
per E/K. Per essa la formula di negazione ¢ semplicemente —P = (x, —y) per ogni
P = (z,y) € E. Dimostriamo prima il Teorema per una funzione particolare f = z
proiezione su z. Poi il caso generale si ottiene grazie ad un Lemma.

Iniziamo osservando che h,(O) = 0 e hy(—P) = h,(P), quindi il risultato ¢ ovvio se
P = O oppure Q = O. Supponiamo quindi P # O e Q # O e scriviamo z(P) = [z, 1],
2(Q) = [x2,1], (P 4+ Q) = [x3,1], (P — Q) = [x4,1]. Scriviamo quindi z3 e 24 in
funzione di x; e x5 utilizzando la formula di addizione e negazione per il particolare tipo
di equazione:

2 2

To — 7 To — X1

Tramite esse, scriviamo le espressioni di z3 + x4 e w3z, sostituendo al posto di y? la
quantitd x? + Az; + B dall’equazione di F per i = 1,2. Otteniamo:

2((E1 +£U2)(A+l’1$2) +4B (.1'1]}2 —A)Z —4B(IE1 +£L‘2)
; X3Tyg = .
(ZBl + $2)2 — 41‘1272

T3+ Ty =
3 4 (r1 + x2)? — dx129
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Definiamo ora una mappa ¢ : P? — P? tale che
g([t,u,v]) = [u® — 4tv, 2u(At +v) + 4Bt (v — At)* — 4 Btu).

Allora esiste una diagramma commutativo

ExFE ExFE
I |
o| Pt x P! Pl x Pl |o
\J* |/
P2 2 P2

con G(P,Q) = (P+ Q, P — Q) e o data dalla composizione delle mappe ¢ e v tali che

(P, Q) = (2(P),z(Q)) e Y([a, Bi], [z, Ba]) = [B1Ba, 1B + a1, ).

Vogliamo mostrare che t,u,v nella mappa g rappresentano 1,z; + x9,x129 € quindi
g([t,u,v]) diventa [1, x5 + x4, x324]. Poiché i tre polinomi omogenei che definiscono g
non hanno zeri comuni diversi da ¢t = u = v = 0, segue che g ¢ un morfismo.

Sia allora g([t,u,v]) = 0. Se t = 0, allora da u* —4tv = 0 e (v — At)*> — 4Btu = 0 si
ottiene u = v = 0. Supponiamo ora t # 0 e definiamo la quantita z = u/2t. L’equazione
u?—4tv = 0 si traduce in 2% = v/t. Dividiamo le altre due equazioni 2u(At+v)+4Bt* = 0
e (v — At)> — 4Btu = 0 per t* e, riscrivendole in funzione di x otteniamo

Az) = 4z(A+2°) + 4B = 42° + 4Az + 4B = 0,

pw(z) = (2 — A)* — 8Bx = 2* — 2A2° — 8Bz + A* = 0.
I rapporto p/A\ corrisponde esattamente alla formula di duplicazione corrispondente
all’equazione di Weierstrass con coefficienti A e B. Per mostrare quindi che A(z) e p(z)
non hanno radici comuni ¢ sufficiente verificare che esistono fi, ¢y tali che fi(z)\(x) —

g1(z)u(x) € una costante. In particolare si verifica (vedi gia citato Sublemma 4.3 in [16]

VIII.4)
(1227 + 16 A)\(z) — (32® — Az — 27B)u(x) = 4(4A° 4+ 27B*) # 0.

Qui gioca un ruolo fondamentale la non singolarita di £. Quindi g ¢ un morfismo.
Ritornando al diagramma e guardando le altezze otteniamo

ho(P+Q, P —Q))=h(goG(P,Q)) = h(goa(P,Q)) = 2h(a(P,Q)) + O(1)

per il Teorema 4.4.8: infatti g € un morfismo di grado 2 per cui il Teorema assicura che
H(o(P,Q))> < H(goo(P,Q)) < CoH(o(P,Q))? e passando all’altezza logaritmica si
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ottiene il risultato.
Per finire la dimostrazione con f = = basta mostrare che per ogni Ry, Ry € E(K)

h(o(Ry, Re)) = ho(Ry) + ha(Rs) + O(1). (4.1)

Supponiamo infatti che valga tale relazione, allora applicandola ad entrambi i membri di
h(c(P+Q,P—Q)) =2h(c(P,Q))+0O(1) si ottiene I'affermazione del Teorema. Vediamo
quindi che vale (4.1).

Se Ry = O oppure Ry = O, si ottiene h(o(Ry, R2)) = h([1,0,0]) = 0 = h(Ry) + ha(Rs).
Siano quindi Ry # O e Ry # O, allora x(R;) = [y, 1] e (Ry) = [ag, 1] per cui si ha

h(O’(Rl, RQ)) = h([]., a1 + g, OélOéQD € hx(Rl) + hx(RQ) = h(O&l) —+ ]’L(Oég).

Applichiamo quindi il Teorema 4.4.10 al polinomio (7" + a1 )(T + a2) e otteniamo il risul-
tato. Infatti dal Teorema si ha 272H (o) H () < H([1, o1 + g, yag]) < 2H () H (i)
e quindi passando ai logaritmi h(ay) + h(ae) —log4d < h([1, a1 + a9, ajas]) < h(ay) +
h(()[g) + 10g 2.

Infine, per provare il Teorema nel caso generale di f € K(F), utilizziamo un Lemma.

Lemma 4.5.6. Siano f,g € K(E) funzioni pari. Allora degg hy = deg f hy + O(1).

Dimostrazione. Siano x,y € K(FE) coordinate di Weierstrass per E/K. Dall’Osser-
vazione 4.5.4 sappiamo che una funzione in K (F) ¢ pari se e solo se sta in K (z). Quindi
esiste una funzione r(z) € K(z) tale che il seguente diagramma commuti:

E

P! L

Pl
Poiché r & un morfismo per la Proposizione 1.5.1, possiamo utilizzare il Teorema 4.4.8:
hy =degr h, +O(1)

poiché C, H (x)%°¢™ < H(rox) < CyH(z)8" e basta guardare i logaritmi. Osserviamo che
degx = 2 poiché sappiamo che il grado dell’estensione K(E)/K(z) e 2 (vedi Corollario
2.1.11), quindi deg f = degx degr = 2degr. Unendo questo risultato al precedente
otteniamo 2hy = deg f h, + O(1) e, ripetendo il procedimento in modo del tutto analogo
per g, abbiamo 2h, = deg g h, + O(1). Unendo questi due risultati si ottiene il Lemma.

O

Poiché sappiamo che degx = 2, allora per il Lemma abbiamo

1
hy = §degf he + O(1).
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Basta quindi moltiplicare per (deg f)/2 entrambi i membri della relazione del Teorema
che gia abbiamo ottenuto per h, per ottenere la stessa espressione per hy con f qualsiasi.
m

Corollario 4.5.7. Sia E/K una curva ellittica e sia f € K(FE) una funzione pari.

1. Sia Q € E(K), allora hy(P + Q) < 2hf(P) + O(1) per ogni P € E(K) con O(1)
che dipende da F, f e Q.

2. Sia m € Z, allora hy([m]P) = m*h;(P) + O(1) per ogni P € E(K) con O(1) che
dipende da E, f e m.

Dimostrazione. 1. Si ottiene direttamente dal Teorema 4.5.5 poiché hy(P — Q) > 0e @
e fissato.

2. Sia f pari e consideriamo m > 0. Il risultato ¢ banale per m = 0,1. Usiamo
I'induzione: supponiamo che il risultato valga per m —1 e per m e utilizziamo il Teorema
4.5.5 con [m]P e P al posto rispettivamente di P e (). Osservando che [m + 1|P =
Im|]P + P e [m — 1]P = [m|P — P, otteniamo:

= (=(m—1)*+2m*> + 2)h(P) + O(1)

dall’ipotesi induttiva. Si ha quindi hs([m + 1]P) = (m + 1)*hs(P) + O(1).
[

Osservazione 4.5.8. I risultati 4.5.5, 4.5.6, 4.5.7 valgono anche se f & dispari poiché
in tal caso f? & pari e vale che hp2 = 2hy. In realtd questi risultati valgono per una f
qualsiasi in K (E) a meno di un . In particolare riscriviamo la 2. del Corollario 4.5.7
per € >0

(1 —e)m?hy +O(1) < hpo[m] < (1+¢e)m?h; + O(1)

con O(1) dipendente da E, f,m,¢.

Completiamo dunque ora la dimostrazione del nostro Teorema.

Teorema 4.5.9 (Mordell-Weil). Sia K un campo di numeri e sia E/K una curva
ellittica. Allora il gruppo E(K) é finitamente generato.

Dimostrazione. Sia f una funzione non costante in K (E), ad esempio anche la coordinata
x di un’equazione di Weierstrass. Il Teorema segue direttamente dal Teorema debole
4.1.1 con m = 2 e dal Teorema di discesa 4.2.1 se mostriamo che una funzione di altezza
hy: E(K) — R ha le tre proprieta:

(a) Sia Q € E(K), allora esiste una costante C; dipendente da E, f e @ tale che
hf(P‘i‘ Q) < 2hf<P) + Cl per ogni P e E(K)
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(b) Esiste una costante Cy dipendente da E e da f tale che hs([2]P) > 4h¢(P) — C; per
ogni P € E(K).

(c) Per ogni costante Cj, I'insieme {P € E(K) : hy(P) < C3} ¢ un insieme finito di
punti.

Allora (a) ¢ data dalla 1. del Corollario 4.5.7, (b) ¢ data dalla 2. del Corollario 4.5.7 e
(c) corrisponde alla Proposizione 4.5.3. La dimostrazione del Teorema di Mordell-Weil

e completa.
m

Punti di torsione

[a¥)

Dire che il gruppo abeliano E(K) ¢ finitamente generato, equivale a dire E(K) 2
E(K)ios X Z", cioe E(K) si decompone nella sua parte di torsione e in un gruppo
(abeliano) libero di rango finito r, dove r dipende solo da E(K). Questo risultato &
dovuto al Teorema Fondamentale di Struttura dei gruppi abeliani finitamente generati:
vedi [5] 5.2 (Theorem 3).

In generale il rango r risulta ancora “misterioso”, ci sono piu congetture che risultati
provati che lo riguardano, e spesso non e semplice calcolare r o equivalentemente non ¢
semplice trovare un insieme di generatori per E(K)/FE(K )ios. Per qualche informazione
si veda [9] IV 86, IV §7 e [11] 16.

Per la parte di torsione invece le cose risultano meno complicate. Presentiamo solo alcuni
dei risultati importanti (per approfondimenti si veda [8] 1 §3, 5 85, 5 §6, [9] V §1, V §6,
[11] 8).

Innanzitutto osserviamo che il Teorema di Mordell-Weil conferma il risultato gia ottenu-
to attraverso lo studio dei campi locali: il gruppo dei punti di torsione razionali su una
curva ellittica e finito. Riformuliamo il Teorema 3.3.6 per campi globali.

Teorema 4.5.10. Sia E/K una curva ellittica con equazione di Weierstrass (2.2) con
a; € R anello degli interi di K. Sia P € E(K) un punto di torsione con ordine
esattamente m > 2.

1. Se m non é potenza di un primo, allora x(P),y(P) € R.

2. Sem = p" con p primo, allora per ogni v € My si ha ord,x(P) > —2r, e
ord,y(P) > —3r, dove

dy ,
Ty = {—OT (p)_lJ con | | parte intera.
pr—p"

In particolare, se ord,(p) =0, allora z(P),y(P) sono v-interi.
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Il seguente risultato mostra che su Q esistono condizioni anche meno forti rispetto a
quelle date nel Teorema 4.5.10 (esiste anche una generalizzazione di tale risultato per un
campo di numeri arbitrario).

Corollario 4.5.11 (Nagell, Lutz). Sia E/Q una curva ellittica con equazione di Weier-
strass y* = 2 + Az + B con A, B € Z. Supponiamo che P € E(Q) sia un punto di
torsione non banale. Allora

1. z(P),y(P) € Z.
2. [2]P = O oppure y(P)? divide 4A3 + 27B?.

Dimostrazione. 1. Sia P di ordine esattamente m > 2. Se m = 2 allora y(P) = 0, quindi
x(P) € Z poiché ¢ radice di un polinomio monico a coefficienti interi. Se m > 2 allora il
risultato si ottiene dal Teorema 4.5.10: in particolare per il punto 2. si ha necessariamente
T, = 0.
2. Assumiamo [2]P # O quindi y(P) # 0. Allora applicando 1. a P e [2]P si ha in
particolare z(P), y(P), z([2]P) € Z. Scriviamo

)

P(X)=X*-24X* - 8BX + A%, o(r) = X* + AX + B,

allora la formula di duplicazione su E diventa z([2]P) = ¢(z(P))/4¢(x(P)). Per il gia
citato Sublemma 4.3 in [16] VIII.4 sappiamo che vale 'identita

F(X)p(X) = g(X)(X) = 4A° + 2787
dove f(X) =3X?+4A e g(X) =3X® —5AX — 27B. Poniamo X = z(P) e, usando la
formula di duplicazione e il fatto che y(P)? = ¢ (x(P)), scriviamo

y(P*(4f (2(P)a(21P) — g(a(P))) = 44° + 27B°.

Poiché le quantita che compaiono sono tutte intere, allora y(P)? deve dividere 4A3+4-27B2.
O

Concludiamo con un Teorema che mostra come in generale non sia vero che, dato un
qualsiasi primo p, esiste una curva ellittica F/Q tale che F(Q) contiene un punto di
ordine p.

Teorema 4.5.12 (Mazur). Sia E/Q una curva ellittica. Allora il sottogruppo di torsione
Eiors(Q) di E(Q) é isomorfo a uno dei sequenti 15 gruppi:

Z/NZ conl1 < N<100 N =12,
ZJ2Z x ZJ]2NZ con1 < N < 4.
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