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Introduzione

Gli oggetti di studio di questa tesi sono le serie di Fourier reali e la loro

applicazione nella risoluzione del problema del calore.

La serie prende il nome dal matematico francese Joseph Fourier (1768-1830),
il quale fu il primo a studiare tali serie infinite. In precedenza esse erano state
oggetto di analisi da parte di Eulero, d’Alembert e Daniel Bernoulli. Fourier
ha applicato tali serie alla soluzione dell’equazione del calore, pubblicando i
suoi risultati iniziali nel 1807 e nel 1811. Dopo la meta del secolo Dirichlet e
Riemann hanno riformulato i risultati di Fourier con maggiore rigore e pre-

cisione.

Il primo capitolo tratta inizialmente dei polinomi trigonometrici e delle loro
proprieta, necessari per poter definire la nozione di serie di Fourier reale di
una funzione f sommabile di periodo 27. In relazione alle proprieta della
funzione (f holderiana, a variazione totale limitata, assolutamente continua)
viene analizzata la sviluppabilita in serie di Fourier sulla base di formule di
rappresentazione integrale, e sono dimostrati i relativi teoremi sulla conver-

genza puntuale, uniforme e in norma L2

Nel secondo capitolo, dopo aver introdotto 1’equazione del calore e l'ope-
ratore del calore H, viene presentato il problema di Cauchy-Dirichlet per
I’equazione del calore su una sbarra omogenea e la sua risoluzione nei casi in

cui il dato iniziale di temperatura sia di classe C! o solo continuo.

il



INTRODUZIONE

Nel primo caso si segue il metodo di separazione delle variabili, usando poi la
linearita dell’equazione del calore per trovare la soluzione corrispondente alle
condizioni al contorno; risultera cruciale la sviluppabilita in serie di Fourier
di una funzione C* e la convergenza di tale serie.

Nel secondo caso, dato che la sola continuita non assicura la sviluppabilita
in serie di Fourier, viene formulata una soluzione in termini del nucleo di
Green per ’equazione del calore. L’esistenza e 1'unicita di tale soluzione so-
no assicurate dai rispettivi teoremi enunciati e dimostrati nel caso generale

in dimensione n e poi ricondotti al caso particolare uno-dimensionale.



Capitolo 1

Serie di Fourier reali

1.1 Polinomi trigonometrici

Definizione 1.1 (Polinomio trigonometrico reale). Un polinomio trigono-
metrico reale e una funzione p : R — R che possa scriversi nella maniera

seguente

@& < .
p(t) = 5 + ;(ak cos kt + by sin kt) (1.1)

conn € NU{0} e ap,a1,...,an,b1,...,b,,t €R.
Diremo che p ha grado n se i coefficienti a,, e b, in (1.1) non sono entrambi
nulli.

Indichiamo con 7;, I'insieme dei polinomi trigonometrici reali di grado < n.
Si osserva che:
i) T, c C(R,R);

ii) Se p € T, allora p(t + 2km) = p(t) ¥Vt € R,Vk € Z (p ¢ una funzione

2m-periodica);
iii) T, C L*(] — m, m[).

Esempio 1.1. Una costante reale € un polinomio trigonometrico di grado 0.

Le funzioni sint e cost sono polinomi trigonometrici di grado 1.

1



1. Serie di Fourier reali

Le funzioni sin®¢ e cos?t sono polinomi trigonometrici di grado 2, infatti

1 —cos2t 9 1+ cos2t
—_—, C0St=—

sin?t = ,
2 2

per le formule di prostaferesi.

Proposizione 1.1.1. Se p € T,,, allora

ap = = /7T p(t)dt (1.2)

™ -7
1 ™

ay = —/ p(t) cosktdt Vk >1 (1.3)
™ -7
1 ™

b = —/ p(t)sinktdt Vk >1 (1.4)
™ -7

Dimostrazione. Ricordando la scrittura di p in (1.1) e integrando sull’inter-
vallo [—m, 7] si ottiene per linearita dell'integrale che
/Wp(t)dt = % 3 dt+> /7r cos ktdt +» by /ﬂ sin kL.
k=1 k=1
Ma le funzioni coskt e sinkt hanno integrale nullo sullo stesso intervallo

qualunque sia k > 1, cosi si ottiene

/ p(t)dt = % 2T = may

Allo stesso modo integrando la quantita p(t) cos kt su [—m, 7| si ottiene

/ p(t) cos ktdt = % / cos ktdt + Z A, / cos mt cos ktdt
- m=1 -

-7
n ™
+ Z b, / sin mt cos ktdt.
m=1 -
Osservando che il primo integrale da contributo nullo e applicando le formule
di prostaferesi si avra

n

/Wp(t)cosk:tdt: Zam(/ﬁ cos(m+k)t42—cos(m—k‘)tdt)+

-T m=1 T

. T si k)t + sin (m — k)t
+me(/ sin (m + k) —;—sm(m >dt)
m=1

—T

™1
:ak/ﬂ§dt:ak7r



1.1 Polinomi trigonometrici

in quanto 1'unico contributo non nullo ¢ dato dalla prima sommatoria nel
caso in cui m = k.

In modo analigo si dimostra l'identita per i by. ]

Proposizione 1.1.2. T, ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita 2n + 1

e U :={1,cost,sint, ..., cosnt,sinnt} é una sua base.

Dimostrazione. Per definizione, T,, C C(R,R), e se py, ps € T, si ottiene che
Ap1 + Aape € T}, VA1, Ay reali sommando i coefficienti nello sviluppo.
Cosi abbiamo che T, € uno spazio vettoriale rispetto alla somma e al prodot-
to per scalare reale.
Osserviamo ora che se p(t) € T,, per definizione p ¢ combinazione lineare
degli elementi di U (vedi (1.1)). Dimostriamo quindi che sono linearmente
indipendenti.
Siano dunque ag, ay, ..., a,,b1, ..., b, € R tali che

n

+ Y (agcoskt+ bysinkt) =0 <= p(t) = 0.
k=1

aO
2
Allora per la Proposizione (1.1.1), ag = ar = by = 0 per ogni k € {1,...,n},

e questo prova la lineare indipendenza degli elementi di U. O
Definiamo ora un prodotto interno e quindi una norma in 7,:

Definizione 1.2 (Prodotto interno). Vp, q € T,,,

s

<p,q>=<Dp,q >L2(]—7r,7r[): / p<t>Q<t)dt

11 prodotto interno gode delle seguenti proprieta:
i) <p,p>>0VpeT,, <p,p>=0=p=0;

i) <p,q>=<gq,p> Vp,q €T, (simmetria);

i) <AMip1+Aop2, g >= A <p1,q > +X <pa,q> Vpi,pa,q €T,
VA1, A2 € R (linearita rispetto al primo argomento, quindi per ii)

rispetto al secondo).



1. Serie di Fourier reali

Definizione 1.3 (Norma in 7},). ||.||: T, = R,

Ioll= VBB = Iplls2gmnn= / Ip(t)[2dt

—T

La norma gode delle seguenti proprieta:
i) [lpll= 0 Vp € T, |pl=0=p=0;
ii) [[Apll= [Alllpll VA €R, Vp € Ty;
i) ||p + ¢lI< |lpl|+ll¢ll ¥p,q € T, (disuguaglianza triangolare).

Proposizione 1.1.3. U = {1,coskt,sinkt,k =1,...,n} é una base ortogo-
nale di T},. Inoltre,
1 coskt sinkt
U* .= , , Jk=1,...,n
{m VT T }

¢ una base ortonormale di T, rispetto al prodotto interno <,>r2.

Dimostrazione. Applicando le formule di prostaferesi si dimostra facilmente

che gli elementi di U* sono a due a due ortogonali, e di norma unitaria. [

1.2 Polinomi di Fourier

Definizione 1.4. Sia f : R — R una funzione 27-periodica, sommabile
sull’intervallo [—m, 7[. Si chiama polinomio di Fourier di grado n di f il

polinomio trigonometrico

PR aO - 3
Sn(f)(t) := 5 +kz:;(ak cos kt + by, sin kt) (1.5)
dove o
ak:—/ f(t)cosktdt perk=0,...,n (1.6)
™ —T
1 [" )
b, = —/ f(t)sinktdt perk=1,...,n. (1.7)
™ —Tr

I numeri reali ay, e by, in (1.6) e (1.7) sono chiamati coefficienti di Fourier di

f.



1.2 Polinomi di Fourier

Osservazione 1. Per la Proposizione (1.1.1) se p € T,, S,(p) = p (ogni
polinomio trigonometrico di grado n ¢ il polinomio di Fourier di grado n di

sé stesso).

Osservazione 2. Se f ¢ sommabile su [—m, 7|, allora i coefficienti di Fourier

aj e by sono ben definiti, infatti considerando ad esempio gli a

/Lmn%mﬁg/'wmﬁ<+m
poiche f € L' e stimando il coseno con 1.

Se f € L*([—m,7|), i coefficienti sono ancora ben definiti:

T ™ 2 2 1 T
/LMk%wﬁg/Jﬂigiﬁﬁgé/QN+Dﬁ<+m

. . . 2,22 .
considerando la disuguaglianza |ab| < % con a,b € R, e stimando ancora

il coseno con 1.

Proposizione 1.2.1 (Disuguaglianza di Bessel). Sia f : R — R una funzione
2m-periodica, f € L*([—n,x[). Allora

||Sn(f)||L2([—7T,7TD < ||f||L2([—7r,7r[) Vn € N.

Dimostrazione. Scriviamo il polinomio di Fourier S, (f) in termini della ba-

se ortonormale U* di T},, denotando per brevita di notazioni gli elementi

%F?C%ft7sir}§t perk:1,7n con e perk:o”2n
Cosl
2n
SulF)t) =D < fren> e
k=0

Ricordando per le proprieta di una base ortonormale che

1 sek=h
0 sek#h

< €, ep >=
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e per bilinearita del prodotto interno si ha:

2n 2n
||Sn<f)||%2 =< Sn(f),sn(f> >=< Z < fv €L > €, Z < fv Cm > Cpy >=
k=0 m=0
2n 2n
=Y < fie><en, Y < foem>en>=
k=0 m=0
2n  2n
= ZZ < frep >< frem >< €, em >=
k=0 m=0
2n
= (< f’ €k >)2
k=0

10 (f)=FlIT2 =< Sul(F)=Ff,Sul(f)—f >= 1Sa(F)l1a=2 < Su(f), f > +II 1172
2n n
<Su(f), f>=< Z < fien > e, f>= Z < fier ><ep, f>=
k=0 k=0

=3 (< fren =) = [1Su(H)]2

k=0

Cosi sostituendo si ottiene:

1S2(f) = fllZ2 = ISa(HIZ2 = 208u(HIIZ> + 1 £1IZ2 =
= [l£lZ2 = 1S (HIZ2

Per le proprieta della norma si ha che [|S,(f) — f[|32 > 0, cosi si ottiene che

182 (NlIz2 < f1ze = [1Sa(Pllzz < I fllz2 Yn € N.

Corollario 1.2.2. Se f € L*([—,7]),

2n

1Sa(HI72 = > (< fren>)* <[ fl72 < +oo.

k=0
Quindi la serie Y o (< f,ex >)* converge, e condizione necessaria per la
convrgenza e che

lim (< f,exr >) =0,

k—4o00



1.2 Polinomi di Fourier

cioé i coefficienti di Fourier di una funzione di quadrato sommabile su [—7, 7|

costituiscono una successione infinitesima.

Proposizione 1.2.3. Sia f : R — R una funzione 2w-periodica e di quadrato

sommabile su [—m,w[. Allora ¥p € T,

1S (f) = fllzz < llp = fllze-

Dimostrazione. Per i calcoli nella dimostrazione della Disuguaglianza di Bes-
sel (vedi (1.2.1)) si ha che

2n

1Su(f) = FIP = I =D (< fren )% (%)

k=0
Inoltre,
lp = FI? = llpll* =2 < p, f > +[FI (+%)
Sia p € T,,, allora in termini della base ortonormale U*, p = Ziio CrCk-

Calcoliamo |[p||* e < p, f >:

2n 2n 2n
1> =1 erenll> =< D cxer, Y cmem >=
k=0 k=0 m=0

2n  2n 2n
= Zchcm < €k, Em >= ZC%
k=0 m=0 k=0
2n 2n
<p, f>=< chek,f >= ch <eg f>
k=0 k=0
Cosi da (xx),
2n
lp = fIIP =D (et —2cx <ex, f>) +[IfI1?
k=0

e confrontando con (*) si ottiene

2n 2n
lp = FIZ = 1Sn(f) = FIP = D _(ck = 21 < e, f >) + 3 (< fren >)* =
k=0 k=0
2n
= Z(ck— < f,ex >)? >0 (somma di quadrati)
k=0

= llp = FI = 15.(f) = Fll, Vp € T O



1. Serie di Fourier reali

1.3 Serie di Fourier reali e loro convergenza

puntuale

Definizione 1.5 (Serie di Fourier). Sia f : R — R una funzione 27-

periodica, sommabile sull'intervallo [—, 7[. La serie trigonometrica

o0

a .
50 + ;(ak cos kt + by sin kt) (1.8)

si chiama serie di Fourier di f se

1 K

a = —/ f(t) cosktdt perk >0 (1.9)
™ —T
1 (" }

by = — f(t)sinktdt perk > 1. (1.10)
™ —T

I numeri reali aj e by vengono chiamati coefficienti di Fourier di f.
Si dice che f e sviluppabile in serie di Fourier nel punto t € R se la sua serie

di Fourier converge nel punto ¢ e ha somma uguale a f(t).

Osservazione 3. Dalla definizione si ha che f e sviluppabile in serie di Fourier

nel punto ¢ se e solo se

lim 5, (f)(t) = f(1).

n—-+oo

Introduciamo ora i cosiddetti nuclei di Dirichlet che ci consentiranno di

ottenere importanti rappresentazioni integrali dei polinomi di Fourier.

Definizione 1.6. Si chiama nucleo di Dirichlet di grado n, n € N, il polino-

”( ) 2 En : k: Y E ( )

D,, € una funzione pari e 2m-periodica. Inoltre risulta che

(/Oﬂ Dn(t)dt> % —1



1.3 Serie di Fourier reali e loro convergenza puntuale

Sull’intervallo ]0, [ il nucleo D,, si puo scrivere in forma chiusa nel modo

seguente:

_ sin ((n + %)t)

D, (t) = per 0 <t <. (1.12)

1
251n2

Infatti, moltiplicando per sin{ entrambi i membri di (1.11) e utilizzando

2
I'identita

sinacos 3 = %(sin (a+ B) +sin (o — f))

valida per ogni «, 8 € R, si ottiene

applicando un cambio di variabile nella seconda sommatoria.

Teorema 1.3.1. Sia f : R — R una funzione 2m-periodica sommbile sull’in-

tervallo [—m, m[. Allora

Sn(f)(t):%/” f(”s)‘gf(t—S)Dn(s)ds (1.13)
0
per ogni t € R e per ogni n € N.

Dimostrazione. Enunciamo un lemma che verra di seguito applicato nei cal-

coli:

Lemma 1.3.2. Sia f € L'([—n,n|) e 2m-periodica. Allora f € L'([a—7,a+
7[) Ya € R. Inoltre

a-+m ™
/ fhydt= [ f)at.

—Tr —T
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Sia t € R. Sostituendo (1.6) e (1.7) in (1.5), per linearita dell’integrale si

ottiene

Sn(f)(t) = l/7T f(s) (% + i(cosks cos kt + sin ks sin k;t)) ds =
k=1

— f(8)D,(t — s)ds = (ponendo s —t = T e per la parita di D, (c))

:l/w_ﬂ7+ﬂ W(7)d7 = (Lemma (1.3.2))

4 fesamie ([ ) o

= (con s = —7 nel primo integrale) ;/ (fit+s)+ f(t—s)) Dp(s)ds =
0

TSt s) + [t =)
2

D, (s)ds

Corollario 1.3.3. Sia A € R. Dal precedente Teorema seque che

Sn<f><t>—xm0<:>2/”<f<t+s>+f<t—s>  Du(s)ds T

T 2

Per lo studio della convergenza della serie di Fourier risulta cruciale il

seguente lemma:

Lemma 1.3.4 (di Riemann-Lebesgue). Per ogni funzione sommabile

g:a, b= R, —oco<a<b<+oo

risulta )
lim g(t) cos (Mt)dt =0 (1.14)
[M|—=+o0 J,
e analogamente
b
lim g(t) sin (Mt)dt = 0. (1.15)
[M|—=+oc0 J,

Dimostrazione. Sfruttiamo la densita di C§°(Ja,b[) in L'(]a, b[), ossia se g €
L'(Ja, b]) allora Ve > 0 esiste ¢ € C5°(Ja, b[) tale che |lg — ¢||p1 < e.

/ ot cos (Mt)dt — / (g(8)—(#)) cos (Mt)di+ / (1) cos (M) dt = I+1,
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Ora
|11 </ lg(t) — @(t)|dt < e

stimando il coseno con 1 e sfruttando il risultato di densita, e con una

integrazione per parti si ottiene

B sin(Mt)]=" b, sin(Mt)
I, = {Sﬁ(t)T} ta—/a ¢'(1) i dt
| M|—+o0
I dt 0

Cosl

b
/ g(t) cos (Mt)dt' < ||+ I M e s,

e da questa segue la (1.14).
Nello stesso modo si dimostra la (1.15). O

Osservazione 4. Abbiamo osservato nel Corollario (1.2.2) che se f € L*([—, 71[),

2m-periodica, allora dalla disuguaglianza di Bessel

k—o0

1Su(Hllzz < 1f ez =D (af +b) < +00 = ag, by = 0.
k=1
Ora possiamo concludere che se f € L'([—, n[), per il Lemma di Riemann
Lebesgue

k—o0

ag, bk — 0
data la definizione dei coefficienti di Fourier di f in (1.9) e (1.10).

Dal Teorema seguente dedurremo tutti i criteri di convergenza delle serie

di Fourier che dimostreremo in seguito.

Teorema 1.3.5 (di localizzazione di Riemann). Sia f : R — R una funzione
27-periodica, sommabile su [—m,w[. Siano poi t,\ € R. Le affermazioni

sequenti sono allora equivalenti:

(i) limy_o0 Su(f)(t) = A;
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(11) esiste ¢ >0, c €|0,n[ tale che

lim C(f(t+8)+f(t_s)—>\)wds:0.
n—oo Jq 2 S
Dimostrazione.
D / ( [(t+s)+ f(t—S)_A) s (n 4 s i,
281n§

per il Corollario (1.3.3).

Per ragioni di brevita, poniamo

it ) f(t+s) —i—f(t—s)'

2

([ ) ottt

Poiche la funzione s — (ms(t,s) — \)

Ve €]0, 7],

25—() ¢ sommabile su [c, 7] qualunque

sia ¢ €]0, 7], per il Lemma di Riemann-Lebesgue vale 'equivalenza

(i) <= /Oc(mf(t, s) — )\)sin (n + 5)Sals %0

: S
281n2

1 1
S — - — =
251n§ s

¢ continua e limitata su ]0, ¢[, la funzione

s ms(t.9) -0 (55~ 3)

2$n§ S

D’altra parte, poiche

¢ sommabile sullo stesso intervallo, e quindi per il Lemma di Riemann-

Lebesgue,

C

i mrte.5) = )

n—oo 0

L 1) sin((n + %)s)ds = 0.

QSinE s

Ne viene che (i) ¢ equivalente a trovare un ¢ €]0, 7| tale che

lim C(mf(t,s) - )\)w

n—oo fq S

ds =0,

ossia (i) < (ii). O
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Dal Teorema di localizzazione di Riemann deduciamo ora alcuni criteri

di convergenza.

Teorema 1.3.6 (di Dini). Sia f : R — R 2w-periodica e sommabile su

[—7,7[. Se nel punto t € R esiste finito

flt+s)+ f(t—s)

f @) = sl_i)%l_i_ 5 (1.16)
e se la funzione
PN (f(t+8>;f(t_3) —f*<t)) é (117)

¢ sommabile su |0, c[ per un opportuno ¢ €)0, 7|, allora la serie di Fourier di
f converge nel punto t e la sua somma ¢ f*(t).
Inoltre se f é continua in t, allora f*(t) = f(t) e quindi, se la condizione di

Dini e soddisfatta, f é sviluppabile in serie di Fourier nel punto t.

Dimostrazione. Poiche la funzione in (1.17) & sommabile, per il Lemma di

Riemann-Lebesgue risulta

. Oc (f(t—l—s)—;—f(t—s) —f*(t)) sin((ns—i- 1) s) s — 0.

n—oo

La tesi del Toerema discende quindi dal Teorema di localozzazione di Rie-
mann (1.3.5). O

Una condizione che garantisce 'esistenza del limite (1.16) e la sommabilita

della funzione (1.17) & contenuta nel Corollario seguente.

Corollario 1.3.7 (criterio di Holder). Sia f : R — R una funzione 27-
periodica, sommabile sull’intervallo [—m, [, e sia t € R.

Supponiamo che esistano M,c > 0 e a €]0, 1] tali che
|[ft+s)—ft+o0)| < M|s—o|* (1.18)

per ogni s,0 €)0,c[ e per ogni s,0 €] — ¢, 0], allora:



14

1. Serie di Fourier reali

(i) esistono reali

ft+) = lim f(t+s), f(t—):= lm f(t—s);

s—0+ s—0+

(i) la serie di Fourier di f converge nel puntot e

lim S,(f)(¢) = f(r) = LTI

n—-4oo 2

Dimostrazione. 1 limiti in (7) esistono e sono finiti in quanto per la (1.18)

lim (f(t+s)— f(t+0))= lim (f(t+s)— f(t+0)) =0.

s,0—0+ s,0—0—

Esiste allora f*(t) e risulta uguale a JEDFIED) - Ora,

) ¥ =) 227y Lype )~ f(t o) + (e —5)— £t — o)

S o0+ S

< lim 1(|f(t+8)—f(7¢+0)\Jrlf(lt—S)—f(lf—ff)l)

c—0+ S

M
< (Holderianita) lim —(|s — o|* + |s — o|%)
o—0+ S
=2Ms* ! per 0 <s<c
La tesi segue allora dal Teorema di Dini poiche, essendo « €]0, 1], la funzione
5 571

¢ sommabile su |0, ¢[. O

Un ulteriore uso del Teorema di localizzazione di Riemann consente di

dimostrare un altro risultato di convergenza della serie di Fourier.

Definizione 1.7. Sia f : [a,b] — R, 0 = {ty = a,t1,...,t, = b} una

partizione dell'intervallo [a, b] con t; < t;y;. Ponendo

v(f,0) = Z |f(tk) = f(tr-1)l,
k=1
f si dice a variazione totale limitata su [a, b se

supv(f, o) < +o0.

(e
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Teorema 1.3.8 (di Jordan). f : [a,b] — R ¢ a variazione totale limitata

< f=p—1 con p, monotone crescenti.
Per la dimostrazione si rimanda a [4], Cap. 4, Teorema 1.9.

Teorema 1.3.9 (di Jordan per le serie di Fourier). Se f : R — R ¢é una
funzione 2m-periodica e a variazione totale limitata su [—m,w| allora esiste

f*(t) in ogni puntot € R e

Su( () = 7 (1)

Dimostrazione. Ricordando che le funzioni monotone sono integrabili secon-
do Riemann e che ogni funzione Riemann integrabile su un compatto ¢ som-
mabile secondo Lebesgue, si ha che f & sommabile su [—m,7].

Per il teorema di rappresentazione di Jordan (1.3.8) i limiti f(t+) e f(t—) esi-
stono in ogni punto ¢t € [—m, 7[. La 2r-periodicita di f assicura poi l'esistenza
di f(t+) e f(t—) in ogni punto ¢ € R, quindi l'esistenza di f*(¢) = w
in ogni punto.

Fissiamo ¢t € R. Per le considerazioni fatte basta dimostrare il Teorema per
funzioni monotone crescenti, quindi supponiamo f monotona crescente in un

intorno opportuno [t — ¢,t + ¢| del punto ¢. Definiamo

@Z[O’C]%R’ @(S):f(t—f_s)_f(t—f_)
V[0, =R, Y(s) = ft—s)— f{T—)

Dimostriamo che

¢ sin((n—k%) s)

lim [ ¢(s) ds =0 (1.19)
n—oo Jq S

c ; 1
im [ (s)m ((n+3)9) 4 g (1.20)

n—oo f, S
cosl la tesi seguira per il Teorema di localizzazione (1.3.5).

Consideriamo la (1.19). Si osserva che

T sinx
dx
0 x
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e convergente secondo Riemann, cosi per ogni € > 0 esiste n. > 0 tale che

B N
sinx
/ dx
o T
Ora

< e perogni a,B > n..

c : —|— 1 1 (’I’L-i-l)c . d
/ SO(S)sm((” 2) S)dsz (ponendo (”+§)S:T)/ 2 S0< T ) snTlT T
’ 0

S n+% | n—l—%
2
Ne (n+%)c 1
:/ ()+/ (-)=1L+1I, conns<(n+§)c.
0 Ne

sin 7
T

Poiche ¢ ¢ monotona crescente e ! ‘ < 1 per ogni 7 > 0,

|1 gns.go( 7}:1) 2720 in quanto o(s) — 0 per s — 0+
n
2

Per stimare I, applichiamo il Teorema della media integrale che e riportato

senza dimostrazione:

Teorema 1.3.10. Date due funzioni h,g : [a,b] — R, con h monotona

crescente e g continua, allora esiste un punto « € [a,b] tale che

b

b e
/ h(t)g(t)dt = h(a) / g(t)dt + h(b) / g(t)dt.

sin 7

Cosi con h(7) = ¢(7) e g(7) = *2* si ottiene applicando il Teorema che

o (n+3)e
n sin T 2¢sinT
]ngp(n_:l>/ - dT—{—gp(C)/ ~ dr
2 Ne @

con a €]n., (n + ).

Quindi per la monotonia di ¢ e le stime precedenti si ha che
|| < 2¢p(c)e.

La (1.20) si dimostra allo stesso modo. ]
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1.4 Integrazione termine a termine delle serie

di Fourier

In questa sezione si dimostrera che qualunque serie di Fourier puo essere

integrata termine a termine su ogni intervallo compatto della retta reale.
Teorema 1.4.1. Sia f : R — R una funzione 2m-periodica, sommabile su
[—m, 7], e sia

a — :
50 + ;(ak cos kt + by, sin kt) (1.21)

la sua serie di Fourier. Sia inoltre

F:R—>R, F(x):= ﬁf(t)dt.

—T

Allora:

i) F é a variazione totale limitata su [—m, 7| e continua in R;

it) la funzione

G:R—R, G ;:/ (f(t) —%)dt
e 2m-periodica e la sua serie di Fourier é
Ay — )
5 ;(Ak cos kx + By sin kx) (1.22)
dove
Ay« % bk by a

Osservazione 5. G(x) = F(r)— % (r+m), quindi per le proprieta di F risulta
che G ¢ continua in ogni punto ed ¢ a variazione totale limitata su [—m, 7.
Cosi per il Teorema di Jordan (1.3.9) G e sviluppabile in serie di Fourier in
ogni punto. Dalla (1.22) e dalla (1.23) si ottiene che

F(z) = %(I +7) + Z %(ak sin kx + by ((—1)* — cos kx)),
k=1

dove la serie al secondo membro si ottiene integrando termine a termine la

serie di Fourier di f su [—,x].
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Dimostrazione. Scomponendo f in parte positiva e negativa,

f=1"=f" con fT(x)=max{f(x),0}, [~ (x)=maz{-f(z),0}

z) = / " e / " @t = () — ().

Dimostrando che ¢, sono funzioni monotone crescenti, per il Teorema di

risulta

Jordan (1.3.8) possiamo concludere che F' ¢ a variazione totale limitata su

[—7, m]. Siano —7 < x <y,

:/:r(.)_/jr(.):_/:f*(t)dtg():Mo(flf)Sw(y)ZMD/-

In modo analogo, 1) . Ora

F) = Pl = [ 0= [ O

applicando il Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata, da cui segue
la continuita di F' in ogni punto.

Proviamo ora il punto ii).

coam) = [ o= = [0+ [T0) =6 [ -2

applicando il Lemma (1.3.2) al secondo integrale.
/(f()——dt /f dt—§27r—0(perdef di ag in (1.9))

— G(z + 27) = G(x) per ogni = € R.

Per ogni k = 1,...,n, per definizione di coefficienti di Fourier si ha

Ay = %/_Z(G(x) cos kz)da — %/_: (/jr(f(t) - %)dt) cos kadz —

1 ™ ™
= (cambiando 'ordine di integrazione)— / (f(t) — %) < / Ccos kxd:c) dt
T J -z t

=2 [0 -0 a1 [ o smiea =~
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In modo analogo

By = %/:(f(t) - %) (/j sinkxdm) dt = —%/:(f(t) - %) <(_1)k - €08 kt) dt —
:—% [% (/Zf(t)dt—%r-%) —%/W(f(t)—%)cosktdt} -

11 T Qg

Nel punto z = —,

4 & A — b A - b
0=G(-7) = 7" + A(-1)F = 70 - (—1)‘?% — 70 = Z(—nkf.
k=1

1.5 Un criterio di convergenza uniforme per

le serie di Fourier

Dal Teorema (1.4.1) segue un risultato di uniforme convergenza della serie

di Fourier. Diamo quindi una nuova definizione:

Definizione 1.8 (continuita assoluta). Una funzione f : [a,b] — R si di-
ce assolutamente continua se f € derivabile quasi dappertutto in [a,b], la

derivata f’ & sommabile su [a, b] e risulta

| rde=1@) - £(0) Vo€ o

Teorema 1.5.1. Sia f : R — R una funzione 2mw-periodica, assolutamente
continua in [—m, 7|. Supponiamo anche che ' sia di quadrato sommabile su
[—m,w]. Allora f é sviluppabile in serie di Fourier in ogni punto e la sua

serie di Fourier converge uniformemente su R.

Dimostrazione. Per le ipotesi fatte su f risulta che f’ & 2m-periodica e som-

mabile su [—m, 7], inoltre

f(z) = f(—7) + /m f(t)dt Vx e R.
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Scomponendo f in parte positiva e negativa otteniamo che f si scrive come
differenza di funzioni monotone crescenti, quindi per il Teorema (1.3.8) f e

a variazione totale limitata su [—m, 7], e per il Teorema di Jordan (1.3.9)

A o0
f(z) = 20 + Z (Ap cos kz + By sinkzx),
k=1

con Ay, Ag, By, coefficienti di Fourier di f. Siano ora ay, by i coefficienti di
Fourier di f’. Per il Teorema (1.4.1), integrando termine a termine la serie

di Fourier di f’ risulta che

bk Qg
A, =—— B — Vk>1.
k o Be= v

Per la disuguaglianza di Bessel (Corollario (1.2.2)), essendo f’ di quadrato

sommabile su [—, 7|, si ha che Y 77 ai + b < +o0. Cosl

[e.9]

Z sup | Ay cos kx + By sin kx| < (stimando seno e coseno con 1)
1 T€eR
=1 — 1
< Z [Ax| + [B]) Z + (KA + K| By]) Z 2 (lax] + b))
1 oo ) [e.e]
< 3 ; a; + b7) ; < +o00.

Questo dimostra la convergenza totale, e quindi uniforme, della serie di
Fourier di f. O]

1.6 Convergenza in norma L? delle serie di

Fourier

Teorema 1.6.1 (di Fisher-Riesz). Sia f: R — R una funzione 2w-periodica

e di quadrato sommabile sull’intervallo |—m, w[. Allora

15 (f) = fllze === 0.
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Dimostrazione. Se f & di quadrato sommabile su [—m, [, per la densita di
C°([—m,w]) in L*([—m, w[) risulta che

Ve >0 dp € Cg°([—m, w[) tale che ||f — ¢l <e.
Cosi
150 (f) = fllz = 1(Sn(f) = Sn()) + (Su(@) — @) + (¢ = [l
< [Sn(f) = Sul@)lle2 + [15a(0) = lle + [l = fllr2 (%)
—_———
<e€

Per linearita dei polinomi di Fourier, S, (f) — Sn(¢) = Sn(f — ¢), cosi per la
disuguaglianza di Bessel (1.2.1)

150 (f) = Sul@)ll2 = [19a(f = )llez < If —lle <

per la scelta di ¢.
Ora in quanto ¢ € C'°, risulta che ¢ e assolutamente continua con derivata
prima di classe C* su [—7, 7[. Cosi per il Teorema (1.5.1) sulla convergenza

uniforme della serie di Fourier, S,,(¢) = ¢ per n — 400, e

hm HS — ol = \// hm |Sn(@) — 2 =0

passando al limite sotto il segno di integrale.

In particolare si ha che per ogni € > 0 esiste n. € N tale che
1Sn(p) = ¢llz <& Vn > n..
Sostituendo in (x) si ottiene che
IS0 (f) = fllzz < 32 Vn > n. = per n — oo il limite & 0.
O

Corollario 1.6.2 (Identita di Parseval). Dal Teorema precedente e dall’i-
dentita |Sn(f) — 122 = I f 1122 = |Su(f)||22 ricavata dimostrando la disugua-

glianza di Bessel (1.2.1) otteniamo che

(/) = Fllzz =250 <= T [Su(f)llz2 = |22






Capitolo 2

Problema di Cauchy-Dirichlet

per ’equazione del calore

In questo capitolo studieremo un’applicazione della teoria sulle serie di
Fourier reali nella risoluzione del problema del calore uno-dimensionale, dif-

ferenziando i casi in cui si assume al bordo un dato iniziale C' o CV.

Interpretiamo u come temperatura di una sbarra cilindrica omogenea, isola-
ta termicamente ai lati. Nel modello unidimensionale indentifichiamo cosi la

sbarra con un segmento del tipo 0 < x < 7. Avremo allora la funzione
u(z,t)

dove t varia in un intervallo temporale 0 <t < T
Per studiare I’evoluzione della temperatura occorre precisare la distribuzione

iniziale. Assegnamo dunque il dato iniziale

u(x,0) = g(x),

dove ¢ € una funzione nota con una certa regolarita, e interpretiamo l’isola-

mento termico ai bordi assegnando i cosiddetti dati di Dirichlet
u(0,t) = u(m,t) =0 pert > 0.

23
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2. Problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione del calore

Definizione 2.1. L’equazione di diffusione o del calore per una funzione

u = u(z,t), x variabile reale spaziale, ¢ variabile temporale, ha la forma
ou— DO u=f (2.1)

dove D e una costante positiva che prende il nome di coefficiente di diffusio-
ne.
Se f =0, I'equazione si dice omogenea e vale il principio di sovrapposizione:

se u e v sono soluzioni e a,b scalari reali o complessi, anche au+bv é soluzione.

Per semplicita, nel nostro modello assumiamo come coefficiente di diffu-
sione D la costante 1.
Indichiamo ora con

H:=092, — 0 (2.2)

I’operatore del calore. H € un operatore alle derivate parziali del IT ordine di

tipo parabolico ed e lineare, sono quindi soddisfatte
H(u+v)=Hu+ Hv, H(MAu)= A Hu con X scalare.
Con questa notazione, 1’equazione del calore omogenea assume la forma

Hu(z,t) = 0.

2.1 (PCD) con dato iniziale C'

Data g € C'([0,7]), g(0) = g(m) = 0 la funzione che descrive la distri-

buzione iniziale di temperatura, si vuole determinare v = u(zx,t) soluzione
di
Hu(z,t) =0 in un rettangolo R =|0, w[x]0, T
(PCD) q u(0,t) = u(m,t) =0 Vt €]0, 7| (isolamento termico al bordo)

u(z,0) = g(z) Vx €]0, 7| (temperatura iniziale nota).



2.1 (PCD) con dato iniziale ct 25

Tale problema prende il nome di problema di Cauchy-Dirichlet per I'e-

quazione del calore.

Precisiamo cosa si intende per soluzione di (PCD), per dimostrarne poi

lesistenza e 'unicita.

Definizione 2.2 (soluzione classica). Una soluzione classica di (PCD) e
una funzione w :)0, 7[x]0, T[— R continua in RUJpR che soddisfa il sistema

(PCD) e tale che le derivate 9% u, dyu esistono continue in R, dove

OpR = [0, 7] x {0} U{0} x [0, 7] U {x} x [0, 7]

¢ il bordo parabolico di R.

Dimostriamo in primo luogo l'unicita della soluzione classica di (PCD)

seguendo un metodo detto dell’energia.

Lemma 2.1.1. Sia u :]0,7[x]0,T[— R soluzione classica di

Hu(z,t) =0 suR
u(z,t) =0 su dpR.

Allora uw =0 su R.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che v non sia identicamente nulla

su R. Per ipotesi u soddisfa Hu = 0 su R, quindi
0=Hu-u=(0?u—du)u suR.

Integrando rispetto ad z sull’intervallo [0, 7] si trova che

0= /U7r Hu(z,t) - u(z, t)de = /0” {(aimu(x,t))u(x,t) —\(@u(m,t))u(x,t) dz (%)

J/
-~

u(x,t)?
2

Oi( )
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per ogni ¢ € [0, 7.

Integrando per parti e portando fuori la derivata temporale si ottiene che

(%) :M— /Oﬂ Opu(z, t)Opu(z, t)der — Oy (/OTr u(xT,t)de)

precisando che il primo contributo e nullo in quanto u = 0 sul JpR.

Introduciamo la funzione non negativa

o T u(z, t)?
E(t) = /0 D .

Si ha che

—

*

EH Y- /0 (O, 1))z < 0

— E ¢ monotona decrescente in [0, 7], quindi E(t) < E(0) = 0.

Cosl

~

ogE(t):/WWT’dego:E(t)zo vt € [0,7]

— u(z,t)? = 0 per q.o. x € [0,7] e per ogni t € [0, 7.

Ma u & continua = u = 0 su R, giungendo cosi all’assurdo. O]
Siano cosl u, v :]0,7[x]0, T[— R due soluzioni classiche di (PCD). Allora
Hu=Hv=0suR= H(u—v)=0suR

per linearita dell’operatore del calore. Inoltre per le condizioni al contorno e

osservando che u(x,0) —v(z,0) = g(z) — g(x) = 0 per ogni x €]0, [, vale che
u—v=0 sul OpR.
Abbiamo cosi ottenuto che la funzione w := u — v ¢ soluzione classica di

Hu(z,t) =0 su R
u(z,t) =0 sudpR

—> (Lemma (2.1.1)) w=0 su R= u=v su R,

da cui I'unicita della soluzione di (PCD).
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Dimostriamo ora 1’esistenza di una soluzione classica di (PCD) cercando for-
malmente una soluzione esplicita. Seguiremo il metodo di separazione delle

variabili, ossia cerchiamo una soluzione nella forma

u(z,t) = x(x) - ¢(t)

con X, ¢ funzioni non banali.
Dato che 02, u — dyu = X" (x)p(t) — x(z)¢'(t), sostutuendo in Hu = 0 si

ottiene
X'(z) _ (1)
x(@) (1)

Ora, il primo membro non dipende dalla variabile ¢ mentre il secondo non

Vx €]0, 7, Vt €]0,T7.

dipende dalla variabile z. L’uguaglianza e pertanto possibile unicamente nel
caso in cui entrambi i membri sono uguali alla medesima costante A € R.

Abbiamo, quindi

X' () = Ax(x) =0 Vzx €]0, 7] (2.3)
' (t) — Xp(t) =0 vVt €]0,T]. (2.4)

I dati di Dirichlet impongono che

X(0)(t) = u(0,t) = u(m, 1) = x(m)p(t) = 0Vt €]0,T],

e dato che abbiamo richiesto ¢ non identicamente nulla, si ha 1'ulteriore

condizione
x(0) = x(m) = 0. (2.5)

Abbiamo ottenuto che la funzione x(z) deve soddisfare 1’equazione differen-
ziale ordinaria del secondo ordine data da (2.3) con condizioni iniziali (2.5).

Scrivendo il polinomio caratteristico
p(r) =7° =

si ha che al variare di A € R vi sono tre possibili forme dell’integrale generale
di (2.3):
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ii)

iii)

se A > 0, p ha due radici reali distinte 7 = +v/\, quindi la soluzione
generale & X () = c1eV™ + coeV2*. Dalle condizioni iniziali si ottiene
X(0)=c14+c=0

= c; = 3 = 0
X(7) = 16V 4 cpeVAT = ()

se A = 0 si ottiene la soluzione X () = ¢; + cox, con condizioni iniziali

=1 =cy = 0;
61+CQ7T:0

Jal
-’
||

se infine A = —a? < 0, le radici di p sono i complessi 7 = i, cosi
X (x) = ¢1 cosax + cgsinax. Imponendo le condizioni iniziali si trova
X(0)=c=0
X(m)

creosam+ cpsinam = 0

da cui ¢; = ¢y = 0, oppure ¢ arbitrario, am = nm con n € N~ {0}.

Solo il terzo caso produce quindi soluzioni non nulle date da

Xp(x) =Csinnz, ne N {0},C eR

e con i valori corrispondenti di A = —n? si ottiene I'integrale generale di (2.4)

o(t) = Be™*, BeR.

Abbiamo cosi ottenuto soluzioni della forma

02t
Up(z,t) = bye " Tsinny, n=1,2,...

che soddisfano le condizioni al bordo u,(0,t) = u,(w,t) = 0.

L’idea ora e quella di sfruttare la linearita dell’equazione del calore omo-

genea e costruire la soluzione che si cerca sovrapponendo le infinite soluzioni

u, e cercando di determinare i coefficienti della sovrapposizione in modo tale
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che anche la condizione iniziale di temperatura sia soddisfatta. Questo ri-
sultera possibile proprio grazie alla sviluppabilita di una funzione in serie di

Fourier e alle proprieta studiate nel capitolo precedente.

Poniamo cosl come candidata soluzione

u(z,t) = Z boe ™! sinnx (2.6)
n=1
imponendo che
u(z,0) = an sinnx = g(x). (2.7)
n=1

Osserviamo che u(z,0) si presenta come una serie di Fourier di soli seni. Es-
sendo ¢ di classe C1([0, 7]) e annullandosi agli estremi, il suo prolungamento

dispari sull’intervallo [—, 7]

_ g(x) sex € [0,7]
g(x) =
—g(—x) sex € [—m,0]
¢ continua e derivabile nell’origine, quindi di classe C'([—m, 7). Dunque
¢ sviluppabile in serie di Fourier di soli seni (in particolare per il Teore-
ma (1.5.1) in quanto ogni funzione continua e C' a tratti ¢ assolutamente

continua), e la sua serie di Fourier converge a ¢ in ogni punto:

G 1 (7 2 ("
g(x) = Zf]n sinnx con g, = —/ g(x)sinnzdr = —/ g(x) sinnadz.
T 0

n=1 - T
(2.8)
Abbiamo quindi ottenuto da (2.7) e (2.8) che
2 ™
b, = —/ g(x) sin nzdx (2.9)
T Jo

per ogni n € N.
Verifichiamo ora che la candidata soluzione nella forma (2.6) con coefficienti

di sovrapposizione dati da (2.9) ¢ effettivamente soluzione classica del (PCD).

Precisiamo in precedenza che:
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e Si osserva che con una integrazione per parti e con l'ipotesi g(0) =

g(ﬂ) =0 si ha
/ g(fE) sinnxdr = / g/(:E) CcoSs nxdl“
0 ; -
Posto
_ 2) T
bn = —/ g’(l‘) COS ’n,xdx - n- bTM
T Jo

essendo g € C1([0, 7]), per la disuguaglianza di Bessel (1.2.1) vale che

Zb_nQ < / d(z)*dz < +o0
n=1 0

e quindi, per la disuguaglianza di Schwarz sulle serie,

i [ba] < i% ibﬁ < +00. (2.10)
n=1 n=1 n=1

Ne risulta che la serie )" 7 b, ¢ assolutamente convergente;

e Ricordando che i coefficienti di Fourier sono infinitesimi, quindi limitati

(vedi I'osservazione (4)), esiste M > 0 tale che |b,| < M per ognin € N.

Si ha cosi che Vt > ¢ > 0,

+o0

—+o00
sup bne_"2t sin nx’ < MZ e < +o0
n=1 (I,t)E[Om’]X[E,T[ n=1

. . . )
in quanto la serie numerica > nke=""¢

e convergente se ¢ > 0, Vk € N.
La serie (2.6) risulta dunque totalmente convergente, quindi uniformemente
(e puntualmente) convergente in [0, 7| x [¢, T, Ve > 0.

Considerando la serie delle derivate parziali rispetto a x, vale che

. —_n2 _n2
E bna—(smnx)e = E bon cosnre ™"
n=1 v n=1

“+oo

n2t

sup b,n cosnxe”

n—1 (@DE0,m]x[e,T[

+0o0
< MZne‘"28 < 400
n=1
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analogamente alla serie precedente. Risulta cosi che la serie delle derivate
prime rispetto a x € totalmente, quindi uniformemente (e puntualmente)

covergente su [0, 7] x [e, T, e per la convergenza puntuale di (2.6)
+00 )
ug(x,t) = Z b,ncosnze "t
n=1

¢ continua su [0, 7] x [e,T].

In modo del tutto analogo si dimostra che wu,,(x,t) ¢ continua e uguale a

+oo
Z by (—n?) sinnze ™" (%)
n=1

e che uy(x,t) ¢ continua e anch’essa uguale a (x).

Abbiamo ottenuto che u(z,t) soddisfa il (PCD) ed & derivabile infinite vol-
te sia rispetto a x sia rispetto a ¢ in [0,7] X [¢,T[ Ve > 0, quindi u €
C>([0, 7] x (0,7)).

Manca da verificare che v € C(R U 0pR) per ottenere che u & soluzione
classica del (PCD).

Si ha che u(0,t) = u(m,t) = 0 Vt > 0 data la scrittura di u in serie di soli
seni. Cosi fissiamo z( € [0, 7] e dimostriamo che

(z,t)—(20,0)

u(z,t) u(zo,0).

Sfruttiamo la convergenza assoluta della serie ) b,:
—+00 )
u(z,t) — u(xg, 0) = Z bu(e™" sinnz — sinnag). (x*)
n=1

. . )t ,0 . .
Dato che e ™*sinnz — sinno M 0, dimostriamo la convergenza
totale, quindi uniforme, della serie (%) per poter passare al limite sotto il

segno di serie e ottenere la tesi:

o] +oo

+oo
sup (|bn||e_"2t sinnz — sinnx0|> < Z <|bn|(|6_”2t| + 1)) < 22 |bn| < 400.

n=1 [0777} x [OvT] n=1 n=1

Possiamo cosi considerare conclusa la dimostrazione di esistenza e unicita

della soluzione classica di (PCD) con dato iniziale C.
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2.2 (PCD) con dato iniziale C"

Presentiamo ora la risoluzione del (PCD) con dato al bordo g € C°([0, 7]).
La sola continuita del dato iniziale non assicura la sviluppabilita in serie di
Fourier risultata cruciale per lo studio di u nella sezione precedente. For-
muliamo cosi la soluzione in termini del nucleo di Green per I'equazione del
calore. Enunceremo e dimostreremo in precedenza i teoremi di esistenza e
unicita della soluzione nel caso generale n-dimensionale, per poi ridurci al

caso particolare in cui n = 1 che piu ci interessa.

2.2.1 In dimensione n
Consideriamo la funzione
u(z,t) : R" x R, - R e C*(R" x R+)
e '’equazione del calore

Agu(z,t) — %u(m,t) =0, (z,t) e R" xRy.

Risolviamo il Problema di Cauchy

Agu(z,t) —u(z,t) =0, (x,t) e R" xRy
u(z,0) = f(z), f:R*—RzeR"

(PC

Definizione 2.3. La funzione

lz —y|
At

K(z,y,t) := (4nt) "2 exp {— } , zeR"ye R teR, (2.11)

rappresenta il nucleo di Green per l’equazione del calore.

K(x,y,t) assume valori in R, e gode delle seguenti proprieta:

i) KeC*(R"xR"x R, ) e

(%—Ax) K(z,y,t)=0 in R"xR"xR,;
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(ii) Per ogni (z,t) € R™ x R, vale che

K(z,y,t)dy = 1;

Rn

(iii) Per ogni § > 0 il seguente integrale converge uniformemente

/ K(z,y,t)dy =00 per ogni x € R"
ly—z|>8

(per la dimostrazione di tali proprieta si rimanda a [3], Cap. 6, Sez. 3,

Proposizione 1).

Teorema 2.2.1. Sia f = f(z) : R" = R € C°(R") una funzione continua e
limitata. Definiamo
|z —y|?

w(et) = [ Koy 0)f(y)dy = (@drt) / I ydy, (2.12)

Rn n

con (z,t) € R" x R;.

Allora valgono le sequenti proprieta:

(i) Ponendo C, := {t = o + i1t € C,0 > 0}, allora esiste una funzione
olomorfa U : C" x C, — C tale che

u(x,t) =U(x,t) per ogni (z,t) € R" x R,.
In particolare, cio implica che uw € C*°(R" x R,);
(11) La funzione u soddisfa ’equazione del calore

Agu(z,t) — %u(w,t) =0 in R"xRy;

(iii) u € CO(R™ x [0,+00)) e soddisfa la condizione iniziale

u(z,0) = f(z) per ogni x € R",

(iv) Vale la disuguaglianza

inf f(y) <wu(z,t) < sup f(y) per ogni (z,t) € R" x Ry
yER™ yeR?

(in particolare, u & limitata).
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Dimostrazione. (i) Sirimanda a [3], Cap. 6, Sez. 3, Teorema 2 dati i richiami
di analisi complessa presenti nella dimostrazione.
(17) L’equazione del calore per u(x,t) puo essere derivata per la proprieta (i)
del nucleo di Green dalla definizione (2.12), data la regolarita di u(zx,t).
(77i) Ora mostriamo che il dato iniziale ¢ assunto con continuita.
Fissiamo £ € R" ee > 0. Allora per la continuita di f esisteun d = §(&,¢) > 0
tale che

|f(y) — f(§)] <& perogni [y—§ <26
Poniamo

M = sup{|f(y)],y € R"} < +o0,

e per ogni (z,t) € R" x Ry tali che |zt —&| < § e 0 < t < ¥ otteniamo la

seguente disuguaglianza:

ule) = 1O =| [ K000 - (€
<[ K@unlfw) - 5@y [ K0l ~ el
Oraly—¢l=ly—ao+z—& <|y—z|+|x—& <20 se|ly— x| <0, cosi
o) = FOI< [ Klatlfw) - @y +21 [ Kooy
ly—¢€|<26 ly—x|>6
<e+2Me

applicando le proprieta (ii) e (iii) del nucleo di Green e scegliendo ¥ > 0
sufficientemente piccolo.

Cosl otteniamo la relazione desiderata

tl_l)I& u(z,t) = f(x) per ogni = e R"

(1v) La limitatezza di u segue direttamente dalla rappresentazione integrale
di u (2.12) e dalla proprieta (ii) del nucleo di Green. O

Osservazione 6. Dai punti (i) — (4i7) del Teorema precedente otteniamo che

= Jan K(z,y,t) f(y)dy & soluzione del (PC), ossia u € C*(R" x Ry.) N
CO(]R" x [0, +00)), u soddisfa I’equazione del calore in R” xR e la condizione
iniziale u(x,0) = f(z) e soddisfatta.
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Provata l'esistenza, verifichiamo quindi I'unicita della soluzione del (PC).
Si andra ora ad enunciare un principio di massimo per equazioni differenziali

di tipo parabolico che risultera rilevante per tale dimostrazione.

Definizione 2.4. Dato (2 C R"™ dominio limitato, il cilindro parabolico di

altezza T' € R, associato a {2 denota l'insieme
Qr ={(z,t) eR" xR, :x € 2,t € (0,T]}.
Il bordo parabolico relativo a {2 sara 'insieme
AQp = {(x,t) € R" x [0,+00) : (x,t) € (02 x [0,T]) U (£2 x {0})}.

Teorema 2.2.2 (Principio del massimo-minimo parabolico). Siau = u(z,t) €
C?(27) N CO27 U A7) soluzione dell’ equazione del calore

Agu(x,t) — %u(:p,t) =0, (x,t) € 2r.

Allora vale che

min  u(&,7) = m <wu(z,t) < M:= max u( 1), (x,t)€ 2
o nim ul&7) < u(z,t) e, &) (n.1) € Or

(per la dimostrazione si rimanda a [3], Cap. 6, Sez. 3, Teorema 3).

Teorema 2.2.3 (Unicita per I'equazione del calore). Sia f = f(z) : R* —
R € C°(R") una funzione continua e limitata. Allora esiste una e una sola
soluzione limitata w del problema ai valori inizialt per ['equazione del calore

associata alla funzione f, ossia

u=u(r,t) € C*(R" x R,,R) N C°(R" x [0, +00),R),
Ayu(z,t) — %u(:p,t) =0 inR" xRy,

uw(z,0) = f(z), = €R", (2.13)

sup  fu(z, t)] < +oo.
(IE,t)GR"XR+
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Dimostrazione. Siano u = u(x,t) e v = v(x,t) due soluzioni di (2.13), e
poniamo

M = sup |u(x,t)]+ sup |v(x,t)| € [0,+00).
R”XR+ R"XR+

Per la funzione
w(z,t) == u(z,t) —v(x,t) € C*(R" x Ry, R) N C*R" x [0, +00),R)
si ha che
0 :
Ayw(z,t) — &w(x,t) =0 in R" xRy,

w(z,0) =0, ze€R", (2.14)
lw(x,t)] < M per ogni (z,t) € R" x [0, +00).

Ora fissiamo le costanti T € Ry e R € R, e definiamo la palla Bg := {z €

R™ : |z| < R} a cui associamo il cilindro parabolico
Brr :={(z,t) e R" xR, : x € Bg,t € (0,T]}
con bordo parabolico
ABpy = {(z,t) € Bg x [0,T] : 2 € dBg o t =0}.

Sul dominio Brr consideriamo sia w(z,t) soluzione di (2.14) sia la funzione
2nM [ |x]?
=" (2l 4 q).
Si ha che W soddisfa I'equazione differenziale

0 2nM

(Ar -
e risulta vero che
lw(z,t)| < W(z,t), (z,t) € ABgrr.

Applicando ora il principio del massimo-minimo parabolico (2.2.2) si ottiene

che 2N ([
n T
jw(z, t)] < W(z,t) = R (% +t) , (z,t) € Bryr,
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e per R — 400 si ha che
w(z,t) =0, ze€R" te(0,T]

con T' reale positivo arbitrario.
Di conseguenza, otteniamo che w(z,t) = 0 = u(z,t) = v(z,t) in R” x
R,. O

Osservazione 7. Abbiamo osservato in (6) che esiste una soluzione del pro-
blema ai valori iniziali (PC) per I'equazione del calore associata a f (sotto le

ipotesi di continuita e limitatezza di f) della forma

u(z,t) = | K(z,y,t)f(y)dy,

R’I’L

e tale u ¢ limitata. Cosi per il Teorema precedente di unicita possiamo

concludere che u € unica.

2.2.2 In dimensione 1

Consideriamo ora il problema in una dimensione con dato iniziale g €
C°([0,7]), g(0) = g(7) = 0. Vogliamo una soluzione v = v(z,t), 0 < z < 7,

t > 0, dell’equazione del calore
Vgr (2, 1) — v4(2,t) =0, x € (0,7),t € (0,400),
con condizioni agli estremi
v(0,t) =v(m,t) =0, te0,400)
e dato iniziale di temperatura
v(z,0) =g(x), =€ (0,m) (PCD).

Costruiamo tale soluzione utilizzando un metodo di riflessione.

Essendo continua su un compatto, g € una funzione limitata. Riflettiamo g
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nei punti x+ = 0 e x = 7, estendendola in maniera continua come funzione

dispari e 2m-periodica nel modo seguente

g(—z) = —g(z), gr+(r—2x))=—g(x), ek

Osserviamo che la funzione g : R — R rimane limitata. Cosi per i Teoremi

di esistenza e unicita otteniamo la soluzione globale
+o00
u(z,t) = K(x,y,t)g(y)dy.

— 00

Le funzioni u(zx,t) + u(—z,t) e u(x,t) + u(27 — z,t) sono soluzioni dell’equa-

zione del calore in R x R con condizioni iniziali omogenee, infatti

u(@,0) +u(=x,0) = g(x) + g(—2) = g(z) — g(x) =0
uw(z,0) +u2r —x,0) = g(z) + g(27 — z) = g(z) — g(x) =0

per la disparita e la periodicita di g. Ma allora per il Teorema di unicita

della soluzione (2.2.3) deve valere che
w(z, t) +u(—z,t) =0 =u(z, t) + u2r — x,t), (x,t) € R x [0, +00).

Sostituendo ancora x = 0 nella prima e * = 7 nella seconda relazione si
ottiene che

u(0,t) = u(m, t) = 0.
Di conseguenza, v(x,t) := u(z,t) con xz € [0,7], t € [0,+00) risolve il pro-
blema ai valori iniziali (PCD) per I'equazione del calore uno-dimensionale

associato al dato g continuo, ed ¢ unica e di classe C*°((0,7) x (0, 4+00)).
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