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Introduzione

Lo scopo di questa tesi ¢ affrontare, da un punto di vista matematico,
le leggi di Maxwell, quattro equazioni che regolano le interazioni tra campo
elettrico e magnetico, che vennero pubblicate per la prima volta in forma
differenziale dal fisico James Clerk Maxwell, nel 1865, nel testo “A Dynami-
cal Theory of the Electromagnetic Field". Queste leggi non solo furono un
punto di partenza per il fisico che, a coronamento della sua opera, dimostro
che un raggio di luce ¢ una configurazione di campi elettrici e magnetici in
moto, un’ onda elettromagnetica, ma rappresentano le basi di quella che
oggi definiamo ”fisica moderna®: la disputa sulla natura della luce nacque
agli inizi del XVII secolo e vedeva contrapposte le teorie di Isaac Newton che
sosteneva che fosse costituita da un flusso di corpuscoli a quelle di Huygens e
Young, che invece ne dimostrarono la natura ondulatoria; fu proprio Maxwell
a dimostrare che la luce fosse solo una parte dello spettro della radiazione
elettromagnetica. Fu infine Albert Finstein a porre fine al dibattito, con la
prova dell’esistenza di quanti di luce, pacchetti di energia, giustificando quin-
di il coportamento della luce sia come onda che come particella. [I]

Ci occuperemo, in questi quattro capitoli, di introdurre tutti gli strumenti
necessari per enunciare in un primo momento le equazioni in forma integra-
le, per poi mostrarle, attraverso le applicazioni dei Teoremi di Divergenza e
di Stokes, in forma differenziale ed infine utilizzare i risultati trovati per la
ricerca di una soluzione per quella che definiremo equazione d’onda.

A tal fine, introduciamo tutti gli strumenti di geometria differenziale neces-

sari: nel primo capitolo generalizzeremo il classico teorema di integrazione



per parti per gli integrali della retta reale a integrali multipli su domini con
frontiera sufficientemente regolare: partendo dalla nozione di aperto regolare,
definiremo la normale esterna al bordo dell’insieme per arrivare all’enuncia-
to del teorema: sfrutteremo infine due semplici lemmi per dimostrarlo. Il
Teorema della divergenza si presenta, in una prima forma, come applicazione
immediata del teorema di integrazione per parti di integrali multipli.

Nel secondo capitolo, approcceremo al Teorema da un punto di vista piu
geometrico: per far cio, introduciamo la teoria del calcolo vettoriale ester-
no, attraverso la quale definiremo le forme differenziali e tutti gli strumenti
necessari per poter calcolare integrali su domini regolari di queste; seguira
I’enunciato del Teorema nel caso tridimensionale e uno dei risultati pit im-
portanti nella geometria differenziale: il Teorema di Gauss-Green.

Nel terzo capitolo enunceremo il Teorema di Stokes, che estende il Teorema
della divergenza a superifici regolari con bordo: anche in questo caso, par-
tendo dall’enunciato per k-catene, arriveremo ad analizzare il caso voluto,
quello tridimensionale.

Potremo a questo punto definire le leggi di Maxwell in forma integrale at-
traverso le applicazioni dei teoremi sopra analizzati: il passaggio dalla forma
integrale alla forma differenziale risultera una banale applicazione del teo-
rema. Avendo a disposizione le leggi in forma differenziale, ci occuperemo
di vedere come queste cambiano nel caso in cui i campi elettrici e magne-
tici siano immersi nel vuoto: sara proprio questo il nostro punto di parten-
za per andare a studiare I’equazione d’onda, che regola i legami tra i due
campi. Cercheremo, dunque, una soluzione a tale equazione che definiremo
onda elettromagnetica evidenziando, oltre al significato matematico, anche

I'interpretazione fisica del fenomeno.
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Capitolo 1
Integrazione

Lo scopo di questo capitolo é quello di generalizzare il teorema di integra-
zione per parti “classico”, ovvero quella che prevede l'integrazione di funzioni
a valori scalari su un intervallo reale, anche al caso di funzioni di piu variabili,

definite su un dominio regolare.

1.1 1l teorema di integrazione per parti in R"
Definizione 1.1. Sia €2 € R” aperto; diciamo che §2 é aperto regolare se
(i) Fr(2) é una (n-1)-varieta di classe C* (almeno);
(ii) Int(Q) = Q;
(iii) © ¢ limitato

Osservazione 1. La proprieta (ii) non é sempre valida: supponiamo infatti
di avere Q = {x € R" | 0 < ||z|| < 1}. Allora Q = D(0,1), ma Int(D(0, 1))
=D(0,1) #Q

Definizione 1.2. Sia () aperto regolare; definiamo

(i) Bordo di Q:
o0 = Fr(Q)



Integrazione

(ii) La normale esterna v su 0%, con ||[v|| =1 e, Vz € 09, si ha:

r+rv ¢ Vr piccolo positivo

xr—rv €€ Vr piccolo positivo

Possiamo arrivare a definire la normale esterna per aperti regolari anche
in maniera differente: a tal fine, introduciamo la definizione di superficie
regolare e k-superificie.

Supponiamo di avere ¥ C R3 una sua parametrizzazione r, con v : T —
Y2, dove T ¢ un connesso tale che, comunque prenda un aperto A, si ha che
A CT C Ae, inoltre, la coppia r(u,v) € ¥, ¥(u,v) € T C R2.

Definizione 1.3. La coppia (X,r) ¢ una superficie regolare se:

1. r € CYT), con r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u, v))

2. Posto r, = (2, g_Z> %)er, = (%, %, 9), si ha che r, e r, sono li-

nearmente indipendenti, cioé che il rango della martice ¢ massimo
Ty

in ogni punto della superficie X.

Avedo una superficie regolare ¢ quindi possibile definire il vettore unitario
perpendicolare al piano generato da r, e 7, come
Ty N Ty
|70 A 70|
Infatti, avendo la matrice rango massimo, r, A7, # 0 ed inoltre risulta essere
perpendicolare al piano tangente alla superficie 3 nel punto (u,v).
Ora, se definiamo per una superificie regolare (3, r) 'orientazione
Ty N Ty
vi=——
|70 A |
dove v é la normale esterna, allora r si dice compatibile con l'orientazio-
ne di X. Il discorso si puo generalizzare anche al caso n-dimensionale:

introduciamo quindi la nozione di k-superficie.



Integrazione

Definizione 1.4. Sia T C R* connesso tale che, se A ¢ un aperto di R¥, si ha
ACT CAesiar: T — %, conr(uy,...,ur)€ X, r € CYT); sotto queste

ipotesi la coppia (X, r) si definisce una k-superficie di R" di C*. Inoltre, la

k-superficie & regolare se 2=, ..., 2" sono linearmente indipendenti in ogni
u1 Ouy,

punto di 7.

Osservazione 2. Nel caso in cui k=n-1, la coppia (X, r) é detta ipersuper-

ficie.

Con le definizioni date, possiamo ora introdurre il teorema di integrazione
per parti nel caso n-dimensionale; prendendo un aperto regolare €2 in R",

possiamo definire la sua normale esterna v : 9€2 — R" tale che
1. |y =1
2. v 1 0Q

3. Vag € 092, 30 > 0 tale che

xo +t-vegQ Ve,
ro-t-veQ Vi€,
Si ha quindi il

Teorema 1.1.1. Sia Q) aperto regolare di R", h € C1(Q).
Allora

/Qaa_;](x)dx = /aQ h(x)vj(x)do(z (1.1)

dove v; ¢ la j-esima componente della normale esterna.

Per dimostrare il teorema dell’integrazione per parti, abbiamo bisogno

dei due seguenti lemmi:

Lemma 1.1.2. Sia O C R" aperto e sia g € C'(O,R"™) a supporto compatto

/ @dx =0
o Ox;

in O; allora
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Dimostrazione. Per ipotesi, g ¢ a supporto compatto in O, percio AM > 0
tale che supp g C [-M, M|". Allora si ha che

/ 99 ——dx —/ ﬁdw
@xj [—M,M]» 81']

Introduciamo la seguente notazione: = = (&, z;), dove z; € R, #; € R* L.

Allora
0 M9
/ 99 4 / (/ 99 j;)di;
[—M,M]" al’J [—M,M]7—1 M axj
= [ o0~ g(-M. ), = 0
[— M, M1
Dove l'ultima uguaglianza vale perché g ha supporto compatto dentro O. [

Per il secondo lemma introduciamo la terminologia necessaria:

Definizione 1.5. Diciamo che un insieme D € R" & k-normale se dp : V —
Ja,b[ (dove V' & un aperto di R"™!) tale che

D = epip = {x = (v1, Tx) €la,b[xV;xr < p(zx)}

cioé vogliamo definire il nostro insieme D come “sottografico” o “sopragrafico”

di .

Lemma 1.1.3. Sia D € R" k-normale, ¢ € C'(V); sia inoltre g € C*(R")
con supporto di g €]a,b[xV . Allora

dg ‘
= - U =1,.. 1.2
/axjdx /Dg vido Y ) (1.2)

dove 0*D = {(p(zy), @), ¥ € V'}.

Dimostrazione. Supponendo che D sia il sottografico di ¢, ovvero che D =
epi ¢ = {(zk, Tx) €la,b[xV; xp < p(2%)}, dividiamo la dimostrazione in due

casi: j=kej#k.
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(1) Se j = k:

) e@) 9 X X
/ axgkd /V /a 8—;€($k,$k)dl'k)dxk

_ / (9(0(#0), 7)) — gla, ) dy
- /V 9(o(@2), E0)ds

Vediamo chi é il secondo membro di (1.2):

Consideriamo una parametrizzazione r di 0*D tale che r(2%) = (p(Zx), T))

Poiché ¢ : V —]a, b, possiamo scrivere
/ g-vdo = / g2y, 7y) V14 |Vo(2y)|2dy,
D 1%

Dove g(p(2y), 2x) = g(r(2))) mentre la quantita /1 + |V(2)|?dz), & pro-
prio I'elemento di superficie:

V(L.
In—l

Percio,
t Vo 2
(L) - (L) =1[Ve L] , | =14V
n—1

Ci rimane quindi da calcolare vy : definiamo *D = {F(xy,4x) = xp —
1

V14 Ve]?
dg

/ g-vdo = / 9(p(2y), Ty )dzy, = a—(m)dm
*D 1% D OT;

e questo conclude il primo caso.

o(@g) =0; 2 €V, 2 € V}. Allora v = HV_ da cul v, —
Quindi

(2)Se j#k:
Oh e(@) 9p ) A
b 3_%@37 - /V(/a a_xj(iUkank)d%k)dﬂfk = (1.3)
e, notando che
o (%) ) ) 8h
a—xj(/a h(zg, 2y )dzy) = h(p(@ k)wk)a—;’;(m) +/a o, —(xp, T3 )day,

(1.4)
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Allora

0 (@) . . oy Op
(1.3)) :/8_(/ h(xk,a:k)dxk)dxk—/ hp(2y), k) =— (2} )day (1.5)
v mj a v 3.%‘]

Ponendo ¢(zy) = ff(fk) h(xg, ©)dzg, notiamo che h ha supporto compatto

dentro Ja,b[xV e posso quindi applicare il lemma 1:

0 g
/Ua—%g(a:k)dxk =0

Consideriamo ora il secondo membro di (1.2) : [, h(z)v;(x)do(z), dove
O*D = {(xy, 2x)€la,b[xV | x — ¢(2x) = 0}, mentre la normale esterna
risulta essere

90 / A
oe; (1)

Vv, — ——
T VTV

Allora 5
[ mww@is = [ bl b - (52 @)
o+D v L
e questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione 3. Soffermiamoci brevemente sulla definizione di normale ester-
na: prendiamo Q CR", F': R* - R, Q — {x € R"|F(z) < 0} e supponiamo
VFE #0,Vx € Fr(Q), dove la Fr(Q) = {z € R"|F(z) = 0}, cio¢ la frontiera
si presenta come il grafico della F'. Allora

~ VF

T vE

Infatti, se consideriamo un punto zy € Fr(Q2), si ha: F(z) — F(xy) =<
VF(x),(x — x9) >, ma per la scelta di xg, F(zg) = 0. Scegliamo quindi x

tale che:
T=x9+1 V(o)
p— O —_—
[VE (z0)]
= Flry+t—=s—"-)=<VF(a)tr=——7> >0
IV E ()] IVE (o)l
cioé zg € R™\ Q, ovvero punta verso 'esterno: in effetti, Hgiggg\l ¢ proprio

la normale esterna.
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Si puo facilmente dare un esempio: consideriamo la sfera unitaria S? di R3 e

sia, nelle notazioni precedenti F' = 22 + 3% + 22 — 1 < 0. Allora, banalmente,

(2,9,2)
[(z,y,2)]l

si ha che la normale esterna é proprio H;{ZH =

Prima di procedere alla dimostrazione del teorema di integrazione per

parti, premettiamo la definizione di partizione dell’unita:

Definizione 1.6. Sia K C R™ a supporto compatto, sia {{;c;} un ricopri-
mento aperto di K, T una famiglia di indici tale che K C €);. Definiamo
partizione dell’unita associata a K e al ricoprimento una famiglia

finita di funzioni p; € C°°(R™) con le seguenti proprieta:

1. 0< pj < 1; con supp p; compatto C € per i; € I; (cioé ciascun p; ha

supporto compatto dentro un €;)
2. Z;”zlpj = 1, su un aperto contenente K e con m € N.

Possiamo ora dimostrare il teorema di integrazione per parti:

Dimostrazione. (Teorema[1.1.1)) Sia Q C R™ aperto regolare. Prendiamo ora
un ricoprimento di 0Q2: Vz € 00,3 un intorno U, di x tale che l'insieme
U, N sia K-regolare (per un certo k=1,...,n; & possibile affermare cio per
il teorema di Dini poiché, per definizione di aperto regolare, 'insieme 0f) é
una (n-1)-varieta.). Sia inoltre U’ un intorno di x tale che U, C U,. Allora

possiamo prendere come ricoprimento aperto di 0f2

=] u

€N

Ma, poiché 0f) é compatto, possiamo estrarre un sottoricoprimento finito. E]
Allora

00 C UU;l, con x; € 0N
=1

doveU:;l ¢ K-regolare perché contenuto in Uy, e tali che U_:’” C U,,.

Poniamo inoltre

2 Conseguenza immediata del teorema di Bolzano Weierstrass

7
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o Uy = Q\Uz U
o Ul:Uzl
.QQU£1U1

Sia ora {p; }i—o,.m una partizione dell’'unita associata a €2 e al ricoprimento

{U.}1=0....,m con supp p; € U; compatto e > )" p = 1. Allora

- 0
p)dr =3 /— h-p)dx =
Q 8x] /a‘r] —0 ) ; Qaq;j( %

Ma la )7, parte da 1 perché il primo termine [, ;. 2 (h - po)dz = 0
J

Uy =Q\UU,, , QN Uy = Uy, po a supporto compatto su Uy (= h - po = g)

Applicando quindi il lemma uno, I'integrale & zero.

Allora

& 0 ‘ .
Z —(h-p)dx = (con QUU, tutti K-normali)
1= QUU; ax]

/ V]dO') (8+(QUU1) :aQUUl)

QUUZ)
/ - vido = (Scrivo / poiché p; a supp compatto)
oQUU,; oN
/ h - (Zpl) -vido = (Aggiungo il termine [ =0)
o =1

h - m) - vido =
/BQ (lz:; l) J

/ h-v;do
o0

Tra le tante applicazione immediate del teorema di integrazione per parti

O

c’é la derivazione del teorema della divergenza, di cui ci occuperemo piil

specificamente nel prossimo capitolo: diamo ora ’enunciato

3 p; a supporto compatto su U,
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Teorema 1.1.4. Sia F € C*(Q,R") , con Q C R" aperto regolare; definendo
F = (Fy, ..., F,) la sua divergenza, dove divF =" 8 allora

j=1 Bz, ’

/dide:L‘—/ < F,v>do
Q o0

Dimostrazione.
“ OF; “ [ OF; - -
didex:/ —dr = /—Jd$: / F~-U-da:/ Fuv,do
/Q an%‘ ]Z:;  0z; ; o m; ’
:/ < F,v>do
a0
O






Capitolo 2
Teorema della divergenza

Alla fine del primo capitolo abbiamo visto una prima derivazione del
teorema del divergenza come applicazione immediata del teorema di inte-
grazione per parti; vogliamo, ora, presentarlo in maniera differente: a tal
fine, introduciamo la teoria del calcolo vettoriale esterno, che ci servira per
definire le forme differenziali. L'importanza del teorema della divergenza ri-
siede nel fatto che ci permette di “trasportare” integrali calcolati su superfici
regolari in integrali sul bordo di tale superficie (in altre parole, possiamo
ricondurre integrali su domini n-dimensionali ad integrali su domini (n — 1)-
dimensionali). Nell'ultima sezione presenteremo il teorema nel caso di R3,

dove quindi integrali di volume vengono ridotti ad integrali di superficie.

2.1 Calcolo vettoriale esterno

Consideriamo Vj : 1,...,n un’applicazione lineare dz; definita da R" a

R che associa ad ogni vettore h € R™ la sua componente j-esima:

dz; :R" = R
dxj(h) = h;
Definizione 2.1. Definiamo V7,5 : 1,---, n un’applicazione bilineare A a

11



Teorema della divergenza

valori reali tale che, presi a = (aq, -+ ,a,) €ER" e = (f1, -+, 0n) € R™

dIl/\dl’JRnXRn—)R

o; O
dx; Ndzj(a, f) = det !
i B
che gode delle seguenti proprieta:
(i) dx; ANdr; = —dxj N dx; (proprieta di antisimmetria)

(ii) se i =j = dz; Adx; =0
La definizione si puo generalizzare al caso di applicazioni trilineari:
dz; Ndx; ANdzy : R" x R" x R" — R
Q; O O
(dﬂjZ A dmj A d(Ek)(O./, 57 7) = det ﬁ’t 5j 51@
Yi Vi
Le forme dx;, dx; Ndx;, dx; Adx; Adxy, si definiscono rispettivamente 1-forme

differenziali, 2-forme differenziali, 3-forme differenziali su R".

Osservazione 4. Sfruttando la proprieta di antisimmetria vista per le 2-forme
differenziali e generalizzando al caso delle 3-forme differenziali si ha che,
permutando gli indici i, j, k otteniamo: dx; A da; A drvy = (—1)PE3R) dzy A
dl’g A dl’g,
o 0 se (i,j,k) ¢ una permutazione pari di (1,2,3)
dove p(i,7,k) =
1 se (i,j,k) é una permutazione dispari di (1,2,3)
Le forme differenziali sopra descritte si definiscono per questo motivo

alternanti.

Esempio 2.1. Si ha dzs Adxs Adxy = dxi Ndxy Adxs; infatti se consideriamo
2 31
la matrice associata |1 3 2], p(2,3,1) =0

1 2 3

Definiamo ora lo spazio vettoriale generato dalle k-forme:

12
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e per n = 1, A'(R") = {l-forme differenziali alternanti}, dove una base

per lo spazio é data da {dz;, i1 =1,...,n}

e per n =2, A*(R") = {2-forme differenziali alternanti}, dove una base

per lo spazio ¢ data da {dx; Adx;, i # j, 1,7 =1,...,n}

e In generale, AP(R™) ¢ lo spazio delle p-forme differenziali alternanti

generato da {dx;, Adxy, N--- Ndx,,, iy,...,i, a due a due distinti}
Esempio 2.2. Se n=2, possiamo costruire
Al(RZ) = {Aldﬂfl + )\le’g; )\1, )\2 € R}

A*(R?) = {\(dxy A dxy), A € R}
A*(R?) = {0}
Se n=43, possiamo costruire

AI(R3) = {/\1dl’1 + /\le’g + /\3dl’3, /\z € R,Z == 1, 2, 3}

A2<R3) = {Al(dfﬂg A dx;;) + )\Q(dl'l N dfﬂg) + )\3(d1}1 N d.I'Q), )\Z € R,Z = 1, 2, 3}
A}(R?) = {\(dxy A dxy A dxs), A € R}
AYR?) = {0}

Dagli esempi riportati si nota che lo spazio AP(R™) é costruibile solo nel
caso in cui p < n. Se p > n lo spazio AP(R™) ¢ infatti composto solo
dall’applicazione nulla.

Nel caso in cui p = n lo spazio vettoriale A" (R™) & I'insieme delle combinazioni
lineari di dzy AdxaA- - - Adx, ed ¢ lo spazio vettoriale piti grande che possiamo

ottenere: questo prende il nome di forma volume.

Definizione 2.2. 1. Sia 2 € R" aperto, diciamo che w é una p-forma
differenziale di R" se w(z) =377, fj(z)w;, dove w; € AP(R"), cioé w :

Q — AP(R"); in tal caso f; si definiscono le componenti di w.

13
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2. Diciamo che w ¢ una p-forma differenziale di classe C* se le sue compo-

nenti (rispetto alla base canonica) sono funzioni f; : Q@ — R di classe
C*.

3. Sew ¢ una p-forma differenziale di classe C!, definiamo il differenziale di
w (dw) la (p-1)-forma differenziale che si ottiene derivando formalmente

tutte le componenti di w.

Esempio 2.3. Se w ¢ una 2-forma differenziale di R? = w(z) = f(dxy Adzs);
se w ¢ una 2-forma differenziale di R® = w(x) = fi(dzy A dz3) + fo(dzs A
dxy) + f3(dzy A dxo)

Diamo ora delle definizioni preliminari, che ci serviranno nel calcolo dif-
ferenziale.

Definizione 2.3. Sia Q un aperto di R?, f : Q — R3, definiamo il rotore di
f:

rotf =det | Ox; Oxy Oxs
i fa I3
- (5$2f3 - 8933f2, a$3fl - aﬂflf:&, ailflfz - aﬂfzfl) = F (2-1)

Riprendiamo inoltre la definizione di divergenza vista nel primo capitOIO'

se f € C(2,R") si definisce divergenza di f la quantita: divF = ZJ 1 895

Esempio 2.4. (ESEMPI DI CALCOLO DIFFERENZIALE)

1. Sia w una 1-forma differenziale di R?, w = fidx, + fodxs, allora dw =

oL t(dxy A dry) + 8:02 (dxy A dxe)= (gﬁ — g—g)dazl A diy

2. Sia w una 2-forma differenziale di R?, w = fi(dwaAdw3)+ fo(drsAdxy)+

fs(dxy A dxs), derivando formalmente le componenti di w si ottiene:

dw = gfl (day A dzy A das) + 8—fZ(dx2 Adxs A day)+
Ty Ha)
B
af (dzg A dxy A dxs) = div]fi, fo, faldzy A dzy A das
3

14



Teorema della divergenza

Nel caso in cui dw = 0, allora la forma w si dice chiusa: infatti le
derivate parziali 3 3f L = ng In realta, si tratta di una caratterizzazione

delle forme d1ﬂ'erenmah chiuse (si ha quindi la doppia implicazione).

3. Sia ora w una 1-forma di R®: w = fidx; + fodxs + fsdxs. Calcoliamo

il dw, ricordandoci che dz; Adx; =0,Vi=1,2,3:

dw = gj; (dzy A dz) + %(d:@, Adzy) + %(dm A dzs)
+ a—Z(da;g A dzo) + g%f(dxl A dzs) + g—i(dxg Adxs) =
(antisimmetria) = (a—ﬁ — g—i)d x1 A dxg + (8_52 - g—i)d:pg A dxs
+ (g—i — g—ﬁ)dxg A dzy

dove, riprendendo la definizione dw = Fi(dxy A dx3) + Fy(dxs A
dx1) + F3(dzy A dxs), che altro non é che una 2-forma differenziale di

R3; posso quindi calcolarne il d?w:

d*w = div(rotf)dz, A dro A dxs = (divF)dxzy A dog A das

15
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2.2 Integrali di forme differenziali

In questa sezione vedremo brevemente come si calcola l'integrale di forme

differenziali su (n — 1)-superfici di R".

Definizione 2.4. Sia () € R" aperto, w una forma volume di R", cioé w =

fdxy N\ -+ ANdx,, allora
/ W= / f(z)dz (2.2)
Q Q

dove l'integrale al secondo membro ¢ un integrale di Lebesgue.

Ora, data w = dx; A- - - Adx,_1 una (n—1)-forma differenziale di R™ defi-
nita su un aperto €2 di R", vogliamo capire come si calcola il suo integrale su
una (n — 1)-superficie ¥ di R™, ¥ C : a tal fine, fissiamo una parametrizza-
zionersu X, conr: T — X, dove T € R" ! tale che r(u,...,u,_1) =2 € 3;
inoltre, supponiamo r iniettiva e C*(T). Allora, sotto queste ipotesi, (2, 7)
risulta essere una (n — 1)-superficie regolare di R".

Possiamo quindi definire 'integrale di w:

8($1,...,xn,1)
dxy N -+ Ndx, ::/det duy ... du,_ 2.3
/E ! o Oug,. . un) ro (29

dove la quantita % ¢ la matrice Jacobiana di ordine (n—1) x (n—1)

associata alla parametrizzazione.

Approfondiamo il caso in cui (X, r) sia una 2-superificie regolare di R?, w =

fdxy A dzs e sia r una parametrizzazione tale che, preso u = (uy,u2) € T, si
I = ZE1<U1, UQ)

ha che r(u) = z, cioé  { x4y = z9(uq, us)

xr3 = $3(U1,U2)

allora, sfruttando la (2.3)), si ha :

Oz Omy
/Efdatl A dzry = /deet (% %) duydus

ouq Ous

In generale,

16
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Proposizione 2.2.1.

/fda:z/\d:vj— p(ki.d) /fukdo (2.4)

dove vy, & la k-esima componente della normale esterna, con k # 1, j
Osservazione 5. e Sinoti che in R* 3! k che verifica 'uguaglianza (2.4)).

e Data una parametrizzazione della superficie regolare, ¢ sempre possi-
bile ricondurre I'integrale di una forma differenziale ad un integrale di

Lebesgue

Dimostrazione. (|2.2.1))

Vogliamo provare che

oz, Owy
/2de1 A dxy = /Tf(r(ul,m))det (% %) duyduy =

6u1 8u2
0 se i—j
(1)) [ fupdo sei# ]

Calcoliamo quindi v: scegliamo una parametrizzazione della nostra superficie:
sia 7 : T — ¥ iniettiva e di classe C1(T'), con r(uy,up) =

(@1 (u1,u2), xa(uy, ug), x3(u1,us)). Sappiamo che, se (3,7) ¢ una superficie
Tug ATug

regolare, allora v = T
ul 'U/2

€1 €2 €3
Odxr1  Odzxa Oz3
ouy ddu;  Oduy
odz1 odxo oxs
Oug Odus  Odus

Tuy N Ty, = det

0xy Oxs  Oxg 0xy Ox30x, Ox10x3 Ox1 0xy  O0xo 0Xy

- ) - 3 - =V
8u1 aUQ 8u1 8U2 8u1 81@ 8u1 aUQ 8u2 8u2 8u1 8u2
Dove, la prima componente di v é proprio det 8(”’ 3;, ovvero la matrice Ja-
O(z3,x1)

cobiana della parametrizzazione; la seconda componente & vo=det Bur ) © la

terza vg = detd(zl—f") Allora

(1, )

p(3,1,2) _
/fdxl/\dxg /f u17u2))d6t8(u1,u2)

17
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(sfruttando la definizione di normale appena vista) = (—1)PG:12) / frsdo
2

Il teorema é quindi dimostrato nel caso j =2, i = 1.

Counsidero ora

/fdxg/\dxg /f ul,uQ))dethu1 W;duldug

1)p129 / frndo
2
dove p(1,2,3) = 1 in quanto permutazione pari. Infine,
8(273, ZL‘l)
drs N\ d det———= =
/ Jdzs Ty = / f ul»“?)) € a(u1,u2)
1)PZ3D / frodo
b
con p(2,3,1) =1 in quanto permutazione pari. H
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2.3 Teorema della divergenza in R’

Enunciamo il teorema della divergenza nel caso particolare di R?:

Teorema 2.3.1. Sia Q) C R"™ regolare, w una 2-forma differenziale di classe

CY(Q) allora
/ w:/dw (2.5)
o0+ Q

Dimostrazione. Prendiamo w = fidzs A dxs + fodrs A dvy + fadry A dxg e
indichiamo f = (f, f2, f3); riprendendo l'esempio [2| sappiamo che dw =
(divf)dzy A dxg A dzs. Ora

/dw:/div(f)dxl/\dxg/\dx;;: (def)
Q Q

= / div(f)dzidredrs = (teorema della divergenza visto nel capitolo 1)
Q

:/ < f,v>do
o0t

Poiché

(2.6)

/ W = fldf[Q N d$3 + fgdxg A dx1 + fgdl'l VAN diL’Q =
o0+ o0t

= (19029 [ findo o+ (<1725 | fando
o0+ 16)

0+

+ (—1)p(3’2’1)/ fovsdo = (dove tutte le permutazioni sono pari)
ont+

3
:/ Zfi-yida:/ < f,v>do
o+ 5 o0+

(2.7)
O]

Il teorema rimane valido per ogni R™:

Teorema 2.3.2. Sia Q) C R™ aperto regolare, w una (n-1)-forma differenziale
di R™ di classe C*(Q). Allora

i [ o
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Come caso particolare del teorema della divergenza si puo trovare un
risultato molto utile in geometria differenziale: il teorema di Gauss-Green,
che ci permette di ricondurre il caso di un integrale piano ad un integrale di
linea, partendo sempre dall’ipotesi che ’ambiente in cui stiamo lavorando sia
un aperto regolare di R?, in modo tale che la sua frontiera sia una l-varieta
di R?: dunque, se Q C R? aperto regolare, definisco una 1-forma differenziale
su Q: w= fidr, + fodxs, con dw = (—g—g + g—ﬁ)dml A dxs.

Scegliamo ora una parametrizzazione r(t) = (x(t),y(t)) con t € I,1 C R,
compatibile con l'orientazione 9Q"; definiamo il vettore tangente ad ogni
punto della curva come r/'(t) = (2/(t),y/(t)) e il vettore normale alla curva

n(t) = % che altro non ¢é che la normale esterna v all’aperto nel
x Yy

punto. Allora

/ /%—%d Ndy = (def)

= /(% — %—J;l)dxdy = (teorema divergenza)
— [ = o = [ /@) + fia' (0
o0+ I

= /1 < f(r(t),r'(t) > dt
Mentre
/ w= fidx + fody = (parametrizzazione)
oa+ o0+
= [hror© + frert eyt = [ < )00 > d

Da cui I'uguaglianza.
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Capitolo 3
Teorema di Stokes

In questo capitolo enunciamo il teorema di Stokes, che insieme al teorema
della divergenza, costituisce uno dei metodi pitt efficienti nel calcolo di inte-
grali. Vedremo il teorema prima nel caso generale per k-catene e per varieta
orientate con bordo per poi concentrarci sul caso tridimensionale.

Poiché siamo interessati a calcolare I'integrale di una forma differenziale lungo
il bordo di una superficie, introduciamo quello che ¢ il concetto di integra-
le di linea per generalizzarlo poi al caso di integrale di superficie. Nel caso
unidimensionale, possiamo procedere con vari approcci. Il primo, piu fisico,
prevede di suddividere I'intervallo di integrazione in sottointervalli, su ognu-
no dei quali si approssima il valore della funzione con il valore che questa
prende nel punto medio di ogni sottointervallo (teorema del valore medio o
di Lagrange): cosi facendo, calcolo lintegrale come limite di somme finite
(somme di Riemann); il secondo approccio, geometrico, prevede 'approssi-
mazione della funzione attraverso il vettore tangente (vettore velocita) ad
essa nel punto: anche in questo caso, l'integrale di linea si ottiene come li-
mite di somme finite. Per quanto riguarda 'integrale di superficie, possiamo
generalizzare quanto detto per quello curvilineo: introduciamo a tal fine la

definizione di 2-cubi di cui ne diamo la definizione per un k generale:

Definizione 3.1. Sia M una qualsiasi varieta; una funzione c : [0, 1]* — M

di classe C* ¢ detta k-cubo singolare su M.
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Si noti che nella definizione non ¢ richiesto che la funzione sia iniettiva
(da qui il termine singolare). Se consideriamo la mappa di inclusione I* :
[0, 1]* — R* questa viene denominata come k-cubo standard.

Ora, se w ¢ una k-forma su [0, 1]% e (21, ..., z}) sono le sue componenti, allora

w si scrive in modo unico come w = fdx; A --- A dzy. Definiamo ora
/ w come f= f(xy, ..., xp)dey ... dxy (3.1)
[0,1]* [0,1]% [0,1]*

Se w é una k-forma su M e ¢ é un k-cubo singolare su M, definiamo

/w = / c'w (3.2)
c [0,1]F

dove nel termine di destra appare 'operatore lineare chiamato pull-back.

Vediamo prima come questo opera, attraverso il seguente teorema:

Teorema 3.0.1. Sia f : M — N una funzione C* tra due n-varieta, (x,U)
un sistema di coordinate attorno un punto p € M e (y,V) un sistema di

coordinate attorno q = f(p) € N. Allora

A(yio f)

f*(gdyy A ... Ndy,) = (g o f)det( 5 Ydxy A ... A dxy, (3.3)

Lj
La dimostrazione del teorema ¢ rimandata a Michael Spivak [3]
Ora, tornando alla (3.2)), si ha:

Proposizione 3.0.2. Sia ¢ : [0,1]" — R"™ un k-cubo singolare iniettivo, con

detc’ > 0 su [0,1]". Sia w una n-forma differenziale, w = fdxy A ... A dzp,.

Allora
/ /
c ¢([0,1]™)

Dimostrazione. Dalla definizione sopra data,

/w = / (w) = / c(fdxy N+ Ndxy,)  (teoremal3.0.1
c [0,1]™ [0,1]™

/ (foc)(detd)dxy A -+ Adxy,
0

71}/"

[
/ f (dalla formula del cambiamento di variabili)
c([0,1]™

/ (foc)|detd|dxy A+ Adxy, (per assunzione)
0,1]
1)
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Questo risultato ci servira poi nella dimostrazione del teorema |3.0.3
Generalizziamo ora la definizione di integrale di una k-forma su un k-cubo

singolare attraverso la definizione di k-catena:

Definizione 3.2. Una k-catena é una somma formale (finita) di k-cubi

singolari, moltiplicati per un intero, ad esempio
1'01—2'CQ+3'63 (34)

La definizione di integrale lungo una k-catena ¢ = > a; - ¢; dove a; € Z

/za “T Za / © (3.5)

La ragione per cui si introduce il concetto di k-catena ¢é che, ad ognuna di

risulta ovvia:

queste (vale anche nel caso in cui siano semplicemente dei k-cubi), puo essere
associata una (k — 1)-catena Oc, chiamata bordo di ¢, che possiamo sempre
considerare come somma finita di (k—1)-cubi attorno al bordo di ogni singolo
k-cubo di ¢. Dopo queste premesse, possiamo enunciare la prima versione

del teorema:

Teorema 3.0.3. Sia M C R" , w una (k — 1)-forma su M e sia ¢ una

k-catena wn M, allora
/dw :/ w (3.6)
c Jc

Dimostrazione. Supponiamo w sia una (k—1)-forma di R¥ e ¢ = I*. Tn questo
caso, w € una somma di (k — 1)-forme del tipo: fdx; A--- A dr; A -+ A day,
ed é quindi sufficiente provar il teorema per ognuna di queste.

Per prima cosa, dalla definizione di pull back vista in precedenza, si ha
/ , ](kjﬂ)*(fdxl/\"‘/\d%/\---/\dxk)
[0,1]"‘1

0 sej#i

f[071]’“ flxy, .. a, .. xp)dey ... doy, se j—i
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Allora

fdzy A<+ Adr A A dag

oIk
k ~
=22 - ”a/ ey (fdzineee Adzg Ao A day)

j=1 a=0,1
= (—1)"*! flxy, ..., 1, o xg)dey ... dxy
[0,1]*
+ (=1)’ flxe,...,0,. .. zp)dey ... dzy
[0,1]

D’altra parte,

/ d(fdzy A Ndz; A -+ Aday) =
Ik
= D;fdx; ANdzy A -+ Adx; A dots A duy
[0,1]%

= (- Dif

[0,1]

Dal teorema di fubini e dal teorema fondamentale del calcolo si ha che:

/d(fdxlA---/\de:iA---/\da:k)
Ik
0

1 1
= Z 1/ :Ij'l,., 5 ey k)—f(l'l,..,0,..,l‘k)]dl'l..dl'i..dﬂ?k
0

- f(xh‘ ,17.$k)d{[‘1 dz Tk

—|—<—1)Z kf(.’lj‘l,..,o,...fl}k)d.fl...dl’k

/dw:/ w
Ik ark

Per un generico k-cubo singolare e per le definizioni date:

/w:/ cfw
Oc oIk

E, dunque,
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Possiamo quindi concludere:

ZW:[ﬂWWZZﬂ@@:éﬁ%:Lf

Il teorema segue per le k-catene. [

Presentiamo ora il teorema di Stokes in un’altra versione generale, ovvero

nel caso in cui M sia una varietd orientata con bordo.

Teorema 3.0.4. Se M ¢ una n-varieta orientata con bordo, OM data dal-

Vorientazione indotta, w una (n-1)-forma differenziale a supporto compatto

Aﬁw—AMW (3.7)

Dimostrazione. Supponiamo per prima cosa che esista un n-cubo singolare

i M, allora

¢ che preservi 'orientazione di M e di M e tale che supp w C Int(Im(c));

/dw:/dw: w=20
M c oc

(Dove l'ultima uguaglianza si ha perché w ha supporto compatto dentro

Im(c)).

D’altra parte, anche faMW = 0, poiché per ipotesi w ha supporto compat-

allora

to dentro M. Supponiamo ora che esista un n-cubo singolare ¢ C M che
preserva l'orientazione tale che OM N ¢([0,1]™) = ¢(n0)([0,1]""") e che supp

w C Int(Im(c)) e ancora una volta: [[

/dw:/dw:/w:/ w
M c Oc oM

In generale, esiste un ricoprimento aperto O di M e una partizione dell’unita
® ad esso associata tale che per ogni ¢ € ®, la forma ¢ o w rientra in una

delle due classi gia considerate. Si ha che

0=d(1) =d(} )= de

ped ped

! In generale, con la notazione C(j,a) Siindica la (j, a)-esima faccia del n-cubo c, definita

da: ¢(j,a) = co (I(j 4))-
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E, quindi,
Z dp ANw =70

Poiché w ha supporto compatto, questa risulta essere una somma finita e

possiamo concludere che

Z/Mdgo/\wzo

ped

Concludiamo

/de:Z/Mgpodw:Z/M(dgo/\w+<p/\dw)

ped ped

:Z/ d(gpow):Z/ onw:/ w
e ed ) OM oM
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3.1 Teorema di Stokes in R?

Definizione 3.3. Data la coppia (3,7) e dato Q aperto regolare di R? (in
particolare 9 & una I-varieta di R?) con S CR¥er:Q — X, r € C?(Q) e
compatibile con lorientazione di (002)*, definiamo 0¥ := r(92) e definiamo
'orientazione di ¥ come quella indotta da r : (9X)1 := r(0Q)".

Allora (3, 7) ¢ una superficie con bordo.

Teorema 3.1.1. Sia (X, r) una superficie con bordo di R* di classe C? orien-

tabile e sia v la sua normale esterna; se w = fidx; + fodrs + fidrs € una

1-forma differenziale di R® di classe CY(X), con f = (fi1, fo, f3), allora

/ dw:/ w (3.8)
s+ O%)+

Poiché w ¢ una 1-forma di R3, nel capitolo 2 abbiamo calcolato che il suo
differenziale dw risulta essere una 2-forma differenziale di R?, le cui compo-
nenti sono il rot f; per questo motivo il teorema é anche noto come teorema
del rotore.

Possiamo concludere dicendo che 'integrale di w, ovvero la ciruitazione del
campo f € uguale al flusso del rotore del campo nella superficie X.

Sfruttando il teorema di Gauss-Green visto nel capitolo precedente, possia-
mo ottenere una diversa formulazione del teorema [B.1.1} indicando con T la

componente tangenziale del campo f, si ha:

/ <r0tf,u>d0:/ dw:]{ w:% < f,T > ds (3.9)
o+ s+ D)+ %)+

Procediamo ora con la dimostrazione del teorema:

Dimostrazione. (Teorema Siano (u,v) € Q, r: (u,v) = (21, 79,73) €

Y dove x; = x;(u,v), per i = 1,2, 3. Calcolo

3
W= fidx; =

.. . .. . . oz ; oz ;
(Scriviamo dx; in termini della parametrizzazione da; = S+ du + S2dv)
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20) Rt
3 ox;
/Q;d(fj(““w))(a—”d + g, ) =

5.9 9 0 s
/S]Z%(fja—])dvAd +%(f]%)d Ado —

/Qz(g%(f]) v (fy) )du A dv = (Schwartz)

3
(Calcoliamo 2((fj or)(u,v)) = Z % ) %

ou = 9%k
) 2L 0f; oxy
¢ o ((fior)(u,v)) = ; Oy Sy )
3 Of; Oz 3 Of; Oz
3 k=1 9z,  Ou k=1 9z,  Ov
/ Z det du N\ dv =
=1 o O
ou v
Oz Ozy
3 3 Ou ov
OF: .
/Zzldet du N\ dv =
Q521 jmy O dz;  Ox;
ou ov
(La matrice ¢é la Jacobiana (gfz’ ;) con la condizione che k # j)
Ofi | Ofs A(z1,72)
—=— + =) - det
/Q ( O3 " a$1) O(u,v)

Ofs  0f -detﬁ(xl’x?‘)
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con Mdu A dv = dxy, N\ dx; dalla parametrizzazione r
O(u,v)
Ofs  0fi dfs  0fs
/g+(<8x1 8x2)dx1 A dy + (8962 83:3>d$2 A drst
ofv  0fs B

h/h dw.
>+
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Capitolo 4

Applicazione dei teoremi di
Stokes e divergenza alle leggi di

Maxwell

Trattiamo in questo capitolo delle immediate applicazioni del teorema di

Stokes e della divergenza nel caso R? alle leggi di Maxwell.

4.1 Leggi di Maxwell: dalla forma integrale alla

forma differenziale

Il primo risultato storico che sancisce I'interazione tra campo elettrico e
campo magnetico (e, quindi, dell’esistenza di un unico campo elettromagne-
tico) venne scoperto dal fisico Michael Faraday, nel 1831 e viene riconosciu-
to come il fenomeno dell’induzione; tre anni dopo, Heinrich Friedrich Lenz

enuncio la seguente regola:

La corrente indotta in una spira ha un verso tale che il campo magnetico
generato dalla corrente si oppone alla variazione di campo magnetico che
l’ha indotta.

31



Applicazione dei teoremi di Stokes e divergenza alle leggi di Maxwell

Supponiamo di avere quindi un campo elettrico E. Se consideriamo il caso
statico, si ha che il rotF = 0, cio¢ che la circuitazione del campo elettrico su
curve chiuse é nulla perché il campo elettrico é, per definizione, irrotazionale.
Per il caso dinamico, sia Bil campo magnetico generato da una superficie o
infinita: 'esperienza di Faraday-Lenz ci dice che il campo magnetico genera
una forza elettromotrice (f.e.m.) che, dalla legge sopra enunciata possiamo

scrivere come: 5
f.e.m.:——/ < B,v>do (4.1)
ot Js+
dove v é la normale esterna alla superficie regolare . Riscriviamo quin-

di 'equazione applicando il teorema di Stokes, indicando sempre con T la

componente tangenziale del campo E)

0

—§/2+<§,1/>da:f.e.m.:

= 7{ < E,T > ds = (Stokes) <rotE,v>do (4.2)
o)+ s+

=

rotE = —%é (4.3)

Notando come la variazione di un flusso magnetico potesse indurre un

campo elettrico, fu naturale chiedersi se questo fenomeno presentasse delle
simmetrie, ovvero, se il fenomeno di induzione potesse avvenire anche in
senso inverso: puo la variazione di un flusso elettrico generare un campo
magnetico?
La risposta ¢ si e I’equazione che governa questo tipo di induzione risulta
simmetrica alla questa legge prese il nome di Legge dell’induzione di
Ampere-Mazwell, dal nome dei fisici James Clerk Maxwel e André-Marie
Ampére:

. d .
%@E)_‘_ B.ds = Moic + MOEOE - E-do (44)

dove

e ¢ ¢ la costante dielettrica del vuoto, dove in generale, la costante die-
lettrica é una gradezza fisica che esprime la propensione di una sostanza

nel contrastare I'intensita di un campo elettrico presente al suo interno;
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e /i rappresenta la costante di permeabilita magentica del vuoto, ovvero
una grandezza che esprime l'attitudine di un materiale a magnetizzarsi

in presenza di un campo magnetico;

e i, ¢ la corrente concatenata, ovvero la corrente che passa attraverso il

cammino chiuso 0¥ su cui calcolo l'integrale;

Introduciamo ora una nuova grandezza, la densita di corrente f: j(x, Y, 2)
che ¢ un vettore il cui flusso attraverso una superficie (nel nostro caso X) rap-
presenta la corrente elettrica che la attraversa. Riscrivendo la e portando

la derivata temporale sotto il segno di integrale:

. . OF
]{ B -ds = g / jdo + /,Lo€g/ — -do (4.5)
(9%)2 > s Ot

Mettiamoci ora in un caso particolare, in cui i nostri campi sono immersi
nel vuoto: in questo caso, la densita di corrente sara nulla; otteniamo quindi
I’equazione nella forma:

< OE
7{ <B,T>ds:,u0(—:0/<—,u>da
(0%)+ 5 ot

e applichiamo il teorema di Stokes:

j{ <§,T>ds:/<rot§,u>da
(ox)+ )

OE
= ,uOEO/E <5V do  (4.6)

=
oE

rotB = Hoco (4.7)

Presentiamo ora le due equazioni di Maxwell mancanti, che descrivono il

comportamento di campi elettrici e magnetici statici.

/ <E,v>do="2 (Legge di Gauss) (4.8)
5
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dove ();,; rappresenta il numero di cariche elettriche presenti all’interno della

superficie ¥ che stiamo considerando;
/<§,y>da:o (4.9)
b

Volendo dare a queste equazioni un’interpretazione fisica, entrambe le equa-
zioni descrivono il flusso rispettivamente di campo elettrico e campo magne-
tico in una superificie chiusa; la differenza sostanziale che intercorre tra i due
é che il flusso del campo magnetico risulta essere nullo: questo risultato &
conseguenza immediata del fatto che non possono esistere campi magnetici
con un solo polo; in presenza di un polo nord magnetico, esiste sempre un
polo sud e, proprio per questo motivo, in una superficie chiusa, i due campi
si annullano a vicenda.

Ricapitolando, abbiamo le quattro equazioni in forma integrale (nel caso del

vuoto):
/<E,u>da:0 (4.10)
>
/<§,u>da:0 (4.11)
2
. 0B
7{ <E,T>d5:—/<—,y>ds (4.12)
() x Ot
. OE
f <B,T>ds:uoeo/ < —,v>do (4.13)
() + y Ot

Utilizzando il teorema di Stokes, abbiamo gia scritto le equazioni e
nel caso dinamico in forma differenziale, procediamo ora nella riscrittura delle
altre due, sfruttando il teorema della divergenza: a tal fine, sia V' il volume

racchiuso dalla superficie, tale che 9V = X..
Partiamo dalla

/ <E,u>d0:/divﬁ-dv:()
oV 1%

=

divE =0 (4.14)
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Mentre per la |4.11}

/ <§,V>d0=/div§-dv:0
oV v

=
divB =0
dove in entrambi i casi, il termine dv indica I'’elemento di volume. In

conclusione, le equazioni di Maxwell in forma differenziale si presentano:

divE = 0 (4.15)
divB = 0 (4.16)
_ OB

tE=—— 4.17
ro T (4.17)

- OF
tB = poeg— 4.18
ro Ho€o ot ( )
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4.2 Equazione d’onda

Partendo dalle equazioni di Maxwell nel vuoto in forma differenziale, vo-
gliamo arrivare a definire 'equazione d’onda, che regola le interazioni tra
campo elettrico e campo magnetico: ci occuperemo in questa sezione di tro-
vare una soluzione a tale equazione.

Per semplicita di notazione, se A ¢ un campo, indichiamo la divergenza di A
con il simbolo V - A e il rotore di A con V x A. Le equazioni di Maxwell nel

caso del vuoto in forma differenziale si riscrivono come:

V-E=0 (4.19)
V-B=0 (4.20)

V x E = —aa—f (4.21)
V xB= Moeoaa—f (4.22)

Prendiamo quindi ’equazione e deriviamo parzialmente entrambi i

membri rispetto al tempo e scambiamo le derivate parziali con quelle tem-

porali:
»#B d a
— 4+ — E)= 4.2
8t2+dt<vx )=0 (4.23)
8B OF
- = = 4.24
5 +V x 5 0 (4.24)
Moltiplicando ora per pgeq
0*B OF
Hoto 55 +V X (MOEOE) =0 (4.25)
e usando 'equazione [4.22
0*B -
MOEOW + V x (V X B) =0 (426)

Sfruttiamo la seguente identita vettoriale, valida per ogni campo vettoriale:
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Proposizione 4.2.1. (Identita del rotore.)

Sia A un campo vettoriale sufficientemente regolare. Allora
V x (VxA) =-V2A+V(V-A) (4.27)

Riscriviamo quindi la sfruttando I'identita:
2 —

0B . B
HJOEOW — VB —i—V(V . B) =

(Sfrutto la|4.200 V - B = 0)

ot?

Abbiamo in questo modo eliminato la dipendenza dal campo elettrico.

= VQE — Mop€op =0

Riprendiamo ora I'equazione [4.22| e agiamo in maniera del tutto analoga:

d _ OE
—(=V X B+ ppeg—-) =0

dt ot
0B O’E
-V x E—i—ﬂoﬁow—o
Sfruttiamo ora la [4.21]
ﬁ O*E
-V x (V X E) + lo€o—=5

ot?

e la proprieta [4.27] e ottieniamo cosi un’equazione per il campo elettrico del

tutto simile a quella per il campo magnetico:

0’FE

V2E — poeo——
Ho€o a2

=0 (4.28)

In conclusione, sia il campo E(x, Y, z,t) che il campo E(:p, y, z,t) soddisfano

la seguente equazione, detta equazione delle onde:

(V2 - la—Q)f(:zr?y, z,t) =0 (4.29)

c? Ot?
dove la variabile ¢ altro non ¢ che la velocita della luce, con la relazione
L 2
Ho€o
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Teorema 4.2.2. Ogni funzione del tipo
fe(z,y,2,t) = f(- Tt wt) con |Jlc=w (4.30)

é soluzione dell’equazione d’onda.

Capiamo meglio come é fatta questa equazione: scelti un sistema di riferimen-
to = (q1,92,q3), T = (z,y, 2) e un parametro w € R (detto periodo), si puod
dimostrare che I’equazione ¢ soddisfatta se e solo se si verifica la condizione
||q]|c = w, indipendentemente dalla scelta della funzione f.

Ora, poiché I'equazione delle onde ¢ lineare, ogni combinazione lineare di
soluzioni ¢ ancora una soluzione: si puo quindi dimostrare che un insieme
completo di soluzioni indipendenti é dato dalle soluzioni del tipo:

fi(§- & — wt) = cos(q- & — wt) (431)
foq & — wt) = sin(q- T — wt)
(Queste rappresentano rispettivamente le soluzioni in parte reale e complessa

della funzione complessa (chiamata onda piana):
(77— wt) = Ae@T1) (4.32)

Fissato un sistema di riferimento del tipo ¢ = ¢i (dove ¢ ¢é il vettore unitario
di direzione dell’asse x), possiamo dire che un’onda piana é descritta da una
funzione:

2

1. peridodiche in z, di periodo A = I

2. periodiche in ¢, di periodo T' = 22

dove la grandezza A\ ¢ detta lunghezza d’onda e vale la relazione A = T
La quantitd A descritta dall’equazione [4.32] & detta ampiezza d’onda ed é il

massimo valore che la funzione puo assumere in modulo.

4.3 Onde elettromagnetiche

Abbiamo visto che ogni componente di E e B soddisfa I’equazione delle

onde; ma i due campi devono soddisfare anche le equazioni di Maxwell, che
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impongono specifici vincoli sulla forma delle soluzioni. Per prima cosa, le
equazioni di Maxwell, accoppiano tutte le componenti sia di E che di B:
queste, se rappresentate da onde piane, devono quindi avere tutte lo stesso

periodo w. Scriviamo allora:
E(x,y,2,t) = Byl @7t (4.33)
B(z,y, z,t) = Bye! @@=« (4.34)

Vediamo quali risultati si ottengono andando a sostituire quindi le equazioni
di Maxwell

1. Andiamo a sostituire queste espressioni nelle equazioni di Maxwell:

inseriamo 'equazione [4.33| nella [4.19;
0=V -E=i(Ey, T o FEy-¢=0 (4.35)
In maniera analoga, prendendo la |4.34] e sostituendola nella [4.20
0=V-B=i(By Q)T & By-7=0 (4.36)

I risultati ottenuti ci dicono che campo elettrico e campo magnetico
vibrano sempre lungo la stessa direzione, individuata dai vettori di am-
piezza rispettivamente Eo e éo, entrambi perpendicolari alla direzione
di propagazione, individuata dal vettore ¢: per questo motivo le onde

vengono dette onde trasversali.
2. Componendo le equazioni e |4.22| otteniamo che:
< Ey,By>=0 (4.37)

ovvero che le direzioni di vibrazione dei due campi risultano sempre

perpendicolari tra loro. (Figural.l)

3. Inoltre, si puo dimostrare che vale la seguente relazione:
|IEI* = || BI)” (4.38)

ovvero che campo elettrico e campo magnetico sono in stretto collega-

mento tra loro.
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; : Onda Elettromagnetica
E, campo elettrico

: 4 direziope di
B, campo magnetico propaga Zlone

A TN o AT _r7mns
L7 N PN N ]
. —

s O5cillazione del campo elettrico lunghezza d'onda
s OsCillazione del campo magnetico

Figura 4.1: Onda elettromagnetica

In conclusione, le onde elettromagnetiche (E, é) che soddisfano le equazioni
di Maxwell sono onde che si propagano nella direzione ¢, tra loro perpendi-
colari e con velocita della luce c.

Inoltre, anche nel vuoto, i due campi non sono banalmente nulli: EeB
possono variare nel tempo con il variare di ¢, poiché la lunghezza d’onda
A= %; in questo modo costruiamo lo spettro elettromagnetico, ovvero lo
spettro di tutte le possibili lunghezze d’onda, tra le quali ritrovo anche la

luce.
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