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Sommario

Lo scopo di questo lavoro e quello di approfondire e formalizzare il concetto di rotazione
ricavando il suo profondo legame con il momento angolare.

Nella prima parte verra descritta l’evoluzione del concetto di momento angolare a partire
dagli inizi del 900 fino ad arrivare alla teoria di Dirac; in seguito verra posta particolare
attenzione a tre tipologie di operatori: gli operatori scalari, vettoriali e diadici simmetrici
a traccia nulla, di cui verranno descritte le diverse proprieta sotto rotazione e le possibili
operazioni con cui combinarli.

Nel secondo capitolo si passa a definire il concetto di operatore tensoriale irriducibile: ver-
ranno esposte le diverse caratteristiche e verra dimostrato come e possibile creare una relazione
biunivoca tra i tre operatori covarianti per rotazione e particolari operatori tensoriali.

Questa generalizzazione al caso tensoriale & di particolare importanza per la meccanica
quantistica e ne verranno presentati due risultati fondamentali: il teorema di Wigner-Eckart e

il teorema della proiezione, con relative applicazioni.
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Capitolo 1

Introduzione

Nel 1913 N. Bohr formulo una nuova teoria atomica, per cercare di spiegare la struttura
discreta degli spettri atomici, correggendo la precedente teoria di E. Rutherford. Per
fare cio, prendendo spunto dall’idea di quantizzazione utilizzata da M. Planck nel suo
lavoro sullo spettro di emissione di corpo nero, ipotizzo che le sole orbite permesse in un
atomo fossero quelle che avessero un momento angolare dato da un multiplo intero della
costante di Planck A

l, =nh n=1223,.. (1.1)

A partire da questo momento il concetto di momento angolare subira una serie di modifi-
che nel corso degli anni, fino ad arrivare alla sua formulazione pitt moderna con I’avvento
della teoria di Dirac.

Nove anni dopo, nel 1922, i due fisici O. Stern e W. Gerlach dimostrarono speri-
mentalmente 'idea di Bohr: facendo passare un fascio di atomi all’interno di un intenso
campo magnetico non uniforme, osservarono che esso veniva deviato solo per alcuni an-
goli, dimostrazione del fatto che la quantizzazione del momento angolare era reale. Pero,
pur dimostrando l'ipotesi, i risultati ottenuti non erano del tutto in accordo con la teoria,

infatti, ripetendo I'esperimento utilizzando atomi di idrogeno allo stato fondamentale per



cui non ci si aspettava di osservare deviazione, cio che venne rilevato furono comunque

due fasci separati.

Figura 1.1: Tre possibili risulati dell’esperimento di Stern-Gerlach: (a) il risultato senza ’azione del
campo magnetico, (b) il risultato con campo magnetico predetto dalla teoria classica, in cui gli atomi
si distribuiscono in modo omogeneo tra due angoli, infine (c) il risultato osservato, (parzialmente) in

accordo con la teoria dell’epoca: il fascio subisce deflessioni solo per alcuni angoli.

Per poter spiegare questi risultati fu necessario introdurre una nuova grandezza non
presente nella fisica calssica: lo spin; per questo motivo il momento angolare totale di

una particella e esprimibile come

j=1l+s (1.2)

dove I e s sono rispettivamente il momento angolare orbitale e di spin.

Secondo la teoria di Dirac della meccanica quantistica, ogni grandezza fisica misura-
bile e descritta da un operatore lineare autoaggiunto, definito su uno spazio di Hilbert i
cui elementi sono descritti da ket [¢), a meno di un fattore di fase. In meccanica classica

il momento angolare orbitale & definito come
l=xzxp (1.3)

per cui, utilizzando il principio di corrispondenza posso esprimere 'operatore associato

come

l=gxp (1.4)



dove @ e p sono risprettivamente 'operatore posizione e impulso.

Per quanto riguarda lo spin, ¢ noto dalla teoria che, essendo un’osservabile, deve
esistere un operatore ad esso associato 8, ma questo non puod essere espresso in termini
di grandezze classiche, essendo una proprieta puramente quantistica. Continua pero a

valere la relazione che definisce il momento angolare totale anche a livello operatoriale:
j=1+3s (1.5)

In analogia con il caso classico si vuole mantenere la proprieta che se un sistema e
composto da piu parti, il momento angolare orbitale e dato dalla somma dei momenti

angolari delle parti, cioe
L= 1. (1.6)

Estendendo questa proprieta anche al momento angolare di spin si ottiene
§=> 5. (1.7)
a

Per cui il momento angolare totale di un sistema composto da piu corpi sara dato

dall’equazione

J=L+8S. (1.8)

Relazioni canoniche di commutazione

Il fatto che gli osservabili in meccanica quantistica vengano descritti da operatori lineari
autoaggiunti su uno spazio di Hilbert, implica che la moltiplicazione tra due di essi in
generale non sia commutativa: questa proprieta e la manifestazione matematica della
profonda differenza tra meccanica classica e quantistica. Per studiare le proprieta di

commutativita tra due operatori si definisce il commutatore:

A~ A~ A~

[A,B] = AB — BA. (1.9)



In particolare, per quanto riguarda le componenti del momento angolare orbitale valgono

le relazioni
k
(i, py] = ihz €ijk Dk (1.10)

2\ T = theuklk

Dimostrazione. In virtu dell’eq.(1.4)) e possibile scrivere le componenti dell’operatore U

come

jk
dove €, ¢ il simbolo di Levi-Civita. Inoltre, facendo uso delle leggi di commutazione tra

le componenti dell’operatore posizione e impulso:
[Z]\i? aj] =0,
[}3\“@] =0, (1.12)
(@i, Pj] = 1hoy;1,

posso calcolare

0] = 1> emapnd) = S eml@ldi &) + G 31)

il el (1.13)
= Z €iki —Zh%%l +0) = —th €y = th €ijkk
el

1,03 = D em@din 3] = > ean(@lD1 By] + (@ P10
K K (1.14)

= Z €ikl (6 + Zh(;k]@/l\) == lhz €ijlﬁl = th Eijkﬁk
kl l k



0.0 = 1 @] = Y el @b+ Gilla, i) =

kl kl

= Z Ejkl Zh Z ezkmqmpz + 'LFLQk Z €7,l’mpm

(1.15)
= Zﬁz Z Emik€mjl — €myk€mzl)%pl
= th EmijEmmi QLD = ihz Eijklk:
m k
dove nel penultimo passaggio si ¢ usata la relazione
Z(emikemﬂ — €mjk€mil — €Emij€mki) = 0 (1.16)
[ |
Le stesse relazioni vengono estese per analogia anche al caso dello spin:
55, Q5] = themkq}m
[5i, Dj] —ZHZ%/C]%, (1.17)

54, 55] fzhg €ijkSk-

Inoltre il momento angolare orbitale e di spin sono due osservabili indipendenti: questo
implica che

~

0,,5] = 0. (1.18)

Utilizzando i risultati ottenuti, per quanto riguarda il momento angolare totale vale la

relazione

G di) = iR € (1.19)
k



Se si considera un sistema composto da un numero arbitrario di particelle

j] = Zh Z Gijkzk,
k

=)

[Eia

[é\i,gj] == ihzeijké\k‘a

k (1.20)
[ i j] =0,
[Jis )

] = th Eijk’j;c-
k

Come si e osservato, tutti i momenti angolari descritti seguono le stesse leggi di
commutazione, per cui si puo definire formalmente il momento angolare come 1'operatore

3 che soddisfa
(i dj) = i) €ijidi- (1.21)
k
In piu, dato che rappresenta un’osservabile, le sue componenti devono soddisfare
3 =7 (1.22)

Si puo definire il quadrato del momento angolare

P=3"=>_J (1.23)
k

il quale commuta con le componenti j;

A~

72 =0, (1.24)

—,

ed ¢ anch’esso autoaggiunto.

Dimostrazione. Utilizzando la legge di commutazione ([1.21)) e la definizione (|1.23)),
G037 = [ > 381 =D ([Gir dlie + il i)
k k

(1.25)
=1ih E ( E €ikjJiJk + Jk E Eikjjj) = —ih E €ijk(Jige + Jrij) =0
- - -

J J Jjk



A questo punto, utilizzando la relazione ((1.22)) e la definizione (|1.23)),

THED D DD S, (1.26)
k k k

Tornera spesso utile in seguito scrivere le componenti dell’operatore j rispetto ad una

base sferica orientata e, associata alla base ortogonale e;:
Jo = Js, Jx1=J1%E 12 (1.27)

In questo caso le leggi di commutazione assumono la forma

o, 1] = £hjs (1.28)
(a1, J1] = £2hjg (1.29)

mentre le relazioni di autoaggiunzione saranno

76 =17 (1.30)
311 = 3}1 (1-31)

Dimostrazione. Utilizzando le relazioni (1.27)) e le relazioni di commutazione ((1.21)) si

ottiene
[30311] = [?3;51 + 252] = [}3731] + ig:&;}ﬂ
R R R R N (1.32)
= ih(jo Fij1) = £h(j1 £ij2) = £hju
Similmente
[jﬂ,? 1] = [;1 +ijo, 1 T 7:7\2]
- (1.33)

A~ o~

= (1, 1) + [J2» 72) F 2i[J1, 72) = +2h7s = +2hj,

7



Per quanto riguarda le relazioni di autoaggiunzione, utilizzando (|1.22)

Jh=Gixip)t =3 Fil =5 Fij2=jn (1.34)

e allo stesso modo
Jo =175 =173 =1Jo (1.35)
[ |

Utilizzando queste componenti, ¢ possibile esprimere il quadrato del momento ango-

lare come

}2 = }il?xl +7§ F 7150 (1.36)

Dimostrazione. Utilizzando le definizioni ((1.27) e le relazioni di commutazione (|1.21)) si

puo calcolare

Jejri= i) Gr T igs) = 12+ 32 T i(Guja — jon) -

~

=2+ 2 Filh,jol = Ji + 3 £ hys = 52 — o £ hjo

Inoltre continuano a valere delle relazioni di commutazione analoghe alle (|[1.24])

(11,7 =0 (1.38)
(o, j%] =0 (1.39)




Dimostrazione. Utilizzando la relazione (1.24)) si ottiene

[}:ﬁ:lv?] = [3\1 + 13\273\2] = [/.\17}2] + Z[A273\2] = O (140)
allo stesso modo
[ |

Teoria spettrale del momento angolare

Tenendo conto delle relazioni di commutazione descritte precedentemente si puo costruire
un insieme massimale di operatori autoaggiunti commutanti utilizzando 32 e 50. Per noti
teoremi della meccanica quantistica, questo implica che e possibile definire una base di
autoket simultanei per i due operatori.

In particolare si puo dimostrare che questi autoket comuni si organizzano in multiplet-
ti caratterizzati da un numero quantico semintero 7 > 0. Ognuno di questi multipletti
|7, m) contiene 2j+1 elementi, parametrizzati dal numero quanticom = —j, —j+1, ..., j—

1, 7. Inoltre valgono le seguenti relazioni agli autovalori

3213, m) = [j,m) K25 (j + 1) (1.42)
e la relazione
Jerlgmy = |j,m £ 1) h(j(j + 1) — m(m £ 1))/ (1.44)

Inoltre gli autoket soddisfano la relazione di ortonormalita

(4, M]3, m) = G m (1.45)



Somma di momenti angolari e coefficienti di Clebsch-Gordan

Spesso in fisica si ha a che fare con sistemi composti da un numero arbitrario di particelle
e quindi ci si scontra con il problema della somma di momenti angolari. Se considero

due particelle con momento angolare j; e 32 rispettivamente, sono ovvie le relazioni
[jlelj] = th 5ijkj1k7
k
[j2i7j2j] = ihzeijkaka (146)
k

(12, = 0,
dove 'ultima relazione segue dal fatto che le due grandezze sono indipendenti tra loro.
Queste leggi di commutazione implicano che gli operatori j2, ji,, j2 € ja, formano un
insieme massimale di operatori autoaggiunti commutanti. Come chiarito in precedenza
questo significa che esiste sempre una base di autoket simultanei per i quattro operatori
che si organizzano in multipletti |j;,my, jo, m2) caratterizzati da due numeri seminteri

J1,7J2 > 0 i quali contengono (2j; + 1) X (272 + 1) elementi, identificati dai due numeri

quantici m; e mo, i quali possono assumere i valori m; = —j;,—751 + 1,...,71 — 1, J1,
me = —Jo, —Ja + 1, ..., Jo — 1, jo rispettivamente. Inoltre valgono le relazioni

Tt g1, ma, g2, ma) = |jr,ma, 2, ma) B2ja (1 + 1) (1.47)

Jio g1, M, j2,ma) = |ji,ma, 2, ma) himy (1.48)

e Lt ma, joyma) = 1, my £ 1, o, ma) B(jy (j1 + 1) — my (my £ 1))/ (1.49)

73 g1, ma, G2, ma) = |jr,ma, 2, ma) B2a(G2 + 1) (1.50)

Joo 1, M, o, ma) = |jr,ma, o, ma) hamg (1.51)

Joax F1,ma, G2y ma) = |1, ma, Go, ma £ 1) B(ja(ja + 1) — ma(my £ 1)) (1.52)

Inoltre vale la relazione di ortonormalita

<j1; m/1>j2a ml2|j1a ml?j?a m2> = 5m'1,m15m’2,m2 (153)

10



I momento angolare totale ¢ definito come
J =51+ (1.54)
ed essendo un momento angolare soddisfa
[T:. j;] = th eijkj;m (1.55)
k

e anche

~

JI=T. (1.56)

7

—t

Dimostrazione. Utilizzando la definizione (1.54]) e le relazioni ([1.46])

[ T;, j;] = [ju +;2¢751j +32j] = ihz Eijkjlk + zhz €ijk32k
k k

L R (1.57)
=ih Y e+ jox) = ih Y €
k k
Per la relazione ([1.22))
T =G40k = i+ o = i (1.58)
[

Inoltre ¢ banale dimostrare che i quadrati j? e j2 commutano con le componenti J;,

cioe
7,73 = 0, (1.59)
7, 73) = 0. (1.60)

Per quanto appena detto, si deduce che anche gli operatori 3%, 3%, J? e jo formano
un insieme di operatori autoaggiunti commutanti. Questo significa che esiste sempre
una base di autoket simultanei per i quattro operatori che si organizzano in multipletti

|71, j2, J, M) caratterizzati da tre numeri seminteri ji, jo, J > 0 i quali contengono 2.J + 1

11



elementi, identificati dal numero quantico M, che puo assumere i valori M = —J, —J +

1,....,J — 1, J. Inoltre valgono le relazioni

;12|j17j2aJ7M> = |j17j27J7M> h2]1<j1+1) (]‘6]‘)
;22|j17j2aJ7M> = |j17j27‘]7M> h2j2(]2+1) <162)

T s s Jy M) = [jr, o, J, M) B2 T (J + 1) (1.63)

:]E) ’j17j27 J7 M> = ‘j17.j27 J? M> hM (164)

j:tl |j17j2)J7M> - |j17j27J7M:tl> h(J(‘]—’_l)_M(M:tl))l/Q (165)

Inoltre vale la relazione di ortonormalita
<j17j2aJaM/‘j17j27J>M> :5M’,M (166)

Se si considerano i |j1,mq, j2, ma) descritti in precedenza per un sistema di due par-

ticelle, allora & possibile dimostrare che lo spazio £(ji, j2) generato da questi ket am-

mette una base composta dai ket |ji, jo, J, M), dove M = —J, ..., J e J assume i valori
nell'intervallo |j; — 72|, ..., 71 + J2 una sola volta. La relazione
11— J2| < J < i1+ Jal (1.67)

e la controparte quantistica della relazione vettoriale classica ||71| — |72|| < |J| < |71] +
|32 -
Dato che in questo modo sono state trovate due basi diverse per lo stesso spazio, deve
essere possibile esprimere gli elementi dell’'una in termini di quelli dell’altra, cioe:
J1 J2
g, MYy = D> |juma, ga,ma) (G, day ma, mal J, M) (1.68)

mi1=—j1 ma=—j2

dove i coefficienti
(1, 32, ma, ma|J, M) = (j1,ma, ja, malj1, j2, J, M) (1.69)

12



sono detti coefficienti di Clebsch-Gordan.

I fattori (ji, j2, m1, ma|J, M) sono soggetti a quelle che vengono chiamate regole di
selezione, le quali definiscono degli intervalli al di fuori dei quali i coefficienti si annullano
e discendono dalle relazioni che legano tra loro i numeri quantici in gioco:

e Una delle tre relazioni deve essere valida, le altre discendono di conseguenza

g1 = g2l < J < ji+ g
|J = g1l < ja < J + 1, (1.70)
|J = jo| < J1 < J + jo

e Per quanto riguarda i numeri quantici my, ms e M

=1 <my < g,
—J2 < ma < Jo, (1.71)
—J <M<

Inoltre valgono alcune relazioni che legano questi coefficienti delle quali verra fatto

uso in seguito:

<j1aj27m1am2|‘]7 M> M = (ml + mQ) <j17j27m17m2|‘]7 M> ) <172)

da cui si deduce che un qualsiasi coefficiente di Clebsch-Gordan si annulla ogni volta che
la relazione

M =my 4+ my (1.73)
non viene soddisfatta. Inoltre vale che
(1, oy, ma| J, M £ 1) (J(J + 1) = M(M £1))Y?2
= (101 + 1) = ma(mqy F 1)V (j1, jo, m1 F 1, mo|J, M) (1.74)

+ (Ja(jo + 1) — ma(ma F 1))2 (j1, jo, my, mo F 1|J, M)
Si puo osservare che, fissando il valore di J, tutti i possibili coefficienti di Clebsch-

Gordan si possono ottenere a partire da un unico termine (ji, ja, my, mo|J, £J) e utiliz-

zando ricorsivamente 1'eq.({1.74]).

13



Capitolo 2

Rotazioni, momento angolare e

operatori covarianti per rotazione

In questo capitolo verra descritta la teoria delle rotazioni ed in particolare come queste
agiscono nei sistemi quantistici attraverso determinati operatori. Infine verranno descritti
ed analizzati tre importati tipologie di operatori covarianti per rotazione: gli operatori
scalari, quelli vettoriali e infine quelli diadici simmetrici a traccia nulla, analizzando

anche le possibili operazioni tra di essi.

2.1 1l legame tra rotazioni e momento angolare

Prima di poter definire formalmente il concetto di rotazione, ¢ conveniente introdurre la

nozione di gruppo astratto.

Definizione. Un gruppo astratto G = {g} € una struttura algebrica dotata di un’opera-

zione binaria e che soddisfa le seguenti proprieta
e chiusura rispetto alla legge di composizione, la quale ¢ associativa

Vg1,92 € G - gi®g=0g3€G (2-1)

14



Vg1,92,95 € G — (g1992) ®g3=g1 (g2 g3) (2.2)

e csistenza dell’elemento neutro
deeg t.c. gec=ceg=yg Vgeg (2.3)
e csistenza dell’inverso

gleg t.c. gegl=gleg=e¢ Vgeg (2.4)

Definizione. Una rotazione ¢ una mappa lineare definita su uno spazio vettoriale V'
dotato di prodotto interno con la proprieta di conservare la distanza tra due punti.
Quest’applicazione e caratterizzata dall’azione di una matrice R sugli elementi o dello

spazio

¥ =R-x (2.5)

tale che

2| = |z| (2.6)

Queste matrici di rotazione soddisfano le proprieta (2.1))-(2.4) dove la legge di com-

posizione ¢ data dall’'usuale prodotto associativo tra matrici (-), infatti
e se considero due rotazioni R e S, il loro prodotto R - .S ¢ di nuovo una rotazione
e La matrice identita 1 e I’elemento neutro della moltiplicazione: R-1=1-R=R

e per ogni rotazione R esiste una matrice indicata con R™! tale che R - R™! =

R'"-R=1

per cui si puo concludere che le rotazioni in uno spazio costituiscono un gruppo.

15



Ogni matrice di rotazione e specificata univocamente da un angolo di rotazione ¢
e da un asse di rotazione indicato con il vettore unitario m, per cui conviene indicarla

esplicitando questi due parametri
R =A(p,n). (2.7)

Avendo introdotto questa nuova notazione, le proprieta di gruppo possono essere

riscritte:

e Per ogni rotazione A(«a,j), A(fS, k), la loro composizione sara data da una nuo-
va matrice A(a,j) - A(B k) = A(y(a, 8,7, k), m(a, B,5.k)) dove v(a, B,5.k) e
m(a, 3, 3, k) sono funzioni che dipendono dai parametri di rotazione «, 3, 3, k ed

hanno una forma non banale, salvo alcuni casi particolari.

e La matrice identica ¢ data dalla rotazione di un angolo nullo, per cui 1 = A(0, n),

con n vettore unitario arbitrario.
e La matrice inversa ¢ A~ (¢, n) = A(—p,n) = A(p,—n)

Per un angolo infinitesimo d¢p, una rotazione infinitesima di un vettore @ puo essere

scritta

A(dp,n)-x =+ dpn x x + O(5p?) (2.8)

Dimostrazione. Facendo riferimento alla fig.(2.1]), & possibile esprimere

x' = x| + x| (2.9)

dove

=z =(x-n)n=nn-x (2.10)

dove ¢ stata introdotta la matrice nn.

16
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Figura 2.1: A sinistra vengono mostrati il vettore generico e la sua rotazione R-x = z’. A destra

invece ¢ mostrata la proiezione dei due vettori sul piano zy

Utilizzando il risultato , il secondo termine e dato da
x|, =z, cosp+(nXaxy)sing
= (x—x))cosp+ (n x (x —x)))sinyp (2.11)
=X COSQY —NN-TCosY+mn X xsiny

dove nell’ultimo passaggio si € tenuto conto del fatto che n X nn - x = 0.

Unendo i risultati (2.10)),(2.11)) secondo 'eq.(2.9), si ottiene
' =xcosp+ (l—cosp)nn-x+n X xsing (2.12)

Considerando a questo punto una rotazione infinitesima di un angolo dyp, posso

sviluppare in serie di Taylor
sin §p = dp + O(5p?) cosbp = 1+ O(5p%) (2.13)
Sostituendo queste approssimazioni nell’eq.([2.12) si ottiene

' =x — dpx x n+ O(5p?) (2.14)

17



da cui discende I'equazione (12.8)).

E utile introdurre la matrice 3 x 3 *n cosi definita

0 ns —To
*M = | —ng 0 ni (215)
N9 -1 0

In questo modo € possibile scrivere il prodotto vettoriale come il prodotto tra una matrice

ed un vettore

NoX3 — N3To (’I’L X 213)1
NXITr=—%xNnN-r= n3$1—n1$3 - (nxw)Q (216)
N1To — NoXq (’I'L X iB)g

Con questo procedimento si ricava I’espressione della matrice che descrive una rota-

zione infinitesima di angolo d¢ attorno all’asse n
A(Sp,n) =1 —3dpxn+ O(5p*) (2.17)

Considerando una rotazione finita di un angolo ¢ attorno ad un asse n come la

successiva composizione di rotazioni infinitesime si ottiene

Alp.n) = lim [A(p/N.n))¥ = lim [1 /N «n]" =exp{(~pxn)}  (218)

lim
N—00
In questo modo si dimostra quanto asserito in , cioe che una generica rotazione,
finita o infinitesima, ¢ completamente definita da due soli parametri: 1’asse di rotazione
n e 'angolo di rotazione ¢.

Ogni sistema fisico s & rappresentato da ket normalizzati |¢)) a meno di una fase
moltiplicativa. Se R & una rotazione in grado di ruotare un generico stato da s a &,
allora ¢ intuitivo pensare che il nuovo ket rappresentativo sia del tipo |Rw>. Se questo e

vero, significa che esiste una mappa agente sullo spazio di Hilbert in grado di realizzare

questa rotazione

UR) : |¢) — U(R) [¢) = |®y) (2.19)
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In piu viene richiesto che il nuovo ket sia normalizzato come quello iniziale dato che la

probabilita complessiva deve conservarsi

() = (vly) =1 (2.20)
Questo fatto implica che 1'operatore U (R) sia unitario, cioe

UR)'=UR)™" (2.21)

Dimostrazione. Utilizzando la proprieta (2.20) e la definizione (2.19) si trova che

W) = (Fo|By) = (W|U(R)TU(R)[W) (2.22)

per un arbitrario ket |1). Dato che (1|1) = (¥[1]1)), questo significa che

1=UR)'U(R) (2.23)
da cui deriva l'eq.([2.21)) [

Applicando due rotazioni consecutive R e S ad uno stato s si ottiene lo stato ruotato

S(Rg) =5 5 di conseguenza i ket saranno

*(Fe)) = =(R,S.[¥) |¥) (2.24)

dove z(R, S, |1¢))  una fase non banale.

Utilizzando la definizione (2.19)), a livello operatoriale 1'equazione (2.24) diventa

U(S)U(R) |v)) = 2(R, S, [¢)) |S ) = 2(R, S, [¥))U(S - R) |¢) (2.25)

In questo caso, dato che il primo membro ¢ lineare in |¢), lo sara anche il secondo: per

questo motivo z(R, S, 1)) = z(R,S). Ricordando che i ket di un sistema sono definiti
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a meno di una fase, & possibile dimostrare il fatto non banale che ogni operatore U (R)

~

¢ esprimibile come ((R)U(R), dove ((R) ¢ una fase che non cambia il significato fisico

di U(R). In questo modo posso fissare ¢(R) in modo tale che

UR Y =UR)"

(2.26)

~

U1)=1
Tenendo conto del fatto che nell’espressione della rotazione infinitesima (2.17)) dg
compare sempre nella combinazione dpn, 'operatore ad essa associato puo essere scritto

nella forma

U(A(Sp,n)) =1 —ih '6pn - § + O(52) (2.27)

dove 7 € un operatore generico. Per convenienza ¢ stato estratto il fattore —ih.
E possibile dimostrare che I'operatore j e autoaggiunto e in particolare soddisfa la
relazione di commutazione

-~

k-j,1-7]=ih(kx1)-J (2.28)

per vettori k, I generici.

Dimostrazione. Calcolando 'operatore aggiunto e 'inverso ottengo

U(A(Sp,n)f =T +ih "6pn 3T+ O(6¢%)
R R N (2.29)
UA(bp,n)) ™ =1+ih dpn -5 + O(6p%)

Dato che U (A(dp,m)) € unitario, si deduce che ET = 3 questo implica che 3 ¢ autoag-
giunto.
Per ricavare la legge di commutazione si considerano le rotazioni A(da, k) e A(Bp,1).

Allora, applicando (2.17)),
A(Sa, k) TA(65, 1) A(Sa, k)A(65,1)
=(1+0axk)(1+68*1)(1—0axk)(1—4568x1)+0(0a?63%) (2.30)
=1+ 0adB(xk * 1 — =l % k) + O(6a?,63%)
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Dove il simbolo O(da?,§3?) indica tutti i termini quadratici in da 0 63.
Per valutare la matrice (xk %l — xl * k), si applica ad essa il vettore generico x e
facendo uso della relazione si ottiene:
(kkxl —xlxk) x=xkxl-x—xlxk-x
=xl-(kxx)—xk-(Ixx)=kx(Ixz)—1x(kx) (2.31)
=—xzx(kxl)=—x(kxl) x
dove nel penultimo passaggio si e fatto uso dell’identita di Jacobi per il prodotto vettoriale

tra tre termini

X(bxec)+bx(ecxa)+ex(axb)=0 (2.32)

Quindi si e ottenuto che
A(Sa, k) TAOB, 1) A(ba, k)A(65,1) = 1 — 6adB * (k x 1) + O(6a?, 65%) (2.33)

Dal punto di vista operatoriale, in virtu dell’eq.(2.27)) e tenendo conto dell’equazione
(2.33)

U(A(6a, k) A(68, 1) A(da, k)A (3B, 1)) = 1 — ihdadB(k x 1) - § + O(5a2,55%) (2.34)

inoltre per l’eq.
U(A(Sa, k)" A(68, 1) A(Sc, k)A (6, 1)) 2.35)
— T (A(da, k)T (A8, 1) T(A ., k)T (A, 1)) |

Utilizzando I'equazione ([2.27)) posso calcolare i singoli operatori

U(A(dar, k) U(A(35,1)) " U (A(dar, k) U (A(35, 1))
= (T+ih "ok -5)T+in'6pL- )1 — ih 'k - 5)
x (1—ih~'0Bl - 3) + O(3a?,63°) (2.36)
=1 1?6ad8((k-3)(1-3) — (1-3)(k-3)] + O(5a”, 657
=1 — W%6adBlk - 3,1 ] + 0502, 58%)
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Confrontando i risultati di (2.34) e (2.36]) ottengo

-~

k-j,1-j]=in(k x1) -] (2.37)

Ponendo nell’equazione (2.28) k = e; e I = e;, dove gli e; rappresentano gli ele-
menti di una base orientata, si ottengono le regole di commutazione per le componenti

dell’opertatore 3
(s 3] = ih > €ijidn (2.38)
k
Grazie a queste regole di commutazione e alla proprieta di autoaggiunzione dell’ope-
ratore, e possibile concludere che 3 rappresenta un momento angolare.

In particolare esso e il generatore infinitesimo delle rotazioni, infatti 'operatore che

descrive una rotazione finita puo essere scritto come

U(A(p,n) = U( Jim [A(g/N,n)]") = lm T([Alp/N,n)]")

(2.39)

lim (1 —ih '¢/Nn 3)N = exp(—ih’ln 3)
N—oo

Per comprendere meglio il significato fisico dell’operatore 3 si possono considera-
re gli autobra (x| dell’operatore posizione g parametrizzati da punti dello spazio delle

configurazioni. L’ipotesi pit ragionevole di trasformazione sotto rotazione e
(z|UR) = (R - x| (2.40)

Seguendo questo ragionamento, ¢ possibile esprimere la rotazione infinitesima di (1|
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(| U(A5p,m)t = ((1—dp xn+ O(3¢)) x|
= (x —dpxn-x+O0(6p?)|

= (z+dpn x T + 0(5902)’

(2.41)
= (2| + dpn x - V (2| + 0(5¢”)
= (x| +ih '6pn - (—ih)x x V (x| + O(5p?)
= (1 +ih '5pn - 1) (x| + O(6p%)
per cui
UAGBp,n)) =1—ih Spn -1+ O(64%) (2.42)

Confrontando questo risultato con I’equazione si deduce che l'operatore 3 trovato
in precedenza ¢ esattamente il momento angolare orbitale.

Questo ragionamento puo essere generalizzato anche a particelle con spin. In questo
caso operatore ¢ non costituisce pitt un insieme completo di operatori autoaggiunti
commutanti, per cui bisogna introdurre 'operatore di spin 53 : cosi facendo 'insieme
diventa completo ed e possibile definire una base ortonormale di autobra simultanei
per i due operatori: (x, m4|, dove my = —s,...,s ed s & il numero quantico di spin.
Applicando ad esso una rotazione, si ottiene un nuovo autobra per l'operatore @, ma in

generale non per I'operatore 33, questo significa che vale una relazione del tipo

(@, m UR) = > D) (R (R a,m| (2.43)

I —_
mi=—s

dove D

- (R™1) ¢ una matrice (2s+1) x (254 1) che mescola tra di loro le componenti

dello spin, per questo motivo dipende dai numeri quantici mg, m., s e dalla rotazione R.
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Come prima, sviluppando per un angolo infinitesimo si ottiene

(@, m,| U(A(5p))" =
= > Buupum, T 0o+ 0(69%) (= + ihdpn x x + O(5¢p?), m]

mg=—=s

(2.44)

dove viene mantenuta la dipendenza dpmn in analogia con le rotazioni infinitesime. In

(s)

questo caso la matrice di vettori g, . .m, Tappresenta la deviazione della matrice D'* (R)

M ms,m/

dall’identita ,.: . -
Procedendo con il calcolo dell’equazione precedente

(2, m|U(A(5p)) =

= (x,ms| + dpn x x - V (x, m,| + Z iégon-c,gf/)

[
mi=—s

(@, m| + 0(0¢")

sMs

(@, m|] + O(3¢7)

s)Ms

= (z,m,| +ih '6pn - [—ihx x V (x, m,| + Z hcﬁf,)

= (z,m.| (T +ih'Spn - (I +3)) + 0(5p?)
(2.45)

avendo posto

Z hcm ms (M| (2.46)

Confrontando i risultati ottenuti con I'eq.([2.27)), si puo concludere che 1’ operatore 3

che compare come generatore delle rotazioni infinitesime
UAGp,m) =1 —ih 'spn - j + O(542) (2.47)
¢ esattamente il momento angolare totale del sistema considerato

j=1+3 (2.48)
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2.2 Operatori covarianti per rotazione

In questa sezione verranno elencati tre tipi di operatori di particolare importanza per
la meccanica quantistica: gli scalari, gli operatori vettoriali e quelli diadici simmetrici a

traccia nulla, elencando le diverse proprieta che caratterizzano ognuno di essi.

2.2.1 Gl operatori scalari

Definizione. Si dice che un certo osservabile A € uno scalare rispetto al momento an-

golare 3 se per ogni stato s e rotazione R la probabilita di ottenere una certa misura di

R

A e la stessa sia in s che in s, cioe

(2.49)

In termini formali 'osservabile e espresso dall’operatore A, per cui ’equazione pre-

cedente diventa
(Fy|A[Rp) = (|Aly) (2.50)

Operatori che soddisfano questa proprieta sono detti operatori scalari.

Per la definizione ([2.19)), posso scrivere
(0| A|"e) = WIU(R) AV(R)) = (] AlY) (2.51)
Per 'autoaggiunzione di E, I’equazione precedente implica che
UMRIAUR) = A (2.52)

L’equazione (2.52)) significa che ogni qual volta una grandezza venga descritta da un

operatore scalare, essa non possa cambiare a seguito di una rotazione del sistema.

Una proprieta fondamentale degli operatori scalari ¢ che

~

la - 7, Al =0 (2.53)
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per qualsiasi vettore a.

Dimostrazione. Se considero una rotazione infinitesima d¢ attorno all’asse n (eq. (2.27))),

¢ possibile calcolare

A=U(A(3p,n))"AT(A(Sp,m))

= T—i—ih_légon-;gi—ih_légon-; + O(5¢?
( )A( ) +0(0¢7) (250

= A — i 'SpA(n - ) +ih ' Sp(n - §)A + O(50%)
= A+ i pn - j, Al + O(5¢%)
Quindi perche valga I'equazione ([2.52)), il secondo termine dell’ultima espressione deve

annullarsi, per cui deve annullarsi il commutatore

-~

n-7,Al=0 (2.55)

Chiamando ﬂ le componenti dell’operatore 3 rispetto ad una base orientata e;, la
relazione precedente diventa

~ o~
I3

i, A] = 0 (2.56)

Quindi ogni volta che 'eq.(2.52) oppure l'eq.(2.56) viene soddisfatta, ¢ possibile
concludere che A & un operatore scalare.
Un esempio di operatore scalare ¢ il quadrato del momento angolare 32

i, 3°] =0 (2.57)

In particolare, quando per momento angolare si intende il momento angolare orbitale,

valgono le leggi di commutazione

;g% =0
2.58
=0 2
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Dimostrazione. Utilizzando le definizioni degli operatori j2,q® e p* insieme alle regole
di commutazione del momento angolare con gli operatori ¢;, p; e j; stesso, si dimostra

quanto asserito

3% = U 305 1= 2000331 = 2o 3005 + 3500 3D

’ ’ T (2.59)

=ih Y €(ind; + Jigr) =0
jik
In modo analogo
@) = 0,32 7% = 30037 = Y0066 + 3l 4)
j j J (2.60)
= Zﬁz €ijk(dj + ¢qr) =0
jik

0,07 =1 )51 = ;'] = Y ([ 5155 + 5[l 3))
! ! ’ (2.61)
= ih ) ein(prby + i) = 0
7,k

2.2.2 Gl operatori vettoriali

Definizione. Si dice che un osservabile V' e un wettore rispetto al momento angolare
3 se per ogni stato s e rotazione R la probabilita di ottenere una certa misura della
grandezza ruotata R -V nel sistema s ¢ uguale a quella ottenuta misurando V' nello

stato ruotato s, in formule

(2.62)

In termini formali ’osservabile e espresso dall’operatore V', per cui I’equazione pre-

cedente diventa

(Bp|V IRy = R (0|V]y) (2.63)
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Operatori che soddisfano questa proprieta sono detti operatori vettoriali.

Utilizzando la definizione ({2.19)), I’equazione precedente implica che
URIVUR)=R-V (2.64)

Per ogni operatore vettoriale e per ogni vettore generico a, b vale la relazione di
commutazione

la-j,b-V]=ihaxb -V (2.65)

Dimostrazione. Utilizzando le eq.(2.27) e (2.17) per 'operatore e la matrice che descri-
vono una rotazione infinitesima, posso valutare i due membri dell’eq. ([2.64))

e | membro
U(A(6o,n))'b- VU(A(Sp,n))
= (L+ih 0pn-7)b- V(1 — ik Son - §) + O(54%) (2.66)
=b-V+ih 0pn-3,b- V] + 0(54%)
e II membro
b-Albp,n)-V=>b-V—6p(b-xn) -V + 0(60?)
=b-V+opbxn)-V + 067 (2.67)
:b-‘A/—(Sgpnx b-‘7+0((5902)

Eguagliando i risultati ottenuti si ottiene

~

n-7,b-V]=itnxb-V (2.68)
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Utilizzando questo risultato ponendo a = e; e b = e; si ottiene la relazione di

commutazione tra le componenti di 3 eV
GV =in Y et (2.69)
k

Quindi ogni volta che I'eq.(2.64) oppure 'eq.(2.69) viene soddisfatta, sara possibile dire
che V & un operatore vettoriale.

Verranno elencate ora alcune proprieta degli operatori vettoriali.

e Se considero A operatore scalare e X operatore vettoriale, allora i prodotti AX e

X A sono operatori vettoriali.

Dimostrazione. Utilizzando 'eq.(2.65]) e la proprieta degli operatori scalari
la-j,b-AX]=]a-7,Ab- X + Ala-j,b- X]

= A(iha x (b- X) =ihAa x b- X (2.70)
= iha x b- (AX)

Analogamente si dimostra anche per I'operatore XA [ |

e Se considero due operatori vettoriali X e Y allora il loro prodotto XY eun

operatore scalare.

Dimostrazione. Utilizzando I'eq. ([2.65)
@3.X-Y]=laj.X] Y +X [a Y]
= (ihax X) Y + X - (iha x Y) (2.71)
—iha- XxY +iha- Y x X =0
Per cui in virtu dell’eq. X Y & uno scalare. [ |
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e Se considero due operatori vettoriali X e Y allora il loro prodotto X xY ¢un

operatore vettoriale.

Dimostrazione.

~ — A~

a-j,b-XxY]=[a],X] - bxY -bxX [aj,Y]
:—ihf-ax(bx?)+ihax(bxjf\)-f’
=ii((ax X) - (bXY)—(bXx X)-(axY))
—ih(a-bX Y -b-Xa-Y -b-aX-Y+a-Xb-Y)

—iha X b- (X XY)
(2.72)

Confrontando con ([2.65)), posso concludere che 'operatore X x Y ¢ vettoriale. M

2.2.3 Gl operatori diadici simmetrici a traccia nulla

Definizione. Una diade simmetrica e a traccia nulla € una matrice 3 x 3 che soddisfa

le seguenti proprieta
Qt = Q CiOé Qij = jS (273)
(@) =0 cioe Y Qu=0 (2.74)
k
Definizione. Si dice che un osservabile ¢ una diade antisimmetrica e a traccia nulla se

per ogni stato s e rotazione R la probabilita associata alla misura di R-Q - R in s ¢ la

stessa associata alla misura di Q nello stato ®s, cioe

(Qr,=R-(Q), R (2.75)

30



In termini formali I'osservabile & espresso dall’operatore Q per cui ’equazione prece-

dente si traduce in
("¢ Q[Fv) = R+ (4]Q|¢) - R! (2.76)

Operatori di questo tipo sono detti operatori diadici simmetrici a traccia nulla. A livello

operatoriale le eq.(2.73) e si traducono in
Q'=Q tr (@) —0 (2.77)
Utilizzando la definizione , l’eq. equivale a richiedere che
UR)'QUIR)=R-Q R (2.78)

Osservazione. Il motivo per cui si specifica che la diade considerata sia simmetrica e a
traccia nulla si basa sul fatto che una qualsiasi diade A (e di conseguenza ogni operatore

diadico) possa essere scomposta nella forma
A=Al 1 At 1 a1 (2.79)

cioe come somma di una diade simmetrica e a traccia nulla, una antisimmetrica e un

multiplo dell’identita.

Dimostrazione. Indicando gli elementi della diade come A;;, posso aggiungere e togliere

gli stessi termini ottenendo

1 1 1 1

riconoscendo che il primo termine e simmetrico e senza traccia, il secondo antisimmetrico
e l'ultimo e un multiplo dell’identita, dove la costante di proporzionalita e data da

3 tr(A) |
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Analizzando i vari termini, si puo notare che una diade antisimmetrica ha 3 para-
metri liberi, per cui ¢ completamente definita da un vettore tridimensionale: questo e
il motivo per cui era stata indicata con il simbolo xa, dove a ¢ un vettore generico
(vedi eq.(2.16])): cio significa che una diade antisimmetrica ricade nel caso gia trattato
di operatori vettoriali. Allo stesso modo un multiplo della matrice identita ha un solo
parametro libero: questo implica che 'operatore si comporta come un operatore scalare,
gia trattato precedentemente. Per cui il primo termine della somma, la parte simmetrica
senza traccia, rappresenta la vera novita delle diadi, che non puo essere ricondotta ad

un caso gia analizzato in precedenza.

Se considero i vettori generici a, b e ¢, vale la seguente legge di commutazione

a-7.b-Q -c=ih(axb-Q c+b-Q-axc) (2.81)

Dimostrazione. Utilizzando le eq.(2.27)) e (2.17) per le rotazioni infinitesime, posso va-
lutare i due membri dell’equazione (2.78))

e [ membro
U(A(Gp,n) - b-Q - c-U(A(Sp,n))
=T+ en-3)-b-Q-c-(1—ih *spn-j)
=b- @ e+ ih b - @ ~c(n - 3) — b op(n - 3)b . @ e+ 0(0¢?)
= b-@-c+ih‘15@[n-3,b-@-c] + O(6¢%)
(2.82)
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e II membro

=b-(1-3p*n) Q- (1+35pxn) c+0(3¢?)

R N N (2.83)
=b-Q-c+dpb-Q*mn-c—dpb-*n-Q-c+ O(0p*)
:b-@-c—égonxb~@-c—5gpb~@-nxc+0(5gp2)

Eguagliando i due risultati ottenuti
i n-j,b-Q - cd=nxb-Q c—b-Q nxc (2.84)

da cui segue l'eq. ([2.81)). [

Utilizzando questo risultato con a = e;, b = e; e ¢ = ey, si ottiene la relazione di

commutazione tra le componenti di 3 e gli elementi di Q
i, Qi) = i Z(Q‘jl@lk +emQn) (2.85)
!

Quindi ogni volta che I'eq.(2.78)) oppure I'eq.(2.85)) viene soddisfatta, si potra concludere
che @ e un operatore diadico simmetrico a traccia nulla.

Verranno elencate ora alcune proprieta degli operatori diadici.

~

e Si definisce prodotto diadico tra due operatori vettoriali X = ()?1, )A(Q, X3) e Y =
(3717 1?2, }A/g), loperatore diadico cosi definito:
X XiY, XiYs
XY = )?23/}1 552?2 )?2?3 (2.86)
Xs¥1 XsYa XsVi
A partire da questa definizione posso introdurre il prodotto diadico simmetrizzato

a traccia nulla

Xo¥ - (XY + (XY)t> — X Y1 (2.87)



Il risultato di questa operazione ¢ un operatore diadico simmetrico e a traccia nulla.

Dimostrazione. Inizio dimostrando che I'operatore ¢ simmetrico e a traccia nulla

— Simmetria

X Y1 (2.88)

— Traccia Nulla

tr(jf\o ?) = % [tr(jf\i}) —i—tr((j(\?)t)] — %f?tr(i)

SN A (2.89)
—tr(XY) - XY -
A questo punto calcolo il commutatore
[a-7,b XoY c] = {a 7.b <% (X?—i—(jf\?))—%(j{\ l/}/l\) c}
A1, = & 1 = &5 1= 5
= [a-g,ab Xc-Y—|—§c Xb Y—§X-Yb c]
%[a E,b'X]c ?—i—%b X\[a~3,c Y] (2.90)
t5la-Ge XJb-¥ + e Xla-j.b- V]
—%[a 3,5(\}/}]b c

Dato che X -Y & un operatore scalare, I’'ultimo commutatore si annulla e cosi, per
la proprieta ([2.65)) ottengo:
" P . R DR . R
%(axb~Xc~Y+b~Xa><c~Y+a><c-Xb-Y+c-Xa><b~Y)
1, == RN l = o~
=ih(a x b [§(XY +(XY)") — §X : Yl} e (2.91)
1, == Sou 1o oo
+b - 5(XY—F(XY))—gX-Yl axc)
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confrontando con 'eq.({2.81)) posso concludere che 'operatore definito nell’eq.(2.87)

¢ diadico simmetrico e senza traccia. [ |

Se R ed S sono due operatori diadici simmetrici e traccia nulla, allora il loro

prodotto scalare R--S¢un operatore scalare.

Dimostrazione. Innanzi tutto si puo osservare che e possibile riscrivere le regole di

commutazione in (2.81)) nella forma
a-5,b-Q-c=la-j,bc -Q=ilaxbc -Q+bc--Qxa) (2.92)

introducendo la diade A = be, e ammettendo che essa sia simmetrica, I’equazione

precedente diventa

<)

a-j,A--Q =ilaxA—Axa) -Q=2ihaxA--Q (2.93)

Ponendo ora Q = ﬁ, S si ottiene

la-j,R--S]=[aj,R]--S+R-[a-],S] = 2ihRX a--S+2ihR--ax§ =0 (2.94)
dove nell’ultimo passaggio si e utilizzata la relazione Rxa--8S=-R--ax §,
dimostrando cosi I’enunciato. [

Se R e un operatore diadico simmetrico a traccia nulla e X un operatore vettoriale,

allora i prodotti R-X e X - R sono operatori vettoriali.
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Dimostrazione. Per dimostrare che 1'operatore definito V=R X¢d tipo
vettoriale devo mostrare che esso soddisfa le regole di commutazione (2.65) che

caratterizzano questi operatori.

o~ o~ o~

a-j,b-R-X]=[a-j,b-R-X+b-R-[a-],X]
—iilaxb-R-X+b-R-axX)+ihax (b-R)-X (2.95)
—ihlaxb-R-X

dove nell’ultimo passaggio si e fatto uso dell’'uguaglianza

—

axb-R-X=-b-R-axX (2.96)

Allo stesso modo e possibile dimostrare che anche X-Réwn operatore vettoriale.

36



Capitolo 3

Generalizzazione degli operatori

rotazionalmente covarianti

In questo capitolo verranno introdotti gli operatori tensoriali e ne verranno descritte
alcune proprieta che poi torneranno utili per mostrare come e possibile generalizzare gli
operatori covarianti per rotazione descritti ed analizzati nel capitolo precedente. Inoltre
verra descritto il metodo per estendere al caso tensoriale le operazioni tra questi operatori:
il prodotto tra operatore scalare e vettoriale, le operazioni -, X, o tra operatori vettoriali
e i prodotti scalari tra due operatori scalari, due vettoriali o due diadici simmetrici a

traccia nulla.

3.1 Gli operatori tensoriali

Definizione. Sia 3 un operatore di momento angolare. Si definisce operatore tensoriale
irriducibile di rango k con k =0,1,2, ..., una collezione di 2k + 1 operatori f(k:, q) dove

q=—k,—k+1,....k — 1,k tali che
o, T(k, q)] = hqT (k, q) (3.1)
Ger, T(k, @) = h(k(k +1) — q(g £ 1))*T(k, g £ 1) (3.2)
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~ o~

dove jy e j41 rappresentano le componenti dell’operatore 5 rispetto ad una base sferica,

definite in ([1.27]). Si definisce aggiunto di un operatore tensoriale, 1’operatore

T*(k,q) = (~1)*T(k, —q)' (3.3)
il quale € sempre un operatore tensoriale di rango k.
Dimostrazione. Utilizzando la definizione (3.3)) e la proprieta (3.1))
Lo T (k, )] = o, (=) T (k, )]
= —(=1)""W(=q)T(k, —q)" = haT"(k, q)
per cui soddisfa 'eq.(3.1]). Si puo dimostrare che esso soddisfa anche I'eq.(3.2]):
a1, T (k, ) = [j21, (= 1)F 9T (k, —q)]
= — (=15, T(k, —q)]f
i ~ (3.5)
= (=D k(K + 1) + g(—¢ F 1) T (k, —¢ F 1)
= h(k(k +1) — q(qg £ 1))/*T*(k,q £ 1)
[ |
Un operatore tensoriale irriducibile si dice autoaggiunto quando
T*(k,q) = T(k,q) (3.6)
Utilizzando la definizione (3.3]), si puo dimostrare che
T (k,q) = T(k.q) (3.7)
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Considerando due operatori tensoriali T\l(kl, q) e @(/{:2, ¢2) ¢ possibile definire per
ogni |ky — ko| <k < ky+ky, con q=—k,—k+1,....k — 1,k il loro prodotto tensoriale

k1 ko

f1®f2(k7Q): Z Z <k17k27Q17Q2|k:Q>ﬁ(kb%)@(k%%) (3.8)

q1=—k1 g2=—k2
dove il termine (kq, ko, ¢1, g2|k, ¢) € un coefficiente di Clebsch-Gordan. Per ogni valore di

k, la k-esima componente del prodotto T\l ® @(k‘, q) € un operatore tensoriale di rango

k.

Dimostrazione. Utilizzando la definizione (3.8 ¢ possibile calcolare

[307 j:l & @(ka q)]
ks ks

= |Jo, > > (ky, ka, 1, @2lk, @) Ty (kv 1) To(kz, 42)

q1=—k1 qg2=—k2
k1 ko

= Z Z (K1, ko, a1, qolk, q) [%;ﬁ(h;%)ﬁ(bﬂﬁ]

q1=—k1 q2=—k2
k1 ko

= Z Z <k1,k27Q1,Q2’k,Q>([50>ﬁ(k1,Q1)]@(k2,Q2)+7A11(k17Q1)[}0,f2(/€2,Q2)])

q1=—k1 q2=—k2
k1 ko

Z Z <k17k2>QI7Q2’k7Q> (h%ﬁ(kl,m)fz(kz,%)+TA1(]€1,Q1)71Q2T\2(7€2,(]2))

q1=—k1 q2=—k2
k1 ko

h Z Z (@1 + g2) <k17k?anaQ2|k7Q>ﬁ(kl)QI)@(k%qQ)

qg1=—k1 g2=—k2
k1 ko

h Z Z <k1ak2aQ17Q2|k7Q>Qﬁ(klaQ1)@(k2>Q2)

q1=—k1 q2=—k2

= hqTy @ Ty(k, q)

quindi 'operatore T, ® fg(k, q) soddisfa 1'eq.(3.1)).
A questo punto utilizzando 'eq.(3.2)) e la proprieta ((1.74)) & possibile calcolare
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Uﬂ:lyfl ® @(/ﬁ q)]
o~ kl k2 A~ ~
= |J=+1, Z Z <k1,/€2,Q17Q2|k7Q>Tl(k?h%)Tz(k%(h)

q1=—k1 go=—k2
k1 ko

. Z Z (1, ko, qu, @olk, @) [ers Tk, @) To (ke 2)]

qg1=—k1 Q2=*k2
k1
= Z Z (k1. k2, q1, 2|k, q)
q=—k1 g2=—k2

X (gil,ﬁ(/ﬁ, %)]T\Q(k% Q2) + fl(kla Ch)gﬂ,@(k% CJQ)])
k1

— Z Z (k1, k2, a1, @2lk, q)

q1=—k1 g2=—k2

x [A(ky (k1 + 1) — qu(q £ D)2 Ty k1, o £ D To(ko, 2)

+ Ty (ky,y q)h(ka(ky + 1) — qa(qe £ 1))2 Ty (g, go £ 1)]
k1£1 kot1
=h Z Z [(ky (k1 + 1) = qu(n F )2 (B koy @0 F 1, gl )

q1=—k1t1 go=—ka£1

+ (ko(ke +1) — ga(q2 F 1))1/2 (k1, ko, q1, g2 F 1|k, @]ﬁ(k’h Q1)T\2(/€27 Q)

=h Z Z (kv, k2, qu, qolk, g £ 1) (k(k + 1) — q(q £ 1))1/2ﬁ(k1>Q1)@(k27Q2)

@1 =—k1 g2=—k2
= h(k(k+1) = q(q £ 1))"*Ty © Ty(k,q £ 1)
(3.10)
Nel terzultimo passaggio e stato effettuato uno shift degli indici ¢; <> g1 F1 e ¢o <> g2 F 1:

questo e stato possibile perche cosi facendo si sono aggiunti solo termini nulli alla somma

in virtu delle regole di selezione dei coefficienti di Clebsch-Gordan (1.70)) e (1.71) . W

Vale la relazione:

(T @ To) (k,q) =T, ®Ty (k,q) (3.11)
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Dimostrazione. Per la def.(3.3)

(Ty © T2) (kyq) = (=1 (T © To) (k, —q)'

k1 ko t
= (_1)k_q ( Z Z (k1, ka2, g1, ol Ky —q) T1(k1,Q1)T2(k2,QQ))

q1=—k1 q2=—k2
k1 ko

= (—1)Fe Z Z (ky, k2, —q1, —qalk, —q) Ta(ka, —q2) ' T1 (ky, —q0)

q=—k1 qg2=—k2

k1 ko
= (=10 > T (=DM ke ko, g1, ol ) (3.12)

q1=—k1 qg2=—k2

X f2(k2> —Q2>Tf1(k1> _‘11>T

ki ko
= Z Z (ky, ko, qu, qolke, q) (=172 Ty (ko —go)

q1=—k1 qgo=—k2
X (= 1RO (ky, —qr)
= T2 ®T1 (k7Q>
dove si ¢ fatto uso della proprieta di simmetria dei coefficienti di Clebasch-Gordan

(k1, ko, —qu, —qolk, —q) = (1) %2R (kg ko, g1, gk, ). u

Considerando due operatori con lo stesso rango fl(k, q) e fg(k, q), si puo definire il

prodotto scalare tra di essi come 1’operatore
TieTh=Ti®T, (0,0) (3.13)

Esplicitamente puo essere espresso

k

LS Rk )Ttk 0)f (3.14)

(2k +1)12 =
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Dimostrazione.

T ® Ty (0,0)
k k R o (3.15)
= > > (kk g1, q00,0) Ty (k, ) (1) 2T (k, —go)
qg1=—k q2=—k
A questo punto utilizzando la proprieta dei coefficienti di Clebsch-Gordan
) (—1)ka
k,k 0,0) = 1l 1
< ) 7Q17612| ) > (2]€+1)1/2 (3 6)
si ricava
k k
) —1)ka ~
Y (%j 1)3/2 Ty 1) (— )Ty (k, — )1
nehes (3.17)
1
_ T
q=—k
[ |
Inoltre si puo osservare che
(LoD =TheTy (3.18)
Dimostrazione. Utilizzando il risultato (3.14)) posso calcolare
1 d T
T o To) — 2l 2l T
(Tl b T2> - ((2]{} n 1)1/2 Zle(k7Q)T2(k7Q) )
Z*‘ (3.19)
1 N . PO
— T
- (2]{? + 1)1/2 qZ_kTQ(k7 Q)Tl(ka Q) - T2 L4 Tl
|
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3.2 1l legame tra operatori covarianti per rotazione

ed operatori tensoriali

Gli operatori scalari

Per un generico operatore scalare A & possibile riscrivere la relazione ([2.56)) esprimendo
le componenti dell’operatore j su una base sferica (vedi ((1.27)), per cui si ottiene

~ o~

—,

~ -~

a1, Al =0 (3.21)

Allo stesso modo per un generico operatore tensoriale A\(O, 0) di rango 0, per le relazioni

(3.1) e (3.2)), si puo scrivere

A~ o~

[0, A(0,0)] =0 (3.22)

~ ~

[j+1, A(0,0)] =0 (3.23)

La proprieta di autoaggiunzione (3.6]) si traduce in
A(0,0)" = A4(0,0) (3.24)

per cui 'operatore tensoriale ¢ autoaggiunto nel senso ordinario.
Utilizzando questi risultati si puo dire che un operatore A € uno scalare se e solo se

I'operatore

~

A(0,0)=A (3.25)

€ un operatore tensoriale di rango 0. Inoltre Ae autoaggiunto solo quando 121\(0, 0) lo e,

come specificato precedentemente.

Dimostrazione. E banale osservare che se I'equazione (3.25) ¢ vera, allora le relazioni

(3.20)-(3-21)) e (3.22)-(3.23)) sono equivalenti. Avendo dimostrato questa relazione, la

proprieta di autoaggiunzione discende in modo naturale. [
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Gli operatori vettoriali

Per un operatore vettoriale V' posso introdurre le componenti espresse rispetto ad una

base sferica:

Vo=V, (3.26)
Vi =V il (3.27)

Utilizzando queste relazioni, posso riscrivere la legge di commutazione propria degli

operatori vettoriali, espressa nell’equazione ([2.69))

~

[jOJ %] =0

[50, Vﬂ] = +hVy,

[}ila ‘70] = ?hffﬂ (3.28)
E?'\il, ‘7:|:1] =0

gﬂ:la ‘7:F1] — +2hV,

Dimostrazione. Considerando la base sferica associata alla base ortonormale orientata

e;, utilizzando I'equazione ([2.65)) si ottiene

[faa‘?]:[ea',}ie -V]:ihea><e ‘/}
’ ’ ’ ~ (3.29)
= h<5a0ﬂ65 — 55()@6@ + 5_a5(a — 6)60) -V

Sostituendo nell’equazione trovata i diversi valori di o, = 0, &1 si trovano le relazioni

(3-28) m

L’operatore vettoriale Ve autoaggiunto quando

~ ~

Vi =V (3.30)

44



Vi=Va (3.31)

Dimostrazione. L’operatore ¢ autoaggiunto quando le sue componenti espresse rispetto

ad una base orientata ortogonale soddisfano XA/Z-T = V. Utilizzando le relazioni (13.26]) e
(3.27) si ottiene

V=i =T =1,
o (3.32)
V=i =Vl gV = Vi iV, =V

Utilizzando le definizioni (3.1)) e (3.2)), 17(1, q) con ¢ = 0,%1 ¢ un operatore tensoriale

di rango 1 se soddisfa

)
)

[j0> (1’0)] =0
Go, V(1, +1)] = £hV (1, £1)
Gar, V(1,0)] = 2Y25V(1, +1) (3.33)

A~ ~

(o1, V(1,£1)] =0

(a1, V(1,51)] = 2Y/2RV(1,0)
La proprieta di autoaggiunzione ({3.6)) si traduce in

V(1,0)f = —V(1,0)

N N (3.34)
V(L) =V (1,F1)
Per cui V & un operatore vettoriale se e solo se gli operatori
V(1,0) =iV} (3.35)
~ Fi o~
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costituiscono un operatore tensoriale di rango 1.
Se le relazioni precedenti sono soddisfatte, allora I'operatore Ve autoaggiunto solo

quando 17(1, q) lo &, nel senso tensoriale descritto in precedenza.

Dimostrazione. Si ipotizzi che 'operatore V sia un operatore vettoriale, per cui valgono
le relazioni di commutazione (3.26) e (3.27). Allora, 'operatore tensoriale di rango 1
definito da (3.35)) e (3.36) soddisfa le regole di commutazione

[0, V(1,0)] = i[jo, Vo] = 0
~ o~ )

o, V(1L £1)] = i3 l0, Vil = S35 Ver = £AV (1L, £1)

(o1, V(1,0)] = FihVi, = 220V (1, +1) (3.37)
~ 5 Fio~ 5

[j:i:l? V(17 il)] = m[]ila V:tl] =0

o~ o~ ~

. o~ 5 5 -
[, VL FD)] = 55001, Vi) = 212k = 2V20V (1,0)

L’operatore tensoriale ‘7(1, q) cosi definito soddisfa le relazioni di ed e quindi un
operatore tensoriale di rango 1. Con un procedimento analogo ¢ possibile dimostrare
che partendo dall’ipotesi che 17(1, q) sia un operatore tensoriale di rango 1 e che quindi
soddisfi le relazioni , gli operatori ‘A/O e \A/il, definiti nelle eq. e sono
le componenti di un operatore vettoriale vV espresse rispetto ad una base sferica. Si e
dimostrata in questo modo la relazione biunivoca tra operatori vettoriali e tensoriali di
rango 1.

A questo punto, supponendo che 'operatore V sia autoaggiunto, cioe che le sue

componenti sferiche soddifino le equazioni (3.30)) e (3.31)), con la definizione (3.3)) posso

calcolare
V*(1,0) = =V (1,0) = —(iVp)t = il = V(1,0)

L )T e (3.38)

V(1,0 = P50 = (557 ) = ¥ = P(L£)
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Per cui 'operatore 17(1, q) soddisfa le relazioni di autoaggiunzione mostrate nell’eq.
Allo stesso modo ¢ possibile dimostrare I'implicazione inversa: se 'operatore tensoriale
di rango 1 & autoaggiunto nel senso espresso da (3.34)), allora le componenti sferiche
dell’operatore vettoriale soddisfano le relazioni e e quindi I'operatore Ve

autoaggiunto. [

Gli operatori diadici simmetrici a traccia nulla

E possibile calcolare gli elementi di una diade simmetrica a traccia nulla esprimendone
le componenti rispetto ad una base sferica:
CA?oo = C533
Q10 = Q3 £ Qo (3.39)
@ilil = C511 - CT2\22 + 22@12
Le restanti componenti possono essere dedotte grazie alle proprieta di simmetria e an-
nullamento della traccia: Q\O:I:l = le + i@g,g = @13 + i@23 = @:l:l() e anche @il:pl =
@11 + Qgg = —@33 = —@00. E quindi possibile riscrivere le leggi di commutazione
in coordinate sferiche, che diventano
[0, Qoo] = 0
[0, Q10] = Q10
0, Qara1] = £20Quu111
[311, C500] = :F2h@i1o
(41, Q10) = FhQ 1141
[Eih @110] = $3h@i111
(a1, Qura] = 0

A~ ~

(1, Q11) = £4hQ10

(3.40)
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Dimostrazione. Si consideri una base sferica e, associata alla base ortonormale orientata

e;. Allora per 'eq.(2.81]) posso scrivere

~ ~

[604'3785'62'67]:ih(eaxeﬁ'é'ev—{_eﬁ'Q'eaXev)

= h[(éaoﬁeﬂ - 5500&6(1 + 5—aﬁ<a - 6)60> ) Q\ ceyt (341)
s Q- (Jaove, — 610080 + 0_ar(a —7)eo)]

~

A questo punto, tenendo condo del fatto che }a = e, 3 e @57 = e Q- e, si puo valutare
[jom Qﬁ’y] = h[éao(ﬁ + 7)@,87 - 5,800562047_

0,00Q g0 + 0—ap( — )Quy + 8—ar(a — 1) Q0]

Utilizzando questo risultato e variando i possibili valori «, 8,y = 0, %1 si dimostrano le

relazioni (3.40)) [

(3.42)

In termini di componenti sferiche, un operatore diadico simmetrico a traccia nulla e

autoaggiunto quando

Qoo " = Qoo (3.43)
Qi T = @110 (3.44)
Qi = @;1;1 (3.45)

Dimostrazione. Se I'operatore diadico ¢ autoaggiunto, significa che le sue componenti

espresse rispetto ad una base ortogonale soddifano @ij t = @w Quindi, utilizzando le

relazioni

C500 = C533 = C533 = C300

Q10 T = (@13 + i@zs)T = Qus " FiQus ' = Qus TiQus = @;10

@:tl:tl = (@11 - @22 + 22@12)Jr = C511 - @22 = 21@12 = Cijn - @22 + 2Z@\12 = @1111
(3.46)
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Se si introduce 'operatore tensoriale @(Z,Q) con ¢ = 0,41, £2 di rango 2, per le

definizioni (3.1) e (3.2)) le leggi di commutazione che le sue componenti soddisfano sono

[0, Q(2,0)] =

(o, Q(2, £1)] = £hQ(2, £1)

(o, Q(2, £2)] = £2hQ(2, £2)
(i1, Q(2,0)] = 6Y2hQ(2, £1)
(a1, Q(2, £1)] = 2hQ(2, £2)

(2,
(2,+1)
(21, Q(2, F1)] = 61/%@(2 0)
(11, Q(2,£2)] =
)

(a1, Q(2, F2)] = 20Q(1, F1)

La proprieta di autoaggiunzione ({3.6)) si traduce in

@(27 O)T = @(27 0)
Q2,£1)" = —Q(2,¥1)
@\(2’ :|:2)T = @(27 :FQ)

(3.47)

(3.48)

Per cui si dira che @ ¢ un operatore diadico simmetrico e a traccia nulla se e solo se

gli operatori

costituiscono un operatore tensoriale di rango 2.

R 31/2
3(2,0) = ~5;0u

Q(2,+1) = +Qu19

~ 1 ~
Q(27 12) = _§Qj:1:t1

)

(3.49)

Se questo viene soddisfatto, allo-

ra 'operatore @ e autoaggiunto solo quando @(Q,q) lo e nel senso tensoriale appena

descritto.
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Dimostrazione. Sisupponga che I'operatore @ sia diadico simmetrico e a traccia nulla, ne

segue che le sue componenti sferiche soddisfano le relazioni (3.39). Per cui se si considera

I'operatore tensoriale di rango 2 definito in (3.49)), esso soddisfa le leggi di commutazione

o~ /2

(0. 0(2,0)] =~ o, Qo] = 0
(o, Q(2,+1)] =

(o, @(2,%2)] = — 5 o, @1, £1)] =

31/2

711, Q(2,0)] = 5 [, Quo] =

41, Q(2,+1)] =

+[ju1, Q:I:IO] =

= :F[?ﬂ, @110] =

[;Oa @ilo] = ﬁ@ﬂo = :tﬁ@(Q, +1)

FhQuirs1 = izh@@a +2)

31/2

21/25Qi10 = 6'/2 hQ( +1)

(3.50)

—hQ4111-2hQ(2, +2)
—3hQuo = 6"2hQ(2,0)

[/j\ﬂ:h@(zj:Q)] = _%B\il,@ilil] =0

[21,Q(2, 72)] =

1. -
—§[J11,Q113F1] =

313271@110 = 2h@(17 1)

Si puo vedere cosi che 'operatore soddisfa le leggi di commutazione (3.47)) e rappresenta

quindi un operatore tensoriale di rango 2. Con un procedimento del tutto analogo e possi-

bile dimostrare I'implicazione inversa, cioe che se si considera un operatore tensoriale che

soddisfi le leggi di commutazione ([3.47)), allora gli operatori definiti in (3.49)) soddisfano

le relazioni ([3.40)) e sono quindi le componenti sferiche di un operatore vettoriale.

Supponendo ora che 'operatore diadico simmetrico a traccia nulla @ sia autoaggiun-

to: questo implica che le sue componenti sferiche soddisfano le relazioni (3.46]). A questo

punto utilizzando la definizione ((3.3))

1/2
02,0 =270
—Q2,F1) = £Q10 T
~ 1~
Q(QFFQ)T = —§Q¢1¢1

= +Qu10 = Q(2,£1)

= _§Q:I:1:I:1 =

50

31/2 R
21/2 QO Q(270)

(3.51)

Q(2,+2)



Questo implica che anche le componenti dell’operatore tensoriale sono autoaggiunte,
come espresso dalla relazione . Con lo stesso ragionamento si dimostra 'impli-
cazione inversa, assumendo cioe che 'operatore tensoriale di rango 2 sia autoaggiun-
to nel senso espresso dalla , allora le componenti definite da soddisfano
le regole di commutazione : questo significa che anche l'operatore diadico @ e

autoaggiunto. [ |

In virtu della relazione tra operatori rotazionalmente covarianti e operatori tensoriali

¢ possibile generalizzare tutte le operazioni tra di essi descritte nel capitolo precedente.

e Siano A e V un operatore scalare ¢ vettoriale rispettivamente e A(0,0) ¢ V(1,¢) i

rispettivi operatori tensoriali di rango 0 e 1. Allora
A®V(1,q) = (AV)(1,q) (3.52)
V®A(lq) = (VA)(Lq) (3.53)

sono gli operatori tensoriali di rango 1 associati al prodotto AV e VA,

Dimostrazione. Come dimostrato nel capitolo precedente, i prodotti AV e VA
rappresentano operatori vettoriali.Considero il prodotto AV: le sue componenti
espresse rispetto ad una base sferica sono
(AV), = AV,
. L (3.54)
(AV):tl — AVﬂ
Per le definizioni (3.35)) e (3.36]), gli operatori che costituiscono 1'operatore tenso-
riale ad esso associato sono
(AV)(1,0) = iAVy
PN N (3.55)
(AV)(1,£1) = —
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Utilizzando la definizione (3.8) posso calcolare

1
Ao V(L) =Y (0,1,0,¢]1,¢) A0,0)V(1,¢) (3.56)

q'=-1

Esplicitandone le componenti
A®V(1,0) = (0,1,0,01,0) A(0,0)V(1,0) = A(0,0)V(1,0) (3.57)

A V(1,41) = (0,1,0,£1|1,£1) A(0,0)V (1, +1) = A(0,0)V(1,+1)  (3.58)

A questo punto, esprimendo A(0,0) e V (1, ¢) con le relazioni (3.25) e (3.35)-(3.30)

si ricava
A®V(1,0) =iAV,

Fi
9172

(3.59)

A V(1,+1) = —— AV,

confrontando i risultati ottenuti, si dimostra quanto asserito. Con lo stesso proce-

dimento si dimostra la stessa relazione anche per I'operatore V A. [

Se si considerano due operatori vettoriali X e Y e i relativi operatori tensoriali di

rango 1 )?(1, q) e 17(1, q), si ottengono le seguenti relazioni

X ®Y(0,0) = ﬁ(?{ -Y)(0,0) (3.60)
X®Y(l,q) = ﬁ(}? < Y)(1,q) (3.61)
X®Y(2,q) = (XoY)29q) (3.62)

dove nei membri di destra compaiono gli operatori tensoriali di rango 0, 1 e 2

associati ai prodotti X . l/}, XxYeXoY.
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Dimostrazione. Come dimostrato precedentemente, il prodotto X - Y ¢ un opera-
tore scalare ed e possibile esprimerlo come combinazione delle componenti sferiche

dei due operatori

A~

—~ 1 —~ ~ A~ A~ A~ A~
X Y = §(X—1Y+1 + X11Y1) + XY (3.63)

Per quanto dimostrato in questa sezione, e possibile associare a questo prodotto

un operatore tensoriale di rango 0

~

~ 1 ~ ~ o~ ~ o~
(X . Y)(O, O) = E(X_1Y+1 + X+1Y_1) ‘I— X()Y() (364)

Considerando il prodotto tensoriale definito in (3.8) tra i due operatori di rango 1

X(1,9) e Y(1,q)

1 1
XeY(0,00= > > (1,1,41,¢00,0) X(1,01)Y (1, 0) (3.65)

gi=—1gq2=-1

piu esplicitamente:

X ®@Y(0,0)=(1,1,-1,41[0,0) X (1, —1)Y (1, +1)
+(1,1,41,—1]0,0) X (1, +1)Y (1, 1)

+(1,1,0,0]0,0) X (1,0)Y(1,0)
1

=5 —(X(1,-DY(1,41) + X(1,+1)Y (1, —1) — X(1,0)Y (1,0))

(3.66)

Partendo da questo risultato ed esprimendo X (1,q)e }A/(l, q) in termini di )A(O, X1 YoV

utilizzando le relazioni (3.35]) e (3.36)) si ottiene

1
2. 31/2

Confrontando questo risultato con (3.64) si ottiene la relazione (3.60)).

X ®Y(0,0) = (X1 Vi + XYooy +2X,Y) (3.67)
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Come dimostrato in precedenza il prodotto X xY tra operatori vettoriali ¢ a sua
volta un operatore vettoriale e posso esprimerlo nella forma

5(\ X i} = —%()?0?_1 — )/(\V_l%)e_,_l

P A (3.68)
— §(X—1Y+1 — XY 1)eo + 2(XOY+1 - X+1Yb)
Da questo risultato posso ricavare le componenti sferiche del prodotto
A i~ o~ ~ A~
(X xY) = §(X_1Y+1 — X1Y) (3.69)
()? X ?):I:l = :ti()?o?il — )?:I:l}/}()) (370)
Utilizzando le relazioni (3.35)) e (3.36)) si ricavano
PN 1 ~ ~ PR
(X X Y)(l, 0) = §(X,1Y+1 — X+1Y,1) (371)
(X x Y)(1,£1) = i (XoYii — X11Yp) (3.72)
A questo punto si puo calcolare il prodotto tensoriale
X®Y(1,q) Z Z (1,1, q1, g1, ) X (1, )Y (1, go) (3.73)
a=-1g=-1
o in modo esplicito
X®Y(1,0)=(1,1,—1,+1]1,0) X (1, —=1)Y (1, +1)
+(1,1,41, —1]1,0) X (1, +1)Y (1, 1)
(3.74)
+(1,1,0,0[1,0) X (1 O)Y(l,O)
1 . . . .
21/2( X(1,-D)Y(1,+1) + X(1,+1)Y (1, -1))
X @Y (1,+1) = (1,1,+1,0[1,41) X (1,£1)Y(1,0)
+(1,1,0, 1|1, £1) X(1,0)Y (1, £1) (3.75)

+1

=512 —(X(1,£1)Y(1,0) — X(1,0)Y (1, £1))
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A questo punto, esprimendo f(l,q) e }7’(1,(]) in termini di fo,)?il,%,?ﬂ per
mezzo delle relazioni (3.35)) e (3.36]) si ottiene

-~ - 1
XeY(1,0) =55 (X 1V — XYy (3.76)
PO 1 o~ ~ PN
X @V(1%1) = —5(XoVir — X1 ¥0) (3.77)

Confrontando questo risultato con (3.71)-(3.72) si ottiene la relazione (3.61)).

Nel capitolo precedente e stato introdotto il prodotto diadico simmetrizzato senza

traccia tra due operatori diadici. Questo prodotto puo essere espresso

1A 1 o~
XoY = ZX—1Y—1€+1€+1 + Z(X_IYO + XoY_1)(e41€0 + €per)
1 5 = PPN a1 1
+ E(X—lyﬂ + XY, — 4X0Y0)(Ze+1€4 +e-1€m— eoeg)  (3.78)

PP 1.
+ Z(XHYO + XoYi1)(e_1e0 +epe_q) + ZX+1Y+1€—18—1

Da questa relazione posso calcolare

o 1 ~ -~ SN o
(X oY) = —E(X—1Y+1 + XY —4X0Y)) (3.79)
PO 1~ N mm
(X oY)t = §(Xﬂ:1YE) + XoY41) (3.80)
(X oY )iiar = XV (3.81)

Da qui, utilizzando le relazioni ([3.49) si possono esplicitare gli operatori che com-
pongono l'operatore tensoriale di rango 2 associato al prodotto XoY:

1

(X 0Y)(2,0) = 2_—61/2()?_1321 + XY —4XY) (3.82)
~ o~ +1 ~ ~ ~ ~
(X O Y)(Q, :|:1) = T(X:HYE) + X()Y:H) (383)
~ o~ 1~ =~
(X e} Y)(Q, j:?) = —§X:|:1Y:|:1 (384)

A questo punto si puo calcolare il prodotto tensoriale

)/(\' }A/ 2 q Z Z 1L, q, C_I2’2 Q> (1 Ch)?(l,(h) (3-85)

q=—1q2=-1
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o in modo esplicito

X ®Y(2,0)=(1,1,-1,+1[2,0) X (1, =1)Y (1, +1)
(1,-1)
1,0) (3.86)

-~

+(1,1,+1,-1[2,0) X (1, +1)Y

1~

+(1,1,0,0[2,0) X (1,0)Y(

X(1,+1)Y(1,-1)

+2X(1,0)Y(1,0))

X @Y (2,+1) = (1,1,+1,0[2,+1) X (1,+1)Y(1,0)

~

+(1,1,0, 412, £1) X (1,0)Y (1, £1) (3.87)
_'_

+1 s o~

(X(1,£1)Y(1,0) + X(1,0)Y (1, £1))

fry W
X @Y (2,42) = (1,1, +1,£1]2, £2) X (1, £1)Y (1, £1)
R R (3.88)
= X(1,£1)Y(1,£1)
A questo punto, esprimendo f(l,q) e }//\'(1,(]) in termini di fo,)?il,%,?ﬂ per

mezzo delle relazioni (3.35)) e (3.36]) si ottiene

~ o~ 1 ~ o~ ~ o~ ~ ~
X ® Y(Q, O) - —2.—(31/2(X_1Y+1 + X+1Y_1 - 4X0YE)) (389)
~ o~ +1 ~ ~ ~ ~
X®Y(2,+1) = T(XﬂYO + XoYi1) (3.90)
o o~ 1~ ~
X @Y(2,42) = =5 X1 V) (3.91)

Confrontando questo risultato con (3.82)-(3.84) si ottiene la relazione (3.62)). W

e Se si considerano gli operatori g, B scalari, X , Y vettoriali e ﬁ, S diadici simme-
trici a traccia nulla e i loro rispettivi operatori tensoriali di rango 0, 1 e 2: E(O, 0),

B(0,0), X(1,q), Y(1,q), R(2.q) e S(2.q), allora

AeB = ABf (3.92)



~ o~ 1 ~ ~
XoY:WX-YT (3.93)
~ o~ 1 ~ ~

ReS=cpR- il (3.94)

Dimostrazione. Per le equazioni e ponendo k = 0 si ricava
Ae B = A(0,0)B(0,0) (3.95)
per la relazione (3.25)), segue che
Ae B = ABf (3.96)

I'eq. (3.92) & cosi dimostrata.

Ora, ponendo k£ = 1 si ottiene

~ o~ 1 -~ ~ ~ ~ ~ ~
XeY = M(X(l,nLl)Y(l, +1)T+ X(1,00Y(1,0)" + X (1, -1)Y (1, -1)") (3.97)

per le relazioni (3.35) e (3.36]) segue che

~ A~ 1 > 5 Ky - >
Xeol = 2-—31/2(X+1Y+1 T+2XoYo T+ X,V ) (3.98)

che per le proprieta di autoaggiunzione degli operatori vettoriali diventa

o 1 ~ ~ - ~ 1 ~ -~
XeV = 2_—31/2()<+1Y_T1 +2XoY + X V) = S X Y'! (3.99)

I'eq. (3.93) & cosi dimostrata.

Infine, ponendo k = 2 si ottiene

— (R(1,42)5(1,+2) T+ R(1, +1)S(1, +1) |

+ R(1,0)5(1,0) '+ R(1,-1)5(1, 1) T+ R(1,—-2)5(1,-2) 1
(3.100)
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Per le relazioni (3.49)) segue che

1
22 . 51/2

+ 4§_10§i10 + E—l—lé\il—l)

~

ReS = (§+1+1§L+1 + 411A3+10§110 + 611?005;80

(3.101)

A questo punto, sfruttando le proprieta di autoaggiunzione degli operatori diadici

simmetrici a traccia nulla si ottiene

~ o~ 1 ~ ~ o o~ ~ -~
Re S ZW(R+1+1ST_1_1 —+ 4R+105T_10 —+ 6R008§0
2eplEt L (3.102)
+ 4R—105110 + R—1—1811+1) - WR .St
I'eq. (3.94) & cosi dimostrata. |
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Capitolo 4

Il teorema di Wigner-Eckart e le sue

applicazioni

Un risultato che discende dalla teoria degli operatori tensoriali, spesso usato in meccanica
quantistica ¢ il teorema di Wigner-Eckart.

Sia T\(k, q) un operatore tensoriale di rango k rispetto al momento angolare 3 e siano
la, j, m) multipletti di autoket comuni per gli operatori 32 e jo distinti dai numeri quantici

a. Vale la seguente relazione

QY —
(2]/ ‘I_(]_)L'/z <]/7m/|]7 k7m7Q> (41)

(i, m!| T(k,q)|a,j,m) =

dove (j',m'|j, k,m,q) ¢ un coefficiente di Clebsch-Gordan e <a’,j’||f(k)||a,j) ¢ detto
elemento di matrice ridotto dell’operatore tensoriale T\(kz,q), il quale dipende solo da
a,a,j,j ek.

Questo risultato mostra che la dipendenza del valore (da’, ', m/| f(k,q) la,j,m) da
a,m' e ¢ ¢ completamente determinato dalla simmetria rotazionale del sistema, cioe da

un opportuno coefficiente di Clebsch-Gordan.
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Dimostrazione. Dalle proprieta e discende che
ha (', j',m!|T (k. q) la. j,m)
= (d', j',m'| hgT (k,q) [a, j,m) = (a, §', | (o, T, @)] |a, 5, m) (12)
= (3", GoT (k. q) |a. G.m) — (a', §'. /| T (k. 0)jo |a. j.m)
=t (o, §', | Tk, q) |a, j.m) — (o, 5", /| T(k. q) |a, j,m) hm
per cui
(a5, m'| T(k, q) |a, j,m) (m + q) = m’ (d, 5/, m| Tk, q) |a, j,m) (4.3)
Allo stesso modo utilizzando l’eq. e la proprieta posso calcolare
hk(k +1) = (g = D)2 (', '/ | T(k,q 1) |a, j,m)

d,j',m'| A(k(k +1) = q(q + 1)*T(k,q £ 1) [a, j, m)

A~ A~

!/

=
= <CL 7j/am/| [j:tlaT(k:7Q)] |CL,j, m>

4.4
= (d, 5", m/| G T(k, ) |a, j,m) = (d, 5/, m/| T(k, @)1, |a, j,m) Y
=B (§" + 1) = m'(m F 1)V o F 1 T(k,q) |a, j,m)
—(a',§",m/| T(k,q) |a, j,m £ 1) h(j(j + 1) — m(m £ 1))"/>
per cui
(7' + 1) = (m F 1) (', f',m! F 1 Tk, q) |a, j,m)
= {d, ' m'| T(k,q) Ja.g,m = 1) (GG +1) = m(m £ 1)) (4.5)
(@, | Tk, g £ 1) a, .m) (k(k + 1) = qlq £ 1))

Osservando queste relazioni & possibile notare che il valore (@', j', m/| f(k, q) |a,j,m)
soddisfa delle relazioni analoghe a quelle dei coefficienti di Clebsch-Gordan e .
Per cui, come per i coefficienti, si pud pensare che (da’, 7/, m/| T\(k, q) la, j,m) sia propor-
zionale ad un unico valore (d’,j’, j'| T\(k:,j’ — J)la,J,7) per mezzo di opportuni fattori

moltiplicativi. Rendendo esplicita I'indipendenza da m e m’, posso valutare il rapporto:

(@' | Tk, @ la,gm) _ (@5 F1T (k.S =) lags) _ (@ ST Ras) o

<j,7m,|j7k7m7q> <j,7j,|j7k7j7j,_j> (2~]/+1)1/2
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ed ¢ cosi dimostrato il teorema (4.1)). [

Ne segue che, in virtu delle regole di selezione valide per i coefficienti di Clebsch-
Gordan, l'elemento di matrice (d’,j", m/| T(k,q) |a,j,m) sara nullo quando non viene
soddisfatta la relazione

-Fl<k<j+y (4.7)

o la relazione

!/

g=m —m (4.8)

Dal teorema di Wigner-Eckart discende una semplice espressione per gli elementi di
matrice del prodotto scalare tra tensori di rango k, ﬁ(k:, q) e fg(k, q), definito in (3.13])

rispetto ad una base ortonormale |a, j, m) di autoket comuni per gli operatori }2 e ;0:

. T T . <CL/,jHT1.T2||CL,j>
(a5 ,m| Ty @ Ty |a,j,m) = OESE i iOms m (4.9)

dove (d', j| Ty & Tol|a, j) = (d, j| Ty  T5(0)||a, ).

Dimostrazione. Applicando il teorema (4.1]) e utilizzando la relazione (3.13]),

o wR e O .
<a,7]/am/|T1 .TQ |a7]7m> = < / H(Q} + 1§1</2)H j> <]/am/|]707ma0> (410)

Per le regole di selezione (1.70) e (1.73) e Iidentita (j,m|j,0,m,0) = 1 si deduce che

(4,m'|7,0,m,0) = 07 j6ms m. Da cui discende la relazione (4.9) [ |

Per le relazioni (3.35) e (3.36)), ¢ possibile generalizzare al caso tensoriale anche

I'operatore momento angolare 3, il quale e un operatore vettoriale:

J(1,0) = ij (4.11)
-~ F1~
j(1,+1) = o1/2J%1 (4.12)
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Introducendo a questo punto gli operatori tensoriali di §k(k,q) con k = 0,1,... cosi
definiti
S0(0,0) =1 (4.13)

~

1~ 4 a5 -~
Sk(k,q) = 5(] ® Sk-1(k,q) + Sk—1 ® j(k,q)) (4.14)

e indicando con |a, j,m) la base ortonormale comune agli operatori j2 e jo, i cui elementi
sono distinti dal numero quantico a, per ogni operatore tensoriale irriducibile T'(k, ¢) vale
il teorema della proiezione:

(@, J[IT @ Sklla, j)

; " a,§,m'| Si(k,q)|a, j,m 4.15
@ i15ee Sl ) (@ m1 Suk.q) la.dom) - (4.15)

<a7j7 m/’ j:‘(k7Q) ’a7j’ m> =

dove gli elementi di matrice che compaiono nel membro di destra sono definite da .

Questo risulato permette di calcolare in modo semplice gli elementi di matrice degli
operatori rotazionalmente covarianti rispetto ad una base ortonormale |a, j, m) di autoket
comuni per gli operatori 32 e jj\o. Siano E, Ve Q un operatore scalare, vettoriale e diadico

simmetrico a traccia nulla rispettivamente, allora valgono le relazioni

<CL,j, m/| A\|a7j? m> - <a’7j7 mO’ A\’a7j7 m0> 5m’,m (416>

<CL,j, m0| ‘7 J |a,j,m0>
W30+ 1)

(a,j,m/| V']a, j,m) = (a,j,m'| g la, j,m) (4.17)

. b . 3 <CL] mO|QA"3;|aj m0> . -~ = .
/ »J) rJ /
a,j,m'|Qla,j,m) = S HAi( — a,j,m|jojla,j,m (4.18)

dove myq € un generico valore tra quelli permessi per il numero quantico m.
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