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Sommario

In questa tesi studiamo come lo spin macroscopico della materia possa trovare una giu-
stificazione geometrica nel tensore di torsione e quali siano le implicazioni dovute alla
presenza di un fluido con spin in cosmologia, in particolare se possa giustificare almeno
in parte ’espansione dell’'universo attuale e se possa risolvere il problema della piattezza
dell’universo. In primo luogo studiamo la derivata covariante senza ipotizzare simme-
tria dei coefficienti della connessione affine. Descriviamo la cinematica di particelle test
nel formalismo 143 e ricaviamo ’equazione di Raychaudhuri. Dopodiché introduciamo
I’azione di Einstein-Cartan da cui deriviamo le due equazioni di campo. Da queste rica-
viamo la cinematica in un universo di Einstein-Cartan. In seguito introduciamo il fluido
di Weyssenhoff e, facendo alcune assunzioni sulla natura del fluido di spin (irrotazionale e
a taglio nullo) e dell’universo (omogeneo e isotropo), otteniamo l’equazione di Raychau-
dhuri per un fluido di spin, analoga a quella del modello di Friedmann-Robertson-Walker
classico. Successivamente introduciamo il formalismo Hamiltoniano per valutare le con-
dizioni di espansione al tempo attuale sui parametri di densita e vediamo che il contributo
richiesto allo spin per giustificare ’espansione € elevato rispetto a quanto misurato dai
dati delle supernovae Ia e dalla radiazione cosmica di fondo. Poi studiamo il problema
della piattezza osservando come la presenza del fluido di spin prevenga la formazione del-
la singolarita iniziale, grazie al fatto che I’espansione inizia a t; quando I'universo ha un
raggio finito a,, = 9 x 10~%m. Allo stesso tempo la presenza del fluido di spin giustifica la
piattezza attuale grazie al parametro di densita di spin Qg = —8.6 x 10~7°, evitando 1'u-
tilizzo dell’inflazione cosmica. Tuttavia nuove problematiche si aprono nell’interpretare
cio che accade negli istanti precedenti ¢y in cui 'universo si sta contraendo.
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Capitolo 1

(GGeometria Differenziale con Torsione

Il nostro interesse primario ¢ sviluppare una nozione intrinseca di curvatura che sia
indipendente dalla varieta che stiamo considerando. Per fare cio é necessario introdur-
re una struttura addizionale alla varieta, la connessione. In particolare il concetto di
connessione risulta necessario poiché le derivate parziali non si comportano bene co-
me tensori. Infatti, il concetto di connessione ci permette di definire una derivata che
non dipende da un particolare sistema di riferimento: la derivata covariante. Dalla sua
definizione é naturale costruire il concetto di trasporto parallelo. Infine, confrontando
vettori trasportati parallelamente lungo percorsi diversi possiamo introdurre il concetto
di curvatura intrinseca.

1.1 Connessione affine e trasporto parallelo

Definiamo quindi una connessione nel punto p della nostra varieta M [1| come una
applicazione che associa ad un vettore X in p un operatore differenziale V. Quest’ultimo
operatore Vy mappa un arbitrario campo vettoriale Y, definito in un opportuno intorno
di p, in un vettore VY in p. Chiediamo inoltre che siano soddisfatte le le seguenti
proprieta:

e VY ¢é un tensore nell’argomento X, ovvero per ogni funzione f, g continua e per
i campi vettoriali X,Y,Z abbiamo:

VixsoyZ = [VxZ+ gVyZ; (1.1)

e VY ¢ lineare in Y, ovvero per ogni campo vettoriale Y,Z e o, 8 € R:

Vx (@Y + BZ) = aVxY + VX Z; (1.2)

e per ogni funzione f continua e campo vettoriale Y

Vi (fY) = X (/)Y + fVxY. (1.3)
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Quindi chiamiamo VY la derivata covariante di Y nella direzione di X al punto p
rispetto alla connessione affine V e dalla (1.1) possiamo definire VY la derivata cova-
riante di Y, senza specificare la direzione nella quale facciamo la derivata. Questa sara
un tensore di tipo (1,1) che quando contratto con il campo vettoriale X dara il vettore
VY.

Abbiamo anche la seguente proprieta che deriva direttamente da (1.3):

V(Y)=df ®Y + fVY. (1.4)

Una connessione su tutta la varietd M ¢ una mappa che ad ogni punto associa la
connessione definita in tale punto e in modo che se Y ¢ un campo vettoriale, VY ¢ un
campo tensoriale di tipo (1,1).

Se prendiamo ora una base vettoriale e, e la sua duale e in un intorno ¢, indicando
le componenti della derivata covariante con il simbolo Yb;a , vale che

VY = Y’;’a e, ®e’. (1.5)

Esprimendo il campo vettoriale Y in componenti abbiamo che VY = V (Y¢,) e
dalla (1.4) possiamo scrivere

VY =V (Y%, =dY“®e, + Y Ve.. (1.6)

Se definiamo Ve, come

Ve, =1" e"®e, = Ve €. = I’ e, (1.7)

c

possiamo scrivere la derivata covariante di Y in coordinate come
b b b
Y., =0, Y’ +1I",Y" (1.8)

[ coefficienti T'® , sono i coefficienti della connessione affine. Le regole di trasforma-

a

zione di I'’,,, determinate dalle (1.1) - (1.3), ci mostrano come I'’,, non sia un tensore.
Tuttavia, per come abbiamo definito la derivata covariante e i coefficienti I'’,,, la somma
diT®,, e di 9,Y" (1.8) invece si trasforma come un tensore. |2]
Riscrivendo (1.8) come
b b_ b
Yl —9,Y" =T, V", (1.9)

possiamo vedere che i coefficienti della connessione affine ci dicono quanto differiscono
la derivata direzionale standard 9,Y" e la derivata covariante Y%, in un certo intorno
della varieta M.

La nozione di derivata covariante puo essere estesa a un tensore qualsiasi T tenendo
conto che:

e se T & un tensore di tipo (k,1) allora VT & un tensore di tipo (k,1+1)
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e V ¢ lineare e commuta con le contrazioni
e per ogni campo tensoriale S, T possiamo estendere la regola di Leibnitz come

VES®T)=VS®T+S® VT, (1.10)

e vale per ogni funzione f

Vf=df. (1.11)
Possiamo scrivere in componenti VT come

(th)amde... — Ta...d

g e...g;h»

(1.12)

da cui sege facilmente che
Vv, e“=-TI°,.¢e" (1.13)

A questo punto possiamo definire facilmente il trasporto parallelo di un vettore lungo
una curva y(x) con z € [a,b]. Seguendo formalmente [3] dato un campo vettoriale V su
M, possiamo definire la sua derivata covariante lungo v(x) come

DV
Diciamo che il campo vettoriale V ¢ trasportato parallelamente se Vz € [a, 0]
DV
—(x) =0. 1.15
@) (1.15)

L’equazione in coordinate si riduce a un equazione differenziale al primo ordine che
ha una unica soluzione. Inoltre, é possibile dimostrare che esiste un isomorfismo di spazi
tangenti

P T, M—T, M (1.16)

RO
che, dato I'unico campo vettoriale V trasportato parallelamente lungo v, associa al
vettore V, il vettore V,. Questa mappa definisce il trasporto parallelo di vettori lungo
una curva .
Data una curva chiusa A : [0,1] — M, A(0) = A(1) = =z, il trasporto parallelo
definisce una mappa

R, : T, M—T, M, vV,— P,V,. (1.17)

In uno varieta Euclidea o Minkowskiana abbiamo sempre che P,V = V. ma questo
non € vero in una varieta qualsiasi. Questo ci portera successivamente alla definizione
del tensore di curvatura.

'Da qui in poi per semplicita indicheremo Ve} con V,,
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1.2 Compatibilitd Metrica

Dalla definizione che abbiamo dato di derivata covariante, non esiste una derivata
predefinita e sono possibili molte scelte che soddisfino le proprieta (1.1) — (1.3). Tutta-
via, per i nostri scopi, la nostra varieta M ¢é dotata naturalmente di un tensore metrico
g e questo ci permette di fare una scelta ben precisa della derivata covariante facendo
un’assunzione naturale rispetto alla metrica: dati due vettori v® e w® trasportati paral-
lelamente lungo una curva -y, richiediamo che il prodotto scalare indotto dalla metrica
g, ovvero guv®v®, sia costante. Questo si traduce nella condizione:

XV o (grev*w®) = 0 = X wV, gy = 0, (1.18)

dove abbiamo usato la regola di Leibnitz e il fatto che i due vettori v* e w® siano

trasportati parallelamente, ovvero V,0° = V,w® = 0. Poiché questa condizione deve
valere in generale per qualsiasi curva e qualsiasi vettore v® e v°, otteniamo la condizione:

vagbc = 07 (119)

che é detta compatibilitd con la metrica. Con questa connessione, il trasporto pa-
rallelo di vettori preserva sia il prodotto scalare definito da g sia la lunghezza dei
vettori.

Vogliamo ora capire quali sono i vincoli su I'’, . dovuti a questa condizione. Prendendo
spunto da [2] e da [4] senza alcuna assunzione di simmetria di ', da (1.19) abbiamo:

vdgbc = adgbc - Febdgec - Fecdgbe =0, (120)

da cui?
Leba + Lved = OaGpe- (1.21)

Permutando gli indici otteniamo altre due equazioni:

Ceay + Lach = Obgac, (1.22)

Lave + Dpae = OcGas. (1.23)

Sommando (1.23) e (1.22) e sottraendo (1.21) e alzando gli indici otteniamo 3 *:

1 a a a C
59 " (Ove + Ocap — Oagne) = T — (D + Lofa) + Lefa)) - (1.24)

2Nonostante I'¢,; non sia un tensore, per comodita e semplicita di scrittura useremo l’abuso di
notazione per cui I'cpq = I} ;9

3Indichiamo con le parentesi quadre in Fa[bc] la parte antisimmetrica dei coefficienti della connesione
affine.

4In questo caso ¢ lecito parlare di indici tensoriali poiché la differenza dei coefficenti della connessione
affine é un tensore.
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Definiamo quindi il tensore di torsione (vedi in [4], [5], [6], [7], [8])
I abc — I‘acb
2 )
il quale é antisimmettrico per definizione. Pertanto otteniamo una espressione per i
coefficienti della connessione affine:

Sabc - Fa[bc] - (125)

Fabc = f‘abc + Kabw (126)

dove abbiamo definito il tensore di controtorsione K¢ _ come

Kabc = Sabc +Sbca+scba (127)

Questo tensore soddisfa alcune identita algebriche (utili nei calcoli che svilupperemo):

Ka[bc] = Sa[bc] + S[bc]a + S[cb]a = Sabc' (128>
Il fatto che il tensore di torsione sia antisimmetrico negli ultimi due indici significa
che 5¢, = —S%, e che S%4" = 0. Pertanto esiste un’unica contrazione non banale del

tensore di torsione che definisce il vettore di torsione:

S, =5, =-5°,. (1.29)

Le contrazioni del tensore di controtorsione (1.27) danno luogo ad alcune relazioni
standard:

K, =28, (1.30)
K%, =0, (1.31)
Kb = —25°, (1.32)

1.3 Tensore di torsione

Spendiamo qualche parola in pit per capire il significato geometrico del tensore di
torsione S%,.

Possiamo definire il tensore di torsione mediante campi vettoriale e indipendentemen-
te dal sistema di riferimento come [9] °

S(X,Y) = —%(VXY—VYX— X, Y)). (1.33)

°In questa trattazione cambiamo di segno al tensore S
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che in coordinate (in una base olonoma [e,, e,] = 0) e tenuto conto di (1.7) diventa

1 1
Sabce = _5 (vbec - Vceb> = _5 (Facb - Fabc) €y =
1
= 5 (Fabc - 1—‘acb) €a> (134)

a

che coincide con la definizione di 59, data precedentemente.

Per visualizzare il significato di S%,, prendiamo due vettori up,vp al punto P e
trasportiamo parallelamente il primo lungo la direzione del secondo e viceversa, otte-
nendo due nuovi vettori: ug% e Vg. Vediamo dalla figura (1.1) che nel caso questo
parallelogramma infinitesimo non si chiudesse, la connessione affine sarebbe dotata di

torsione. [6] [10]

Figura 1.1: Vediamo come la torsione possa avere una interpretazione geometrica nella
mancata chiusura di parallelogrammi infinitesimi (R e Q sono molto vicini a P). In questo
caso T(u,v) = —2S(u,v).

1.4 Curvatura, Tensore di Riemann-Cartan e equazio-
ni di Bianchi

Come abbiamo appena visto, in generale, se prendiamo due vettori u e v e li traspor-
tiamo parallelamente uno rispetto all’altro, non & detto che sia sufficiente considerare il
vettore [u, v] per chiudere il loop. Cosa succede se prendiamo ora tre vettori, u, v, z? [11]

Consideriamo sempre il parallelogramma che abbiamo costruito nel paragrafo prece-
dente. Trasportiamo il terzo vettore z in due modi diversi: o lungo il percorso u — v
o lungo il percorso v — u. Vediamo dalla figura (1.2) che otteniamo in generale due



1.4. Curvatura, Tensore di Riemann-Cartan e equazioni di Bianchi 8

vettori differenti la cui differenza ¢ misurata da un vettore R(v, w)u. In particolare R
¢ il tensore di curvatura di Riemann.

Figura 1.2: Da questa immagine visualizziamo il trasporto parallelo del vettore lungo i
due diversi percorsi. In questo caso consideriamo il tensore di torsione nullo per seplicita

(S =0.

In un modo piu formale (vedi [3] e [12] ) possiamo considerare due campi vettoriali
v,w. Sia z un terzo campo vettoriale: possiamo interpretare V,V_ z come la variazio-
ne di z quando ¢ trasportato parallelamente prima lungo w e poi lungo v e viceversa
per V,,V,z. Dobbiamo tenere conto anche del fatto che (in assenza della torsione per
semplificare il tutto) il loop potrebbe non chiudersi e dovremmo tenere conto anche del
vettore [u, v] che chiude il parallelogramma e che da un contributo Viy w2z Combinando
queste espressioni, otteniamo quindi un’espressione del tutto generale per il tensore di
curvatura di Riemann-Cartan:

R(z,v,w)=V ,V,z-V,V z-V, (1.35)

V,W]Z‘

Ci interessa ora calcolare le coordinate di questo tensore. Per semplificare il tut-
to, ossiamo scrivere il tensore di Riemann-Cartan in funzione delle derivate covarianti
seconde.

Per capire come é fatta una derivata covariante seconda, partiamo da V_,V _z e
scrivimo tutto in coordinate:

vV, (w'V,2°) = v* (V') (V,2°) + 0w’V V,2° (1.36)

L’ultimo termine ¢ proprio la derivata covariante seconda V2, _ z scritta in coordinate.
Da questa relazione possiamo scrivere la derivata covariante seconda in funzione della
derivata covariante prima come
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V V2=V ,2+Vy .2 = Vi wz =V, Va2 —Vy 2. (1.37)

Andando a sostituire questa relazione nella definizione generale del tensore di curva-
tura (1.35) otteniamo

R (Z7 v, W) = vQV,WZ - v2w,vZ + VVVW—VWV—[ (138)

Notiamo come la direzione lungo la quale avviene la derivazione nella terza derivata
covariante coincide con I'opposto del tensore di torsione (1.33). Pertanto possiamo espri-
mere il tensore di curvatura in funzione delle derivate covarianti secondo e del tensore di
torsione come

V,w]Z

R(z,v,w)=V? z—V? z— 2V (v.w)Z (1.39)

Possiamo ora trovare le componenti R, , del tensore di curvatura. Da (1.39) e in
base alla definizione di derivata covariante seconda otteniamo che

RY 2" =V V2" =V, V 2" =25 V2" =V, V,|z*— 25" ,V,2" (1.40)
Andiamo quindi a calcolarci [V, V4|2 |7]:
Ve, Vgl2* =2V [V 2" = 20,V 42* — 2Fb[dc]Vbz“ + 21, V2 =
=20,,(0g 2" + 1% 2%) +25°q V2" + 207 (g 2° + Ty q2") =
=20, T 2" — 2% 10y 2° + 28°,, V2% + 20%, .0 2° + 20 T 02" =
=201 T gy + T L )2 + 25°.4 V2" (1.41)

Sostituendo questa espressione in (1.40) otteniamo il tensore di Riemann-Cartan in
coordinate

R%q =20, 1%y + 211 T ppq) =
=01 — OgT e + T I%g — T, (1.42)
che ¢ in generale diverso dal tensore di Riemann classico poiché come abbiamo vi-
sto precedentemente i coefficienti della connessione affine non sono simmetrici. In que-

sto caso otteniamo che il tensore di Riemann-Cartan si decompone in tre parti: una
completamente Riemanniana R%,_,% una completamente di torsione e una mista:

Ry =R%q + 0. K% — 0,K", + K0y K, — K% K",
+ FsbdKasc + Ksbd Fasc - Fschasd - Sbcrasd (143)

5Da qui in poi indicheremo le parti relative alla sola componente simmetrica della connessione con
una tilde.
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Notiamo ora che aggiungendo e sottraendo I'*;,, K% e tenendo conto che I',, = I'*
otteniamo due espressioni per la derivata covariante rispetto alla parte Riemanniana della
connessione affine che indichiamo con K%, . e K%_,. Possiamo scrivere (1.43) come

R%eq = R%eq + K0 — K + K5q K% — K5 K% (1.44)

Il tensore di Riemann-Cartan soddisfa alcune simmetrie. La prima ¢ R%,_; = —R%,.
che si ottiene direttamente dalla definizione (1.42). Una seconda proprieta si ottiene
sviluppando i conti in maniera analoga a quanto fatto in (1.41) per z,. Tenuto conto di

R? . =—Re,  siha che

abe)

2v[cvb]za = Rdabczd - 2Sdbcvdza = Rdabc’zd - 2Sdbcvdza (145>
Ricordando che Vg, = 0, da (1.42) otteniamo

2V .V 2, = Roga?’ +259,V 2, (1.46)

che uguagliata a (1.45), grazie all’antisimmetria di S%;, ci da Ry, = Rugs

In alternativa allo sviluppo che abbiamo portato avanti qui, € possibile dare un’inter-
pretazione diversa al tensore di curvatura considerando le geodesiche (vedi [13]), ovvero
quello curve il cui vettore tangente ¢ trasportato parallelamente alla curva stessa. Parten-
do da una famiglia di geodesiche \(n) nella varieta M, dove n ¢ il parametro selettore
della famiglia, si puo studiare come varia la separazione di queste curve nel limite di
An — 0 e si arriva alla stessa conclusione (1.35).

Supponiamo di voler studiare I’evoluzione di un certo volume invece che di un singola
oggetto che si muove lungo una geodesica A(n). Per studiare come evolve un certo volume
dobbiamo fare una sorta di media delle geodesiche che passano in questo volume [14].
Per fare questo prendiamo la traccia del tensore di Riemann-Cartan e, tenendo conto
che (1.30), otteniamo il tensore di Ricci-Cartan:

Rab + Kcab:c - Kcac:b + Ksab Kcsc - KsacKCsb -

= Rab + Kcab:c - 2Soub + QKSabSS - KsacKCsb (147)

Rab - RC

ach —
Prendendo la traccia del tensore di Ricci-Cartan otteniamo lo scalare di Ricci-Cartan

R = gabRab :R + Kcaa:c - 2gabSa:b + QKsaaSs - KSchcsb =
=R —25%, —2¢®S,, —45°S, — K"K, (1.48)
dove abbiamo usato (1.32). Per un discorso analogo al tensore di Ricci-Cartan, lo R

ci da informazioni su come ’area di un certo volume cambi rispetto all’area calcolata in
uno spazio piatto.
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Il tensore di Riemann-Cartan (in analogia al tensore di Riemann classico) puo essere
diviso nella sua traccia, il tensore di Ricci-Cartan, e nella sua parte senza traccia C, 4
che prende il nome di tensore di Weyl-Cartan [5]. Possiamo scrivere (1.35) in funzione
di questo tensore come

1
Roped = Copea + Raje9ap — Bpjeaja — gRga[cgd]b' (1.49)

Andiamo ora a studiare come cambiano le identita di Bianchi se il tensore di torsione
¢ diverso da 0. Le due identita se la torsione si annulla sono le seguenti:

;=0 (1.50)
Ry =0 (1.51)

La prima equazione € legata intrinsecamente alla conservazione dell’energia. Cerchia-
mo ora di capire il significato alla base della seconda identita: analogamente a quanto
fatto precedentemene, prendiamo tre vettori u, v, w e formiamo un parallelogramma con
u e v; se ora trasportiamo parallelamente u lungo il percorso v — w o lungo il percorso
w — Vv otteniamo due risultati diversi e questo é dovuto al fatto che il tensore di Riemann
¢ diverso da 0. Pertanto ci sono diversi modi per costruire il sesto vertice del cubo (vedi
figura (1.3)): dati tre vettori, tre sono i vertici possibili (R(u, v)w, R(v, w)u, R(w,u)v)
che formano un triangolo e poiché i tre lati del triangolo si chiudono abbiamo

R(u,v)w + R(v,w)u+ R(w,u)v =0 (1.52)

che in coordinate ¢ proprio la (1.51).

Figura 1.3: Vediamo la mancata chiusura del cubo e il significato geometrico della
seconda identita nel caso di torsione nulla.

Vogliamo generalizzare queste due identitd a uno spazio tempo con torsione [7].
Partiamo considerando la derivata covariante della (1.41):

OV V(. VgV = V(R V") + V(25°,V.V%) (1.53)
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e ancora usando (1.41) al posto

2V .V y(V, V) =R,V VP — R,V VO +25°,V V, V¢ =
=R%V V' = RV, V¢ + 25,V V Vit
+ 28 R VI + 45,589,V V. (1.54)

gef
Antisimetrizzando queste due equazioni otteniamo dalla prima
a __ a b a b
+ 2V Sy V V4259,V 1V .V (1.55)
e dalla seconda
a __ pa b b a e a
2V V.V V=R Vg VP = Ry gV V4 259,V V.V
e a b e b a
+ 28 [fCR ‘be‘d}v +4S [fCS |€|d]va . (156)
Uguagliando quest’ultime due otteniamo l’'identita

a b e a b a
ViR eaV’ +2V S g VoV = =Ry g Vo Vot
e a b e b a
25 B pejq) V" + 4591050 Vo V" (1.57)

Uguagliando i termini in V? presenti nelle (1.55) e (1.57) otteniamo la prima identita
di Bianchi:
Rab[cd;f] = 2Rabe[dsefc]v (1.58)

mentre uguagliando i termini in V,V* presenti nelle (1.55) e (1.57) otteniamo la
seconda identita di Bianchi:

b _ b e b
Rpg = =25 a g + 455 g (1.59)

Possiamo notare nella prima equazione di Bianchi (1.58) come la torsione possa essere
una sorta sorgente energetica, mentre nella seconda (1.59), che rappresenta la mancata
chiusura di un cubo infinitesimo (vedi fig (1.3)), il tensore di torsione tiene conto della
mancata chiusura del parallelogramma di base (vedi fig (1.1)).



Capitolo 2

Cinematica con Torsione

2.1 Formalismo 1+3

Consideriamo ora uno spaziotempo 4-dimensionale con tensore metrico g di segnatura
{—,+,+,+} (d’ora in avanti daremo per scontato che la nostra varieta sia di questo tipo).
L’approccio che seguiremo in questa trattazione ¢ basato sulla decomposizione dello
spazio tempo in due parti: una temporale di dimensione 1 e una spaziale di dimensione
3 (seguiamo [5], [15] [16] [17]).

Per prima cosa introduciamo una famiglia di curve v di tipo tempo, ovvero curve il
cui vettore tangente u, ¢ di tipo tempo e unitario (u*u, = —1). Queste curve possono
rappresentare le storie di particelle test e in tal caso le curve saranno geodesiche o linee
di mondo.

Dato u, abbiamo due proiettori naturali

Uab - _Uaub, (21)

hab =Y + Uy Up-

Il primo proietta il vettore X° & T, M nella componente parallela a u, mentre il
secondo proiettore proietta il vettore X nel sottospazio H M di T, M ortogonale a u,,.
Possiamo pensare ad h,, come alla metrica del sistema di riferimento istantaneamente a
riposo nel punto ¢ di osservatori con 4-velocita u,.

Inoltre ricordiamo che 7, ., € '’elemento di volume 4-dimensionale completamente an-
tisimmetrico (Mpeg = Tapeas Morzs = V/|detgy|) e nella decomposizione 14-3 si decompone
in

Nabed = 2u[a€b}cd - 2€ab[cud] (23)

dove €, = 1,,.qu’ ¢ Pelemento di volume 3-dimensionale del sottospazio ortogonale
H,M ed ¢ anche esso completamente antisimmetrico, €labe] = Eabe) vale che
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™ = 3!h[adhbmhd”. (2.4)

abc

La decomposizione di ogni spazio tangente in due parti, una di tempo parallela a
u® e la sua controparte ortogonale puo essere usata per decomporre ogni tensore dello
spaziotempo e ogni equazione tensoriale nelle sue parti spaziali e temporali. I tensori e
le equazioni di tipo spazio sono quelle per cui ogni contrazione con u’ & uguale a 0. Un
esempio ¢ proprio il proiettore h,, per cui vale I'identita hu® = 0.

Ricaviamo anche una formula che ci tornera utile successivamente. Considerando u,
il vettore unitario per cui vale u®u, = —1 abbiamo che

0=V, (uvu,) = u,Vyu* +u*Vyu, = 2u*Vu, (2.5)

dove abbiamo usato nella terza uguaglianza il fatto che u, = g, u° e il fatto che V,g,. = 0.
Una volta introdotta questa divisione dello spaziotempo, possiamo decomporre la
derivata covariante proiettandola prima lungo u® e poi lungo h,,. Definiamo cosi la

derivata temporale di un campo tensoriale generico Tabcmdef " come
Tabc“. ael-- = umvaabc“. aet - (26)

e la derivata spaziale come

D, Lo = hy b Ihf G b RS N T P (2.7)
Notiamo che la derivata spaziale di h,, si annulla sempre (D h, = 0) ovvero il
proiettore rimane invariante rispetto alla derivata covariante spaziale.
In modo simile a quanto fatto per il tensore di Riemann-Cartan ¢ possibile separe
(2.7) nelle sue componenti Riemanniane e non. Usando (1.26), otteniamo per un tensore
di tipo (2,0)

DT, =D, —h/h h (K2 T, + K" T,,). (2.8)

Quest’ultima relazione assicura che se D h, = 0 allora anche Dchab = 0. Quindi il
proiettore rimane invariante sia rispetto alla derivata covariante spaziale generale D che
quella riemanniana D. Inoltre l'espressione (2.4) assicura che ’elemento 3-D di volume

¢ anch’esso invariante rispetto alla derivazione covariante D, . = 0.

2.2 Cinematica con torsione nel formalismo 1-+3

Andiamo ora a studiare la cinematica in uno spazio tempo con torsione. Tutta la
cinematica delle particelle test e racchiusa nella derivata covariante del campo vettoriale
della 4-velocita u,.
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Il primo passo per ricavarci la cinematica ¢ calcolare la derivata spaziale di u,. Questo
permette di separare la derivata covariante in due termini. Infatti, dalla definzione di
h,, e da (2.7) otteniamo

Dyu, =h,"h, ¥V uy = (0,56, + wyucs,® + u,u?d, 4+ uyuu,u®)V u,
=V, + uu’V u, + u,utV g, + wyutu,utV g (2.9)
Poiché gli ultimi due termini sono 0 per la (2.5), ponendo A, = u°V u, otteniamo

Il vettore A & I'accelerazione relativistica e rappresenta il contributo al moto di forze
diverse dalla gravita e I'inerzia, pertanto si annulla quando la particella test ¢ in caduta
libera. Notiamo che A® é di tipo spazio: infatti contraendo lungo u,

A%, = u,uV u = uu'Vou, =0, (2.11)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo tenuto conto di (2.5).
Le traiettorie delle particelle con velocita u® possono subire diversi effetti che cono-
sciamo dalla teoria dei fluidi e dalla teoria elastica (vedi fig. (2.1)):

e Effeti di espansione o contrazione del volume sono dati quantitativamente dalla
divergenza del campo di velocitd © = V u* = D, u® (visto che A u* = 0);

e Effetti di taglio, ovvero deformazione della forma senza cambio nel volume, so-
no descritti da un tensore simmetrico o,, senza traccia (ovvero escludiamo effetti
dovuti al volume) e ortogonale al campo di velocita u® (u®o,, = 0):

1
Oap = D(bua> = D(bua) — g@hab. (212)

a

Il fatto che sia ortogonale a u* ¢ un semplice calcolo che fa uso del fatto che h,,
sia di tipo spazio (h,u® =0).

o Effetti di vorticita dovuti ad una rotazione senza cambio nella forma sono dati da
un tensore antisimmetrico w,, ortogonale al campo di velocita u®:

Wep = D[bua] (213)

Da queste definizioni & possibile decomporre la parte spaziale della derivata covariante
D,u, nelle tre componenti

1
Dbua - g@hub + Uab _'_ wab, (214)
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Isotropic Expansion Shear
—~ . O~
Areaath | Areaat h, ath 5
Areaath. ,
Rotation

Note similarity with

(i) Elastic deformations
O (ii) Fluid flow

Areaat A | Iy
Area 2

Figura 2.1: Da questa immagine vediamo i tre effetti descritti rispettivamente da.
©,0,,,w,,- Notiamo ’analogia con fenomeni relativi a deformazioni elastiche e al flusso
di un fluido.

e ottenere per la derivata covariante di u, l'espressione seguente:

1
Vbua — g@hab + U(lb + wab - A ub. (215)

a

Abbiamo quindi espresso la derivata covariante della 4-velocita nelle sue componenti
irriducibili ©, 0, w,;, e 1'accelerazione A,.

Elenchiamo alcuni risultati che ci saranno utili successivamente. Il primo ¢ la deri-
vata temporale del proiettore hab. Partendo dalla definizione di derivata temporale e di
h,,(2.2) otteniamo

hab :umvmhab = umvm (uaub) =u" (uavmub + ubvmua) =
1
1
+ Uy (g@ham + Oam + Wam — Aaum):| =

dove abbiamo tenuto conto che Vg, = 0 e delle relazioni di ortogonalita di u,.
I1 secondo ¢ la derivata covariante di A,:

1
vb14a = DbAa + g@'LLaAb + Ug (ch - wbc) AC — (Aaub). + AaAb' (217>
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Quando siamo in una varietd Riemanniana con torsione nulla (le cui variabili saranno
indicate con una tilde) 'equazione di evoluzione (2.15) ha la stessa forma, ovvero

. 1 - _
Vbua - §@hab + &ab + C:)ab — Aaub, (218)

dove le variabili puramente Riemanniane hanno le stesse proprieta che hanno quelle
generali di Cartan.

Sfruttando le relazioni di simmetria del tensore di torsione, possiamo separare le
variabili generali di Cartan nella loro componente Riemanniana e in quella realitiva al
tensore di torsione. Otteniamo quindi le seguenti relazioni:

e Per il fattore di volume ©

0 =06 +2S,u", (2.19)
e per il fattore di taglio o,
Tapy = Oap — 2, Py’ S g™ — ;SCuchab, (2.20)
e per il fattore di rotazione w,,
Wy = Wy — h[;hb}dsmcdum, (2.21)

e e infine per la 4-accelerazione A,

A, = A, + 28 ,ulu’ (2.22)

Notiamo come nel caso di un tensore di torsione completamente antisimmetrico
(Sabe = Spabg = Sa = 0,54, = 0) le variabili di Cartan coincidono con quelle

a

. . . . . _ o~ c d m
Riemanniane eccetto per il fattore di rotazione w,, = Wy, — hy,“hy "5, qu™.

2.3 Equazione di evoluzione e vincoli

Ci interessa ora ricavare le equazioni di evoluzioni per le tre quantita specificate
precedentemente. Tutto cio lo possiamo ottenere dall’identita di Ricci relativa all’osser-
vatore u,. In particolare, la componente temporale dell’equazione risultante descrive la
propagazione di ©, o, e w,, mentre la parte spaziale fornisce i vincoli.

Prendendo spunto da [18] e generalizzando al caso con torsione, partiamo dall’identita
di ricci (1.45) e proiettando lungo u® otteniamo:

u'V Vyu, — uV,Vou, = R, uuy — 2u°S%.V u, (2.23)
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Riconosciamo nel primo termine della parte sinistra dell’equazione quella che abbiamo
definito precedentemente come la derivata temporale, ovvero (V,u,)’, mentre il secondo
termine sempre nella parte sinistra lo possiamo scrivere come:

1 2
ucvbvcua :vb (ucvcua) - Vbucvcua = Vb‘éla - §@2h‘ab - g@ (Uab + wab) -

1
— 0,0, — Wowy© + QUC[awa + g@Aaub + Auyo,,. + Auw,, =

1 2
- 5@2hab - §® (Uab + wab) - Ucaabc - wcawbc + 2Jc[awb}c + DbAa+
2
—+ g@U<aAb) + 2u<a0b>cAc — 2U[awb]cAc — (Aaub>.+ AaAb (224)

dove abbiamo usato (2.17) e 'ortogonalita di u® con i vari tensori h,,., w,., 04es A,

ac’ 7 ac) (&

Per quanto riguarda la parte relativa al tensore di torsione otteniamo:

1
QUCSdbCVd'U,a = QUCSdbC (g@had + Uad + wad _— Aaud> e
2 c d, c 1 d d c
= §Sabc@u + 2uucS,,, g@ua — A, ) + 254 (0,7 4+ w, ) ue. (2.25)

Unendo questi diversi sviluppi si ricava il seguente risultato:

. 1 c 2 c c c
(vbua) == §®2hab - Rcadbu ud - §® <0ab + wab) T O0a0p — WeqWy T 2O—c[awb]

2 . . .
+ DbACL + §®u<aAb> + 2U<a0'b>CA — 2U[awb]CA — (Aaub) -+ AaAb

2 1
- g@SabCuc +2 (56% — Aa> uuS gy 4+ 2 (0,6 + w, ) uS, (2.26)
Sviluppando il termine a sinistra e tenendo conto di (2.16) otteniamo che

.1 2 . : .
(Vbua) = §@hab + §@A<aub> + Ogp + Wap — (Aaub) : (227)
Inserendo quest’ultimo risultato in (2.26) ed eliminando i termini uguali si arriva a
L. : - 1 2 c,,d 2 c c c
g@hab T Oy T Wap = — §® hab - Rcadbu u = g@ (Uab + wab) — O0q0p — WeqWpy T 2Uc[awb]
+ DbAa + QU<aO'b>CAc - QU[awb}cAc + AaAb

2 1
- g@Sabcuc +2 (59% - Aa> uuS, g + 2 (0, + w,%) utS g
(2.28)
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Infine proiettando tutto ortogonalmente al campo u, e usando le simmetrie del tensore
di curvatura si arriva a

§® (0-(117 + wab) - O-cao-bc_

2
wb]c + DbAa + AaAb o §®hachbdscdmum_

- 2Aaucudhbm cdm +2 (Uac + wac) udhbmscdm'
(2.29)

1. 1
gGhab + h((lchb)ddcd + h[achb}dwcd - §@2hab - Racbducud -

c
— W Wy T 2O-c[a

ricordando che valgono le seguenti identita: h k6., = h <achb>ddcd e h,hfo,, =
h[achbldwcd.

Questa equazione ¢ del tutto generale e descrive completamenta la cinematica di una
particella test in uno spazio tempo con torsione senza alcuna assunzione specifica sulla
natura del tensore di torsione.

2.4 Equazioni di Raychaudhuri

Prendendo la traccia di (2.29) otteniamo ’evoluzione temporale di ©:

: 1
0=— §@2 — Riyu'u’ — 2 (0? —w?) + DA + A, A%+ (2.30)
2 a a Cc a c Qa C
+ g@Sau — 250U u’ A° — 2540 but + 254w Pu (2.31)

dove abbiamo posto 0%, = 20? e ww,, = 2w?. Questa ¢ Pequazione di Raychaudhuri

( [19], [20]) ed & I’ equazione alla base della descrizione dell’espansione/contrazione gra-
vitazionale dello spazio tempo e della formulazione di diversi teoremi sulle singolarita. I
termini positivi tendono a favorire I’espansione o, dal punto di vista opposto, tendono a
frenare la contrazione, mentre i termini negativi hanno effetto opposto, ovvero tendono
a favorire la contrazione o a frenare ’espansione.

Sotto alcune assunzioni questa equazione si semplifica: prendendo le linee di mondo
delle particelle test autoparallele, la 4-accelerazione si annulla (A, = 0) (questa condi-
zione ci permette di considerare solo forze gravitazionali ed inerziali). In pid, quando
la congruenza autoparallela é irrotazionale e non sono presenti effetti di taglio, ovvero
0, = wy, = 0la (2.31) si riduce a:

. 1 2
0= —§@2 — Ryu'u’ + 505, (2.32)

In base alle assunzione che abbiamo fatto, possiamo interpretare quest’ultima equazio-
ne come l’espansione o la contrazione di un universo spazialmente omogeneo e isotropico:
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I'omogeneita ¢ data dal fatto che per ogni evento nell'universo passa una iper superficie
di tipo spazio lungo la quale le condizioni iniziali sono le stesse, mentre per isotropia
si intende che un osservatore comovente col fluido non puo distinguere una direzione
rispetto ad un’altra con una misura fisica locale. L’isotropia garantisce che le linee di
mondo del fluido sono ortogonali alle ipersuperfici di tipo spazio. Questo é 'analogo con
torsione dell’'universo di Friedmann-Robertson-Walker. In questo caso € necessario che il
tensore di torsione sia di tipo tempo perché altrimenti non potremmo avere un universo
isotropo.

Osserviamo che quando 205, u® — BR(Qb)uaub > 0 le linee di mondo convergono ma
la singolarita puo essere evitata.

2.5 Propagazione del taglio e della vorticita

La parte simmetrica senza traccia e antisimmetrica dell’espressione generale (2.29)
invece danno luogo ad altre due equazioni di propagazione.
Per 'equazione relativa al taglio o, vale che

C . 2 C C C
h hb>d0cd =- g@%b — 0c(a0p)" — WeaWhy + D Aoy + A Ay — By, b>d“
2
— §@h<achb>dscdmum — 2A<aucudhb>m5'cdm

+2 (U<ac + w(ac> udhb>m cdm (233>

cUq

mentre per I'equazione relativa al termine di vorticita w,, vale che

) 2 2
h[achb]dwcd == g@wab + 2O—c[ac“')b]c + D[bAa} - R[acb]ducud - §®h[achb]dscdmum
— 2A[aucudhb}m cdm + 2 (O’[ac + W[ac) udhb}mscdm. (234)

La prima delle due descrive la distorsione in funzione del tempo della forma della
congruenze u, a volume costante e descrive le eventuali anisotropie dello spazio tempo,
mentre la seconda governa il comportamento rotazionale delle stesse congruenze u, in
funzione del tempo.

2.6 Vincolo all’equazione di propagazione

Se ’evoluzione delle tre parti &€ data dalla parte temporale delle equazioni, i vincoli
sono dati dalla loro parte spaziale. Questi si ottengono prendendo la parte spaziale
dell’identita di Ricci (1.45) applicata alla 4-velocita wu,,.
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Contraendo (1.45) con il tensore 3-dimensionale di Levi-Civita ¢, otteniamo

€Cdavcvdub - Rmdeum + EcdaSmCdvmub. (235)

_5 cda

Sostituendo la decomposizione (2.15) in quest’ultima, proiettandola ortogonalmente
a u, e tenendo conto che w,, = ¢, w° otteniamo la relazione

1

1 1

ggabcDC@ - 6cdaDCO-bd + (Dcwc)hab - waa - QWO,Ab - igcdaRmedum - §®€cdahbm5m0d
— €¢da%bm SmCd + Z-:cclai':b'rnn("}[mSn]Cd
+ € ga Ay, ST (2.36)

che rappresenta il vincolo generale per il gradiente della 4-velocita u, (2.29) rispetto
all’osservatore istantaneamente a riposo nello spazio 3-D. Prendendo la traccia, la parte
antisimmetrica e la parte simmetrica senza traccia di (2.36) ricaviamo tre vincoli: un
vincolo scalare su w®, un vincolo vettoriale su © e un vincolo tensoriale su .

2.7 Vincolo scalare

Prendendo la traccia di (2.36) e ricordando le propieta del tensore di Levi-Civita
(Eabe = Elape © Eapett = 0), la definizione del tensore di torsione (1.29) e la decomposizione
(1.49) otteniamo il vincolo scalare

1 1 1 ¢
Dy =Aw" + JequettgCU — 202, 51 — 22,0708,/ + 8 0" — Sy eutuet
1 c
+ Ze . ulAleg b (2.37)

2
che rappresenta la divergenza spaziale 3-dimensionale del tensore di vorticita. Possiamo
notare che in uno spazio tempo senza torsione vale sia 5%, = 0 che C,;, = 0 e il vincolo
scalare si semplifica notevolmente in

D w* = A, w" (2.38)

a a

2.8 Vincolo vettoriale

Se invece prendiamo la parte antisimmetrica di (2.36), ricordando che D h,, = 0,
usando la (1.49) e tenendo a mente che C,,., & un tensore a traccia nulla otteniamo il
vincolo vettoriale

2 2
5D.0 =D, — curlw, — 2¢,, A% — h," R u’ + g@ha[%b“” SY +2h o, NS0

— 2,18, — 20 AT, S, (2.39)
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dove curly, = ¢, D’° ¢ il rotore di v, per ogni vettore di tipo spazio v,.

2.9 Vincolo tensoriale

Infine prenendo la parte simmetrica senza traccia di (2.36) e ponendo curly, =
c d . .o . . . . . .
£, d<aD vy Per ogni tensore di tipo spazio v, otteniamo il vincolo tensoriale senza traccia

[cd]

1 1
Curlaab - D(bwa) - 2A<awb> + §5cd(a0b>m u™ + g@ecd<ahb>msm0d + 8cd(ao-b>mSmCd

- Ecd<a€b>mnw[n5’m]6d - <Ecd(a‘Ab) umSmCd (240)

che determina il rotore del tensore di taglio o, in uno spazio tempo con torsione non
nulla.

Concludiamo questa prima parte evidenziando il fatto che fino ad ora i risultati
che abbiamo ottenuto sono puramente geometrici e svincolati da qualsiasi restrizione
fisica, sia per quanto riguarda la natura della materia presente nello spaziotempo, sia
per quanto riguarda l'interazione tra quest’ultima e la geometria dello spaziotempo. Una
volta introdotte le equazioni di campo e specificato la natura della materia all’interno
dell'universo, queste formule permettono di descrivere la cinematica associata.



Capitolo 3

Universo di Einstein-Cartan

La gravita descritta in universo di Einstein-Cartan ¢ la pitt semplice espansione della
Relativita Generale classica che tiene conto dello spin intrinseco delle particelle. Nella
derivazione dell’equazione di Einstein classica si parte da un principio variazionale e la
metrica g € considerata 1'unica variabile variazionale. Nel momento in cui introduciamo
nella descrizione geometrica e fisica il tensore di torsione S per ricavarci le equazioni di
campo & necessario considerare come variabile variazionale anche il tensore di torsione. |7]

3.1 Azione di Einstein-Cartan

La nostra trattazione parte dall’azione di Einstein-Cartan. Seguendo quanto fatto
in |7], I'azione che tiene conto del campo gravitazionale e della materia ¢ la seguente:

1
S = ——/R\/—ng +5,, (3.1)
2KcC

Il primo pezzo é dovuto al campo gravitazionale che ¢ strettamente legato al tensore
metrico g e al tensore di Ricci mentre il secondo termine ¢ I'azione relativa alla presenza
di materia, ovvero tutto cio che non ¢ relativo al campo gravitazionale.

Sostituendo (1.48) e trascurando i termini con derivate totali che nell’integrazione
per parti si annullano otteniamo

1 B, ab c s s c /
S = _2_1‘% (R —4g (K ac bs K ac bs)) ng + Sm' (32)

Variando S rispetto sia alla metrica g? che al tensore di torsione (il che equivale a
variare rispetto al tensore di controtorsione K%, ), otteniamo:
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1 = 1. 1
08 = —5— (Rab = 5 R0u = Koo K + K0 K + 500 (K K%, — KdCSKSCd)>

1
X /—gbg®dQ) — — / (K", — K*,8) /—g6 K, dQ+

1 1
% / T,/ —g0g™dQ + % /scab\/—chKCabdQ, (3.3)
c c
dove introduciamo il tensore di spin canonico s, e il relativo vettore di spin s, = s,,°.
Per sole variazioni di dg%°, ponendo 6S = 0 otteniamo la prima equazione di campo
di Einstein-Cartan:

~ 1~
Rab - §Rgab =K (Tab + Uab) ) (34)
dove ) 1
Uab = — <Kcachbd - KdaCchd - §gab (KCdCKGde - cheKecd)) . (35)
K

Viceversa, per sole variazioni di 6K, , ponendo S = 0 otteniamo la seconda equa-
zione di campo di Einstein-Cartan

Kl — 00K = 25,0, 3.6
[ca] [a™* (s 2Sac ) ( )

Esprimendo tutto in funzione del tensore di torsione e facendo uso di (1.28) e (1.30)
risulta che
1
Sb = 5st _5st _
ca 2 ( a cs c as)

- gsacb = Sbca - gbaSc + gcha = gsacbﬂ (37)

e tenendo conto dell’antisimmetria di S, si ha
K
Sbac - Sagcb + chba - _§Sacb' (38)
Alzando l'indice b e contraendo ’equazione otteniamo

Sbab - Sagbb + Sbgba = __Sabb (39)

che diventa
S, = ——KS (3.10)

: b b b
ricordando che S°, =S, e s, = 5,,° = —Sup -

Questa equazione che lega S, a s, ci ¢ utile per la seguente relazione da (3.8)

1

Sbac = _ZK: (2Sacb — Sc9a + Sagcb) : (311)
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La relazione che vediamo ¢ puramente algebrica: la torsione in un dato punto non ¢
uguale zero solo se ¢ presente materia in quel punto. Diversamente dalla metrica, che ¢
legata alla materia (descritta dal tensore energia-impulso) da un’equazione differenziale
(3.4), Sy, non si propaga nello spazio, piuttosto la relazione con il tensore di spin ¢
puntuale. Notiamo che nel caso in cui il tensore di spin si annullasse anche il tensore di
torsione sarebbe nullo e viceversa da (3.6) se il vettore di torsione si annullasse anche
il tensore di spin sarebbe nullo. Questo ci porta a pensare che in universo di Einstein-
Cartan torsione e spin siano intrinsecamente legati I'uno all’altro.

Combinando (3.5) con (1.27), (1.28) e (1.30) otteniamo

1

U, ==
U

a

45,5, = (5% + 25000 (9% + 2504)) — 294555,
1
+3 (8% + 25 (S, ., + 2S(Cd)e)] (3.12)

che puo essere espressa per mezzo del tensore di spin come

Up =K (_Sac[dsbdc] - %SaCd‘Sbcd + %SCdaScdlz + égab (_43dc[esced] + SCdeScde)) (3.13)

Il tensore U, rappresenta la correzione dovuta alla presenza dello spin al tensore
energia momento (vedi [7] [21] ), come possiamo vedere dall’equazione (3.4). Nel caso
in cui la materia non dipenda direttamente dallo spin, U, = 0 e (3.4) si ridurrebbe
all’equazione di Einstein classica. Se invece c¢’é dipendenza dallo spin, vediamo come la
correzione sia proporzionale al quadrato dello tensore di spin (cosi che la correzione non
dipenda dall’orietnazione dello spin intrinseco).

La correzione dovuta a U, ¢ significativa solo ad altissime densita, per le quali il
quadrato del tensore di spin canonico € dell’ordine della densita di energia moltiplicata
per k. Nel vuoto, dove non essendoci materia il tensore di spin canonico é nullo, anche
U, e S%,. sono nulli e la teoria di Einstein-Cartan si riduce alla teoria della Relativita
Generale classica poiché le equazioni di campo sono le stesse.

3.2 Equazioni di Raychaudhuri in un universo di Einstein-
Cartan

Una volta introdotte le equazioni di campo vogliamo legare le equazioni di Raychau-
dhuri che abbiamo derivato precedentemente, e che fin’ora sono equazioni dalla natura

completamente geometrica, con i tensori di spin e il tensore energia impulso.
Per prima cosa, possiamo riscrivere la (3.4) eliminando la dipendenza esplicita da U,

1
Rab o §Rgab = K’Tab7 (314)
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dove ora R, e IR sono i tensori di Ricci-Cartan e lo scalare di Ricci-Cartan.
Quest’ultima puo essere riscritta come

1
Rab = K’Tab - EﬁTgab (315)
usando la relazione R = —kT che lega lo scalare di Ricci-Cartan con la traccia del tensore

energia impulso.

In secondo luogo, per ottenere le equazioni di propagazione e i vincoli espressi in
termini del tensore di spin e del tensore energia impulso, ricaviamo i singoli termini
presenti nelle (2.31) - (2.33) - (2.34) -(2.37)- (2.39) - (2.40) dalle equazioni di campo.

Per quanto riguarda le relazioni che legano il tensore Ricci Cartan e il tensore ener-
gia impulso iniziamo prendendo la parte simmetrica della prima equazione di Einstein-
Cartan (3.15) e proiettando lungo u®u® otteniamo

1
Rigpyut’ = KT g uu’ + =kT. 3.16
(apy U’ = KTy uu’ + 5t ( )
mentre contraendo lungo h ’u¢ abbiamo
hR, u¢ = kh,T,, ut. (3.17)

Proiettando lungo h<achb>d e lungo h[achb}d il tensore di Ricci-Cartan R, ; otteniamo
rispettivamente

iy Rog = Kl hy T, (3.18)

Per quanto riguarda invece le relazione che legano il tensore di torsione con il tensore
di spin abbiamo che contraendo (3.10) lungo u® otteniamo

S,u" = ——rsu. (3.20)
Le altre tre si ricavano prendendo la parte simmetrica di (3.11)

1
S(ab)c = ZH (230((11)) + S.9ap — S(agb)c) ) (321)

ricordando che s, = —s;,.. Successivamente contraendo prima lungo u®u’A¢ (tenuto
conto che u,A° = 0) otteniamo

1
S(ab)cu“ubAc =r (23a(bC)A“ubuc — 5,A4%) (3.22)
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e poi lungo o%u¢ otteniamo

1
S(ab)caabuc = §/<asa(bc)uaabc. (3.23)

b

Infine contraendo la parte antisimmetrica di (3.11) lungo w®u® si ha che

S[ab}cwabuc = —%ﬁsa[bdu“wbc. (3.24)
Queste sono le relazioni che ci permettono di rimpiazzare i tensori di curvatura R,
e il tensore di torsione S, con le rispettive sorgenti, il tensore energia impulso 7, e il
tensore di spin s,,., nelle equazioni di propagazione e di vincolo ricavate in maniera del
tutto generale nel capitolo precedente.
Sostituendo opportunamente in (2.31) le espressioni appena ricavate otteniamo la
equazione di Raychaudhuri in universo di Einstein-Cartan

: 1 a 1 a a
0= _592 — KT gy uu” — i =2 (0 —w?) + D, A" + A,A
1
—éﬁ@sau“ + §/isaA“ - /{Sa(bc)Aaubuc - /{Sa<bc>u“0bc - ﬁsa[bc}uawbc, (3.25)

la quale descrive la contrazione/espansione di materia con spin diverso da 0 in un
universo di Einstein-Cartan, dove non abbiamo fatto alcuna assunzione sulla natura della
materia e dello spin.

L’equazione di Raychauduri si pud semplificare se assumiamo alcune condizioni sul
tensore di spin e sulle congruenze descritte da u,, come abbiamo fatto precedentemente
per ricavarci ’analogo con torsione dell’'universo di Friedmann-Robertson-Walker. In
questo caso possiamo pensare alle linee di mondo di particelle test come linee di flusso
del fluido di materia. Nel caso in cui queste linee fossero autoparallele, la 4-accelerazione
si annulerebbe. Per di piu se le linee di mondo delle particelle non subiscono effetti di
taglio e sono irrotazionali otteniamo che

: 1 2 a, b 1 1 a

0= _§@ — KT gy u'u” — §/<;T — ém@sau . (3.26)
Notiamo che I'ultimo termine si annulla quando il vettore di spin ¢ di tipo spazio. Quando
invece il vettore di spin ha una componente anche di tipo tempo, quest’ultimo termine
puo dare contributo positivo o negativo in base sia al segno di © sia al segno di u,s che
definisce I’angolo di inclazione iperbolico ¢ come sinh(¢) = u,s®.

Alternativamente possiamo considerare anche un fluido descritto da un tensore di
spin completamente antisimmetrico (per cui il vettore di spin s, = 0) e troviamo che

. 1 1
0= —592 — KT uu® — émT —2(0® —w?) + D, A + A, A — kS poul®w.  (3.27)
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Specificando la natura della materia, ovvero introducendo un’espressione esplicita per
il tensore di spin s_,., possiamo di valutare le espressioni appena elencate e stimare gli
effetti dello spin sul termine di espansione/contrazione e di conseguenza gli effetti che la
presenza di spin ha sulla cinematica.

Partendo invece da (2.33) otteniamo l’evoluzione di o, espressa in termini delle
sorgenti 1, e s,

2
3

C 1 C m C m 1 Cc
—C b>ducud - g%@h(a hb>du Simed — KA Py Sc(dm)udu + §’I{A<ahb> S,

1
—émscucaab — K (a<ac + w<ac) udhb>m5

C . C C 1 C
h hb>d0cd = =500, — 0,05 — Weuwy© + DAy + A Ay + 5“’% hb>chd

(3.28)

mdc*

Da questa formula di evoluzione deduciamo che lo spin intrinseco puo eventualmente
essere la fonte di anisotropie nell’universo di Einstein-Cartan.

La presenza di materia puo anche essere dar luogo ad effetti rotazionali al fluido di
materia. L’evoluzione ¢ descritta da (2.34), che espressa in termini di 7,, e s,,. diventa

2 1
h[achb]dwcd = _ge)wab + 2O-c[awb}c + D[bAa} + §K’h[achb]chd - C[adb}ducud

1 C m m (& 1 (&
+§/€@h[a hb]du Smcd — ’%A[ahb] Sm(cd)u Ud + §I€A[ahb} S

1
—§/£scucwab + K (U[GC + w[ac) udhb]msmdc. (3.29)

[

Vediamo anche qui come lo spin intrinseco puo essere fonte di effetti rotazionali.

Per avere una descrizione completa della cinematica dobbiamo tenere conto anche
dei vincoli. Analogamente a quanto fatto per I’equazioni di propagazione, sostituendo in
(2.37) le equazioni ricavate all’inizio del capitolo otteniamo il vincolo scalare nell’universo
di Einstein-Cartan

a a 1 aoc 1 abc 1 a bc a c
D,w" =A,w" + ZsabcudC’d[ bl E/{@sabcs[ bel Zm—:abcad[ sbld RS (qb)cU ulw
1
- stabcudA[“st]d, (3.30)

mentre se partiamo da (2.39) otteniamo il vincolo vettoriale in universo di Einstein-
Cartan

2 1 1
gDa@ =Db¢,, — curlw, — 2¢,, A’w" — kh," T, u¢ — gn@ha[chbd}scdb — gm@habsb

1 1
Sed §/<aaabsb + nha[cabd]mscd[bwm] - 5/@5@03[%‘3}

+ kh A% s, ub, (3.31)
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e infine da (2.40) otteniamo il vincolo tensoriale in un universo di Einstein-Cartan

1 . 1
curlo,, = — Dyw,y — 24,0y + §€Cd(a0b>m[ Ay — é/ﬁz@ecd@hb)ms‘:dm — §nscd<aab>m36dm
1 Cc 1 cam, n cam
+ 3 ed(a) s — 3 1€ed(aCtymnS dim gyl 2H%(aSh) + §/<aécd<aAb>ums d
(3.32)

Nel caso in cui la torsione e lo spin si annullassero le equazioni di propagazione e i
relativi vincoli si ridurrebbero alle equazioni della relativita generale standard.

3.3 Fluido di Weyssenhoff

Il modo piu semplice per implementare materia con spin € considerare il fluido di
Weyssenhoff (ci sono diversi modi per descriverlo: [16], [22], [23], [24]; noi useremo prin-
cipalmente il modo descritto in [5]) che possiamo pensare come un fluido continuo ca-
ratterizzato microscopicamente dallo spin della materia. Quest’ultimo ¢ descritto dal
tensore antisimmetrico di densita di spin

Sab = Siat] (3.33)
che ¢ legato al tensore di spin canonico da
Sabe = SapUe (3.34)
e che soddisfa la condizione di Frenkel
s’ =0 (3.35)

ovvero il tensore di densita di spin é di tipo spazio nel sistema di riferimento solidale con
il fluido. Questa condizione pud essere derivata rigorosamente dalla lagrangiana della
materia S, (per i dettagli si legga [22]). Inoltre abbiamo che il vettore canonico di spin
¢nullo (s =,,'= —s,’ = s, = 0) e dalla (3.10) deduciamo anche che il vettore di torsione
S, si annulla. Notiamo che questa richiesta definisce una direzione spaziale privilegiata
e rende incompatibile il fluido di Weyssenhoff con il principio cosmologico.

La relazione che lega la densita di spin al tensore di torsione si ricava direttamente
da (3.11) e dalle proprieta di s,, ed ¢

K

Sape = — U

Sy...
abc 2 a®bc

(3.36)

Per quanto riguarda 7}, , il tensore energia-impulso relativo ad un fluido di Weyssen-
hoff puo essere descritto nel modo pitt semplice prendendo un fluido ideale di densita p e
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pressione isotropica p e aggiungendo il contributo dovuto alla presenza di spin intrinseco
nella materia. Seguendo [23] abbiamo

Tab = PuUyUy + phab - Acscaub‘ (337)

Direttamente da quest’ultima segue che T(ab) uu® = pe T = 3p — p come diretta
conseguenza della condizione di Frenkel.

Applicando queste relazioni a (3.27) otteniamo l’equazione di Raycahauduri in un
spazio tempo di Einstein-Cartan relativa ad un fluido di Weyssenhoff

0= —%@2 — %Ii (p+3p) —2(c* —w?) + D, A" + A, A" (3.38)
che risulta formalmente identica alla sua controparte classica dove la torsione & nulla
poiché sono assenti i termin che dipendono esplicitamente dal tensore di spin. Tuttavia
le differenze si presentano quando andiamo a dividere i vari termini nella loro parta
puramente Riemanniana e nella loro parte relativa alla torsione. Riferendoci alle (2.19)-
(2.22) e tenendo conto delle proprieta di un fluido di Weyssenhoff otteniamo che
~ B B 1 ~
=06 Ty = Oups Wap = Wap ~ 5KSaps A, =A,. (3.39)

Osserviamo come la presenza di un fluido di Weyssenhoff abbia effetto solo sulla
vorticita mentre le altre grandezze sono analoghe a quelle classiche. In piu, partendo
dalla definizione di derivata covariante ¢ semplice verificare che D, A* = D A® e che
© = ©, dove @' indica la derivata covariante fatta rispetto alla parte simmetrica della
connessione affine.

Sostituendo tutte queste relazioni nella (3.40) otteniamo la seguente versione dell’e-
quazione di Raychaudhuri per un fluido di Weyessenhoff

~ 1=~ 1 O -~ 1
o — _592 — 5 (p+3p)—2(6° — &%) + D, A"+ A, A" + 55252 — ks ,@™  (3.40)

2 = 5,,5"/2 definisce il quadrato del tensore di densita di spin. Vediamo come

solo gli ultimi due termini diano contributi relativi alla presenza di spin. Inoltre spesso
si considera l'orientazione dello spin delle particelle microscopiche casuale e pertanto lo
spin macroscopico diventa mediamente nullo ({s,) = 0) a differenza del suo quadrato
s? che non sard in media nullo. Quindi I'unico vero contributo macroscopico €& dato dal
termine s2. Notiamo come i contributi che inibiscono il collasso sono principalmente due:
il contrlbuto dato dal quadrato del tensore di densita di spin 1425% e il contributo dato
dalla vorticita @2

Possiamo capire meglio l'effetto che ha lo spin sulla cinematica della materia se con-
sideriamo un fluido ideale, irrotazionale e senza effetti di taglio che ¢ immerso in un

dove s



3.3. Fluido di Weyssenhoff 31

universo in cui consideriamo solo interazioni gravitazionali (4, = 0) e dove reintroducia-
mo momentaneamente la costante cosmologica A. In una tale configurazione la (3.40) si
trasforma in

- 1~ 1 1
0 = —562 —5r(p+3p) + 55232 + A (3.41)

La reintroduzione di A ci permette di capire qualitativamente gli effetti della presenza
dello spin. Se s? ¢ costante, allora la presenza dello spin ha effetti simili a quelli di una
costante cosmologica positiva. Viceversa, se s = s(t), 'effetto dello spin & equivalente
all’esistenza di un campo scalare che permea tutto lo spaziotempo.

Tuttavia lo spin da solo difficilmente puo dare contributo sufficiente a giustificare
I’evoluzione recente dell’'universo. Cio nonostante, poiché gli effetti dovuti allo spin sono
pitt grandi a densita di materia maggiori, il termine s?> pud dare un contributo non
indifferente nei primissimi momenti di espansione o eventualmente negli ultimi momenti
di collasso dell'universo. Deduciamo da cio che in teoria I'inclusione dello spin pud dare
una giustificazione geometrica all’inflazione primordiale senza l'introduzione di campi
scalari esterni.



Capitolo 4

Effetti cosmologici con fluido di spin

Abbiamo visto come é possibile giustificare geometricamente la presenza dello spin
macroscopico introducendo un parametro aggiuntivo, il tensore di torsione. Abbiamo
separato lo spazio tempo 4-dimensionale in due parti per sviluppare le equazioni di evo-
luzione dei parametri che ci permettono di descrivere lo sviluppo dell'universo. In parti-
colare siamo giunti all’equazione di propagazione (3.41), da cui partiremo per descrivere
come si evolve il nostro universo. In particolare, proveremo a capire se la presenza dello
spin macroscopico possa giustificare I’espansione attuale dell’'universo, andando a sosti-
tuire il ruolo della costante cosmologica (seguiamo [25]); dopodiché proveremo a capire
se il contributo dello spin puo dare una spiegazione alternativa all’inflazione cosmologica
(seguiamo [26]).

4.1 Metrica di FRW in uno spazio tempo con spin

Consideriamo un modello le cui simmetrie sono analoghe a quelle del modello classico
di Friedman-Robertson-Walker. La metrica! per questo modello &

a’(t)
ds® = —dt* + ———~— (dr? + r2d6?* + r*sin® 6d¢?) , 4.1
i ) (4
dove k ¢ il parametro di curvatura e a(t) ¢ il fattore di scala adimensionale che caratterizza
le dimensioni dell’universo. Introdotta questa scala rappresentativa, possiamo vedere che
il rapporto a/a & proporzionale allo scalare di volume © [5]. Infatti abbiamo che
a ©
Z=Z=F 4.2
%-n (1.2
dove abbiamo introdotto il parametro di Hubble H, frequentemente usato in letteratura
per descrivere la velocita di espansione dell’universo.

! Abbiamo posto la velocita della luce ¢ = 1.
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Abbiamo visto che per descrivere il contenuto della materia nell’'universo possiamo
considerare un fluido di Weyssenhoff. L’influenza sulla cinematica e sulla dinamica do-
vuta allo spin macroscopico della materia ¢ descritto da un contributo proporzionale al
quadrato della densita di spin. Possiamo definire allora la densita di energia effettiva e
la pressione effettiva come [25]:

1
€off = € — ZI{SQ, (4.3)
e per la pressione p in
1
Pest =P — K5, (4.4)

dove €, = 1/4ks? rappresenta il contributo energetico e di pressione dovuto allo spin.

Le ultime osservazioni di supernovae di tipo Ia (vedi [27], [28], [29]) mostrano che
I’espansione dell’'universo che vediamo oggi € iniziata solo in tempi cosmologici recenti.
Queste osservazioni, suggeriscono che la densita di energia dell’universo sia dominata da
una componente oscura con pressione negativa che causa questa accelerazione. Il candi-
dato naturale per descrivere tutto cio ¢ la costante cosmologica A. Nei capitoli successivi
cercheremo di capire se una parte di questa energia oscura possa essere rappresentata da
un fluido perfetto di spin caratterizzato dalle (4.3)-(4.4).

Per prima cosa consideriamo un fluido di polvere (p = 0) formato da particelle di
spin 1/2 e massa m, escludendo contributi dovuti alla radiazione. La densita di energia
€ e la densita di spin s? dipendono dal numero di particelle per unita di volume n

B\ 2
€ =nm, s = <§n> (4.5)

dove m ¢é la massa delle particelle del fluido.
Da queste assunzioni otteniamo che per un fluido di questo tipo la densita e la
pressione effettiva sono

A h’
Ceff — € — K (R) 62, Peft = 00—k (R) 62. (46)

La pressione effettiva risulta negativa, quindi ¢ in accordo con il fatto che I’energia oscura
mostri comportamenti di un fluido con pressione negativa.

4.2 Hamiltoniana del modello con fluido di spin

Una volta introdotte le correzioni (4.3) e (4.4) ¢ possibile esprimere ’equazione di
Raychaudhuri (3.41) per il fluido di polvere come
dH 1

A
—— = —H? — —k (€or + 3pe —. 4.7
T g/ (Co+ 3per) + 3 (47)
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Questa ¢ la prima equazione di Friedmann espressa in termini del parametro di Hubble
H. In maniera analoga possiamo riscrivere questa equazione in funzione del fattore di
scala a(t) come

a 1 A
— = — 2k (€eff + 3Pe —. 4.8
% — o (ear+ 3pur) + (4.8)
Consideriamo ora la seconda equazione di Friedmann
A
a2tk = geeﬁcﬂ 30 (4.9)

la quale se derivata rispetto al tempo da

a ak K A
& Ok Bt D 4.10
0 ap TRty (4.10)

Sostituendo questa equazione in (4.8) e ricordando la definizione di H ricaviamo

de,
dtﬁ = —3H (e + pert)- (4.11)

Nel momento in cui ci limitiamo a considerare un fluido di polvere per cui vale p = 0
otteniamo

d
E(e — €)= —3H(e — € — €). (4.12)

che possiamo separare nelle due parti indipendenti, la prima relativa alla densita di
energia €

de
— =—-3H 4.13
P ¢ (4.13)
e la seconda relativa alla densita di energia e
deg
= —6He¢,. 4.14
% € (4.14)

Vediamo ora come dalle equazioni di Friedmann possiamo ricondurci a un potenziale
V(a) e quindi ad una Hamiltoniana #. Se integriamo 'equazione (4.13), tenendo conto
che il parametro di Hubble possiamo scriverlo come H = d(lna) /dt, otteniamo

-3
€= €myo (ai) (4.15)
0

dove €, € la densita di energia dovuta alla materia e a = ay il fattore di scala entrambi
al tempo odierno ¢t = t;?. Da questa possiamo riscrivere I’equazione di Raychaudhuri

2A volte puo capitare che ag = 1 per convenzione.
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(4.8) in termini del fattore di scala a(t):

a1 [ AR h22+A
a2 = e\ ") T ) ) T3

Looa? 1,(h 22a*6+A
=a|—=Kémo—=+ =K | — | €o—+ =
6 70&0—3 6 2m 0 06

(4.16)

Questa equazione puo essere riscritta in una forma analoga a quella di un equazione
del moto unidimensionale

. oV (a)
= — 4.17
a 9 (4.17)
con dominio {a : a € R;} dove il potenziale assume la forma
1 al 1 o\’ at A
V(a) = —=kemo—s + —k> [ — | & — — =’ +V, 4.18
(a) = —ghemo = 51" (2m> mo 5Tt T (4.18)

dove V[ € una costante. Da questo potenziale costruiamo I’'Hamiltoniana H come

a2

A questo punto possiamo riscrivere la seconda equazione di Friedmann (4.9) nella
forma Hamiltoniana. Considerando che per un fluido di polvere con spin vale

A\, a3 A\>, af
w=c—F|—) € =emo—s—k(—) &o—, 4.20
Eoff = € Ii<4m) € € 70@63 Ii<4m) € ’OCL66 ( )

in (4.9) otteniamo

B AN I &
R€m, 0Q — /€2 (R) efn,oa 6_ 3—2 = 3? —A
che € equivalente a
a? k
Vi) + ==V — <. (4.21)

2 2
Dalla meccanica classica sappiamo che le traiettorie del moto giacciono sulle curve di
livello H = E. Nel caso in cui Vy = k/2, E' = 0 e le traiettorie si trovano sulla curva di
energia zero. Ponendoci su il livello energetico Vi = k/2, e ricordando che €y, = n(0)m,
con n(0) il numero di particelle per unita di volume iniziale, otteniamo la seguente forma
per il potenziale:
1 al R, at A, k

V(a) = —>Kemores + — k2n(0)20 — 2g2 4 4.22
(a) 6/'16 ’0353 +96H n(0) P 6a +2 ( )
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che introducendo le densita di energia per la parte relativa allo spin € e per la parte
relativa alla costante cosmologica €y o

1 A
€50 = —1—6%71271(0), ero =~ (4.23)
diventa
1 a~?! a=? )
V((Z) = —= | Kém,o——5 + K€s0——¢ T K€r Q" — 3k | . (4.24)
6 ag ag

A questo punto ci interessa l’evoluzone di a per il livello energetico Vo = k/2. In
questo caso (4.21) diventa

d2

5 V(@ =0, (4.25)
Riscriviamo quest’ultima utilizzando una nuova variabile temporale T riscalata dal pa-
rametro di Hubble calcolato al tempo attuale: T' = |Hy|t [25]. Introducendo v = a/ag e

tenuto sempre conto che Vy = k/2 la (4.25) diventa

1 1
5= 5%+ 5 D Qg = V() (4.26)
la cui derivata da come risultato
1
V= —5 Z Qi’[) (1 + 3?1]1) U7(2+3wi), (427)
dove "
Qo = — femo = S0 = Al (4.28)

a2H ™ 3HE YT 3HZ © 3HZ

Queste equazioni esprimono la dinamica di a(t) in funzione dei parametri di densita
€2; o considerati al tempo attuale (tempo #y). In generale, questi parametri di densita sono
definiti come il rapporto tra la densita di energia e la relativa densita critica. Per quanto
riguarda l’esponente di v, w; ha diversi valori in base al tipo di materia che consideriamo:
vale wy,, = 0 se consideriamo polvere, ws = 1 per un fluido di spin e wy = —1 per il
contributo dovuto alla costante cosmologica. Questo fattore w; € strettamente legatto
alle (4.13) e (4.14): per diversi contributi energetici ¢; abbiamo equazioni differenziali
diverse e in generale possiamo scrivere la soluzione in base in funzione del valore iniziale
€;,0 COME €; = €0 (a/ao)_(leri).

Come abbiamo gia detto, le osservazioni delle supernovae di tipo la indicano che il
nostro universo ¢ in espansione. Per capire quali sono le condizioni sui parametri di
densita affinché 1'universo sia in espansione, studiamo la condizione sull’accelerazione
d@ > 0 in un universo piatto. Visto che siamo nella condizione espressa dalla (4.25)

abbiamo che 4 /a2 4
—(%+Vm0=0 - 4= (4.20)

dt da
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Pertanto 'universo ¢ in espansione se dV(a)/da < 0. Partendo dal potenziale espresso
in funzione di v in (4.26) otteniamo che la condizione di decrescenza dV (v)/dv < 0 ¢&

1
— §Qm,0v_2 — 293701}_5 + QA70’U >0 (430)
poiché abbiamo considerato un universo attualmente piatto (k =0 = o = 0).

Il formalismo che abbiamo appena sviluppato ci permette di studiare il contributo
dello spin per il modello di Friedmann-Roberston-Walker nell’evoluzione dell’universo.
Infatti possiamo riscrivere la (4.30) in forma quadratica introducendo una nuova variabile

-3
Z2="v

1
— 5moz + 2|940]2% + Qa0 > 0. (4.31)

Per il valore z = 1, ovvero per a = ay = 1 otteniamo
1
— §Qm70 + 2|Qs70| + QA70 >0 (432)

che ¢é la condizione che devono soddisfare i parametri di densita affinché 'universo sia in
espansione al tempo attuale.

I1 fit dei dati delle supernovae Ia da come valori {2y o = 0.72 e €2, 0 = 0.28. Se esclu-
diamo per un istante il contributo dello lo spin e teniamo conto della costante cosmologica
in un universo piatto (Qx = 0), i valori sperimentali ottenuti soddisfano la disuguaglian-
za (4.32). Quello che vogliamo capire ¢ se lo spin puo sostituire completamente o in parte
la costante cosmologica per spiegare I’espansione accelerata attuale.

Per capire cio vediamo quale deve essere la condizione su {2 affinche 'universo acce-
leri la sua espansione in assenza della costante cosmologica. Come abbiamo appena detto
la stima del parametro di densita della materia ¢ circa €, o ~ 0.3. Per cui otteniamo la
condizione

3
pe 10 (4.33)
Questo valore, come vedremo nelle prossime sezioni, sembra essere poco realistico e
pertanto € necessario considerare anche la costante cosmologica per giustificare 'attuale
espansione dell’Universo. I suoi effetti perd non sono da scartare se consideriamo le prime
fasi dell’universo, quando v & molto piccolo e quindi il fattore Qv in (4.30) puo dare

un contributo importante.

|Qs,0

4.3 Il modello con fluido di spin testato dalle superno-
vae e dalla CMBR

Un primo test per il modello con fluido di spin € il confronto con i dati sperimentali
provenienti da supernovae. Dall’analisi statistica in [25] della magnitudine di un cam-
pione di 60 supernovae in un modello piatto (dati presi da Perlmutter SN Ia), il limite
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ad una confidenza di 1o ¢ 9 > —0.012 e ad una confidenza di 20 ¢ €}, > —0.026.
Useremo successivamente il primo limite nella nostra analisi.

Un secondo test per il modello sono picchi nella radiazione cosmica di fondo che
emergono dalle oscillazioni del plasma primordiale. Queste oscillazioni rappresentano
punti piit caldi e pit freddi. E molto importante tenere in considerazione che la posizione
di questi picchi € molto sensibile alle variazione dei parametri del modello. Pertanto
potrebbe essere molto utile studiare questi picchi per determinare vincoli ai parametri
cosmologici. Dallo studio effettuato in [25] otteniamo un altro vincolo ai valori di €

1071 < Q0] < 1.4 x 1071, (4.34)

Un altro vincolo viene da considerazioni sulla nucleosintesi primordiale. Come vedre-
mo successivamente, il termine 25 ha un effetto non indifferente durante la prima fase
di vita dell’universo, ovvero per valori di z 2 2. Se cosi fosse, la fase in cui la radiazione
domina le altre componenti non si verificherebbe e la nucleosintesi degli elementi primor-
diali sarebbe assente. Visto che ci sono molte prove a favore dell’esistenza del periodo di
nucleosintesi ¢ probabile che i dati delle supernovae sovrastimino il parametro di densita
dovuto allo spin. Pertanto, per evitare di perdere un modello cosmologico ben testato
come la nucleosintesi primordiale, il contributo dovuto allo spin {25y non puo dominare
gli effetti dovuti alla radiazione, stimabili in €, 5(1 + 2)*, nelle primissime parti di vita
dell'universo. Pertanto per z = 10® deve valere che

—Qo(1+2)° <Qo(1+2)t e — Q0 < 107%. (4.35)

Percio il termine dovuto allo spin Qo(1 + 2)® & vincolato dalla necessita di una
nucleosintesi primordiale per giustificare la produzione abbondante di Helio-4.

4.4 Alternativa all’inflazione cosmica

A questo punto vogliamo studiare come lo spin possa aver influenzato 1’evoluzione
dell’'universo nei suoi istanti di vita iniziali [26]. Ricordiamo che un universo chiuso
omogeneo e isotropico € descritto dalla metrica di Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker
che in coordinate sferiche isotropiche & (4.1); in questo paragrafo seguiremo la trattazione
in [26] e poniamo k = 1, ovvero consideriamo un universo chiuso. Le equazioni di
Raychaudhuri per questa metrica diventano le equazioni di Friedman

1 1
A’ +1=—-k (e — ZRS2) a? (4.36)

1
a*+2ai+1=—k (p - ZKSQ) a’ (4.37)
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dove il punto indica la derivata rispetto a t. Queste equazioni possono essere anche
scritte nella forma di una legge di conservazione

% ((e - i/{sg) a3> - <p - iffsQ) %(a?’) =0 (4.38)

che puo essere usata al posto della seconda equazione di Friedman.
La densitda media del numero di particelle per volume in un fluido n & legata alla
densita di energia e alla pressione del fluido dalla
dn  de

- , 4.39
v tip (4.39)

Se il fluido & descritto da un’equazione barotropica p = we allora n oc €'/0+),
Se consideriamo un fluido di fermioni con spin non polarizzato, la densita di spin® &
data da

1
§* = Z(hn)Z (4.40)
che porta s? o €2/0+%)  Sostituendo questa relazione nella (4.38) si ottiene la seguente
relazione di proporzionalita

€ oc 30w, (4.41)

che ha la stessa forma per s = 0 in assenza di spin. Di conseguenza, la densita di energia
dovuta allo spin é quantificabile come
1 _
€g = ——krsxa®

1 (4.42)

proporzionale a a~% come gia avevamo visto nel paragrafo precedente. In pratica il fluido

di Weyssenhoff che stiamo considerando lo possiamo pensare come la combinazione di
un fluido standard con densita di energia € e un fluido esotico con densita di energia eg
per cui vale p < 0. Questa rappresentazione é puramente formale poiché un tale fluido
esotico non puo esistere da solo e la sua equazione di stato p = p(€) non rappresenta una
equazione di stato fisico.

In un universo primordiale le particelle di Dirac che componevano il fluido avevano
energie molto maggiori delle loro energie a riposo. Pertanto la loro equazione di stato
sard una equazione barotropica ultrarelativistica con w = 1/3 e p = €/3 analogamente a
quella della radiazione. Dalla relazione (4.41), otteniamo per la radiazione ez x a™ e la
densita di energia totale ¢ data da

€+eg=epyat +eg,a® (4.43)

3in [26] ¢ & differentemente da [25]
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dove @ = a/ay ¢ il fattore di scala normalizzato e il pedice 0 indica le quantita misurate
al tempo presente, per cui vale @ = 1. Nella (4.43) trascuriamo sia il contributo €y, a2
dato dalla materia (oscura e barionica) sia il contributo e = A/k dato della costante
cosmologica poiché durante I'universo primordiale abbiamo che a < 1 e il loro contributo
é sensibilmente minore rispetto a quello della radiazione e dello spin. Introducendo il
parametro di Hubble H = a/a possiamo riscrivere la prima equazione di Friedman (4.36)

come

11
H? + 5 =3k (€ + €g) (4.44)

Se consideriamo il parametro di densita totale al tempo odierno

Qp = 0T (4.45)

€c

dove €. = 3HZ /k ¢ la densita di energia critica al tempo attuale, questo soddisfa la rela-
zione agHyv/€lg — 1 = 1 come in cosmologia standard. Per quanto riguarda il parametro
di densita totale valutato a un tempo di espansione t invece abbiamo

0(a) = % (€ + es) (4.46)

che soddisfa in maniera analoga la relazione

alH|\/Q@) — 1= 1. (4.47)

Considerando i parametri odierni di densita per la radiazione e per lo spin

Qr = €g, /¢, Qs = €g, /€, (4.48)

tenuto conto di (4.43) e di (4.47) (valutata a () otteniamo dalla (4.44) che

2 2 2
RC RC C
H? = H} | —sepya ™ + —5e5,0 5 — —5a7% ) =
O\3HZ 3HZ H?

= H (Qpa™" + Qga ° — (Qg — 1)a?), (4.49)

equivalente a
1/2

|H| = Hy (Qra™* + Qsa % — (Qy — 1)a~?) (4.50)

Tuttavia l'ultimo termine sotto la radice ¢ considerevolmente minore rispetto ai primi
due relativi alla radiazione e allo spin quando siamo nella periodo iniziale dell’'universo,
ovvero per a < 1, e pertanto puo essere trascurato. Otteniamo

|H| = Hy (Qpa + Qga )" (4.51)
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che mostra come il parametro di Hubble dipenda dal fattore di scala normalizzato a
durante 'universo primordiale. Combinando (4.47) e (4.51) otteniamo

(Q — 1)a

Qa) = 14 Lo —Ha
(@) =1+ 0 7T a,

(4.52)
che esprime la relazione che lega il parametro di densita €2 in funzione solo di a. Poiché
il contributo dato dallo spin €5 & negativo, anche il parametro di densita relativo €2g lo
sara. Pertanto la sua presenza é causa di repulsione, che é significativa per valori molto
piccoli di a.
Dalle osservazioni del Wilkinson Microwave Anisotropy Probe otteniamo €2y = 1.002.
Il fatto che il valore sia maggiore di 1 inidica che I'universo ¢ chiuso. Tuttavia il valore
di 2y & estremamente vicino ad 1 e pertanto non é possibile escludere il caso di universo
piatto. Dai dati di WMAP si ottiene anche che Hy' = 4.4 x 10"s e Qp = 8.8 x 107°.
Percio il valore del fattore di scala al tempo odierno vale ag = 2.9 x 10*"m. Per stimare
(s usiamo neutrini primordiali che sono i fermioni pitt abbondanti nell’universo, con
densita volumetrica di n = 5.6 x 10’m~ per ciascuno dei 6 tipi esistenti. L’equazioni
(4.40) e (4.42) danno
Qg =—86x 107, (4.53)

che é un valore molto piccolo, in accordo con le considerazioni sulla nucleosintesi primor-
diale del capitolo precedente.

L’equazione (4.51) c¢i mostra che I'espansione dell’universo inizid quando H = 0,
ovvero per un valore del fattore di scala rinormalizzato a = a,, che ha un valore di

0
Gy = 1| — =2 =3.1x107% (4.54)
Qr

che corrisponde al valore minimo ma finito del fattore di scala a,, = 9 x 10~%m, il raggio
dell’universo chiuso. Prima di raggiungere questa grandezza minima, l'universo si stava
contraendo con H < 0. Se scegliamo il tempo ¢t = 0 quando G = a,,, integrando la (4.51)
per t > 0 ricaviamo

0¥ H,
Qg

t:f($):g\/x2—l+%ln r+Va?—1 (4.55)

dove abbiamo posto z = a/a,,. Quando x > 1, f(x) = z?/2 otteniamo ’evoluzione
usuale dell’universo dominato dalla radiazione, ovvero a ~ t/?
Nella cosmologia standard Q¢ = 0, dalla quale segue che Q(a) vale

(Q — 1)a2

Qa)—1= o

(4.56)

che tende ad 1 per a — 0.
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In cosmologia standard il fatto che il valore di 2y sia molto vicino ad 1 introduce
il problema della piattezza dell’'universo durante l’eta primordiale. Infatti poiche la
condizione di piattezza €2(a) ~ 1 ¢ instabile [30], il fatto che osserviamo un valore vicino
ad 1 oggi indica che 2(a) doveva essere uguale ad 1 con una precisione maggiore di 52
cifre decimali per @ < 1. Ci si chiede allora come ¢é possibile che il valore Q(a) per
a < 1 fosse cosi vicino ad 1. Una soluzione ¢ quella dell’inflazione cosmica, ovvero
un’espansione esponenziale di un fattore almeno di 10*® dovuta alla presenza di campi
scalari esterni che permette di giustificare la piattezza al tempo attuale.

Nella teoria della gravita di Einstein-Cartan abbiamo che Qg < 0 e che Q(a) ¢ infinito
per G = a,,. Tuttavia studiando 'equazione (4.52) in funzione di a si trova che ha un
minimo locale a a = \/E&m, dove €2 assume un valore di

405(Q — 1)

Q(V26,,) =1 —
0%

=1+8.9x107% (4.57)
Mentre 1"universo si espande da @, a v/2d,y,, il valore di Q(a) decresce rapidamente dal
valore infinito fino al valore di minimo (4.57), che sembra essere uguale ad 1 con una
precisione di 63 cifre decimali. Questa fase di transizione dura
t::—ﬁggéiﬂv§)=53><ur%s. (4.58)
R Hy
Durante questo lasso di tempo 'universo si ¢ espanso solo di un fattore v/2, diversamente
da quanto predetto nell’espansione inflazionaria. Pertanto il fatto che Q(a) sia vicino ad
1 con una grande precisione per valori molto piccoli di a puo essere spiegati dal valore
estremamente piccolo del parametro di densita dello spin (4.53). Questa accuratezza del
valore di €2(a) fa si che non sia necessaria alcuna dinamica inflazionaria. Mano a mano
che I'universo si espande, il fattore Qga® diventa via via pit grande del fattore dovuto
allo spin |Qg] e il fattore Q(a) — 1 aumenta visto che vale Q(a) —1 = (Qy—1)a*/Qx finche
non si giunge al periodo in cui 'universo ¢ dominato dalla materia. In quest’ultima epoca
w < 1/3 e il contributo dovuto alla materia oscura e barionica e alla costante cosmologica
deve essere incluso in (4.43).
Possiamo riscrivere (4.47) nel seguente modo:

1
= —F—— (4.59)
Qa) —1
Definiamo allora la velocita del punto antipodale all’origine delle coordinate come
v, = mca*. Quest’ultima ha un massimo locale in ¢ = V24, di valore

WQR
2/ —Qs(Q — 1)

4Reintroduciamo la velocita della luce per comodita.

c=1.1x 10%c. (4.60)

Va(V20r,) =
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Pertanto mentre 'universo chiuso si espande da a,, a v/2a,, accelerando (@ > 0), la
velocita v, aumenta molto rapidamente da 0 fino al valore enorme di (4.60), mentre nella
fase successiva di espansione, dove il contributo dello spin ¢é trascurabile, la velocita v,
decresce in accordo con (abbiamo usato (4.52))

Vs
Te—.

Vo —1

La validita di questa formula é limitata al periodo in cui la materia non domina
I'universo. Oltre tale periodo é necessario introdurre in quest’ultima relazione i termini
dovuti al contributo della materia oscura e barionica. Durante questo periodo 'universo
decelera la sua espansione (i@ < 0). In una fase ancora successiva & necessario considerare
anche il termine dovuto alla costante cosmologica dato che I'universo ritorna ad accelerare
e questa accelerazione non puo essere giustificata dal parametro di densita dovuto allo
spin poiché il suo valore é troppo basso.

Vg =

(4.61)



Capitolo 5

Conclusioni

In questo capitolo riassumiamo quanto fatto e cerchiamo di fare il punto e trarre le
conclusioni. Nel primo capitolo ci siamo occupati di definire gli strumenti matematici
relativi alla geometria differenziale che ci permettono di studiare la cinematica in uno
spaziotempo 4-dimensionale. Siamo partiti dalla definizione di connessione affine da cui
é seguita in maniera naturale la definizione di trasporto parallelo. Per avere una tratta-
zione coerente, abbiamo assunto che la metrica fosse compatibile, ovvero che la metrica
conservi il prodotto scalare dei vettori quando questi sono trasportati parallelamente
lungo una curva. Questo vincolo ci permette di calcolare i coefficienti della connessione
affine T'® . e da questi definire il tensore di torsione S%, che ¢ generalmente considerato
nullo, mentre in questa trattazione ¢ diverso da zero. Infatti il tensore di torsione 5%,
puo essere usato come punto di partenza per descrivere la manifestazione macroscopica
dello spin intrinseco della materia. Successivamente abbiamo introdotto il tensore di
Riemann, prima in maniera del tutto generale e successivamente andando a calcolare le
componenti in funzione di I _ e di S%,. Separando le componenti nelle parti simme-
triche e antisimmetriche abbiamo evidenziato i contributi dovuti al tensore di torsione.
Infine abbiamo generalizzato le due identita di Bianchi.

Dopo aver posto le basi geometriche, abbiamo considerato un caso specifico di varie-
ta: uno spaziotempo 4-dimensionale. Per semplificare lo studio della cinematica abbiamo
sfruttato il formalismo 1+3: introducendo una famiglia di curve di tipo tempo, che rap-
presentano le traiettorie di eventuali particelle test, abbiamo decomposto lo spaziotempo
in una dimensione temporale e in tre spaziali. La conseguenza principale di questa scelta
¢ la decomposizione di ogni tensore e di ogni equazione tensoriale nelle due componenti
temporale e spaziale. In particolare possiamo definire la derivata covariante temporale
e la derivata covariante spaziale di un tensore generico. Poiché 'interesse primario é
studiare la cinematica, abbiamo decomposto la derivata covariante del vettore tangente
alla famiglia di curve in diverse componenti, che sono analoghe a quelle studiate in teoria
dei fluidi e che ci permettono quindi di comprendere meglio I’evoluzione delle traiettorie
del fluido ideale che introdurremo successivamente. Queste componenti sono: O che
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descrive gli effetti sul volume, o, che descrive effetti di taglio e w,, che descrive effetti
rotazionali. Infine abbiamo calcolato le derivate covarianti temporali di queste compo-
nenti per comprenderne 1’evoluzione rispetto al tempo: per © I'equazione di evoluzione
prende il nome di equazione di Raychaudhuri, che opportunamente contestualizzata de-
scrive ’espansione o la contrazione dell’'universo. Proiettando invece sulla parte spaziale
otteniamo i vincoli alle equazioni di evoluzione.

Nel capitolo successivo abbiamo introdotto la descrizione fisica dell’universo di Einstein-
Cartan attraverso l’azione di Einstein-Cartan. Sfruttando il principio di minima azione
abbiamo legato i tensori geometrici di curvatura R e di torsione S che abbiamo descrit-
to nei capitoli precedenti ai tensori energia-impulso T e al tensore di spin s. Le due
equazioni di riferimento sono le equazioni di Einstein-Cartan: la prima ha un analogo
classico nell’equazione di Einstein, invece la seconda relativa allo spin e alla torsione
¢ caratteristica dell’'universo di Einstein-Cartan e ci permette di giustificare geometri-
camente la presenza dello spin macroscopico. Grazie a queste due equazioni abbiamo
riscritto 'equazione di Raychaudhuri e le equazioni di evoluzione in funzione dei tensori
di energia-impulso e di spin: cosi facendo possiamo descrivere 1’evoluzione dell’universo
direttamente in funzione della distribuzione spaziotemporale dell’energia e della materia.
Per specificare la natura della materia e dello spin abbiamo introdotto un fluido idea-
le che prende il nome di fluido di Weyssenhoff, caratterizzato dalla densita energetica,
dalla pressione e dalla densita di spin. Per inserirci in un scenario realistico abbiamo
fatto alcune assunzioni sulla natura dello spin e sulla natura geometrica dell’universo per
semplificare I’equazione di Raychaudhuri e ottenere quindi un’equazione che possa essere
il punto di partenza per predizioni o verifiche sperimentali.

Nell'ultimo capitolo studiamo se e come la presenza dello spin macroscopico possa
produrre effetti cosmologici partendo dalle equazioni che abbiamo trovato nel capito-
lo precedente. In particolare ci concentriamo su due problemi: 1’espansione attuale
dell’'universo e la piattezza dell’'universo.

Nel primo caso attraverso manipolazioni algebriche abbiamo costruito un potenzia-
le V(a) e di conseguenza un’Hamiltoniana #H. Introducendo i parametri di densita €2,
abbiamo studiato la condizione per cui I'universo ¢ attualmente in espansione. In base
ai dati delle supernovae Ia, affinché lo spin macroscopico possa essere la sorgente dell’e-
spansione attuale, il parametro di densita relativo allo spin deve soddisfare un vincolo
ben preciso. Tuttavia, abbiamo visto come i test sperimentali sia sulle supernovae sia
sulla radiazione cosmica di fondo e alcune considerazioni sulla nucleosintesi primordiale
limitino il parametro di densita relativo allo spin a valori estremamente inferiori rispet-
to a quelli necessari per giustificare I’espansione osservata al tempo attuale. Pertanto il
fluido macroscopico di materia con spin difficilmente puo dare un contributo significativo
all’energia oscura che domina l'universo attuale, anche se il modello del fluido di spin
non viene invalidato.

Nel secondo problema relativo alla piattezza dell’'universo, abbiamo studiato I’equa-
zione di Raychaudhuri e espresso il parametro di Hubble H in funzione del suo valore
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al tempo attuale e in funzione dei parametri di densita e di a. Abbiamo introdotto il
parametro di densita totale €2 in funzione dei parametri relativi alle diverse forme ener-
getiche. Dai dati relativié alla radiazione cosmica di fondo abbiamo stimato prima il
valore di €2 e di Qz e da questi il valore di g, che anche questa volta risulta molto
piccolo. Il valore misurato di €2 ¢ molto vicino ad 1: poiché questo valore é instabile,
é necessario che nei primi istanti dell’'universo il valore di 2 fosse vicino ad uno con
una precisione molto elevata. Studiando {2 per valori di @ molto piccoli abbiamo visto
che ha un minimo il cui valore é vicino ad uno con un’elevatissima precisione, dovuto
alla presenza di un fattore di spin {2g molto piccolo. Pertanto non é necessaria alcuna
dinamica inflazionaria aggiuntiva poiché la presenza dello spin puo spiegare il valore di
) odierno. Dunque la cosmologia descritta dal modello di Einstein-Cartan puo essere
un’alternativa valida non soltanto al modello del Big-Bang poiché permette di evitare la
singolarita iniziale, ma anche al modello inflazionario, che richiede meccanismi aggiuntivi
e nuovi parametri esterni. Inoltre dallo studio del parametro di Hubble H abbiamo visto
che, a causa della presenza di spin, I’espansione inizia in un istante ¢y nel quale I'universo
aveva la dimensione minima ma finita a,,, mentre nel periodo temporale precedente t
I'universo si stava contraendo. Il fatto che I'universo si stesse contraendo dall’infinito non
spiega quale sia la causa di una tale contrazione, proprio come il modello del Big-Bang
non spiega cosa accade prima del Big-Bang stesso. Quale sia questa causa ¢ fonte di
speculazioni: in [26], per esempio, si fa corrispondere alla contrazione e all’espansione la
dinamica della materia all’interno di un buco nero che collassa in un altro universo.

Per concludere, la teoria di Einstein-Cartan non é capace di spiegare la natura del-
I’energia oscura che domina l'universo attuale poiche il suo contributo ¢ troppo piccolo,
ma € capace sia di giustificare la piattezza osservata al tempo odierno senza far ricorso
all’inflazione cosmica primordiale sia di evitare la singolarita essenziale iniziale. Cio no-
nostante, nuove questioni nascono nello spiegare la contrazione che ha luogo nel periodo
temporale precedente all’istante .
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