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Introduzione

In questa tesi si vuole discutere di alcuni modelli di pricing per opzioni di
tipo europeo, e di opportuni metodi perturbativi che permettono ti trovare
delle approssimazioni soddisfacenti dei prezzi e delle volatilita implicite rela-

tive a questi modelli.

Un derivato € un titolo finanziario il cui valore dipende direttamente da
un titolo sottostante rischioso su cui si appoggia, per esempio un’azione. L’e-
sempio pit semplice di derivato ¢ appunto 1'opzione, ovvero un contratto che
conferisce il diritto di comprare (tipo call) o di vendere (tipo put) una tale
azione a un determinato prezzo fissato, detto strike.
Le opzioni che tratteremo in seguito saranno quelle europee, le quali con-
feriscono il diritto di acquistare (o vendere) solamente ad una fissata scaden-
za. 1l valore dell’opzione europea alla scadenza, detto payoff, sara percio una

funzione dello strike e del prezzo dell’azione a scadenza.

I modelli che tratteremo definiscono la dinamica del titolo sottostante
come il processo di It6 soluzione di un’opportuna equazione differenziale sto-
castica (SDE). Il prezzo dell’opzione che si appoggia su tale titolo ¢ dato dalla
media del suo payoff. Dalle formule di rappresentazione di Feynman-Kag¢ si
evince percio che il prezzo dell’opzione ¢ la soluzione dell’operatore associato

all’equazione differenziale stocastica, con valore finale fissato.

I metodi perturbativi che riporteremo saranno dunque volti a risolvere
questi problemi di Cauchy con operatori alle derivate parziali e a coefficienti

non costanti.
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Il primo modello che tratteremo sara quello di Black&Scholes, secondo
il quale, il valore del titolo sottostante ¢ il moto Browniano geometrico la
cui media e r, ovvero il tasso di interesse a breve termine, e la sua varianza
e funzione di un parametro o > 0 detto volatilita. L’importanza di tale

modello ¢ data da molteplicici motivi.

Innanzitutto, 'operatore associato alla SDE ¢ a coefficienti costanti, il
che rende piuttosto agevole ottenere una forma esatta del prezzo dell’opzione
quotata con questo modello. Inoltre, proprio da tale formula, emerge che
il prezzo € crescente rispetto al parametro di volatilita o, il che riflette la
concezione che le opzioni acquistino valore in situazioni di maggior rischiosita
del mercato.

Questa relazione biunivoca, a scadenza e strike fissati, fra volatilita e prezzo,
¢ talmente importante che spesso le opzioni vengono quotate in termini della
loro volatilita implicita di Black&Schols.

Il vantaggio di tale approccio ¢ quello di poter effettuare un paragone di

costosita fra opzioni con diversi strike e scadenze.

Per questi motivi, per i modelli seguenti, oltre a ricavare un’approssi-

magzione del prezzo, ci concentreremo sull’approssimazione della relativa volatilita

implicita.

Nonostante la sua importanza, il modello di Black&Sholes non si dimostra
sufficientemente adatto a riprodurre i prezzi di mercato. Infatti, le superfici
di volatilita di mercato sono tutt’altro che piatte. Utilizzando modelli che
rendendo non piu costante la volatilita ¢ possibile, dopo un’opportuna cali-

brazione, riprodurre in modo decisamente migliore tali superfici.

Una prima classe di modelli, chiamati a volatilita locale, richiede che la
volatilita sia funzione del tempo e del titolo sottostante, ovvero essa & de-
scritta come o (S, t). Il modello che noi abbiamo trattato ¢ conosciuto come
CEV (constant elasticity of variance) e descrive la volatilita come oSV Ve-

dremo come tale modello consenta di ottenere superci di volatilita implicita
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che si avvicinano maggiormente a quelle di mercato, anche se in modo non

del tutto soddisfacente.

Precisamente, a scadenza fissata, le curve di volatilita implicita riusultan-
ti sono sempre delle skew, ovvero sono sempre decrescenti rispetto allo strike.
In certi casi, invece, le volatita di mercato formano delle smile, ovvero curve

che ritornano crescenti dopo un punto di minimo.

I1 modello SABR (stochastic alfa beta rho) appartiene invece alla famiglia
dei modelli a volatilita stocastica. Qui, la volatilita € anch’essa un processo
di Ito, dipendente da un secondo moto Browniano oltre che dal prezzo del
titolo sottostante. Di tale processo occorre fissare un valore iniziale o non

direttamente osservabile dal mercato.

Con tale modello, del quale il CEV rappresenta un caso particolare, si puo
riprodurre una gamma piu vasta di superfici di volatilita, in quanto ¢ possi-
bile agire su ben quattro parametri: o, a;, 5 e p. In particolare effettueremo
un esperimento di calibrazione di tali parametri allo scopo di riprodurre in
maniera piu efficiente possibile una serie di prezzi di mercato di un’opzione

europea.

Il primo capitolo e dedicato all’esposizione dei suddetti modelli di pricing.
In particolare, dopo un primo paragrafo di preliminari di finanza, i paragrafi
1.2 e 1.3 trattano rispettivamente del modello di Black&Scholes e della rela-
tiva volatilita implicita. Il paragrafo 1.4 contiene la formulazione del modello
CEV, la formula di approssimazione per relativa volatilita implicita, e vari
grafici che riportano i risultati ottenuti con tale modello. Analogamente il
paragrafo 1.5 tratta del modello SABR, mentre nel paragrafo 1.6 sono ripor-
tati i risultati dell’esperimento di calibrazione del SABR effettuato su reali

prezzi di mercato.

Il secondo capitolo e invece dedicato ai metodi perturbativi che con-
sentono di ottenere formule chiuse per il prezzo e la volatilita implicita. Nei

paragrafi 2.1 e 2.2 vengono ricavate rispettivamente le formule di approssi-
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mazione di prezzo e volatilita implicita per il CEV, mentre nel paragrafo 2.3

viene calcolata I'approssimazione del prezzo per il SABR.
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Capitolo 1

Modelli di pricing di opzioni

europee

1.1 Preliminari di finanza

I principali titoli reperibili sul mercato finanziario sono i bond, investi-
menti che nel breve periodo possono essere considerati privi di rischio, e gli
stock, titoli rischiosi come, per esempio, le azioni.

Il valore del bond, che normalmente consiste in un investimento in banca,
seguira quindi una traiettoria deterministica. Precisamente, se r ¢ il tasso
privo di rischio e By il valore del bond al tempo 0, la dinamica del bond sara

del tipo:

e capitalizzazione semplice con r costante:

By = By(1 +rt),

e capitalizzazione composta con r costante:

_ rt
Bt - Boe )

e capitalizzazione composta con r; funzione del tempo:

t
B, = Byelo a7,
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Se conosciamo il valore del bond al tempo t, assumendo che sia stata appli-
cata una capitalizzazione composta a tasso costante, il valore al tempo 0 ¢

naturalmente

—rt
BO - Bte )

che viene detto wvalore scontato di B;.

D’altra parte, il prezzo dell’azione, in quanto titolo rischioso, non puo
essere rappresentato da una funzione deterministica, bensi da un processo
stocastico. Nei modelli che seguono, tale processo sara la soluzione di un
equazione differenziale stocastica che varia a seconda del modello.

Per esempio, secondo il modello di Black& Scholes, il prezzo dell’azione S;

risolve

dSt = /LStdt + O'Stth, (11)

dove p ¢ il rendimento atteso e o e la volatilita. Risolvendo tale SDE, si

ottiene che il prezzo dell’azione ¢ il moto Browniano geometrico
02
Sy = Soe<<”‘7)t+”Wt). (1.2)

I titoli oggetto di studio in quesa tesi sono i derivati. Come si evince dal
nome, essi sono titoli il cui valore deriva dal valore di un titolo sottostante,
generalmente un azione o un tasso di interesse. Il mercato offre una vasta
gamma di titoli derivati e il piti semplice di essi e 'opzione.

L’opzione conferisce il diritto a chi la detiene di comprare (call) o di
vendere (put) un determinato bene ad un certo prezzo fissato. Il possessore
dell’opzione puo scegliere se esercitare oppure no tale diritto.

Le opzioni si dividono poi in due categorie:

e tipo europeo, conferisce il diritto ad acquistare (o vendere) soltanto ad

una certa scadenza fissata;

e tipo americano, tale diritto puo essere esercitato qualsiasi istante prima

della scadenza.
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Colui che vende l'opzione si impegna percio a vendere (o comprare) il titolo
sottostante ad un determinato prezzo qualora il possessore dell’opzione decida
di far valere il suo diritto.

Come esempio, consideriamo un opzione call di tipo europeo con i seguenti

parametri:
o K strike, prezzo d’esercizio dell’opzione;
e T scadenza, tempo al quale e possibile far valere ’opzione d’acquisto;
e S; prezzo di mercato del titolo sottostante al tempo ¢ € [0, T];
e ( prezzo dell’'opzione al tempo t € [0, 7.
Il prezzo dell’opzione alla scadenza, detto payoff, vale
Cr = max{Sr — K,0} = (S — K)*. (1.3)

Infatti, alla data T, il possessore dell’opzione esercitera il suo diritto di ac-
quisto solo nel caso in cui S > K, ottenendo un un guadagno pari a Sy — K.

Analogamente, nel caso di una put europea, il payoff sara dato da
PT = maX{K - ST7 0} = (K - ST)+. (14)

Appare evidente che il compratore di una call ha una possibilita di guadagno
illimitata, in quanto il prezzo dell’opzione puo salire ipoteticamente a qual-
siasi prezzo. Di conseguenza, la banca che vende la call si espone ad un

rischio di perdita illimitato.

Nei paragrafi seguenti esporremo dei modelli di valutazione per il prezzo
delle opzioni di tipo europeo. In tali modelli, si suppone che la dinamica del
titolo sottostante risolva una certa equazione differenziale stocastica, e che il

prezzo dell’opzione sia dato da

C=e"E[(Sr — K)'] (1.5)
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nel caso di una call, e da
P=e¢"E[(K - Sr)"] (1.6)

nel caso di una put.

1.2 Il modello Black&Scholes

Secondo il modello di Black&Scholes, ideato nel 1973, il prezzo dell’azione

sottostante al derivato e il processo soluzione di
dSt = /Lstdt -+ UStth. (17)
Si ipotizza inoltre che

w=r, (1.8)

dove r e il tasso a breve privo di rischio introdotto nel paragrafo precedente.
Percio, se al tempo t l'azione sottostante vale s, il prezzo dell’azione e

rappresentato dal processo S™*, soluzione di

{ dSy = rSpdt + USt/th’v >t ’ (1.9)

St:S

mentre il prezzo delle opzioni call e put e dato dal valore attualizzato della

media del suo payoff, ovvero:

Clts) = e TDE[(SY — K)*), (1.10)
P(t,s) = e "TYE[(K — S°)T). (1.11)
Il seguente teorema ci restituice una formula chiusa per tali prezzi.

Teorema 1.2.1. Sotto le ipotesi precedenti il prezzo delle opzioni call e put

risulta:

C(t,s) = sp(dy) — Ke " T Vp(dy), (1.12)
P(t,s) = Ke T Y¢(—dy) — sp(—dy), (1.13)
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dove

6(z) :/x F(l,y)dy:\/%_ﬂ/w % dy (1.14)

¢ la funzione di distribuzione normale standard e

. log () +08“T+__%t> (T - t)’ )
log (£) + (r - "72) (T —1t)
o1 —t

Dimostrazione. Riportiamo la dimostrazione solamente per il prezzo del-

dg = dl—O' T—t= (116)

I'opzione call. 11 caso della put &€ completamente analogo.
Risulta:
C(t,s) = e "I y(t, s), (1.17)

con

ult, s) = E[(Sy — K)]. (1.18)

Per il teorema di rappresentazione 77 vale

Lu(t,s) =0, t<T, s>0
, (1.19)
u(T,s)=(s—K)*, s>0
dove L e l'operatore associato alla SDE (1.9), ovvero
1
L= 50232835 + 1805 + O;. (1.20)
Percio u(t, s) risolve il problema di Cauchy
10220 u+rsOu+0u=0, t<T, s>0 (1.21)
w(T,s) = (s —K)t, s>0 ' '

E facile verificare che u(t, s) verifica (1.21) se e solo se C(t, s) soddisfa

{ 30°50uC + 10,0 +9C—rC=0, 1<T,s>0 )

C(T,s)=(s—K)*, s>0

Il prezzo della call € quindi la soluzione di un problema di Cauchy a cefficienti

non costanti.
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Con un cambio di variabili possiamo ora trasformare il problema (1.22) in un

problema di Cauchy a coefficienti costanti. Infatti si verifica facilmente che

C(t,s) =v(T —t,logs), (1.23)
dove v(, x) risolve:
%02&,&1}—1— (r—‘é) O, v—0v—rv=0 7>0, seR
: (1.24)
v(0,z) =(e* = K)*, seR
Ora, la soluzione di (1.24) &
or) = [ T — (e - )y (1.25)
R
dove
I'(r,2) = e P T'(10%, 2), (1.26)
e dove
1 o2\ >
1 o?
1 22
(0%, z) = e 2o, (1.29)
2nTo
Risolvendo l'integrale si ottiene la tesi. O

S

La quantita = e generalmente chiamata moneyness dell opzione. Si

K
possono avere tre casi:

e > > 1: lopzione call si dice in the money, ovvero ¢ in una situazione

di potenziale guadagno;

S

e > < 1: lopzione call si dice out of the money, ovvero ha valore

K
intrinseco nullo;

e = = 1: l'opzione call si dice at the money.
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1.3 La volatilita implicita di Black&Scholes

Si noti come il prezzo di un’opzione call secondo il modello di Black&Scholes
e del tipo:
CBs(O', T,S,K, 7’). (130)

L’unico di questi parametri che non ¢ direttamente osservabile ¢ la volatilita
0.

Fissati gli altri parametri, la funzione
o~ Cpg(o,T,s,K,r) (1.31)

e invertibile in quanto strettamente crescente. Ovvero, ad ogni valore di
o > 0 corrisponde un prezzo di Black&Scholes per 'opzione e, viceversa, per
ogni prezzo C* nell’intervallo |0, S| & associato un unico valore della volatilita
o* tale che

C* =Cps(c™,T,s,K,7). (1.32)

Risulta percio ben posta la seguente

Definizione 1.1. La funzione
C*—=VIC"T,s,K,r):=0" (1.33)
e detta funzione di volatilita implicita.

Il concetto di volatilita implicita ¢ talmente importante e diffuso che, al-
I'interno dei mercati finanziari, viene utilizzato come indicatore principale
del valore delle opzioni. Le opzioni vengono cioe quotate mediante la loro
volatilita implicita anziche mediante il loro prezzo. Questo approccio con-
sente comunque di avere un’idea della costosita dell’opzione, in quanto il
prezzo e funzione crescente della volatilita, e inoltre, permette di confrontare
il valore di opzioni con diversi strike e scadenze.

Fissiamo ora S e r. Dato un set di prezzi

(Cili=1,...,M;j=1,...,N}, (1.34)
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dove C7; indica il prezzo dell’opzione con strike K ¢ e scadenza T, il grafico

della funzione

(K'Y, T9) — VI(Cr,, T, s, K',7) (1.35)

4,9
e detto superficie di volatilita implicita relativa ai prezzi (1.34).
Risulta chiaro che se i prezzi (C; j)ie 1,jes corrispondono con i prezzi di Black&Scholes

basati su una dinamica del sottostante di tipo
dSt = T’Stdt -+ O'Stth, (136)
allora la superficie di volatilita implicita sara costante, ovvero:

VIC:, T, s, K',r) =0, icl,jc.J. (1.37)

,L’] )

In ralta, le superfici di volatilita implicita relative ai prezzi di mercato
sono solitamente tutt’altro che piatte. Esse variano infatti con lo strike e la
scadenza come si puo osservare in tabella (1.1), dove € riportata una serie
di volatilita implicite di opzioni sull’azione S&P 500 in data 18 aprile 2002
(14).

Tipicamente risulta che le quotazioni di mercato attribuiscano piu valore
alle opzioni nelle situazioni estreme di in o out of the money. Tale comporta-
mento riflette la percezione di maggior rischiosita in determinate situazioni di
mercato, come per esempio nel caso di estremi rialzi o ribassi del sottostante.
Per quanto riguarda la dipendenza dalla scadenza T, solitamente smile e
skew si accentuano quando 7' si avvicina a 0.

Dall’analisi di queste superfici di volatilita implicita emerge percio come
il modello di Black&Scholes non sia sufficientemente realistico. Questo e
un problema di interesse teorico cosi come di interesse pratico. Infatti, im-
maginando di voler utilizzare tale modello per quotare un’opzione, si pone
il problema della scelta del parametro o. Utilizzando la volatilita storica,
ovvero il valore di ¢ ricavato a partire da una stima sulla serie storica del
sottostante, si rischia di ottenere quotazioni fuori mercato. D’altra parte, uti-
lizzando la volatilita implicita si pone il problema di scegliere uno fra tutti i

valori che il mercato attribuisce in funzione dei vari strike e scadenze.
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Strike  May  June Sep. Dec. March June  Dec.
2002 2002 2002 2002 2003 2003 2003

1100  0.1546 0.1651 0.1670 0.1721 0.1791 0.1929

1110 0.1632

1120  0.151  0.1607

1125  0.1512 0.1594 0.1619 0.1644 0.1689 0.1763

1130 0.1580

1135 0.1575 0.1598

1140 0.1488 0.1562 0.1624

1150 0.1553 0.1572 0.1611 0.1653 0.1724 0.1870
1160 0.1531

1170 0.1513

1175 0.1518 0.1539 0.1577 0.1625 0.1833

Tabella 1.1: volatilita implicita di opzioni call sull’azione S&P 500. Qui il
valore dell’azione S&P 500 € s = 1124.47, mentre si ha r = 0.019.

Questi problemi richiedono I'introduzione di modelli piu sofisticati rispet-
to a quello di Black&Scholes, che consentano di ottenere prezzi concordi con
le superfici di volatilita implicita di mercato. Questo risultato puo essere
ottenuto con diversi modelli a volatilita non costante, che si basano general-
mente sull’idea di modificare ’equazione stocastica che modella la dinamica
del sottostante.

Tali modelli si dividono principalmente in due famiglie:

e a volatilita endogena, ovvero essa ¢ descritta da un processo stocastico
che dipende dagli stessi fattori di rischio del sottostante. I modelli piu

popolari appartenenti a questa categoria sono quelli a volatilita locale;

e a volatilita esogena, ovvero essa ¢ descritta da un processo guidato
da fattori di rischio aggiuntivi (un secondo moto Browniano e/o un

processo di salto).
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Nei prossimi due paragrafi presenteremo un modello per ognuna di queste

due categorie:
e il CEV, a volatilita locale;

e ¢ il SABR (a volatilita stocastica).

1.4 1l modello CEV

Secondo il modello CEV (constant elasticity of variance model, Coex,
1975), si suppone che la dinamica del titolo sottostante sia determinata da

un’equazione differenziale stocastica del tipo:
dSt = TStdt + U(t)A(St)th, <138)
dove solitamente:
As)=s", 0<p<l. (1.39)

Percio, se al tempo t il prezzo dell’azione ¢ s, il prezzo agli istanti successivi

sard dato dal processo stocastico S** soluzione di:

{ dSy = rSpdt’ + U(t)A(Sﬂ)th/ (1 40)

St:S

e il prezzo della relativa opzione call, con scadenza T e strike K, sara dato
da
Vi(t,s) = e "TOE[(SE — K)Y). (1.41)

Osservazione 1.4.1. Ponendo
u(t, s) := B[(S%° — K)™], (1.42)
e utilizzando la formula di rappresentazione (?7), si ha che:

{ us + %0—2<t)A2<S)uss +rsus =0, t<T, s>0 ) (1.43)

w(T,s)=(s—K)", s>0



1.4 11 modello CEV

11

Nel paragrafo 2.1 illustreremo un metodo numerico che, perturbando il
problema (1.43), fornisce un’efficace approssimazione di u(t, s), e quindi di
V(t,s).

Tale risultato (teorema 2.1.1) oltre a fornire una formula chiusa, sebbene
approssimata, del prezzo della call secondo il modello CEV, consente di ot-
tenere facilmente un’approssimazione altrettanto efficace della volatilita im-
plicita relativa a tale prezzo.

Precisamente, nel paragrafo (2.2) mostreremo il procedimento che, partendo
dall’approssimazione di V' (¢,s), permette di ottenere la seguente approssi-

mazione della volatilita implicita (corollario 2.2.3):

r(T—t 2
op(t,T,s, K,r)= = a [1+<1_6)(2+5) (G(T )s—K) N

18 24

Sg/U Sav

(1-p5%)a(T —1)?
+ 51 R , (1.44)
dove
1
Sqp = i(eT(T’t)s + K) (1.45)
e

I : .
a= (— / eIt )(IB)UQ(t')dt') : (1.46)

In riferimento alla notazione usata nel paragrafo precedente, qui si intende
op(t,T,s, K,r)=VIV(ts),T—t,s, K,r).

Abbiamo implementato questa formula con Mathematica in riferimento
ad un’opzione call, il cui titolo sottostante assume per t = 0 un valore iniziale

s = 1. Come parametri del modello CEV abbiamo utilizzato
o(t)=0=03, pB=1/2. (1.47)

Nelle figure (1.1) e (1.2) riportiamo le superfici del prezzo della call e della
relativa volatilita implicita, in funzione della scadenza T e dello strike K.

Per il calcolo del prezzo non abbiamo utilizzato ’approssimazione diretta
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FPrezzo CEV

Figura 1.1: prezzo opzione call secondo il modello CEV per 0 = 0.3 e § =

1/2.

Volatilita implicita del CEV

Figura 1.2: volatilita implicita della call secondo il modello CEV per o = 0.3

e f=1/2.



1.4 11 modello CEV

13

(2.80), ma di nuovo la formula di approssimazione della volatilita utilizzata
come parametro del prezzo di Black&Scholes.

In figura (1.3) € invece riportato il grafico della differenza tra il prezzo
secondo il modello CEV e quello di Black&Scholes, sempre in funzione di
scadenza e strike; mentre la figura (1.4) riporta la medesima differenza per

una scadenza fissata a T = 1/2 e tre differenti valori di 5. Infine, in figura

Difterenza CEW —Black—5Scholes

iy

Figura 1.3: differenzza prezzo CEV-Black&Scholes per 0 = 0.3 e = 1/2.

(1.5) riportiamo ’andamento della volatilita implicita a scadenza fissata T' =
1/2 relativa a tre diversi valori di 5. Si noti come la curva della volatilita
implicita diventi piu ripida tanto piu £ si avvicina a 0.

Non si evidenzia invece il comportamento che a volte assumono le curve
di volatilita relative ai prezzi di mercato. Infatti puo capitare che tali curve
siano inizialmente decrescenti e diventino crescenti dopo un punto di minimo;
da qui il termine smile, con il quale vengono chiamate questo tipo di curve.
Percio il modello CEV non e idoneo a riprodurre delle smile, ma solamente

delle skew, ovvero curve solamente decrescenti.
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Differenza CEY —Black—5choles a T fissato

CEV - ES
-l__.-'-"\-;H
/ \

S\
L) N\

-.-""f -’HH — h\.ll.".

- __.-"'f.-. -\._‘.:,“.
___,.-i L "'-\.':,
— 1 L “’i 1 1 =
03 Lb; 1.2 L4
I\
I'. .-\.

A R §
-0.002 F A L

L W N P

._\ '\.‘___L - ..r’f)
,x"
h ,-*'

-0.004 - A -

o N“\-\. _ _,_:--"'-"

Figura 1.4: differenza prezzo CEV-Black&Scholes per o = 0.3, T' = 1/2,
B=1/4,1/2 e 3/4.

Wolatilita raplicita CEV, a T fissato
Vol imp

RUECRS
N\

0.36 \
ST
0.3 .

i3zl ‘“x\\
030 F B i

nas b T

ns 1.0 12 14

Figura 1.5: volatilita implicita della call secondo il modello CEV per ¢ = 0.3,
T=1/2,6=1/4,1/2 e 3/4.
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1.5 Il modello SABR

Nel modello SABR (stochastic alpha beta rho), la volatilita ¢ ¢ a sua
volta un processo stocastico guidato da un ulteriore moto Browniano. Di tale
processo, occorrera assegnare un valore iniziale non direttamente osservabile
dal mercato.

Precisamente, se al tempo ¢ il valore del titolo sottostante ¢ s e la volatilita
iniziale ¢ 0 > 0, allora il prezzo di un’opzione call con strike K e scadenza
T e dato da:

Vit,s,0)=e "TOE[(FH — K)*), (1.48)

dove F/ & la prima componente del processo bidimensionale (F',&)-(/0)

soluzione di

dEy = 64 C(Fy)dW}
dOA'tl = Oéa‘t/dVVE/

R : (1.49)
Ft — f
6t =0
con
f=eT s (1.50)
e (W1, W?), moto Browniano correlato (vedi paragrafo ....) tale che
AW W2, =pdt, pel—1,1], (1.51)

mentre o > 0 rappresenta la volatilita della volatilita, e viene percio chiamata
volvol.

Come per il modello CEV, si usa solitamente:
Clz)=2", 0<pB<1. (1.52)

Osservazione 1.5.1. 1l prezzo in (1.48) & quello che si ottiene per una dinamica
del sottostante S%* che risolve:
dSy = rSy dt +e 7T 5,C(erT=1)S,) AW,
d&t/ = Oé(s't/ dVVf/

1.53
S —s (1.53)
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Infatti, ponendo
Fif = @t ghs (1.54)
risulta che
Fhf = sks, (1.55)
Quindi,
V(t,s,0) = e TIE[(SY — K)Y] = e TOE(EL — K)Y),  (L56)

e utilizzando la formula di Ito si dimostra che F*f risolve il problema di
Cauchy (1.49).

Osservazione 1.5.2. Si noti che se a = 0, per ogni p €] — 1,1] si ha
67 =0 V' >t (1.57)

cioe il modello SABR si riduce al modello CEV.

Come accade per il modello CEV, anche per il modello SABR non si
conosce la formula esatta per il prezzo dell’opzione e per la relativa volatilita
implicita. Nel paragrafo 2.3 mostreremo pero come poter trovare una buona
approssimazione di V (¢, s,0) (teorema 2.3.1).

A partire da questa, con un procedimento analogo a quello utilizzato per il
CEV descritto nel paragrafo 2.2, si puo trovare la seguente approssimazione

della volatilita implicita:

UB(LL,T> $>Ka7’) ~ (1-p)? 02 (1—B)4 4 ( : )
(FEK)0-5)/2 {1 + A2 10 £/ 4 LB o0 f/K} ()

(1-p32 o 1 pPac 2 — 3p°
{1 ' { 24 (JK) P A(fR)0PE T o4 042} (T—t)},

(1.58)
dove:

;= %(fK)“—ﬂ)/2 log f/K, (1.59)

1-2 24
r(z) = log( Pzt p), (1.60)

L=p
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e come prima:
f=eT s, (1.61)

Abbiamo implementato questa formula con Mathematica in riferimento
ad un’opzione call, il cui titolo sottostante assume per £ = 0 un valore iniziale

s = 1. Come parametri del modello SABR abbiamo utilizzato
c=03, a=03 B=1/4, p=05. (1.62)

Nelle figure (1.6) e (1.7) riportiamo le superfici del prezzo della call e della

relativa volatilita implicita, in funzione della scadenza T e dello strike K.

Prezzo SABE.

Figura 1.6: prezzo opzione call secondo il modello SABR per ¢ = 0.3, a =
0.3,6=1/2ep=0.5.

In figura (1.8) & invece riportato il grafico della differenza tra il prezzo
SABR e quello di Black&Scholes, sempre in funzione di scadenza e strike;
mentre la figura (1.9) riporta la medesima differenza per una scadenza fissata
a T = 1/2 e tre differenti valori di g.

A concludere il paragrafo, in figura (1.10) riportiamo I'andamento della
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Wolatilita iraplicita del SLBE

Figura 1.7: volatilita implicita della call secondo il modello SABR per o =
03, a=03,8=1/2¢p=0.5.

Difterernza 534 BE.—Black —5choles

Figura 1.8: differenzza prezzo SABR-Black&Scholes per ¢ = 0.3, a = 0.3,
g=1/2ep=0.5.
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Difterenza S4BR—Black—5Scholes a T fissato

SAEE - BES
0.0l f —,
S \x
- \
__.-';T _ . 1‘\._ S
.-_':.—_— — L " ‘t_ L ! ! T
08 ™ % 10 12 1.4
3 1
I A -
-oanl " Py
B "'«. -I__.-"
N, -
RN .__.-""
—o.o02 b S

Figura 1.9: differenzza prezzo SABR-Black&Scholes per o = 0.3, a = 0.3,

p=05T=1/2 8=1/4,1/2¢ 3/4.

Wolatilith iraplicita SABF, a T fissato
Vol imp

a4

W [
033
., 0.32 L™

, [
o \
03T

030 b e -

0. 10 1.2 I S

Figura 1.10: volatilita implicita della call secondo il modello SABR per ¢ =

03,a=03,p=05T=1/2, f=1/4,1/2 ¢ 3/4.
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volatilita implicita a scadenza fissata T = 1/2 relativa a tre diversi valori di
(. Si noti come, a differenza del CEV, il SABR riesca a riprodurre il tipico

andamento a smile delle curve di volatilita.

1.6 Esperimento di calibrzione del SABR

Nel paragrafo precedente abbiamo introdotto il modello SABR e abbiamo
riportato la formula per la volatilita implicita relativa alle opzioni quotate
con questo modello.

Rispetto al modello CEV, per il quale occorreva fissare due parametri, per
il SABR occore impostare ben quattro parametri: o, a, 5 e p. Questo
conferisce una maggior elasticita al modello, dal quale ci aspettiamo che
riesca a riprodurre in modo soddisfacente le superfici di volatilita di mercato.

In questo paragrafo riportiamo i risultati relativi a un esperimento di
calibrazione del modello SABR. Cio che faremo sara ricercare i parametri
per una riproduzione ottimale di una serie di prezzi di mercato.

Nella tabella (1.3) sono riportati da [4] i prezzi di 75 opzioni call sull’azione
S&P 500 alla chiusura dei mercati in data 18 aprile 2002.

La calibrazione ¢ avvenuta minimizzando la quantita
ZZ prezzomercato(K;, T;) 3 ? (1.63)
< prezzoSABR(K;, T, 0,a, 3, p) '

nei seguenti intervalli di ricerca dei parametri:

o €]0,1.5], «€]0,5, pe€[0,1], pel—11]. (1.64)

[ risultati ottenuti sono riportati nella tabella (1.2).

o Q@ I5; P errore relativo medio

1.5 0.737624 0.681827 —0.403002 5.36%

Tabella 1.2: risultati calibrazione SABR.

Di seguito (fig. 1.11 e 1.12) riportiamo le superfici dei prezzi e delle

volatilita implicite ottenute con i parametri ottimali appena trovati.
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Prezzo del S&BE

Figura 1.11: prezzo secondo il modello SABR calibrato con i parametri
ottimali: 0 = 1.5, a = 0.737624, 8 = 0.681827 ¢ p = —0.403002.

Volatilita irplicita del SABR

Figura 1.12: volatilita implicita secondo il modello SABR calibrato con i
parametri ottimali: 0 = 1.5, a = 0.737624, 8 = 0.681827 ¢ p = —0.403002.
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Strike May June  Sep. Dec. March June  Dec.
2002 2002 2002 2002 2003 2003 2003

975 161.60 173.30

995 144.80 157.00 182.10

1025 120.10 133.10 146.50

1050 84.50 100.70 114.80 143.00 171.40
1075 64.30 82.50  97.60

1090  43.10

1100 35.60 65.50 81.20 96.20 111.30 140.40
1110 39.50

1120 22.90 33.50
1125 20.20 30.70 51.00 66.90 81.70  97.00

1130 28.00

1135 25.60  45.50

1140  13.30 23.20 58.90

1150 19.10 3810 53.90 68.30 83.30 112.80
1160 15.30

1170 12.10

1175 10.90 27.70 42,50  56.60 99.80
1200 19.60  33.00 46.10  60.90

1225 13.20 2490 36.90 49.80

1250 18.30  29.30 41.20 66.90
1275 13.20  22.50

1300 17.20  27.10  49.50
1325 12.80

1350 17.10  35.70
1400 10.10  25.20
1450 17.00
1500 12.20

Tabella 1.3: prezzi di 75 opzioni call sull’azione S&P 500 in data 18 aprile
2002, alla chiusura dei mercati. In questa data, I'azione S&P 500 ha chiuso
a quota 1124.47, mentre si ha r = 0.019.
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Per avere un metro di paragone in termini di valutazione di tale risultato
abbiamo ripetuto ’esperimento utilizzando un altro modello di precing: il
modello Merton. La calibrazione ottimale di tale modello fa registrare un
errore relativo medio del 7.67%, dal quale si evince che in questa circostanza

il modello SABR & nettamente piu efficiente.
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Capitolo 2

Metodi numerici perturbativi

2.1 Calcolo del prezzo per il modello CEV

In questo paragrafo vogliamo riportare il procedimento che permette di
trovare la seguente approssimazione asintotica del prezzo di un opzione call
europea secondo il modello CEV.

Come visto nel paragrafo (1.4), se al tempo ¢ 1’azione sottostante vale s, il

prezzo dell’opzione con scadenza T' e strike K e dato da
V(t,s) = e "I u(t, s), (2.1)

dove
u(t,s) = E[(S7" — K)*] (2.2)

e il processo S™* ¢ la soluzione di

dSt/ = TStldt/ + O'(t)A(St/)th/
(2.3)
St =S
Percio, per il teorema di rappresentazione 77,
up + 302 (1) A% (s)ugs +r5u; =0, t<T, s>0 (2.4)
w(T,s)=(s—K)", s>0 . .

Solitamente la funzione A ¢ del tipo A(s) = s”, con 0 < < 1.

Il risultato principale di questo paragrafo e il seguente

25
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Teorema 2.1.1. Supponendo che la funzione A sia del tipo
A(zy) = A(x)Aly), Vx,y>0, (2.5)

il prezzo dell’opzione call si approssima come

e (T—t) g

= 22 67‘<T t)s 2
Vi(t,s) = e T | (erTs — K) e~ 7dy + ZLe =
o s
(2.6)
dove
4 2
Fo= AXK)r [1 (T Ds — K) + %(a@-% — K)’+
)
+A2(K)2”2—”1¢} , 2.7)
12
T ! !
r= [ et ear, 28)
t
= A(K)/AK), = A"(K)/A(K). (2.9)
G (7. Ps — K) (2.10)

Osserviamo innanzitutto che la PDE contenuta in (2.4) & di tipo parabol-
ico degenere in R, a coefficienti non costanti. Siccome non si conoscono
soluzioni analitiche per tale problema, utilizzeremo degli opportuni cambi di

variabili che ci permettano di approssimarne la soluzione (seguendo [1]).

Teorema 2.1.2. Sia posto e = A(K), e sia dato il cambio di variabili

r(t) = / TR (TN, alt, ) = (s~ K)

(2.11)
Se Q(7,x) risolve
Q- PEeL 0 0 e
Q0,z) =2", z>-1K ’ '

allora

u(t,s) = eQ(7(t), x(t, s)). (2.13)
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Quindi, il prezzo dell’opzione e dato da

V(t,s) = e " TYA(K)Q <T(t), (2.14)

Dimostrazione. (Teorema 2.1.2)
Poniamo f(t,s) = eQ(7(t), z(t, s)) e verifichiamo che risolve il problema (2.4).

Valgono le seguenti relazioni:

filt,s) = —e 62T(T_t')A2(e_T(T_t,))JQ(t)QT(T, x) — rseT(T_t)Qz(T, x),
(2.15)
fs(ta S) = 6T(T_t)Qx<7_7 .’17), (216)
1
fss(ta 3) = - GQT(T_t)sz(Ta .’L’) (217)
€
Segue che

fe+ 502 ()A%(s) fus + 15 fs =
= —¢ 2T A2 (77T g2(1)Q, + 1o (t)A%(s)L e TDQ,, =
R T
+102(t)A%(e (T ) NAYK + ex)t e7T0Q,, =
= —¢ 2T A2 (e 7T g2 (1) Q,+
+10%(t)er T A2 (e " T A2 (K + 697:)l Quw =
e T L( TN 1) (Q + EUFN Q) — 0. (218)

Possiamo ora supporre, senza perdere generalita (vedi oss. 2.1.8), che A(K) <<

1. Sviluppando A intorno a K otteniamo:

A(K + ex) = A(K) {1 +evi + %e%x? +... } , (2.20)
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dove
= A(K)JAK), w=A"(K)/AK), .... (2.21)
Segue che:
AY(K +€) = A2(K) {1+ 2enz + €viz” + Evma® + ... ). (2.22)
Percio il problema (2.12) diventa

Q, — %Qm = e 2Quy + lEQ(Vf +1)1?°Qpp+ ..., T>0, x> —%K
Q,z) =2, x>-1K '

(2.23)
Approssimiamo ora () mediante il seguente
Teorema 2.1.3. Sia
Q(1,z) = Q°1, ) + €Q (1, ) + €Q*(7, x), (2.24)
dove
=0, >0
’ (2.25)
QO O x) = x+
= >0
{ mQ“’ ! (2.26)
= 12Qt, + (o +17)2?Q%,, T>0 o)
Q2 O x) = 0
Allora:
QT - %Q - 61/11'me + %620/12 + V2>x2Qxx + €3f(7—7 QJ), T > O
Q(0,2) = x* |
(2.28)
dove
F= (@t G0 PG - Q). 29)
Approssimando @ con @ la formula del prezzo diventa
~ T(Tft)s — K
t.s)~e "TDAK t R 2.
Vit.s) e T0AMQ (70, S (2.30)
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Dimostrazione. (Teorema 2.1.3)

A 1A 0 Lo 1L 2o (2 L2\ _
Q’T 2@1}1‘ - QT QQ;UQ: + € (QT 2@3}3} + € QT QQJ:J; -
—(vy +17)2°QY, =

2
1
= enz(QY, +€Qy,) + =€ (2 + 17)2°QY, =

= ana(Que — QL) + 3e2<u2 1020 (O — QL — QL) =

= ez/legm + 621/11}in +

2
. 1 .
= 6V1$sz + 562(V12 + V2)x2Q:E:v =+
1
# (meQh 4 0T H Q- ) ). (231
La prova del dato iniziale ¢ immediata. ]

Calcoliamo ora Q°, Q', Q? e otteniamo Q.

Definizione 2.1. Definiamo la funzione G come

G(r,z) :=aN (;) + \/;e gi (2.32)

dove ,
N(y) = / e~ 7dz. (2.33)
Teorema 2.1.4. Le soluzioni dei problemi (2.25), (2.26) e (2.27) sono
Q°(r,x) = G(r,2), (2.34)
Q'(r,x) = nraGy, (2.35)
2 2 (. 4 8 3 1, 2 4 1,
Q(T7$) = TGTTT‘l'gT GTT+§7— G )+ §T GTT+§7— G, |.
(2.36)

Alla dimostrazione del teorema 2.1.4 premettiamo i seguenti

Lemma 2.1.5.

GT:%F(T,x), G =N (o) (2.37)

2 _

Y T a), Ge = ——D(r,2), Gue=TD(r,2), (2.38)
472 2T

xt — 62%1 + 372

874

Rl

GT’T -

GT’TT =

I'(r,x). (2.39)
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Lemma 2.1.6. Sia 7 € R. Allora, per ogni t < 7 vale:
/ O(r—t,z —y)l'(t,y)dy = (7, z). (2.40)
R

Dimostrazione. Sia il membro sinistro (per la formula ?7), sia quello destro

(verifica diretta), risolvono

T : vz =0, >t

Jr=3f T (2.41)
ft,x) = T(t, x)

e per l'unicita della soluzione si ha la (2.40). O

Dimostrazione. (Teorema 2.1.4)
Calcolo di Q°(t, x):
L’operatore in (2.25) ¢ l'operatore del calore ordinario e la PDE ¢ di tipo

omogeneo. Inoltre, anche se la funzione al tempo iniziale non e limitata, essa

cresce piu lentamente di e /2, Quindi possiamo utilizzare la formula (77),
OVVero
@) = [ M(ra-yytay. (2.42)
R
Ricordando che
1 22
I'(t,x) = e (2.43)

v 27t

e adoperando il cambio di variabili z = x—\;;y, viene che

Q1) = x/T e 7dz + UQLe_% = G(T,x). (2.44)
o 7r

Calcolo di Q'(7,z):
La PDE nel problema (2.26) non & omogenea e quindi si utilizza la formula
(?7?). Risulta:

T —+00
Q' (r,x) = /0 /_ ['(1—t,x — y)1nyGy,(t, y)dydt, (2.45)
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che per la (2.38) diventa
T 400
Q' r,z) = —/ / L(r =tz —y)2untGy(t,y)dydt =
0 —00

T +o0
= —21/1/ t dt/ I(r—t,x —y)Gy(t,y)dy =

+oo
= —4u1/ t dt/ G ( —y)Gy(t,y)dy.
Integrando per parti abbiamo:
T +o0
Ql(Ta .Z') - _41/1/ tdt ([GT(T_tvx_y)GT(t>y):| -
0 —0o0
+o0 d
—/wzgav—ax—wa@wm@.
Ora, siccome
lim G,(t,z) = lim G.(t,z)=0 Vt#0
Yy—r+00 Yy——
‘ d d
d—yGT(T —tx—y) = —EGT(T —t,x—y)
la (2.47) diventa
“+oo
Q'(r,x) = —47/1/ tdt/ (T =tz —y)Gr(t,y)dy =
= —41/1/ tdt— G (1 —t,x —y)G,(t,y)dy.
0 dz —o0

Siccome G, = 3T, utilizzando il lemma (2.1.6) si ottiene che

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

—+o00 —+o00
o7 —t,2— y)Ga(t,y)dy = 1/‘ (r —t,2 — )0t y)dy =

—0o0 4 —00
1 1
= ZF(T, Qf) = §GT(T, iIZ’),
percio la (2.50) diventa
T 1 T
Q' (r,z) = —4V1/ t §GIT(T, z)dt = =2y G (T, x)/ tdt =
0 0

= —leQGIT(T, :L‘) = I/lTZBGT.

(2.51)

(2.52)
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Calcolo di Q*(7,x):

Poiche
3 3
! (rx)=v (—éx + ;—T> I'(r,x), (2.53)
vale
1 27?1
Qs + 5 v+ 1)a’ QL = (yf% + 51/23;2) D(r,z).  (2.54)

Percio, sostituendo in (2.27) si ottinene

2 _1n2 _ >0
Q7 =3 = f(ma), >0 (2.55)
Q*(0, fv) =0
dove: ) )
xt —21x
f(T, I) = (V%T + §V2I2) F(T, l’) (256)
Quindi, sempre per la formula (??), otteniamo
+oo
(1,2) / / D(r —t,x —y)f(t,y)dydt. (2.57)

Ora, per risolvere l'integrale osserviamo che
f(r,z) = v} (47‘3GT-,—T + 87%G,, + TGT) + 1y (272GTT + TGT> , (2.58)

e sostituendo in (2.55) otteniamo

f(T,ZL') :[1—|—IQ+]3+[4—|—I5, (259)
dove:
T —+00
I, = / / OD(r—t,z— y)V124t3Gttt(t, y)dydt, (2.60)
0 —00
T —+00
I, = / / D(1 —t, 2 — y)vi8t* Gy (t, y)dydt, (2.61)
0 —00
T +oo
I3 = / / D(1 —t, 2 — y)r2tGy(t, y)dydt, (2.62)
0 —00
T +o0o
I, = / / D(1 —t, 7 — y)12t*Gy(t, y)dydt, (2.63)
0 —00
T —+00
Is = / / L(7 —t,x — y)atGy(t, y)dydt. (2.64)
0 —00
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Come per il calcolo di @, risolviamo questi integrali utilizzando il lemma
(2.1.6). Risulta:

IQ = 8V12 2d

|

0

= 81/12/ t2d
e

+
/ D(r —t, 2 — y)Gu(t,y)dy =
ot
/ Y)Gul(t,y)dy =
- (o tx—>>Gﬁy)y
T +o g
= 161/3/ £ / — (GA(7 =tz —y)Gy(t,y)) dy —
o o dt
T 00 d
—16y12/ t2dt/ (EGT(T —t,r — y)) Gy(t, y)dy =
0 —00

T d +oo
= 16V12/ t2dt —/ G (1 —t,x —y)Gy(t,y)dy —
0

+oo
—16V1/ tzdt/ (——G —t,x — y)) Gy(t,y)dy

+oo
= 12/ t*dt —/ x—y)Gy(t,y)dy +
0

+16V1/ thtd— GT( —t, 2 —y)Gy(t,y)dy. (2.65)
0 T

o0
o0
_l’_

= 16v

t
t
dt —tr—y)Gi(t,y)) -
dt

Utilizzando ora la (2.51), diventa

1 ,d 1
I, = 161/%/ §t2d G, (T, x)dt—i—lﬁuf/ §t2GTT(T,[L‘)dt7 (2.66)
0 0
e, siccome %GT(T, x) = 0, risulta

7’1 T
L = 167 / §t2GTT(T,x)dt:8V12GTT(T,:U) / t2dt =
0 0

_ gyl PG (7). (2.67)

Procedendo in modo analogo si ottengono anche Iy, I3, 14, I5 e quindi la tesi.

[
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A questo punto, abbiamo che:
Q(T, xr) = QO—I—GQ +62Q2 G+ evytzG, +
8 2 1
+€? {1/12 (7'46’777 +-13G,. + §T2GT> + v (573GTT + 57'26’7)] )

3
(2.68)
Ora, approssimiamo nuovamente ) con una funzione del tipo
G(1*(t,x), ). (2.69)
Teorema 2.1.7.
Q(r,x) = G(t*,2) + O(e®) per e — 0, (2.70)
dove
(T, x) =T {1 + eviw + € (4V21—£ V%xQ + 2U21; at 7)1 : (2.71)
Dimostrazione. Scriviamo Q? nella forma
Q*(t,x) = %1/127'2362GTT +g(m,2)G,, (2.72)
eon dvy 4 12 2y — V2
g(r,x) = (leﬂ + Tlr) 7. (2.73)
Percio
Q(r,z) = G + enyraG, + ;e V22 Gr, + Eg(7, )G (2.74)
Allora, utilizzando lo sviluppo di Taylor e ponendo
™(1,7) = T+ eyTx + €29(7, 2), (2.75)

si ottiene
G(rt*,z) = G(r,x)+Gr(r,z)(t" —7) + %GTT(T, ) (rF =7+ Ot — 1) =
= G(r,z)+ Gr(1,2) (61/17'95 + €%g(T, a:)) +

+=Gr7(T, ) (61/17'33 + 629(7, $))2 + 0(53) =

!
2
(1,2) + entaGT(T,2) + 2g(7, 2)GT(T, ) +
EVitir*Grr(r,z) + O(e®) =

Il
)

L1
2
= Q(r,z) + O(¢®), pere— 0. (2.76)
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]

Sostituendo G(7*(7, ), ) a Q(7, ) in (2.30) la formula del prezzo risulta:

r(T—t) o« _ K
~ o T(T— * € S
V(t, S) ~ e ( t)A(K>G (T (7', .I’(t, S)), W) s (277)
dove
4 2
™(r,x(t,s) = 7 [1 + (" Vs — K) + %(J(Tﬂs — K)*+
2
Ay (2.78)
12
Siccome vale che
eG(t,y) = G(’t,ey) Vt,e >0, Vu, (2.79)
la formula del prezzo diventa
V(t,s) ~ e”"(T’t)G<% (7, 2(t, s)),e’"(T’t)s - K), (2.80)
dove
4 2
%(7’, x(t, 5)) = A*(K)r [1 + Vl(eT(T’t)s —K)+ —1/21—2# “ (er(Tft)S — K)*+
2 4,2
+A2(K)%T} . (2.81)

Quest’ultima approssimazione di V (¢, s) ¢ proprio quella del teorema 2.1.1,

e conclude la nostra analisi.

Osservazione 2.1.8. In quest’analisi abbiamo supposto A(K) << 1. Questa

non e un’ipotesi limitativa. Infatti il problema (2.4) & equivalente a

us + %UIQ(t)A,Q(S)USS +rsus =0, t<T, s>0 (2.82)
w(T,s)=(s—K)*, s>0 ’ '
dove
o(t)=o(t)/o, A(s)=0A(s), §<<1, (2.83)

e quindi A'(K) << L.
Ora, ripetendo l’analisi con ¢’ e A’ si otterrebbe comunque il medesimo

risultato poiche la (2.80-2.81) rimarrebbe invariata.
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2.2 Calcolo della volatilita implicita per il mod-

ello CEV

In questo paragrafo vogliamo sfruttare la formula (2.80) del prezzo, per
ottenere una formula della volatilita implicita di Black-Scholes. Ricordiamo
che la volatilita implicita e I'unica scelta del parametro opg, che rende equiv-
alenti prezzi ottenuti con i modelli CEV e Black-Scholes.

Il risultato di questo paragrafo e percio il seguente
Teorema 2.2.1. Dato il modello CEV con parametri o(t) e A(s) tale che
Alwy) = A(@)A(y), o,y >0, (2.84)

un’approssimazone della volatilita implicita di Black-Scholes ¢ data da:

A(Sqv) 2\ (e s — K)?
O'B(t,T,S,K) ~ a S {14—(’}/2—2’}/12—0—8—3”) 24 +
1\ a?A?(84)(T —t)
2 av
+ <272 -7 + S_Zv> 24 :| s (285)

1
Sav = §<€T(T7t)5 +K), m=A(5w)/ASw), 72 =A"(Sw)/A(s4) (2.86)

1
2

T
a= (—1 / eQT(Ttl)A2(eT(Tt))0'2<t/)dtl> : (2.87)
T—1/,

Osserviamo che per o(t) = op e A(s) = s il CEV diventa il modello di

Black-Scholes. Quindi ’approssimazione del prezzo di Black-Scholes e

Vi(t,s) = e’T(T’t)G(TB (7, 2(t, 5)),6T(T’t)s - K), (2.88)
dove
1
m5(7,2(t, 5)) = K*(T — t)op, [1 + K e — K) + W(er(T*t)s — K)*~

(T —t)K?0%

—WT] . (2.89)



2.2 Calcolo della volatilita implicita per il modello CEV 37

La volatilita implicita si trovera percio ponendo 753 = T e risolvendo rispetto
a opR.

Si pone pero il problema che ’equazione in questione e di quarto grado grado.
Percio operiamo un’ulteriore approssimazione che ci portera ad un’equazione
di terzo grado.

Come in [1], utilizzeremo al posto di 7 un’approssimazione di v/7.

Proposizione 2.2.2. Risulta

2

2y — V2 2vy —
2 My 2 V1T>+O(€3):|,p€7”€—>0.

1
7(1,0) = e\/T [1 + SYiee + € <

12 24

(2.90)

Dimostrazione. Ricordiamo che

4 2 vy — U2
F(r,x) = 7 |1+ evix + €2 ve Vi T (2.91)
12 12
Allora, utilizzando lo sviluppo
1 1

y =145 =) -2l - 1)+ 0@ - 1), (2.92)

si ottiene

1 4 2 2wy — V3
V(T x) = e\/F{l +3 [eulx—l—e? (%ﬁ + %7)} -

1 4 2 25 — 12 \1?
3 {emx + € (%Sﬁz + %7’)] + 0(63)} , per € = 0,

(2.93)
e quindi, la tesi. O

Quindi, con un piccolo abuso di notazione scriveremo

2
e VL (rrng _ oy

~ 1 r(T—t
7(r,2(t,s)) = A(K)VT {14——1/1(6 T=0s _ K) + 5

2
2 .2
FAY )2 (2.94)
24
Ricordiamo che

v = A(K)JA(K), vy = A'(K)/AK), (2.95)
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percio i primi due termini della (2.94) sono

VT |AK) + %A’(K)(eT(Tt)s —K)+... (2.96)

e questo suggerisce di espandere A attorno alla media
1

Sav = 5(6“’“% + K) (2.97)
anziche attorno a K.
Definendo quindi
"= A,<Sav)/A(3av)7 Yo = A”(Sav)/A(sav)a (2.98)
il prezzo dell’opzione sara
Vit,s) ~ e_T(T_t)G(%(T, x(t, s)), erT—tg — K), (2.99)

dove:

_ 2 2 2 A2
7(ra(t,s) = A(sa) VT {1 + B T s — K)? 4 A%(s00) T} .

(2.100)

Dimostrazione. (Teorema 2.2.1) Per o(t) = op e A(s) = s il CEV diventa
il modello di Black-Scholes. Quindi I"approssimazione del prezzo di Black-

Scholes e
Vie(t,s) ~ e_T(T_t)G<TB (1,z(t,s)), ' s — K), (2.101)

dove

r(T—t) — K)2 2(T — ¢
TB(T,a:(t,s)) = 0SSV —1 [1 — (e i ) — 75 )

1252, 24

(2.102)
Siccome G(7,x) € una funzione crescente in 7, il prezzo di Black-Scholes sara

uguale al prezzo del CEV se e soltanto se

Vs (ralt.9) = \[7(r.x(t.5). (2103)

Eguagliando la (2.102) alla (2.100) e risolvendo secondo op si ottiene la
tesi. [
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Corollario 2.2.3. Dato il modello CEV con parametri o(t) e A(s) = s°, con
0 < B <1, la volatilita implicita div Black-Scholes vale:

r(T'—t 2
opt,T,s,K) ~ — [1+<1_ﬁ)<2+5) <€(T )S—K> N

1-5

Sav 24 SU/U
(1-p5%)a*(T —1t)?
| (2.104)
dove
1
Sqv = 5(e’"<T*t>s + K) (2.105)
e

1
I / :
a= (_/ 62T(Tt)(15>0—2(t')dt’) _ (2.106)
t

T—1

2.3 Calcolo del prezzo per il modello SABR

In questo paragrafo vogliamo trovare un’approssimazione asintotica del
prezzo di un’opzione call europea secondo il modello SABR statico.

......

o, un opzione con scadenza 1T e strike K vale:
Vit,s,0) = e "TOE[(ELY — K)Y), (2.107)

dove Ff ¢ la prima componente del processo bidimensionale (F ,&)W )

soluzione di

dFt/ = &t/C(Ft/)thl/
d&t/ = a&t/dWﬁ

. , (2.108)
Fo=7f
6t =0
con
f=eT s (2.109)
e (W1, W?), moto Browniano correlato (vedi paragrafo ....) tale che
AW W2, = p dt’. (2.110)

Il risultato principale di questo paragrafo e il seguente
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Teorema 2.3.1. Sotto le ipotesi precedenti un approssimazione del prezzo
V(t,s,o) ¢ data da

—r(T— r(T— - K e 4
V(t,s,0)~e T s [(e T=Ds — K)* + | | / q3/2dq] ,
2(T i
(2.111)
dove
rIY?(az 1
0 = log (er(T P \/C C(er(T-1) )) + log (#) + ZLpQUblZQ’
(2.112)
r(T—t)
1 e S dSI

= /K e (2.113)
v = Llog (1laz)—ptazy (2.114)

o 1—p
Q) = VT= 20 T &, (2115)
by = C'(e" T Vsy), (2.116)

con so > 0 fissato a piacere.

L’analisi che segue ([2]) & basata sull’ipotesi che o e « siano piccole.

Percio, definiamo:

o =6/e, ed =ale, (2.117)

dove € << 1.

Allora il processo (F,6")(7) risolve

dFy = €6}, C(Fy)dW}
do), = e/ 5}, dW}
Ft =f

Al
0, =0

(2.118)

con

o =ole. (2.119)
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Teorema 2.3.2. Sia P(1, f,0') la soluzione del problema

P, = %620/202(f)]3ff + €2p0/0'/20(f)Pf0, + %620/20/2]30,0/7 >0
{ P(0, f,0") = 0”(f — K) -
(2.120)

Allora:

1 T—t
Vit s,0)=e T {(f ~ K)" + §E2CQ(K)/ P(r, f, a’)dTl . (2.121)
0

Osservazione 2.3.3. 1l dato iniziale P(0, f,0’) = ¢”26(f — K) nel problema
(2.137) ¢ inteso nel senso delle distribuzioni di probabilita, ovvero:
per ogni ¢ € CP(R?) vale

lim o(f, o \P(t, f,o)df do’ = / o(K,o")o?do’. (2.122)

T—0t R2 R
Dimostrazione. (Teorema 2.3.1)
Sia p(t, f,o’;t',-,-) la densita di distribuzione di (F, 6’);;”’0/), OVVEro:
per ogni B boreliano di R? vale

P((F,&")59") e B) = / p(t, f, o't F, A)dFdA. (2.123)
B

Per il teorema ?7?, la densita p risolve

pr = 3 (CY(F)plrr + Ep/ [AC(F)plra + 5@a[A%laa, > 1
{pza(F_K)a(A—af), v =t '

(2.124)
Anche in questo caso il dato iniziale e inteso nel senso delle distribuzioni di
probabilita.

Ora, ricordiamo che
Vit,s,0)=e "TOE[(FH — K)*), (2.125)
e quindi risulta:

400 400
V(t,s,0) = e 7T / / (F— K\p(t, f,0': T, F, A)AFdA.  (2.126)
K

—0o0
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Con un piccolo abuso di notazione possiamo scrivere
T
p(t7 fu OJ; T7 F’ A) = 6<F - K>5<A - OJ) + / b (ta fv 0-/7 t/) F’ A)dtlu (2127)
t

e sostituendo nella (2.136), V(t, s, o) diventa

T +o0 +o0
V(t,s,o)=e T [( f-K)*"+ / / / (F — K)pu(t, f,o' t',F,A)dFdAdt | .
t —00 K

(2.128)
Sostituiamo ora py utilizzando la (2.124), e siccome
+00 tooq
/ € pa [A*C(F)plpadA = / 56204,2[142]7] 44dA =0, (2.129)

il prezzo dell’opzione si riduce a

Vit s,0)=e T {( f—K)*"+ %8 /t ' / :0 /K m A*(F — K) [C’Q(F)P]FFdFdAdt’] .
(2.130)

Integrando per parti due volte rispetto ad F' si ottiene

Vit s,0)=e T {(f —K)" + %E2CQ<K) /T +Oo A?p(t, f, o't K, A)dAdt’} :
T (2.131)
Ponendo .
P(t, f,o';t) = / Ap(t, f, o't K, A)dFdA, (2.132)

si ha che P soddisfa

Y

P+ 5€20”C?(f) Pys + €pa/ 0 C(f) Pror + 560 Py, t <t/
P=0?(f - K), t=t
(2.133)

e il prezzo dell’opzione diventa
1 T
Vit,s,0)=e T (f - K)*" + 56202([()/ P(t, f, o’;t’)dt'} . (2.134)
t

Con il cambio di variabili
T=t—t (2.135)
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si ottiene
1 T—t
V(t,S,O’) = e_T(T—t) (f — K)+ + 56202<K)/ P(T, f7 U/)dT:| : (2136)
0
doveP (7, f,0’) risolve
P, = 3&0”C(f)Pys + €pa’aC(f) Pror + 5670 Porgr, 7> 0
P(0, f,0') = 0"?(f — K) :

(2.137)
0

Il procedimento perturbativo che segue servira per trovare un’approssi-
mazione all’ordine O(€?) di P(7, f,0’) e quindi di V (¢, s,0).

Il seguente cambio di variabili ci permette di ottenere 1'operatore del

calore all’ordine €°.

Teorema 2.3.4. Sia dato il cambio di variabili

n_ Lo df
A(f0)=— et (2.138)
e sia posta la funzione
B(ed'z) := C(f). (2.139)

Sia poi P(1,z,0") tale che

P. = %(1 — 2epdz + 20?22 P,, — %ea’g((:;/zz)) P+
+(epad — 620/22')(0’?20/ — Pz) + %620/20/2P0101, >0 . (2.140)

P(0,2,0") = - o 6(2)

Allora:

P(r, f,0') = P(r,2(f,0"),0"). (2.141)
Dimostrazione. Per verifica diretta, risulta che P(r,z(f,0’),0’) risolve il
problema di Cauchy (2.137). O



44

2. Metodi numerici perturbativi

Corollario 2.3.5. Sostituendo P(t, f,0') = P(1, 2(f,0"),0’) nella (2.136) il

prezzo dell’opzione risulta:

Tt
Vi(t,s,o)=e "IV I(f - K)"+ %62C2<K)/0 P(r, 2(f, 0'/),0'/>d7'} :
(2.142)

Con il teorema seguente otteniamo che la funzione al dato iniziale sia

5(2).

Teorema 2.3.6. Sia P(7,z,0") che verifica

P = %(1 — 2epa’z + 62a’2z2)]5zz — %ea’g((:jj)) P+
+(epa — €2a/22)0" P,y + %62()(/2(0’/2?0/0/ +20F,), >0 .

P(0,z,0") = d(z2)

(2.143)
Allora
!
P(t,z,0") = ECU(K)P(T,Z,O'/). (2.144)
Dimostrazione. Verifica diretta. O

/ ~

Corollario 2.3.7. Sostituendo P(t,z,0") = GC‘E—K)P(T,z,J’) nella (2.142) il

prezzo dell’opzione risulta:

1 T—t
V(t,s,0) = e "(T=Y (f —K)"+ EEO'IC(K)/ P(7,2(f, O'/),O'/)dT} .
’ (2145)

~

Osservando il problema (2.143) si nota che, all’ordine €, P & soluzione
dell’operatore del calore standard 9, — 30.., con P(0,z,0) = 6(z). Segue
che, all’ordine €, P ¢ una gaussiana.

I prossimo passaggio ¢ trasformare il problema (2.143) in un operatore del
calore anche all’ordine €, e poi all’ordine €.
Questo ¢ il metodo di trasformazione che si ¢ dimostrato molto potente nei

sistemi quasi-Hamiltoniani [3].
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Osservazione 2.3.8. Nel problema (2.143), la variabile ¢’ non entra nel prob-

lema fino all’ordine €, ovvero, P& del tipo:
P(1,2,0') = Py(7,2) + €Py(1,2,0') + . .. (2.146)

Di conseguenza le derivate I:’Z(,/, }50,0/ e }50/ sono del tipo O(e), per € — 0.

2

Percio, approssimando all’ordine €*, sostituiamo P con P che risolve:

= 2(1 — 2epa’z + 2P, — seo’ B((:;TZZ))P +epd'o' Py, T >0
P(O Lo') = 6(2) '

(2.147)
Approssimando P con P nella (2.145) il prezzo approssimato dell’opzione

risulta:

Tt
Vi(t,s, o)~ e " TD|(f - K)" + %ea’C(K)/ P(r,2(f,0"),0")dr
’ (2:148)

Con i prossimi passaggi vogliamo eliminare il termine le derivate in o’.
Teorema 2.3.9. Sia H(T,z,0") tale che

H, =31 —2epa/z + 2?2 H,, — Le?pa’o’ B (21, — H)+
+e207? <%%’ - 33/2) H + epd'o’(H,q + 560’%H(,/), T>0 .

H(0,z,0") =0(2)

(2.149)
Allora:
P = /B(eo'z)/B(0)H = /C(f)/C(K)H. (2.150)

Dimostrazione. Si verifica direttamente che \/B(ea’z)/B(0) H verifica il prob-
lema di Cauchy (2.147). O

Corollario 2.3.10. Sostituendo P = /B(ec’z)/B(0)H nella formula (2.148)

l'approssimazione del prezzo diventa

V(t,s,0)~e T I(f - K)*t —ea VO H(T 2(f,0"),c")dr]| .

(2.151)
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Osservazione 2.3.11. Le equazioni del problema (2.149) sono indipendenti da
o' fino all’ordine €. Come sopra, possiamo percio concludere che le derivate

parziali H,» e H,, sono del tipo O(e), per € — 0, e quindi:

1 B
epd’c’ (H,o + éea'EHg/) = O(€®), pere— 0. (2.152)

Quindi H ¢ indipendente da ¢’ fino all’ordine €2, e le sue derivate rispetto a

o’ sono in realta O(€?), per € — 0. Percio 1'ultimo termine risulta

/

1 ,B
epd’c’ (H,o + §€U'EHU/) = 0(€*), pere— 0, (2.153)

e siccome stiamo approssimando all’ordine €2, possiamo eliminarlo.
Cosi non ci sono piu derivate rispetto a ¢’ e possiamo trattare o’ come un
parametro, riducendo di fatto il problema da bidimensionale a unidimension-

ale.

Inoltre sostituiamo B'(ec’z)/B(ed’z) e B'(eo’z)/B(eo’z) con
by = B'(ed’2y)/B(ed’zy), by = B"(e0'2)/B(ec’2), (2.154)

con z, costante scelta a piacere, commettendo un errore pari a O(e).

Come risultato, approssimiamo H con H tale che
H = %(1 — 2epa’z + 620/222)1-122 — %ezpo/a’bl(zlf[z — I:I)—i—
+e20” (Lby — 203) H, 7>0 , (2.155)

H(0,z,0") = d(2)

e il prezzo dell’opzione diventa
1 T—t _
V(t,s,o)~e T [(f —K)" + 560/\/C(K)C(f) H(r, z(f, o), U/)dT] :
0

(2.156)

Gli ultimi passaggi sono finalizzati a eliminare i termini in H,.

Teorema 2.3.12. Sia dato il cambio di variabili:

1 @ q¢ 1 I(ed/z) — p+eaz
x<z)_5/0 m—alog( — ) (2.157)
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dove
1(¢) = v1=2p( + (2, (2.158)

che si puo scrivere anche come
e’z = sinhea’x — p(coshea’z — 1). (2.159)
Sia poi ]:.7(7'7517, a’) tale che

A

H, = tHzx — Leo/T'(eo/ 2) Hy+

-2 2
+e20? (b — 203) H + 3pa’o'bH, 7>0 . (2.160)
H(0,z,0") = ()
Allora:
H(r,2,0') = P71 H (7, 2(2), ). (2.161)
Dimostrazione. Verifica diretta. O]

Corollario 2.3.13. Sostituendo (2.161) nella formula (2.156), approssi-

mazione del prezzo diventa
Vit s, o)~ eIV I(f-K)" +
T—t

1 2 ! 12
sger VR |

0

f](T,x(z( ,0’)),0'>d7} .
(2.162)
L’ultimo passaggio e il seguente
Teorema 2.3.14. Sia Q(7,x,0") tale che
QT — %sz +62a’2 (%]"I _ %I’I,) Q+
+€e20" ($ha — 203) Q + 22pd/a’h,Q, T >0 . (2.163)
Q(0,z,0") = 6(x)

Allora:
H(r,2,0') = I'"*(ed2(2)) Q(7, z,0"). (2.164)

Dimostrazione. Verifica diretta. O



2. Metodi numerici perturbativi

Corollario 2.3.15. Sostituendo (2.164) nella formula (2.162), ’approssi-

mazione del prezzo diventa

V(t s o)~ eI {( f—EK)"+ %ea’\/C’(K)C( IV

(ea’2(f, 0/))66290/01'22/4 /OT_tQ<T,x(z(f, 0')),0')d7’} .
(2.165)

Osservazione 2.3.16. Come prima, possiamo rimpiazzare nel problema (2.163)
i termini I(ea/z), I'(ea’z) e 1"(ea’z) con le costanti I(ec’zy), I'(ec’zy) e
I"(eazp), commettendo un errore di ordine €. Cioe, approssimiamo ) con Q

tale che

i , 2.166
Q0,z,0") = §(x) ( )

dove k ¢ la seguente costante:

{@:g@mﬂzk@, >0

1 1 1
k= a” (Zl”(ea’zo)l(ea'zo) — gl’Q(eo/zo))—l—cr'2 (Zbg — gbf) Q+%po/a’b1Q.
(2.167)

Il prezzo diventa percio:

V(t,s,o) =~ e (Tt [(f - K)"+ %ea’ C(K)C(f) -

T2 (ed!2(f,0")) e P /OT_tQ<T,x(Z(f, 0’)),0’> dT:| .
(2.168)

Ci siamo percio ridotti ad un operatore a coefficienti costanti, di cui

sappiamo calcolare la soluzione.
Teorema 2.3.17.

1f—K (™" 1 :
V(t,S,O’) ~ e—r(T—t) |:(f . K)+ + _f / e—gg2(z)/27-€€29(z,a )eg2krd7_:| ’
0

2 x(z) 2T
(2.169)
dove
/ 1/2 /
€20(z,0') = log (feii( B(O)B(ea’z)) +log (M) —i—iero/o'ble.

(2.170)
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(Per z si intende sempre z(f,0').)

Dimostrazione. Risolvendo il problema di Cauchy (2.166) si ottiene

~ 1 2 2
Q(r,x,0") = ——e" /7T, (2.171)
2nT

Percio
1
V(t,s,0)~e " TDI(f-K)"+ 560’ C(K)C(f) -

2 2
v /27’66 deT

T—t
!’ ! ].
Y2 (ec’2(f, a'))eEQPa o'22 /4 /

0 2rT

Y

(2.172)

e quindi la tesi. O

Con una ulteriore approssimazione possiamo scrivere la formula del prezzo

in modo piu compatto e piu funzionale al calcolo della volatilita implicita.

Osservazione 2.3.18. Risulta che

1

2kt 4

e = + O(€%). (2.173)
(1 — 2627'—52)3/2

Quindi, approssimando e“’*7 all’ordine €2 e sostituendo nella formula (2.169)

otteniamo:

V(t,s o)~ e T [(f - K)t +

T—t
+1f - K 1 67{1?2(,2)/27'6629(2:,0‘l) dr ’
2 x2(2) Jo V2T (1 — 2627'3%)3/2

(2.174)

che con il cambio di variabili )
= ;3— (2.175)

-

si riduce a
—K| [t e

Vit ,s, o)~ e (T f—K)"+ f ————dq|, (2.176
(t.5,0) vl e D
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OVVero:
Vit s,o)~e T (f - K)* + |/ —dq|. (2177
(t,5,0) R v L By
Sostituendo:
f=eTYs o =0a/e, o =ale, (2.178)

si ottiene il teorema 2.3.1.
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