ALMA MATER STUDIORUM - UNIVERSITA DI BOLOGNA

FACOLTA DI SCIENZE MATEMATICHE, FISICHE E NATURALI
Corso di Laurea in Matematica

IL LIMITE TERMODINAMICO
NEI SISTEMI DI SPIN DILUITI

Tesi di Laurea in Meccanica Statistica

Relatore: Presentata da:
Chiar.mo Prof. DIEGO ALBERICI
PIERLUIGI CONTUCCI

IT Sessione
Anno Accademico 2009/2010



Un archeologo nel deserto egiziano
vede una pietra triangolare

che spunta dalla sabbia.

Una piramide o un sasso?

L’archeologo non lo sa e deve scavare.

Novantanove volte su cento e un sasso.

Ma l’archeologo non puo fare altro.
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Introduzione

Approccio probabilistico alla termodinamica

Consideriamo un sistema termodinamico che, teoricamente, si puo trovare in
n stati o configurazioni diverse. Ad ogni possibile stato vogliamo associare
la probabilita che esso sia quello che effettivamente si verifica.

Indichiamo con Q := {s; | k=1,...,n} I'insieme degli stati possibili. Comin-
ciamo con l'introdurre le grandezze che caratterizzano il sistema.

Ad ogni stato s, € associata 1’energia corrispondente Ej. Questa € una
grandezza osservabile di tipo estensivo (dipende dalle dimensioni del sistema).

Chiamiamo hamiltoniana del sistema la funzione:
H:QHR, H(Sk):Ek .

Supponiamo inoltre che il sistema sia a contatto con un termostato a tem-
peratura assoluta T° > 0. Poniamo [ := T dove kg e la costante di
B

Boltzmann.

Ora introduciamo la misura di probabilita associata agli stati del sistema:
P:Q— [0,1], ]P(Sk) = Pk -

Indichiamo con w(-) il valore atteso nello spazio di probabilita (£2,P) . Per
trovare quali sono i valori p; corretti sfrutteremo il secondo principio della
termodinamica. Prima pero dobbiamo definire alcune grandezze.

La prima e l'energia interna del sistema, che rappresenta il valore atteso



dell’hamiltoniana nello spazio (2, P) :

U:=) Enp=w(H)

k=1

La seconda e I’entropia, che dipende unicamente dallo spazio di probabilita:
Si=—=> pi logpy
k=1

dove si pone per continuita 0 log0 :=0 .
Infine definiamo 1’energia libera e la pressione del sistema:

1
F=U-=-58
5}

P:=—-0F=5S-p3U

Il secondo principio della termodinamica si puo enunciare come segue:
quando il sistema e all’equilibrio, le probabilita che ciascuno stato si verifichi
sono tali da rendere minima l’energia libera del sistema .

Indichiamo con A := {p = (p1,...,p,) € [0, 1]"| >°;_, px = 1} il sottoinsieme
di R™ che rappresenta 'insieme di tutti i possibili spazi di probabilita su 2.
Si verifica che p — F(p) & continua e strettamente convessa su A compatto
convesso. Dunque I!pe A : F(p) = géigl F(p) (inoltre, se p non sta sul
bordo di A, esso e I'unico punto critico vincolato di F' su A \ bordo).

Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange si calcola che p = (p1, ..., pn)

con

Pe= D hey €A En

Quindi, per il secondo principio della termodinamica, possiamo affermare

Vk=1,...,n.

che ogni stato s del sistema, quando esso ¢ all’equilibrio, ha probabilita di
verificarsi
e B H(sk)
P(3k>:W Vk=1,...,n
In altri termini lo spazio di probabilita associato al sistema in equilibrio ¢ lo

spazio di Boltzmann-Gibbs relativo ad H e (3 .



Di conseguenza, data una funzione delle configurazioni del sistema F' : 2 —

R, il suo valore atteso ¢

- zn:F<Sk) P(si) = Sy F(sy) e AHE0 |

2221 e*ﬁ H(sp,)

D’ora in poi ci occuperemo sempre di sistemi all’equilibrio, anche se non lo

diremo esplicitamente.
Ora che conosciamo lo spazio di probabilita in cui dobbiamo lavorare, riscri-

viamo le grandezze che abbiamo introdotto prima:

—B H(sk)
U — ZEkp_Zkl H(si) e :

D ey €O HE) 7

_Zpk log pr, = ZZ Bp=ey ( B H(sg) IOgZe H(sp)
k=1 =

= BU+logZe_ﬁH(s’“) :

k=1

1 1 -
F=U--S=—-——1o e PHk)
3 E g,;

P=—-0F= logz e~ O Hlsk)
k=1

Osserviamo anche che @ = —U. Dunque conoscendo la pressione del siste-

ma al variare di # se ne possono ricavare l’energia libera, 1’energia interna e

I’entropia.

Sistemi dicotomici

Consideriamo ora un sistema composto da N particelle, ciascuna delle quali
puo assumere solo 2 configurazioni differenti: —1 o 1. Lo stato del sistema
¢ descritto dallo stato in cui si trova ognuna delle particelle che lo compone.

Un sistema di questo tipo e detto sistema dicotomico.



Per ogni v = 1,..., N possiamo associare alla particella i-esima la variabile
di spin' o; € {—1,1}; in questo modo una configurazione del sistema sara
descritta da una scelta degli N spin o := (0y,...,0y5) € {—1,1} . Indichi-
amo con Qy := {—1, 1} I'insieme delle possibili configurazioni del sistema.
Si dimostra che la generica hamiltoniana di un sistema dicotomico si puo

scrivere, in modo unico, nella forma

Hy:Qy — R, Hy(o ZJXO'X
XC{l,..
dove si ¢ posto ox := [[,.y 0s, mentre le J§ € R sono dette coefficienti di
interazione.
Per comodita si definisce il vettore delle interazioni J» :=(J¥)xcq1,... N} -
Ricordiamo che, per il secondo principio della termodinamica, le variabili di
spin o1, ...,o0n hanno distribuzione congiunta di Boltzmann-Gibbs relativa

ad Hy e . Dunque la configurazione di spin ¢ ha probabilita di verificarsi:
67/8 HN(U)

ZTEQN e_ﬂ Hp(T)

mentre data una funzione delle variabili di spin F' : Qy — R il suo valore

PN(O'): Voe Qpy ;

atteso e: .
ZaeQN F(o) e —B Hn(o)

ZaeQN —B Hn(o)

Possiamo dedurne il significato dei coefficienti di interazione. Sia XC{1,...,N}.

WN(F) =

e Supponiamo prima J&¥ =0 VYC{1,...N}, Y # X.
A meno di costanti positive si ha Py (o) = exp(J¥ ox) Vo€ Qy, quindi
le configurazioni pit probabili sono quelle tali che sgn(ox) = sgn(JY) .

In particolare:

- se X ={i}, le configurazioni piu probabili sono quelle con

o;=1se J¥>0 ocon o;=—1se JV<0;

'T1 termine spin, cosi come i successivi ferromagnetico e anti-ferromagnetico, & dovuto

all’interpretazione di un sistema dicotomico come una porzione di materiale magnetico.



- se X={i,j}, le configurazioni piu probabili sono quelle con

_ N N
ai—ajseJij >0 o con ai;«éajseJij <0.

e In generale Py(0) = [[, exp(Jy oy) Vo € Qun, a meno di costanti
positive. L’influenza di J¥ nel determinare quali siano le configurazioni
pill probabili & tanto maggiore quanto pit & grande |J¥| rispetto agli

altri [J9Y] .

Intuitivamente possiamo pensare che J¥ misuri I'influenza di un campo ester-
no sulla particella i-esima, e che Jé—v misuri l'interazione tra le particelle -
esima e j-esima (di tipo imitativo se Jév > 0, anti-imitativo se Jé-v < 0).

Un sistema dicotomico ¢ detto ferromagnetico se J§ > 0 VX C{1,...,N},
mentre & detto anti-ferromagnetico se J§ <0V XC{1,...,N} .

Per i sistemi ferromagnetici valgono le seguenti disuguaglianze di correlazione,

dette disuguaglianze di Griffiths-Kelly-Sherman:
1) wN(Ux)ZO VXQ{l,,N}
2) wy(oxoy)—wn(ox)wn(oy) 20 VX, YC{l,...,N}

Queste disuguaglianze sono molto importanti, anche se qui non ne faremo
uso.

I modelli trattati in questa tesi presentano dei coefficienti di interazione
aleatori: non se ne conosce l'entita con certezza ma solo la distribuzione
di probabilita.

In generale indicheremo con w(-) ogni valore atteso fatto rispetto alle varia-
bili di spin, mentre indicheremo con Av(-) ogni valor medio fatto rispetto ai
coefficienti di interazione.

Osserviamo esplicitamente che la distribuzione di probabilita delle configura-
zioni di spin dipende dall’hamiltoniana Hy, e quindi dall’entita dei coefficien-
ti di interazione. Di conseguenza, anche se questo e nascosto dalla notazione,
w(+) dipende dal valore che assumono le J¥.

Infine teniamo presente che la pressione di un sistema dicotomico si scrive:

Py=1log 3 e #Hn()

o€y
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- 1
mentre la sua energia libera e Fy = —— Py .
Come abbiamo notato nella sezione precedete la pressione ¢ una grandezza
molto significativa del sistema e ce ne occuperemo ampiamente nei prossimi

capitoli. Facciamo ora alcune osservazioni preliminari che torneranno utili.

Osservazione 1.
Nlog2—8 > |J¥] < Py < Nlog2+8 > |}
XC{1,..,N} XC{1,..,N}
Dimostrazione. Visto che ox € {—1,1} V XC{1,...,N}, si ha:

PN — log Z e_BHN(O') — 10g Z e/B >x J)I}IO'X S log(QN eﬁ EX|J¥|)
oEQN €O N

= N log2+ (3 Z |JY]
XC{t,..,N}

e si ha anche:
Py =log Z e PHN() — Jog Z o ExTXox > log (2" e ” ZXU%‘)

SN o€QN

=Nlog2—3 > |JX]. O

XC{L,...N}

Osservazione 2. Se le JY, XC{1,....N} sono variabili aleatorie, allora
I A(JY)ERVXC{L,....N} = T Av(Py)ER.
Dimostrazione. Per 1'osservazione 1,

|Py| < Nlog2+8 > |J¥]
XC{l,..,N}
Allora, usando risultati generali di teoria della misura,
FAJY)ERVXCLL,..,N} = FAv(|JY]))e RV XC{L,. N}
= JAv(|Py])eR = FAv(Py)eR. O

Dunque supporremo sempre che le interazioni J¥ , se sono aleatorie, ammet-

tano valor medio finito.



Capitolo 1

Il problema del limite

termodinamico

Visto che la termodinamica si occupa di sistemi composti da un numero molto
grande di particelle, ci preoccupiamo dell’esistenza del limite termodinamico
della pressione media per particella, ossia ci chiediamo se

5 Jim A5y

N—-+4o00

dove per mandare N — 400 pensiamo le JV, N € N, come famiglie tra loro

indipendenti.

1.1 Sub-additivita e super-additivita

In questa sezione vedremo due lemmi di analisi che garantiscono che se la

successione (AV(PN)) e sub-additiva o super-additiva, allora esiste

NeN
Py
lim Av(—
N—+o00 V< N)
e, di piu, esso vale rispettivamente
Py Py
inf Av(— Av(—) .
RAVCR) o s Av(T)
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Lemma 3. Sia (a,)nen una successione in R tale che:

pam < Ap+a, Yn,me N .

Allora:
3 lim 2 = inf 2
n—+oo 1 n

Dimostrazione. Per ogni n€ N e mée N con m < n possiamo fare la divisione

euclidea di n per m:
dge N, 3re{0,...,m—1} : n=qgm+r

Per la proprieta di sub-additivita:
=

Vn,me N, m<n

Ap = Agm+r <aqm+ar < qam+a,
a
" VYn,meN m<n.

n - n gm-—+r n  m+ g
Allora, per 'arbitrarieta di n€ N:
ap . (07%%) Ay . (7% a, [07%%
limsup — < limsu —) = lim —)=— VmeN
P _na+oop(m+§ n) n—>+oo(m+§ n) m
=t — +o00.

n—+oo N
infatti, per n — +o00 e m fisso, 7€ {0,...m—1} & limitato e ¢ =

Per 'arbitrarieta di me N:
a a a
limsup — < inf -2 < liminf -2

n—+too N meN m m——+oo MM
infatti inf — < inf — Vke N = inf — < lim inf — =liminf —
meN m m>k M meN m k—+ocom>k M m—+oo M
Ma in generale:
T a,
liminf — < lim sup —
n—-+oo 1, n—+too N
Quindi:
. an . .Gy
lim — =inf — .
neN n

: an . . .Gn . .Gy
limsup — =liminf — =inf — = 3
n—+oo T n—+oo 7N neN n n—+oo N

]
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1.1 Sub-additivita e super-additivita

Lemma 4. Sia (a,)nen una successione in R tale che:

Qpam = Apta, Yn,me N .

. a a
3 lim — =sup— .
n—-+oo 1 neN M

Allora:

Dimostrazione. Per ognine€ N emée& N con m < n possiamo fare la divisione

euclidea di n per m:

JgeN, dre{0,....,m—1} : n=qgm+r.

Per la proprieta di super-additivita:

p = Qgmtr = Qgm +Qr 2> @0y +a, Yn,meN, m<n =
a a
4+ ¥YnmeN m<n.

qOm | G _

gm+r n m—f—g

qan +a,
o

a_”z
n

Allora, per larbitrarieta di n€ N:

T YY) = dim (7
m—i-a n m

n

.. a ..
liminf = > liminf ( -
n—+4+oo N n—+oo M + a

infatti, per n — +o0 e m fisso, r€ {0,...m—1} ¢ limitato e ¢ = - — +o0.

Per l'arbitrarieta di me N:
.. a a .
liminf = > sup — > lim sup —
n—+oo 1 meN T m—+oo 1M

a a a a _ a
infatti sup — > sup — VkEN = sup—= > lim sup — = limsup —.
k=00 >k ™M m—-+oo 1M

meN T m>k T meN TN
Ma in generale:
. .. G . a
liminf — < limsup —
n—+00 N T potoo N
Quindi:
. Ap . . Ap n . Ay, Qp,
limsup — =liminf —=sup— = d lim — =sup— . [
n—+oo 1, neN 1 n—+oo M neN T

n—+oo N
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1. Il problema del limite termodinamico

1.2 La tecnica dell’interpolazione

Ora vediamo come l'interpolazione puo essere usata per dimostrare la sub-

additivita o la super-additivita della successione (Av(Py)) Nen-

Lemma 5 (interpolazione nella distribuzione delle interazioni).
Siano N1, Ny € N, N=N;+ N,. Consideriamo un’hamiltoniana interpolante

del tipo sequente: Vte [0,1] Vo€ Qy

H(t)(o)==>_ Jx(t)ox =Y Jyt)oa— > Jh(t)op

Xg{171N} Ag{lqul} Bg{Nl+117N}

dove le Jx(t), J4(t), J5(t) sono variabili aleatorie con valor medio finito tali

che: ¥ XC{1,....N}, AC{1,....N}}, BC{N,+1,...N}

i) Jx(1) = JY, Jy(1) =0, Jg(1) =0
(per t = 1 abbiamo il sistema ad N particelle)

i) Jx(0) =0, J4(0) = T3, T5(0) ~ TPy,
(per t = 0 abbiamo rotto le interazioni tra le prime Ny particelle e le

altre Ny, ottenendo due sistemi isolati)

Consideriamo la relativa pressione: P(t) =log > e PHO@) vie[0,1] .
Supponiamo che t — Av(P(t)) sia continua su [0,1] e derivabile su ]0,1[ .
Allora:

d
— Av(P(t)) <0 Vt€]0,1] = Av(Py) < Av(Py,) + Av(Py,) .
at >) )

Dimostrazione. Dall’ipotesi i) segue che:

H(1)(o) =~ _Z Jé(VUX =Hyn(o)VoeQy = P(l)= Py =
XC{l,..,N}

AV(P(l)) = AV(PN) )
Perognio = (01,...,05,,0n.41, - - -, 0n) € Qv indichiamo o' = (0q,...,0N,) €

Qn, e 0" = (0N - .., 0n) € Qy,. Dall’ipotesi ii) segue che:
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-5 Dan -3 S 0w o) + Hule) =
AC{l,..,N1}

BC{N1H.,.. N}

log Z —B(Hpy (') +Hny (07) — log< Z G_BHNI(OJ) . Z e_BHNQ(UN)>
o€Q N

U'EQN1 U/IGQNQ
O”EQNI

Py, + Py, =
oEQ,
AV(P(O)) == AV(PN1 + PNz) .

Allora, se t — Av(P(t)) & continua su [0,1] e derivabile su ]0, 1]

ivabi , 1|, per il
teorema del valor medio di Lagrange: 3¢€]0,1[ t.c
d _
Av(Py) — (Av(Py,) + Av(Py,)) = Av(P(1)) — Av(P(0)) = T Av(P(1))
Quindi:
d

4 A (P(1) 50 vtelo, 1] = AV(PN)§

5 AV(PN1)+AV(PN2) .

Lemma 6 (interpolazione fuori dalla distribuzione delle interazioni)
Siano N17 NQ € N, N:N1+N2

Consideriamo un’hamiltoniana interpolante
del tipo sequente: Vte [0,1] Voe Qy

== [fxlt

VX ox = > 9al) Jioa = > gn(t) Ty, 0
XC{L,..,N} AC{L,.., N} BC{NH.,..,N}
dove le fx, ga, g sono funzioni reali, continue su [0,1] e derivabili su ]0, 1]

tali che: Y XC{1,...,N}, AC{1,....Ni}, BL{N;+1,....N}

i) fx(1) =1, ga(1) =0, gg(l) =0 (pert =1 abbiamo il sistema ad N
particelle)

it) fx(0) = 0, ga(0) = 1, gg(0) = 1 (per t = 0 abbiamo due sistemi
disgiunti, rispettivamente di Ny e Ny particelle)

Consideriamo la relativa pressione: P(t) =log> e PH®@) vie [0,1]
Allora:

Av(%(t)) S0 VIERAL 5 AVPY) £ Av(Pr) + Av(Pya)

(=)
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Dimostrazione. Dall’ipotesi i) segue che:

H(1)(o) == J{ox=Hy(o) VoeQy = P(1)=Py

XC{l,.,N}
Perognio = (01,...,0n,,0n.41, - - -, 0n) € Qy indichiamo 0’ = (0y,...,0n,) €
Qn, e 0’ = (o, - -, 0n) € Q,. Dall'ipotesi 44) segue che:
—Z JVoa — Z JnglaB = Hy,(¢') + Hx,(0") =
AC{1,..,N} BC{N1H1,..,N}
10g Z HNl ")+Hny (0" ) = log( Z e_BHNl(U/) . Z e_BHNz(U”)>
€N O'/EQNI O’”GQN2
=log Y o Pl plog } e PNl = Py, 4 Py, .
e, QN

Per ogni scelta di J := (JY, T4, J5%,) ¢ a s

su [0, 1] e derivabile su |0, 1], perché per ipotesi le fx, ga, g lo sono. Allora

la funzione ¢t — P(t) & continua

per il teorema del valor medio di Lagrange: 3¢; €10, 1] t.c.

dpP _

Py = (Py, + Pr,) = P(1) = P(0) = —-(¢))
Per ’arbitrarieta di J segue che:
AV(Py) — (Av(Py,) + Av(Py,)) = Av(S(0))
Quindi:
Av (CL];( )) S0 Vel = Av(‘fi—];<rJ)) S0 =
Av(Py )(f Av(Pn,) + Av(Py,) - O

Osservazione 7. Nel caso del lemma precedente, il valor medio della derivata

della pressione rispetto al parametro t esiste finito e si scrive: YVt €10, 1]

L) = 3 A0 AR wt)ex) +

dt
XC{l,..N}

> gu) A (T w(t)(oa)) + Y gelt) Av(J5y w(t) (o))

AC{L,..,Ni} BC{NiH,..,N}

B AV(
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Dimostrazione. Scriviamo:

1dP
——(t) (log Z e ) =
G dt ﬂ dt ooyt
L =3, B MO0 dH(1)(0) _
B s >(— i ) -
XC{l,..,N} AC{L,.., N1} BC{NH1,.. N}
Z fr(t) JY w(t)(ox ~I—Z g4(t) T w(t)(oa —{—Z gp(t Jngl (t)(oB) .
XC{l,..,N} AC{L,..,N1} BC{N1H.,..,N}

Quindi, visto che w(t)(ox) € [-1,1] Y XC{1,...,N}, si ha:

P
— O < B Y 1ONIRI+8 D 1ga®IIA + 58 Y g0 T8, |

Xg{177N} Ag{177N1} BQ{N1+177N}

da cui segue che:
dP

JAV(—(t))eR

e
perché stiamo sempre supponendo che 3 Av(JY), Av(J}"), Av(J3%,) € R.
Ora:

B ( ) ST R Av(TY wt)(ox) + > galt) Av(Jy w(t) (o)) +

XC{L,.,N} AC{l,...Ny}

S gs(t) Av(J3y (1) (o5)) =

BC{Nt+1,..,N}






Capitolo 2
Lo stato fondamentale

Si dice che un sistema termodinamico si trova nel suo stato fondamentale se
la sua energia ¢ minima.

Nel caso di un sistema dicotomico, una configurazione degli spin o € Qy ¢ di
stato fondamentale se

Hy(o) = ;Gnglllj\lf Hy(T) .

Si chiama energia dello stato fondamentale del sistema

EN = min HN(T> .

T€EQN

Osserviamo che, se il sistema e ferromagnetico, Fy = — E J )]}7 )
XC{1,.,N}

2.1 Stato fondamentale e temperatura zero

Il seguente teorema lega ’energia dello stato fondamentale all’energia libera

a temperatura zero.

Teorema 8. Fy () é monotona crescente rispetto a (3. Inoltre:

B——+o0 — 400

19



20 2. Lo stato fondamentale

Dimostrazione. Osserviamo che: V3 > 0

= —— —_ —— BHN(O' —ﬂHN(O')
Fx(B) 6P log E e ~3 log( max e )
1 1 N
= ——log(2V e PEN) = —— (N log2 — BEN) = Ex — — log?2 ;
5 log(2¥ e ) = -5 V)= By -5
1 1
- —— - ~BHy(o) —B Hy (o)
Fn(B) 3 Py (B 1og g 3 log max e
ST VPPN
G g

Allora, per il teorema dei due carabinieri:

N
EN—ElOg2§FN(ﬁ)§EN V5>O = 3 lim FN(B) Ey .

B——+o0

Ora, sfruttando il bound dall’alto, osserviamo anche che: V3 > 0

OFN o _ 0 1 B HN(0)) _
8ﬁ(ﬁ)_aﬁ( ﬁlogag;e )_

—B Hpn (o
g 3 e L S (o)
F et

“Fn(8) + wn(B)(Hy)) > % (—Fy(8) + Ex) > 0

1
= B (
Quindi, per il teorema di Beppo Levi sulla convergenza monotona,

Fy crescente risp. a 8 = 3 lim Av(Fy(8)) = Av( lim Fy(8)) = Av(Ey)

B——+00 — 400

]

Il teorema e 1'osservazione seguenti si preoccupano di studiare il limite ter-

modinamico dell’energia libera a temperatura zero.

Teorema 9. Se AV(PN(ﬁ)) ¢ sub/super-additiva rispetto ad N per ogni >0
(¢ sufficiente per N e (3 abbastanza grandi), allora:

5t tim AU =i (V)

B——+o00 N—+00 N—+o00 N
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Dimostrazione. Per fissare le idee supponiamo Av(Py(6)) sub-additiva.
Allora: VNi, Noe N, Ny+No=N

=l

AV(PN(B)) < AV(PN1 (ﬁ)) + AV(PNQ(ﬁ)) V>0
Av(Fx(B)) 2 Av(Fx () + Av(Exy (8) VB >0 '%°
Av(Ey) > Av(EN,) + Av(Ey,)

Per il lemma 4, dalla super-additivita di Av(Fy(5)) e di Av(Ey) seguono

rispettivamente:

Fn(B)

. Fn(B)\
3 Nl_lg_looAV( ) = ?VEEAV( N ) VB3>0, (2.1)
. En Ey
3 NEIEOOAV(—) = ?V?I\DIAV(W) . (2.2)
Fn(8) . . )
Inoltre, dal fatto che I /" risp. a B VN € N (vedi teorema 8), seguono:
F
AV( ]\]]\(fﬁ)) Srisp.af VNeN = (2.3)
. Fn(B) .
NETOOAV(T) /' risp. a 3 (2.4)
Allora:
. En\ (22) En\ teors . Fn(B)\ (23 Fn(B)
lim Av(—) = supAv(——) = sup lim Av =" sup sup Av
N—+o0 ( N ) Neg ( N ) Negﬁ—>+°° ( N ) Neg [3>18 ( N )
F F F
= sup sup AV( N(ﬂ)) 21 sup lim AV( N(ﬁ)) 24 lim lim AV( N(m) . g
8>0 NeN N >0 N—+oo B——+00 N—+oo

Osservazione 10. Consideriamo un sistema ferromagnetico di hamiltoniana:

HN(U):—Z J)]}[O'X Voe Qn

XC{1,...,N}
[XI<n

con n indipendente da N e J¥ > 0. Supponiamo che:

X|=|Y| = Av(JY) = Av(JY) e 3 lim (N‘X|*1AV(J§(V)) eR.

N—+4o00



2. Lo stato fondamentale

Allora:

3 lim lim Av(FN(ﬁ)) = — Zn: ﬁ th (le‘ "Av(JY)) -

N—+00 f—+0c0 N — 400
|X|=1
Dimostrazione.
FN(ﬁ) teor.8 . N N
Av( ) Av( Z AV (JY) = ——= Z Av(Jy)

Z W N A () —— =) |L lim (NYav(Jf)) O

N—+o0
\X1 1

2.2 Configurazioni di spin possibili allo stato

fondamentale

Ora vogliamo capire come si configurano gli spin quando il sistema si trova
allo stato fondamentale.

Limitiamoci a considerare un sistema ferromagnetico con interazioni di cop-
pia ed eventuale influenza di un campo magnetico esterno. L’hamiltoniana

sara del tipo:

Z Jij 050; — hZUz Voe Qn

1,5=1

con J; >0Vij=1..,Neh>0.
Se & presente un campo magnetico esterno (h > 0), ¢’ un’unica configu-

razione possibile allo stato fondamentale. Infatti:
Hy(o)=ENy & 00;=1Vij:J;>0, 0,=1Vi=1.. N & o=(1,1,...,1)

Cioe tutti gli spin si orientano come il campo esterno.
Se invece non c¢’¢ l'influenza di un campo magnetico esterno (h = 0), lo studio

richiede qualche sforzo in piu.
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Una configurazione di spin o € )y si puo realizzare quando il sistema si trova

allo stato fondamentale se e solo se
Hy(o)=En & o0i05=1Vij:J;>0
In particolare o deve verificare le condizioni seguenti.

1) J; >0 = o0; = 0;. Se due particelle tendono a imitarsi, allora allo
stato fondamentale si orientano nello stesso modo.

Dim: J; >0 = o0=1 = 0, =0j.

2) dse {1,.,N} : Jis, Js; > 0 = o0; = 0; . Se la particella i-esima
tende ad imitarsi con la s-esima che a sua volta tende a imitarsi con
la j-esima, allora allo stato fondamentale 7 e j si orientano nello stesso
modo.

. 1
Dim: Jis >0, Jg; >0 :; 0; =0, 0, =0; = 0;=0j .
Per generalizzare queste proprieta, definiamo la seguente relazione di equi-

valenza tra le particelle del sistema: Vi,j€ {1,...,N}

i~ & i=j oppure 351,...5,€ {1,....N} : Jisy, Jorsns -y Jsnj >0

(Jis, € Js,; possono anche essere sostituiti dai loro simmetrici)

7,7 sono in relazione se esiste un percorso di interazioni imitative che le col-

lega. Chiamiamo cluster ogni classe di equivalenza modulo ~ . Supponiamo

ce ne siano p distinte: [i1], ..., [i,]. Indichiamo la configurazione di spin dell’l-
esimo cluster con o := (0| i € [4]) per ogni [ = 1,...,p . Notiamo che
riordinando gli indici possiamo scrivere o = (oM, ..., oc®) .

Ora continuiamo con le osservazioni.

3) i ~j = o0, =o0;. Sec’eun percorso di interazioni imitative che
collega le particelle 7, 7, allora allo stato fondamentale ¢, 7 si orientano
nello stesso modo. In altre parole le particelle appartenenti ad uno
stesso cluster allo stato fondamentale sono tutte equiorientate.

Dim: i ~j = 351,...,8, t Jisys Js1sny ooy Js5 >0 3

0; =0sy;, Oy =0gy,...,05, =05 = 0;=0j.
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4) Hy(oW,....oW . . 0®)=Ey = Hy(oW,.,—0® .. cP) = Ey
Vi=1,....N. Allo stato fondamentale I’orientamento di ogni cluster puo

essere sia positivo che negativo.
Dim: Sia c€ Qy : Hy(0) = Ey. Allora:

HN(O'(l),...,O'(l),...,O'(p)> = — Z JZJ 0;0; =

ij=1
=Y Jyoioy = Y Jyoiy =Y Jyoigy— Y Jyouo =
43¢ [i] ;Z[le] ;i[[ill]] 15 €]
— Z Jij 005 — Z Jij 0i05 ;

5 ¢li] 4y €]
HN(O'(I),...,—O'(Z) (P))

- Z Jij oioj — Z Jij (—03) Z Jijoi(—o;) Z Jii (—0:)(—0;)

1j¢[i i€[ig] i (i) LjE[e
¢li] sl i [id]

= — Z Jij 005 — Z Jij 0,0;
bj¢[i1] bJ€E[id]
% infatti dalla definizione i = j = J; =0.
Osserviamo che le configurazioni di spin possibili quando il sistema ¢ nello
stato fondamentale sono 2P, dove p e il numero di cluster del sistema. Infatti,
allo stato fondamentale, ogni cluster ¢ caratterizzato da un orientamento (per

3)), che puo essere scelto in 2 modi (per 4)).

Figura 2.1: Sistema composto da tre cluster, in una possibile configurazione di

stato fondamentale

5) #{o, Hn(0)=En |0;=1} = #{0, Hy(0)=Ey|0o;=—-1} Vi=1,.,N.
Ci sono tante possibili configurazioni del sistema allo stato fondamen-

tale in cui lo spin ¢-esimo ha un’orientamento, quante quelle in cui ha
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I’orientamento opposto.

Dim: Consideriamo 'applicazione

¢:{o, Hy(o)=En|o; =1} = {7, Hy(T)=EN |7, = -1},

p(oW ..oV, o) = (cW . —c® . oP) seicli.

¢ e ben definita, infatti: o, =1 = 7,=—0,=-1 e

Hy(0W,o® 0 =By 2L Hy(oO,....—oO,... 00 =Ey .

Ora si verifica facilmente che ¢ e una biezione:

p1-1: ¢(0) = p(0’) = (W ,....—cW ... .0®) = ((¢")V,...,— (") D ,....(c")?)
= oW =" WVYh=1,..p = c=0;

psu: (T, 70 70 = (V) 7O 7))

6) inj = #{o, Hy(0)=Ey|0,0;=1} = #{o0, Hy(0c)=En | 0i0;=—1}.
Se le particelle 7,7 si trovano in cluster diversi, allora ci sono tante
possibili configurazioni del sistema allo stato fondamentale in cui 7, j
hanno lo stesso orientamento quante quelle in cui hanno orientamento
opposto.

Dim: Consideriamo 'applicazione
¢:{o, Hy(0)=EnN |00 =1} = {7, Hy(7)=EN | Ti7; = —1}

p(oW ..oV, .. o) = (cW . O  oP)  seicli.
Osserviamo che ¢ = j = j ¢ [i)]. ¢ ¢ ben definita, infatti: 0,0 =1 =
7T, = —0;0; = —1 ¢
Hy(oW,.00,..0®)=Ey 2 Hy(o®,...—o0 . 0®)=Ey .
Ora si verifica facilmente che ¢ € una biezione, esattamente come nel

punto 5).

2.3 Misura di Boltzmann-Gibbs a temperatura

Z€ero

Conoscere la struttura del sistema allo stato fondamentale ci servird a di-

mostrare la proposizione 12.
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2. Lo stato fondamentale

Lemma 11. Indichiamo con Py(5) la misura di Boltzamann-Gibbs relativa
ad Hy e 0 .

Quando  — 400 essa continua ad essere una misura di probabilita sullo
spazio Sy delle configurazioni di spin. Precisamente, se indichiamo con n il

numero di configurazioni di spin possibili allo stato fondamentale:

{%, se Hy(o) = En
0,

Ev(f)(o) se Hy(o) > En

B—+o0

Dimostrazione. Scriviamo la probabilita che una configurazione di spin o €

() si realizzi mettendo in evidenza Ey, poi mandiamo § — +o0 :

Pn(8)(0) = = =
N S e BHN() T e=BEN Y _e=B(HN(T)=En) S o=B(Hn(r)—Ex)
B e~ B(HN(9)=EN) % , se Hy(0) = En
DAY oy © PENOEN v )0 se Hy(o) > Ey

Osserviamo che:

lim Py(B)(0)€ [0,1] YoeQy e Z lim Py (8)(0) = n% =1

ptoo oEQN oo
cioe ma Pxn () € una misura di probabilita su Qy . O
— 400

Proposizione 12. Consideriamo un sistema ferromagnetico di hamiltoniana

N N
Hy(o) = — Z JijUz’Uj—hZUz‘ Voe Qn, con Jj,h>0.

ij=1 i=1
Allora:

1, seh>001i~j

wzv(m(m)_{l’ seh>0" wzv(ﬁ)(wj)—>{

f—too | 0, se h=0 B—too | 0, se h=0 einvj

Dimostrazione. Indichiamo con n il numero di configurazioni di spin possibili
allo stato fondamentale. Usiamo il lemma 9 per calcolare: ¥ XC{1,...,N}

e_ﬂ HN(U)

1
wn(B)(ox) = ) ox S e PHN() pyoo ) 9%,

o€l o€Qn
Hp(o)=EpN
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Allora, se h > 0, ricordando che n =1e Hy(0) = Exy < 0 = (1,1,...,1), si

trovano:

lim wy (5)(0;) = Z op=1 ; lim wn(B)(o0)) Z o0 =1

B——+o0 B—+o0

Hy(0)=EN HN(U) En

Se invece h = 0, ricordando che n = 2P e usando le osservazioni precedenti,

si trovano:
lim w = (2 M 4207 (=1)) =0 ;
Jim en(0)0) = 55 3 a2 e ) =0
o€Q N
Hy(o)=EN

Jim v 9o

Z ), 3) seiwj, 2%(217_114‘213_1(—1)):0
0,0 LE

v sein~j, & 1=2Lor=1
Hy(o)=EN






Capitolo 3

Modello di
Sherrington-Kirkpatrick

Il modello di Sherrington-Kirkpatrick ¢ descritto dall’hamiltoniana

N N
1
HN(U):_mZJqUzO’J_hZO‘Z \V/O'QQN

ij=1 i=1
dove h € R e {J;}ij=1..n € una famiglia di variabili aleatorie indipendenti
identicamente distribuite, con distribuzione Normale(0, 1).
Ricordiamo che I(J;) = R, Av(J;) =0, Var(J;) = 1.
La pressione del sistema e

Py =log Z e AHNG)

oeQy

Ricordiamo che, visto che le J;; sono v.a. assolutamente continue con valor

medio finito, 3 Av(Py) € R (per 'osservazione 2).

Lemma 13. Siano X4,..., X, variabili aleatorie indipendenti identicamente
distribuite, con distribuzione Normale(0,1).
Sia F: R" — R di classe C' tale che 3 AV(XZ'F<X)) eR.

Allora: oF
Av(X, F(X)) = Av(axi (X)) .

29
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3. Modello di Sherrington-Kirkpatrick

Dimostrazione. Osserviamo che:

FAN(X; F(X)eR = IFA(X;F(zy,...X;,..2,)) ER Vi;€ R™!

x;—+00

+oo
= El/ $2F<$> eiiml2 de; e R = ;EZF((];> 675122—)0

—0o0

Allora, usando il teorema di integrazione per parti, possiamo scrivere:

+o0 Foo
/ F( )pX <x1> dr; = / x; I e 2 i d]?
oo \/27r

1 —1272—400 oo OF 12 o
\/_2_7r ([—F(x) e ]xﬁioo — /_Oo ~ (x) e dxl> =
/+oo oF %x2 dgs — /+oo oF
\/277 8351 T o O

(z) px, (z:) dz; .

Quindi:

NOGPO0) = [ o F@)px
- /Rn 1(/_:0 z; F(x) px, (%) dxi> P (&) dd;

+o0 OF ) A
- /Rnl (/_oo ox; () px, (i) dxi) Px, (4:) d;

_ Rngi() ()da:_Av(gi(X)>. 0

x) dx

Teorema 14. Siano N1, No€ N, N=N;+N,. Allora:
AV(PN) Z AV(PNI) + AV(PNZ) .

Dimostrazione. Definiamo 'hamiltoniana interpolante: Vi€ [0,1] Vo€ Qy

H(t)(o) := — JVZJQO'ZO'J 21N_1 ZJ{] 0i0j— L1 ZJ" —hzai

ij=1 ij=1 ij=Ni+1

dove {J; }ij=1..N, {Ji’j}@jzlmM, {Jg}@j:MHWN sono tre famiglie indipendenti

di variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione Normale(0,1).
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La relativa pressione &: Vi€ [0, 1]
“log 3 e fHOE)
oeQy

Per t = 1 abbiamo il sistema ad N particelle (H (1) ~ Hy), mentre per t = 0
abbiamo due sistemi disgiunti di Ny ed Nj particelle (H(0) ~ Hy, + Hy,). 1l
parametro ¢ permette di passare il modo regolare da una situazione all’altra.

Per l'osservazione 7 si ha: Vte |0, 1]

Av(i];( )) = 65 (\/% i Av(Jy- w(t)(oioy)) +

\/T ZAV J - w( O'ZO'j)) \/T Z Av J// 0-7,0-]'>)> '
3,7=1 1,J=Ni+1

(3.1)
Ora, per il lemma 8:
ow(t)(o;0;
A (Jy - w(t) (o)) = e (L1000 (32)
0Jy
Calcoliamo:
(9w(t)(azcrj) o (Za 0;0; e_ﬁH(t)(U)> B
oJy  O0Jy \ > e PH®@) )
>, 0i0; DL gi0; PO S e PHOO — 5205 6 FHD S LBLL 5, ¢ B

(Z e BH(EXo >)

(Y, e PH® ) (3, 0i0; e AHU /
=F \/ 3, e BH@) _6 (1=®)))
(3.3)

Ora facciamo una copia del sistema (mantenendo anche le stesse interazioni) e

indichiamone le variabili di spin, indipendenti da quelle del sistema originale,
con 7€ Qy.

Definiamo gli overlap:

N
1
qn(o,7) —NZ 7 Vo, 7€ Qn .
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Usando il fatto che o,0; e 7;7; sono indipendenti, si ha:

M-
&
Q
QD
2

Z w(t)(aiaj)Q = Z W<t)(gz(7]) w(t)(TT) _

. (3.4)
—w() (D amoy) = Nw(b)(ah)
ij=1
Quindi ricapitolando: V¢€]0,1]
N (0i07) (33)
Z; AV(JZ-]-- w O'ZO'J l; A ajl] gwit)oig;)
ﬁ\/ ZAvl w( O'ZO'J ﬁ“ Zl AV t)(oi05) >>(3:4)
i,7=1 z] 1
ﬁ\/ﬁ (N*=N? Avw(t)(qy)) = BN % (1-Avw(t)(qy)) -
(3.5)
Ragionando analogamente si trovano: V¢ € |0, 1]
ol 1—t
3 (U rutlo) = PV gm (A 69
1
Z Av(J!- w(t)(o:07)) = B N2 2N§ (1-Avw(t)(d)) . (3.7)
1,j=N1+1
Allora, sostituendo (3.5), (3.6), (3.7) in (3.1): Vt€]0,1]
dpP
AV( ar )) -
g Nt G 1—t¢ 5
2\/— <\/— (1 Avw(t)(gy )) \/m ( Avw( )(qu))

o (e, =

& (N—=Ny—Ny) — %2 (N Avw(t)(gx) — M Avw(t)(gy,) — N2 Avw(t)(g,) ) =

N Ny N2
— B3 7 Avwl(t) (a3 — ~ an, — ~ ax,) -

(3.8)
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Osserviamo che:

N- N
qn(o,7) = Wl qn, (o', 7)) + WQ qn, (0", ") Vo,7€ Qu

Per la convessita della funzione z — 22, segue che:

N N2 2 N N2
= (WlC]Nl +WQN2) < WlCIJQvlJFWCJ?vz

Allora:

N1 N2 Nl N2
I T e S0 = Ave() gy 5 dh — Ry dae) SO VEE]0 I

dP emmeal
Y Av(E(t)>20 Vie]0,1] " Av(Py) > Av(Py,) + Av(Py,) . O

Proposizione 15.

dee R : AV(—)SE VNeN

2
Per esempio ¢ = % +log 2 + log cosh(G h) .

Dimostrazione. Usando l'indipendenza delle J;, ¢,j=1,...,N scriviamo:

AV(Z e—ﬁHN(U)> — Z AV(Q—BHN(U)) — ZAV(G\/% Zf,vjzlJijUz‘UjJrﬁhZfV:lUi)

o€QN o€QN o€y

N

o€Qn 4,j=1

N
= Z H Av(e\/%‘]ijgmj) AhEilioi
oeQy =1
Poiché ogni J;; ha distribuzione Normale(0, 1), calcoliamo:

Av(evew Ti7i%) —
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Calcoliamo anche:

3 IRl o — i (27) Bh(n—( i ( ) (e=Ph)N-

o€QN n=0 n=
= (PP 4 e PN = 9N cosh (B h)N.

Dunque:

N
AV(Z e—ﬁHN(U)> _ Z H Av(e\/%‘]ijgiaj) SEY o

SN oeQpn t,j=1
N 5 )
N
= E | | efW efhiizioi — e4N N E eﬁhzz 1%
e 1,j=1 ocQpn

— et N cosh(3 )Y

Allora, applicando la disuguaglianza di Jensen (z — logz € concava):

Av(%) = % AV(logU;;Ve_BHN(")> < N logAv(Z e ﬂHN@)

QN

1 2
=5 log (e’ TN cosh(Bh)")

1 N
~ (Z 3+ Nlog2+ N log cosh(3h))
2
= % +log 2 + log cosh(B h) . O

Teorema 16.

| Py, Py
3 NETOOAV(_) = ?VL;EAV(W) eR.

Dimostrazione. Dal teorema 11, per il lemma 4:

AV(PNl-i-NQ) > AV(PNl) —|—AV(PN2) VN,NoeN =

. Py Py
J lim Av(—) = Av(—
ylim Av(57) = sup Av(7)
. Py
Inoltre per la proposizione 12: sup AV(—) eR. Il
NeN N



Capitolo 4
Modello ferromagnetico diluito

Il modello ferromagnetico diluito e descritto dall’hamiltoniana

N N
1
HN<O'):—§Z€£JVO'ZO']—]'LZO'Z VO'GQN

i,j=1 i=1

dove h > 0 e {5? }ij=1..n € una famiglia di variabili aleatorie indipendenti
identicamente distribuite, con distribuzione Poisson(+), ¢>0.

Ricordiamo che I(e]) = No, Av(e)) = %, Var(e}) = <.

La pressione del sistema ¢

Py = log Z e AHN()

€N

Ricordiamo che, visto che le 5ij sono v.a. discrete con valor medio finito,

3 Av(Py) € R (per l'osservazione 2).

Lemma 17. Siano X4,..., X, variabili aleatorie indipendenti identicamente
distribuite, con distribuzione Poisson(\).
Sia F : Nj — R tale che 3 Av(X; F(X)) € R. Allora:

AV(X, F(X)) = A AV F(Xy,0, X4 1,00,X,)

35
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4. Modello ferromagnetico diluito

Dimostrazione. Osserviamo che:

ikiF(k;) Zk; F(k

-3 gy

iF(kl,...,kﬂrl,...,k )Ak+1 )\ZF i,k 1, k) P(Xi=k)
k;=0
Allora:
AV(X (X)) = 3 ks (k) Z(ZkF P(Xi=k)) P(Xi=k)
ke Ng ke Nyt ki =0

-y (i F(ky,okit 1, k) P(Xi:ki)> P(X;=k)

’;ze Ng'_l kz =0

=AY Flhrkit 1. k) P(X=k) = AAV(F (X, X;+1,..X,)) . O
keNp

Lemma 18. Sia X (t) una variabile aleatoria con distribuzione Poisson(A(t)),
per ogni t € I intervallo reale. Supponiamo A derivabile su I.

Sia F: Ng — R tale che 3 Av F (X (t)) Vte I. Allora: Vte I

3 d AvF(X(t) = N(t) Av(F(X(t)+1) — F(X(1))) .

dt
Dimostrazione.
v P(x () = d%(kf; Fk) A(kf!)k o)
= d—i(F(O) 0 4 i F(k) Ag?k e—A(t))
— _F(0) N(t) e kf; AL Ol k]j(t)“ o0 — kf; F (k) %’?k N(t) e
= X(@) (<F©) 0+ gm) e °° Py 20 o)
(0 (30 () 2 0 3 ey A
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Congettura 19. Siano N1, No€ N, N1+ No=N. Allora:

AV(PN) S AV(PNl) +AV(PN2) .

Proposizione 20.
JkeR AV(—) >k VNeN
Per esempio k =log2 — 3 (h+c) .

Dimostrazione. Per 1'osservazione 1, usando poi il fatto che il sistema e

ferromagnetico,

N N
Av(Py) > Nlog2— B8 |h| = 8 Av(le]|) = Nlog2 — BNh — BN*Av(e])

i=1 i,j=1

:Nlogz—ﬁNh—ﬁJ\ﬂ%:N(logz—ﬁh—ﬁc). [

Dunque, se si riuscisse a provare la congettura 19, grazie al lemma 3 e alla

proposizione 20, sarebbe provata la seguente

Congettura 21.
: Py ) Py
3 1 Av(—=) = inf Av(— R .
o A C) = ) €
Vediamo ora due diversi percorsi intrapresi per cercare di dimostrare la con-

gettura 19.

4.1 Il mio tentativo di dimostrare la sub-additivita

Perognio = (01,...,0n,,0N,41,--.,0n) € Qy indichiamo 0’ = (01,...,0n,) €
"
QNl e o :(UN1+1,...,O'N)€ QN2.

Definiamo I’hamiltoniana interpolante (ferromagnetica):

H(t)(o) ==t Hx(0) + (1—t) (Hy,(0") + Hn,(0")) Vo€ Qy Vite[0,1]
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4. Modello ferromagnetico diluito

e la relativa pressione:
= log Z e PHWE@ e 0,1] .
o€
Per t = 1 abbiamo il sistema ad N particelle (H(1) = Hy), mentre per t = 0
abbiamo due sistemi disgiunti di Ny ed Ny particelle (H(0) = Hy, + Hy,).
Il parametro t permette di passare il modo lineare da una situazione all’altra.

Introducendo tre famiglie indipendenti {e; }ij=1..v, {€}; }ij=1..31> 1€} bij=ni1..N

di variabili aleatorie ii.d. con distribuzioni rispettivamente Poisson(s;),
Poisson(x-), Poisson(y;), per 'osservazione 7 si ha: V€ [0,1]
dpP
w (G 0) =
v @ (t)
g (Z Av(eij- O'ZO’J Z AV 5 cw( azaj Z Av azaj))>
1,j=1 tj=1 4j=Ni+1
(4.1)
infatti il contributo delle interazioni con il campo magnetico esterno e
N N N
g (th(t)(Ui) — th(t)(ai) —h Z w(t)(o
i=1 i=1 i=NpH
Ora, per il lemma 17:
c .
Av (g4 w(t)(oi05)) = N Av(wE(8) (0,07)) (4.2)

Osserviamo che:

Ht ”(t)(a) = tH(E”H)(U) + (1) (Hn, (o) + Hy,(0"))

—¢ (—— Z Ers0r 05 — Uzaj — hzar> ) (Hy, (0") + Hy,(0"))

T, s=1
t t
=tHy(o) — 5 9% + (1=t) (Hy, (0") + Hy,(0")) = H(t)(0) — 5 9i%
quindi
S g0 e BHTVOO) S 55 05 i o=BHD)
(1) (0107) = = = 202

S e B0 S &5 % o BHM)(O)
w(t)(0i0; 0% )

w(t)(e= ")

(4.3)
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Usando il fatto che €7 = cosh ¢ + o sinh € Vo€ {-1,1} V&€ R, scriviamo:

w(t)(oio; €7 7%)  w(t)(oi05 (cosh & + ;07 sinh £1))
w(t)(e% 7i% ) w(t)(cosh &' + ;05 sinh 2¢)
_ cosh % w(t)(o;05) + sinh % _ w(t)(o;07) + tanh %
cosh % + sinh % w(t)(o;o;) 1+ tanh % w(t)(oi0;)
(4.4)

Per semplicita di notazione poniamo z := w(t)(005) € [-1, 1], a := tanh 2L e
cerchiamo di trasformare il rapporto in somme e prodotti, usando la somma

di una serie geometrica: V¢ # 0 (= a # 0)

atzr n a  l+ar-—1 n a
l+ar 1+4+ar 14+axr a(l+az) 1+azx
1 1 1 n 1 1 +( 1) 1
= - — — a = — a — — _—
a al+ax l+ax a a’1—(—ax)
L1 1, & n 1 Ly qynnom
254—(&—5);0(—@@ :a—i-(a—a)nz:o(—l) a"
. . Ot
* infatti |—a x| = |tanh7 Nw(t)(oig) | < 1.
—_———
el-1,1] €l-1.1]
Quindi:
w(t)(0;07) + tanh 2 B
14 tanh 28 w(t)(,05)
Bt S Bt
+ (tanh— — > tanh” w(t)(o;0;)" =
tanh 2 2 tanhﬂt nZ:% 2) ()(@:9;)
gt 1 > Gt o
+ (tanh— — ><1—|— —1)" tanh" (—) w(t)(o;0; "> =
— > a2t (U 2 ()l () w(0)err)
Gt 2 > Gt
tanh 2 — ——=—— " (=1)" tanh™ (20) w(t)(ci0;)"
MY T Sinh(B) ;( " tanh” (57) w(t) (003)

1 sinh¢ B cosh§ sinh? & — cosh? ¢
tanhé  coshé sinhé  coshé sinhé

*x usiamo anche: tanh ¢ —
1 B
3 sinh(2¢) sinh(2¢)
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Adesso facciamo n copie del sistema (mantenendo le stesse interazioni) e in-
dichiamone le variabili di spin, tra loro indipendenti, con ¢, ... o™ € Qy.

Definiamo i multi-overlap:

N
1 n
qun(a(l),...,a(”)) == E: ai(l) C O'Z( ) Vo) . c™eQy VYneN

Usando il fatto che o™, ..., ™ sono indipendenti, si ha:
N N
Z )(oi0;)" Z (1) 1 o w(t) (agn)aj(»n))
ij=1 =1
N N
= Z w(t)(oi(l)aj(-l) Ce O'Z-(n)O'](n)) =w(t) (Z oM. oM -a](.l) e O'J(-n)>
i,j=1 i,j=1
N 2
1 n
—wt)(( o 0) ) = Nwt)(dh)
1=1
(4.6)
Quindi ricapitolando: V¢ €0, 1]
al (12) o=
Z Av(ey - w(t)(oio;)) = Z ¥ Av(wE™(8) (0,07))
ij=1 ij=1
43 ¢ i Ay w(t)(oi0; o2t 7i%) (19 ¢ i Ay w(t)(oi0;) —i—tanh%
N = w(t) (eT Uz%) N = 1 + tanh % w(t)(oi0))
00 n N
(45) Bt c tanh %
O D i o)
(46) Bt - tanh" ﬂt 5
2 eNtanh =~ 20N av(D(-1 D)) -
c an 2 c \4 nZ:O( ) Slnh(ﬁt) ( )(QN,TL)
(4.7)
Ragionando analogamente si trovano: V¢ € [0, 1]
Ny
Z Av(ely - w(t)(oi05)) =
W=l (4.8)
[e’e] n (l—t)
B(1-t) tanh” 20
N tanh =20 Av(DD(-1) s w(t) (6 )
c /V1 tan CIN] AV Z( ) smh(ﬁ(l—t)) W( )(qu,n> )

n=1
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Z Av (el - w(t)(oi0y)) =
i, j=NiHl i N N (4.9)
¢ Ny tanh —5 = 2¢ Ny AV(Z(_l)nm w(t)(q]QVg,n)> :

n=1
Allora, sostituendo (4.7), (4.8), (4.9) in (4.1): Vt€]0,1]

ﬁclN AV(%?“)) -

1Bt N B Ny B(1-1)
3 (tanh N tanh ———= 5 TN tanh 5 ) —
- tanh”ﬁt N, tanh" 5(1 ) N, tanh" 5(1 )
Avw(t —1 o2 2 22 .
v )<Z( ) (smhﬁt ™ smhﬁ(l —t) Don ™ smhﬁ(l —t) QN2”>)

(4.10)
Si tratta ora di cercare di dimostrare che questa espressione ha segno costante
al variare di t€]0,1] .
Osserviamo che: Yne N Vo .. o™ e Qy

N1 N2

n / / " !
QNJL(O-(I)r"aO-( )) - W qu,n(o.(l) AN ( ) >+ W qN2”( M ) -70( ) ) 3
/ n/ 17 n 17
qu,n(U(l) 7_“’0( )), QNQ,n(U(l) ’_._70( ) ) c [_1,1]
Definiamo:

1 gt N B(1—t) N, 3(1-1)
t):= = (tanh = — =L tanh =~ — “2 tanh =~~~/
f(t) 5 ( an 2 N 2 N a 2 )

" t)_:(_l)nﬂ(tanhn%(ﬂﬁﬂ 2 N tanh" 20 2 N, tanh" 220
Int: 8557 sinhfgt *N =~ N YION sinh G( —t) N sinhﬁ(l—t)y

Per semplicita supponiamo Ny = Ny = 5 e =1

2

Come si puo osservare dal grafico, f(t) e negativa quando ¢ € ]0,0.5[ mentre

& positiva quando t€]0.5, 1] .

Figura 4.1: Grafico di ¢t — f(t) con t€]0,1]
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Quando t = 0.1, (z,y) — ¢1(x,y,t) non ha segno costante su [1,1] x -1, 1]
ma ¢ soprattutto negativa, mentre le altre g, hanno segno costante e alterno:
922>0,95<0,...

(@) t=0.1,n=1 (b) t=01,n=2 () t=01,n=23

Figura 4.2: Graficidi (z,y) — gn(z,y,t) con (z,y) € [-1,1]x[1, 1], quando t = 0.1

Quando t = 0.5, le (z,y) — gn(x,y,t) hanno segno costante e alterno su
[_171] X [_171] g1 SO, g2 207 g3 S()?

(@) t=05n=1 (b) t=05n=2 () t=05n=3

Figura 4.3: Graficidi (z,y) — gn(z,y,t) con (z,y) € 1,1]x[-1, 1], quando t = 0.5

Quando ¢t = 0.9, solo (z,y) — g1(z,y,t) ha segno costante (< 0) su [-1,1] x
F1,1], g2 & ancora per di pitt < 0, g3 & per di pit > 0,. ..

(@) t=09,n=1 (b) t=0.9,n=2 () t=09,n=3

Figura 4.4: Graficidi (x,y) — gn(x,y,t) con (z,y) € 1, 1]x[1, 1], quando t = 0.9

Dunque e difficile determinare se

C(li_ltD(t) =03cN <f(t) + Avw(t) (i 9n(qNy s AN s t)))

n=1

ha segno costante al variare di t€]0,1][ .



4.2 11 tentativo di Contucci-Dommers-Giardina-Starr 43

4.2 1l tentativo di Contucci-Dommers-Giardina-

Starr

Definiamo I’hamiltoniana interpolante ferromagnetica: Vte€[0,1] VoeQy

N N
o) = ! Z gi(t) o057 — Z e5(t) 0405 — 1 Z t)oio; —h Z g
2 1,j=1 %J 1 =N+

dove le g4(t), €(t), €;(t) sono variabili aleatorie 1nd1pendent1 con distribu-
zione rispettivamente Poisson(t+ ), Poisson((1—t)5-), Poisson((1—t);) -
Per t = 1 abbiamo il sistema ad N particelle (H (1) ~ Hy), mentre per t = 0
abbiamo due sistemi disgiunti di V; ed Ny particelle (H(0) ~ Hy, + Hx,).
Il parametro ¢ permette di passare da una situazione all’altra, modificando
gradualmente la distribuzione delle interazioni tra particelle e 'influenza del
campo esterno.
La pressione relativa al sistema di hamiltoniana H(t) e

= log Z e PHOE) i 0,1] .

oeQy

Usando il lemma 18 e la regola di derivazione di una funzione composta,

calcoliamo: Vte [0, 1]

d_thV Z AV log Z ~pHET (1)) _ —log Z

zg 1 oeQ N SN
Ny
_BHE (1o ”
-+ 3 Av(log 3 et H IO Lo § esH0NE))
1,7=1 o€Qn o€Q N
N
¢ ~BH ™ (1)(0) BH(t)(0)
- — ZAV(logZe —logZe )
4j=N1+1 S99y ocQn

Ora, osservando che HE ™) (t)(o) = H(t)(o) — 1 0,05, si ha:

log Z e—ﬂH(Ezj+1)(t)(g) . log Z e—ﬁH(t)(a IOg Z —B H(t)(o) 48 S 0i0; +

SN oeQn o€y
E
T ed i o BHEE) .
logz e = log S~ A0 = log w(t)(e2 %)
ocQn g

(4.12)
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Usando il fatto che e = cosh & + o sinhé Voe {-1,1} VEe R, scriviamo:
log w(t)(egﬁiaj) = log(cosh§ + w(t)(oi0)) sinhg) =

10g(

COShg (I+w(t)(oi05) tanhg)) = —log coshg + log (14 tanhg w(t)(o;05))

(4.13)

Ricordiamo lo sviluppo in serie del logaritmo: log(1 + x) = E (=) =
n
n=1

Vze]—1,1]. Allora, visto che |tanh§ w(t)(oio;)| < 1,

o0

anh™ 2
log(1 + tanhg w(t)(oi05)) =Y (1) % w(t) (o)™ (4.14)

Quindi, ricapitolando e introducendo i multi-overlap: Vte€ [0, 1]

Av(log Z —BHET (00) _ 10 Z e PHOE) (412)

oeQn o€Q N

=
Mz

S
<.
\ I

Av(log w(t)(eg "i"j)) (413)

2o
™M=

i,7=1
¢ & I} ¢ o B (414)
N Z; Av(—log cosh 5) + N Z; Av log(1+ tanh 5 w(t)(oi05)) =
N o n 6
tanh" 5
—cN log coshg + % ”ZI AV(%(—l)”Jrl % w(t)(aiaj)”) =
> tanh" & &
— ¢ N log coshg + % AV(Z(—l)"Jrl % ”ZZI w(t)(al-aj)”) (29
- tanh” 2
—¢cN logcoshé +c¢N Av(Z 1)t o w(t)(q]z\,n)) .
2 n=1 7
(4.15)
Ragionando analogamente si trovano: V¢ € [0, 1]
—BHE ()(0) _ H(H())
NIZAvlogZe logZe
1,j=1 ocQ N g€QN (416)
3 - ny tanh” g )
— ¢ Ny log cosh 5 +cN; AV(Z(—1> — w(t)(thn)> 5

n=1
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Z Av (log Z oA H T 0)0) _ —log Z e” (o)

z] N1+l S9N SN (417)
3 > ny tanh” g 5
— ¢ N, log cosh 5 +c N, AV(;<—1) — w(t)(qNQ,n>) :

Allora, sostituendo (4.15), (4.16), (4.17) in (4.11): VYt [0, 1]

T AV(P(t)) = —log cosh 5 + Avw(t) (;(—1) itk T2 q]2\fn>
N 5 - n+1 tanh" ﬁ 2
+ ~ log cosh SN AV <; qM,n)
N, 3 s yn tanh” ﬂ
+ N log cosh - - = Av (; + Qszg,n)

tanh” Nl 9 N2 2

2 AVW( )(QJQV,n - Wthn - N QNQ 7’1) *
(4.18)

Si tratta ora di cercare di dimostrare che questa espressione ha segno costante

— E n+1

al variare di ¢ € [0, 1]. Indichiamo con a,(t) I'n-esimo termine della serie, per
ogni t€ [0,1], ne N .
Osserviamo che: Yne N Vo . o™ e Qy

n N / / N, " )
qu(O'(l),...,O'( )) = W QNl,n(U(l) 9o ( ) ) + W 4dn, n( @ ) '70( ) )
Allora, per la convessita della funzione z — 2,

Ny Ny 2 M Ny
Q,Z2V,n = (W qu,n + W qNQ,TL) = N qu n + N Q]QVQ n

Segue che gli a,, hanno segni alterni, precisamente:
a, <0 Vne N ndispari; a, >0 Vné& N npari.

Se la successione (| a,(t)| )nen fosse monotona decrescente, allora avremmo:

d s - .
CLN &AV<P(75)) = ;an ;azn—l + Za% = ;|a2n_1| + ;‘GQH
- Z(’a2n| — lagna]) <0
n=1

<0
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Ora possiamo intraprendere due strade: la prima consiste nel cercare di dare

una dimostrazione analitica del fatto che (|a,(t)| )nen € monotona decrescente

Vte [0,1], la seconda ¢ volta a dare delle stime numeriche.

1)

Osserviamo che:

Nl NQ N1 N2 2 Nl N2
QJQV,n_ N QJZVl,n_ N QJsz,n = (W dNy,n +W QNQ,n) - (W q]2V1,n +W q?\fz,n)
N2 N1 N, N2 N Ny
= Fé CIJQVW +2 Nz INin dNan + 722 QJZVM N CIJQVW N QJQVQ,n
NN NN
TN (G — 2 AN O T Thigp) = “NT (qNin — QNam)?

Quindi possiamo scrivere:

e N tanh" 2

Ap = (_ ) N2 n AVW(t)((QM,n - QNz,n)2) =
NN, tanh™ 2
’ (ln| = ];2 2 2 AV(.U(t) ((QNLn - QNQ,H)Q)

Sappiamo che tanh"((3/2) e 1/n decrescono al crescere di n, quindi sarebbe
sufficiente dimostrare che anche w(t) ((gny,n — qny.n)?) decresce al crescere

di n per ottenere la decrescenza di (|a,(t)| )nen -

Diamo una stima per eccesso di ogni termine a,,.

Osserviamo che: VoM. o™ e Qy
/ / " "
QN1,n(O(1) 7“"0(n) )7 qu,n(U(l) 7.“70_(n) ) € [_17 1]

Definiamo: Vz,y€ [—1,1]

. N1No tanhng
N2 n

2

gn(z,y) = (=1) (x—y)

notando che a,(t) = Avw(t) (gn(qn s qNan)) -
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(c)n:?: (d)n=14

Figura 4.5: Grafici di (z,y) — gn(z,y) con (z,y) € 1,1] x 1, 1], quando § =1
(§ N1 = NQ = N/2

Ora calcoliamo:

NN, tanh" 2 , NN, tanh" 2
n(2,y)| = —2 —y)’ =4 —2
(max Lgn(w,y)l = == — = max (v —y)" =4 =5 —

Pertanto m[ax ]| gn(z,y)| decresce al crescere di n. Grafichiamone "anda-
xye[-1,1
mento:

. . ° Py
1 2 3 4 5

4 € n
6 7

N
76

Figura 4.6: Grafico di n — m[ax ]|gn(x,y)| con n € N, quando Ny = Ny =
T, Y _1a1
p=1
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Calcoliamo i primi termini:

max| gi| ~ 4,6-107!, max| go| ~ 1,1-107, max|gs| ~ 3,3-1072,
max| g4| ~ 1,1-1072, max| g5| ~ 4,2-1073, max|g¢| ~ 1,6-1073

Queste stime per eccesso possono far pensare che anche (|a,|)en possa
essere decrescente, anche se I'ordine di grandezza di max| g,| non decresce

in modo decisivo al crescere di n.

4.3 Congetture per le basse temperature

Non siamo riusciti a dimostrare l'esistenza del limite termodinamico per
la pressione a temperatura generica. Vediamo ora, partendo dal lavoro di
Contucci-Dommers-Giardina-Starr, che cosa si riesce a dire quando il campo

magnetico esterno e nullo e la temperatura e sufficientemente piccola.

Osservazione 22. Sia X una variabile aleatoria discreta, con insieme dei
valori assunti 1(X). Sia F: I(X) — R tale che 3E(F(X))€R .
Supponiamo: F(x) <0 Vze I(X), dzel(X),P(X=2).

Allora: E(F(X)) <0 .

Infatti:
E(f(X)) :JE%)F(x)IP’(X:x) = iéﬁ? IP’(X>O: ) +m§>€§l IP’(XZO:x) <0.

Lemma 23 (di permanenza del segno per successioni di funzioni).
Sia A CRP. Siano f,: A—R VneN. Sia f: A—-R, f(x)<0 VxeA.
Supponiamo:

fn = f suA

n——+4oo

Allora:
dneN: f,(x)<0 VzeA Vn>n.
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Dimostrazione. Poiché f,, converge uniformemente ad f su A, per definizione:

Ve>03dn.e N: f(x)—e < fu(x) < f(z)+e YeeAVn>n,

Visto che f(z) <0 Vx € A, possiamo scegliere € := —sup f(z) €]0, +o0o .
aeA
Cost si ottiene:
dneN: fu(x) < f(z)—supf <0 VeeAVn>n. O
A

d
Se riuscissimo a dimostrare che T Av (P(ﬁ , t)) converge uniformemente rispet-
toat,ad VM e ad Ny quando 5 — 400 (e non solo puntualmente come vedremo

nella prossima dimostrazione), allora sarebbe provata la seguente

Congettura 24. Se h =0, esiste 3>0 tale che: ¥ Ny, No€ N, N\+No=N
Av(Pr(B)) < Av(Pyy(8)) + Av(Pry(B)) VB> 8.

Dimostrazione (ipotizzando la convergenza uniforme).
Consideriamo l'interpolazione usata da Contucci-Dommers-Giardina-Starr

per cercare di dimostrare la congettura 19: Vte [0,1] Vo€ Qn

1 N 1 Ny 1 N N
4j=1 ty=1 ij=Ni+l i=1

Per (4.11), (4.12), (4.13), risulta: Vt€ [0, 1]

d B e 3
T Av(P(B,t)) = —c N logcosh 5 + NZ; Av log(1+tanh 5 w(f,t)(007))
b_ g g
+ ¢ N; log cosh 5 EWZIAV log(1+tanh ) w(B,t)(0;07))
b_c vy E
+ ¢ N log cosh 27N, ZAV log(1+tanh 5 w(f, t)(aiaj)) =
ij=NHl
¢ 3 ¢ & B
N Z Av log(l—l—tanhE w(B,t)(0i07)) — A Z Av 10g(1+tanh§ w(f,t)(007))

ij=1 ij=1

N
c B
_ EUZEM?V 10g(1—|—tanh§ w(B,t)(0i07)) .

(4.19)
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1
Definiamo la magnetizzazione: my(o) = N ZO’Z' Voe Qy. Siha: Vte(0,1]
i=1

N
5
Z v log (1 + tanh 5 w(B, ) (7i05)) ———

2 |

2 |

N
z:: v log (1 llrf w(B,t)(c:0;)) é Z Av( log2 hm w(ﬁ t)(0s07)) =

l_] 1
N
N log 2 AV lim w(/,t) <Z > =cNlog?2 AV lim w(3,t)(m3)

—>—|—oo — —>+oo

(4.20)
* si osserva che log(1+6) = dlog2 Vo € {0,1} e, per la proposizione 9,
Jm w(B,t)(ai0;) € {0,1} .
Allora, usando (4.20) in (4.19): Vte [0, 1]
im L av(P(s,0) =
B—+oo dt
clog2 (N Avﬁl_i)riloow(ﬁ,t) (m3)—M AVﬁl_iHloow(ﬁ,t)(m?vl)_N2 AVBETww(ﬁ,t)(m?VQ))

]Vl 2 N2 2

= c¢Nlog2 AvﬁETww(ﬁ, t)(m% — M WmNz) .
(4.21)

Osserviamo che: Vo€ Qy

m(0) = L iy (0) + 2 1y (6”)

N

Allora, poiché la funzione x +— x? ¢ strettamente convessa e Nl, 22 €]0,1]

Ny Ny

N TN

Ny Ny

m?\, = (Wle -+ WmNQ) S

e vale I'uguale se e solo se my, = mn,.

Ora, se scegliamo e;4(t) = 0 Vi,j = 1,.,N, &,(t) =1 Vij=1..,N e
gy(t) =1 Vi,j = Ny +1,...,N abbiamo un sistema composto da 2 cluster:
{1,....N1} e {N1+1,...,N}. Percio, visto che h = 0, per le osservazioni fatte
nel capitolo 2, la configurazione di spin ¢ = (6',6”) con ¢’ := (1,1,...,1) e

" :=(—1,-1,...,—1) & possibile allo stato fondamentale.
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Allora:
L M 1N

my, (0) = D 1=1, my,(@") =+ D (1) =-1
L 2N

= Jee NY, e N" "e N)® o€ Qy tali che

m, (OJ) 7é N, (oﬂ) ) ,@ETOOP(ﬁ’ t)(o‘) >0 Vte [07 1[

= Jee N),eN" "€ N)» o€ Qy tali che

N N. :
mN(U) _Wl le(oJ) _WQ mN2(U/,) <0, ﬁklfmp(ﬂ’t) (U) >0 Vie [07 1[
* : N N.
= Avﬁl_lgloow(ﬂ, t) (my — Wlle - ﬁm]\b) <0 Vte [0,1]

x perillemma 11 lim w(f3,t)(+) €il valore atteso in uno spazio di probabilita,
——+00
quindi e possibile applicare 1'osservazione 22.

.. e’ sitrova

Ragionando analogamente, con un’appropriata scelta degli e, €3, €,

che vale lo stesso ancheint=1.
Allora, dalla (4.21):

d
Blirf aAV(P(ﬁ,t))<O Vite [0,1] VN,Noe N,

Quindi, se supponiamo che la convergenza sia uniforme rispetto a ¢, ad MV e

ad Ny, per il lemma 23:

33>0: d—iAv(P(ﬁ,t))<O Vte [0,1] VN, NoeN VB>4.

Da qui, per il lemma 5:

Av(Py(B)) < AV(P,(8)) + Av(Prny(8)) VN,N2€N V>3, O

Se fosse provata la congettura 24, allora risulterebbero vere anche le seguenti:

Congettura 25. Se h =0, esiste 3 > 0 tale che:

(O — o (P cm s g

NeN

3 lim Av

N—+4o00
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4. Modello ferromagnetico diluito

Dimostrazione. Dalla congettura 24, per il lemma 3: V3 > 3

A(Pe(9)) < A (P, (9) 4 (P (9)) = 3 tim v (P502) = (7

N—+oc0 NeN

. . Py ()
Inoltre, per la proposizione 20: ]1\[161}; AV(T) eR. O]

Congettura 26. Se h =0, allora:

3 1 lim As
A I A Ty

Dimostrazione. Per la congettura 24, si potrebbe applicare il teorema 9,

quindi:
. ) Fn(8)y .
. ﬁEIJIrloo N1—1>I-I|—100AV(T) N Nl—lg-loo AV(

En

)

D’altra parte, visto che il sistema e ferromagnetico: V N € N

N
En = _Z 597 = AV(%) = —% ZAV(EN — iNQ% — —¢. O

bj=1 bj=1

)



Capitolo 5

Modello anti-ferromagnetico

diluito

Il modello anti-ferromagnetico diluito ¢ descritto dall’hamiltoniana

262] Jza]—i-hZal Voe Qn

Z]l

dove h > 0 e {5]-\-’ }ij=1..n € una famiglia di variabili aleatorie indipendenti
identicamente distribuite, con distribuzione Poisson (), ¢>0.
Usando la tecnica di Contucci-Dommers-Giardina-Starr siamo in grado di

dimostrare 'esistenza del limite termodinamico per questo modello.

Teorema 27. Siano N1, No€ N, N1+ No=N. Allora:
AV(PN) Z AV(PNl) +AV(PN2) .

Dimostrazione. Definiamo ’hamiltoniana interpolante (anti-ferromagnetica):
Vte [0,1] Voe Qy

1 & 1 &
SFPOLTEERES WEALIATS o IR o
2 j=1 'le 21] =N+l

dove le g4(t), €j(t), €;(t) sono variabili aleatorie indipendenti con distribu-

zione rispettivamente Poisson(ty ), Poisson((1—t)x-), Poisson((1—t)1-) -
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54 5. Modello anti-ferromagnetico diluito

Per t = 1 abbiamo il sistema ad N particelle (H(1) = Hy), mentre per t =0
abbiamo due sistemi disgiunti di Ny ed Ny particelle (H(0) = Hy, + Hy,)-
Il parametro t permette di passare da una situazione all’altra, modificando
gradualmente la distribuzione delle interazioni tra particelle.

La pressione relativa al sistema di hamiltoniana H () e

= log Z e PHOE) i 0,1] .

ocQn

d
L’espressione di o Av(P(t)) trovata in (4.11) & ancora valida.

Osserviamo che invece H™)(t)(0) = H(t)(0) + 4 0i05, quindi si ha:

1ng —BH Zﬁl) _1ng t)(o) _ 1ng 0')—70'10'] +

SN oeQ N SN
B8
_ " Z e~ 30i% o=BH(t)(0) B gy
_1ng e BH(t)(o) _ Z A = log w(t)(e 2 Ti J)
oeQn o

(5.1)
Usando il fatto che €% = cosh& + o sinhé Voe {—1,1} Ve R, la parita

di cosh e la disparita di sinh, scriviamo:

log W(t) (egﬂidj) = log(COShg — C‘J(t)(o-zo']) sinh g) —

log( (1—w(t)(o;07) tanh g)) = —log coshg + log(1— tanhg w(t)(oi0;))

(5.2)

cosh g

o0

Ricordiamo lo sviluppo in serie del logaritmo: log(1 + x) = E (—1)"H =
n
Vze]—1,1]. Allora, visto che |—tanh £ w(t)(o07)| < 1,

n=1

s —tanh & w(® (oo
log(1 + tanhg w(t)(oi07)) = z:(—l)’“rl (= tanh n(t)( 7))
" (5.3)

tanh”

--3

t)(ai0;)"
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Quindi, ricapitolando e introducendo i multi-overlap: Vte [0, 1]

N
_3 HEH) o)) (31

3 o 3 ey )

J=1 SN SN
¢ = 5 (52)
NZ v(log w(t)(e 2 77)) =
¢+ 5 ¢ v g (53)
N Z: —log cosh — 5 )+ N Z Av log(1— tanh 5 w(t)(oio;)) = (5.4)

ij=1

I\JIQ

6 c tanh”
—cN logcosh§ - Av(Z

N
> uiifey) 2

nﬁ
_chogcoshg—cN AV(Z an: w(t)( )).

an
n=1

Ragionando analogamente si trovano: V€ [0, 1]

Z Av (log Z e_ﬁH(E”H) %) —log Z e (@)

Lij=1 o€y o€y (5.5)
Jé; > tanh" 2
—cN; logcosh§ —cMV AV(nz:1 - - w(t)(q?vl,n)> ;
Z AV log Z _ﬂH(syH (t)(o) log Z —BH(t)( a)
zj =Ni+l €N ocQy (56)
3 > .y tanh”™ 2 X
— ¢ N5 log cosh 5~ c Ny Av (;(—1) 0 w(t)(qNg,n)> .

Allora, sostituendo (5.4), (5.5), (5.6) in (4.11): Vte€ [0, 1]

1 d J&; *_ tanh™8 N, 16
NG AV(P(t)) = —log coshE —Avu(t) (; - 2 qJQVn) + N log coshE +
N >, tanh"Z | N, B No = tanh"§
ﬁAvw(t) 2" 2 qu,n>—|— ~ logcoshg + WAvw(t) (; - 2 QNg,n>

s tanhné Nl N2
= - 2 Av w(t)(ﬁ QJ2V1,n + N Doy — Qi) -
n=1

(5.7)



56 5. Modello anti-ferromagnetico diluito

Per la convessita della funzione = — 22, si ha: Yne N

N N N N.
2 1 2 2 1 9 2 o
QN,n - (W dN1,n + W QNg,n) < W qu,n + W qNZ,n
Allora:

N N.

~ Bon+ o B G 20 VnEN =

N N.
AVt (SE B+ 2 = 2n) 20 YneNVie[0,1]

N N
d emial
Av((0) 20 Vte (0,1 0 Av(Py) > Av(Py,) 4+ Av(Py,) . O

Proposizione 28.
_ Py -
JkeR : AVWSk VNeN
Per esempio k = log2 + B(h +c) .

Dimostrazione. Per 'osservazione 1:

N N
Av(Py) < Nlog2+ 3 |=h|+ 8 Av(|—<])

i=1 ij=1

=Nlog2+BNh+3N*Av(e))) = N (log2+ fh+c). O

Teorema 29.

) P P,
3 NI—IH:OOAV(_N) = ?Vléll\)l AV(WN) cR.

Dimostrazione. Dal teorema 27, per il lemma 4:

AV(Pyin,) > AV(Py,) + Av(Py,) VM,No €N =
Py

3 lim Av(%) = supAv( N) :
NeN

N—+400

P
Inoltre per la proposizione 28: sup Av(—N) eR. m
veNn N
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