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Introduzione

L’oggetto di studio di questa tesi sono le funzioni armoniche, cioé le fun-
zioni di classe C2, definite in un aperto di R, che sono soluzione dell’equa-

zione di Laplace

Nel primo capitolo abbiamo introdotto e definito le nozioni principali, fon-
damentali per poter ottenere i risultati dei capitoli successivi.

In particolare dopo aver definito gli operatori differenziali di divergenza e
Laplaciano e le funzioni armoniche, abbiamo determinato le soluzioni radiali

dell’equazione di Laplace (a meno di costanti):

f(x) = u(]z]) = u(r) =

logr, N =2
r>N N>3

L’obiettivo del secondo capitolo é quello di determinare le formule di rappre-
sentazione per funzioni armoniche.

Dopo aver dato la definizione di aperto regolare e di normale esterna ad esso,
abbiamo enunciato e dimostrato il teorema della divergenza: dato €2 aperto
regolare di RY e ' € C1(Q, RY) allora si ha

/dz’dex:/ < F,v>do
Q o0

dove v ¢ la normale esterna a ).
Questo risultato é alla base dello studio delle funzioni armoniche e una sua

possibile conseguenza é data dalla prima e seconda identita di Green.
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Sfruttando proprio quest’ultima e definendo la soluzione fondamentale nor-
malizzata dell’equazione di Laplace abbiamo enunciato la prima formula di
rappresentazione di Green.

In particolare introducendo la funzione di Green, abbiamo ottenuto una for-
mula pit generale di rappresentazione: la seconda formula di rappresentazio-
ne di Green.

Nel terzo capitolo, dopo aver calcolato il volume e I'area di bordo di una
palla euclidea, abbiamo enunciato le formule di media del Laplaciano.

Data u armonica su 2 e B(zg,7) C 2 la palla euclidea di centro z e raggio

r > 0, allora vale

1
|8(B(m0, 7ﬁ))| 0B(xo,r)

1
“U0) = 1B g )] /Bm,ﬂ ule)ds

(dove indichiamo con |0(B(xo,r))| la misura di Lebesgue del bordo della pal-

u(zg) = u(z)do(x)

la e con |(B(xg,r))| la misura di Lebesgue del volume della palla) che sono
la formula di media, rispettivamente, di superficie e di volume.

Il capitolo 4 tratta la Disuguaglianza di Harnack, che rappresenta una con-
seguenza diretta delle formule di media.

In particolare abbiamo enunciato e dimostrato la disuguaglianza su una pal-
la e successivamente abbiamo generalizzato a un compatto contenuto in un
aperto regolare. Per poter dimostrare quest’ultima é stato utile introdurre
alcuni risultati su compattezza e connessione di insiemi in R¥.

Abbiamo poi visto un’applicazione della Disuguaglianza di Harnack: il teo-
rema di Liouville (una funzione armonica su RY, inferiormente limitata, ¢
costante).

Infine il quinto capitolo riguarda il principio di massimo (minimo) forte e

debole per una funzione armonica.
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Capitolo 1
Nozioni preliminari

Definiamo alcune nozioni fondamentali per il proseguo di questa tesi.

Innanzitutto introduciamo due importanti operatori differenziali.

Definizione 1.1 (Divergenza).
Sia  un aperto di RN e F' € C1(Q,RY). Si definisce la divergenza div di F

come una quantiti scalare data da

In particolare la divergenza é un operatore lineare cioé
divia-F+b-G)=a-divF +b-divG

Definizione 1.2 (Operatore di Laplace).
Sia © un aperto di RY e u € C?(2,R). Si definisce il Laplaciano A di u come

Possiamo andare a definire la classe di funzioni che é alla base del nostro

studio: le funzioni armoniche.

Definizione 1.3 (Funzione armonica).

Dato un aperto Q di RY, u € C?*(Q,R) ¢ detta funzione armonica se &

1



2 1. Nozioni preliminari

soluzione dell’equazione di Laplace
Au=0 in

L’insieme delle funzioni armoniche su €2 si indica con H(£2).

Per la linearita dell’operatore di Laplace si ha che la somma di due funzioni
armoniche e il prodotto di uno scalare per una funzione armonica € ancora
una funzione armonica.

In particolare risultera utile una sottoclasse delle funzioni armoniche: quelle

radiali.

Definizione 1.4 (Funzione radiale).
Una funzione f: RM\{0} — R ¢ detta radiale se

f(z) =wu(|z|) con u:(0,4+00) — R.

Vogliamo determinare le funzioni radiali armoniche.
Sia u € C%((0,00),R) e si pone f(x) = u(|x]). Allora f & di classe C? e

risulta

0 0 2
G() = () G = (i) ) =l
0*f 0 o T T x| — J|x\
@ = 5 (WD) = o 22 2 e -
" :sz / |5E|2_:U?
= lel) e + v (o)
Pertanto, posto r = |z|, si ha
Vi@) =)
e
N2 N2 N 2 _ 2 N_1
Af(;c):z 2f'($):u”(r) x—‘72+u/(7")z|$| 3% =" (r)+u'(r)
j:lax] j=1 | =1 || 2]



Risulta che f(z) = u(|z|) ¢ armonica se e solo se

u”(r) + u’(r)—|;|

— 0o N (u"(r) T wmb) —0e

|z]

C
N-1

o (V) = 0 6 PN = () =

{ clogr +c¢y, N =2
u(r) =

,,,2—N

Co—N =+ ¢o, NZ?)

Si puo concludere che le funzioni radiali armoniche sono, a meno di costanti,

f@) =u(lz]) = u(r) = { logr, N =2

r2=N N>3

Questa rappresenta la soluzione radiale dell’equazione di Laplace.
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Capitolo 2

Formule di rappresentazione per

funzioni armoniche

L’obiettivo di questo capitolo é definire delle particolari formule di rap-
presentazione per le funzioni armoniche: le formule di rappresentazione di
Green. Cominciamo introducendo due concetti che risulteranno molto utili

d’ora in avanti.

Definizione 2.1 (Aperto regolare).

Un aperto © di RY si dice regolare se:
e () ¢ limitato (esiste una palla di raggio finito che lo contiene)
e 00 ¢ una (N — 1)-varieta di classe almeno C*
e Int(Q) =Q

Definizione 2.2.
Un vettore v € RY | |v| = 1, ¢ detto normale esterna a ) (aperto regolare di
RY) in x € 0N se:

e V100 in x

e W>0:0+trdQ, x—tveQ,Vte(0,0)



6 2. Formule di rappresentazione per funzioni armoniche

2.1 Teorema della divergenza

Il teorema della divergenza é un teorema cardine per lo studio delle funzio-
ni armoniche e presenta numerose applicazioni, alcune delle quali le vedremo

in seguito.

Teorema 2.1.1 (Integrazione per parti).
Sia Q un aperto regolare di RN e sia f € C*(Q,R). Allora

8f = fvjdo con j=1,..N
8x] o9

dove v = (11, ...,vn) € la normale esterna a €.
Per la dimostrazione di questo teorema si veda ad esempio [3].

Teorema 2.1.2 (Teorema della divergenza).
Sia Q un aperto regolare di RN e sia F € C1(Q,RY). Allora

/didem:/ < F,v> do
Q o9

Sfruttando il teorema di integrazione per parti degli integrali multipli si

Dimostrazione.

ottiene:

OF}
/dWFdI_/ZGx] Z/@xjd

Osservazione 1.

Per quanto visto il teorema della divergenza segue, quindi, da quello di inte-
grazione per parti. E vero anche il viceversa.

Si consideri F' = (0, ..., f,...0), con f € C*(Q,R) nel posto j-esimo, e si

ottiene:
of

<F,V >= ij e dZUF:a—xj
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Sfruttando il teorema della divergenza si ha:
/ of dr = / frjdo
O o0

2.2 Formule di rappresentazione di Green

Fra le possibili conseguenze del teorema della divergenza ci sono le iden-
tita di Green a cui seguono, dopo aver definito la soluzione fondamenta-
le normalizzata dell’equazione di Laplace, le formule di rappresentazione di

Green.

Proposizione 2.2.1 (Prima identita di Green).
Sia Q un aperto regolare di RN e siano u € C*(Q,R) ev € C1(Q,R). Allora:

/ vAuder/ Du-Dvdx:/ va—uda
o) Q 81/
Dimostrazione.

Sia F' = vDu. Allora

N

dFZ Z *Z @+i@%A+D.D
iv (9 —j:1v 522 ) "2\ o, o, = vAu+Du-Dv

j=
Apphcando il teorema della divergenza si ottiene

/(vAu—l—Du-Dv)dx:/ <vDu,1/>da:/ va—da
Q L} v

Osservazione 2.

Se si sceglie u = v nella prima identita di Green si ottiene
0
/ (uAu + |Dul?) dz = / udo
Q v
che é chiamata identita dell’energia.

Proposizione 2.2.2 (Seconda identita di Green).

Sia Q un aperto regolare di RN e siano u,v € C%(Q,R). Allora:

ov ou
Av —vA = — —v=—
/Q (uAv — vAu) dz /aQ (uay 81/) do



2. Formule di rappresentazione per funzioni armoniche

Dimostrazione.

Abbiamo che

N NofO(u 0 (v
uAv — vAu = Z <u% — v%) = Z (gjm) <§jz]>
j=1 J 7 j=1 J J

N Qv _ . Ou
Z a <u8:cj Uaxj

o, ) = div(uDv — vDu)

Jj=1

applicando il teorema della divergenza si ottiene

/Q (uAv — vAu)) do = /

div (uDv — vDu) dx = /
Q

< uDv—vDu,v > do =
Bi)

ov ou
_/m(u<Dv,1/>—7J<Du,1/>)ala—/8(2 (ua—ua)dg

Osservazione 3.

Se si sceglie v = 1 nella seconda identita di Green si ottiene

/ Audr = @da
Q aq OV

Partendo dalla seconda identitd di Green e dalla soluzione radiale dell’e-
quazione di Laplace ricavata nel primo capitolo, si fissa un punto xq in €2,

aperto regolare di RY, e si definisce la soluzione fondamentale normalizzata
dell’equazione di Laplace:

1 |y 2N
T(z —x0) = [(|Jz — xp]) = { VENen |z — x>V, N >2
%1Og|x—x0|, N =2
dove w,, ¢ il volume della palla unitaria in RV .

Possiamo quindi andare a enunciare la prima formula di rappresentazione per
una funzione armonica.



2.2 Formule di rappresentazione di Green

Proposizione 2.2.3 (Prima formula di rappresentazione di Green).
Sia Q un aperto regolare di RN, e sia u € C*(Q). Sia vo € Q e T la soluzione

fondamentale normalizzata dell’equazione di Laplace. Allora si ha

u(zo) = /39 (u(x)w Dz — xo)%) do + /Q T'(z — z0)Audz

Dimostrazione.

Diamo la dimostrazione nel caso N > 3.

Sia € > 0 tale che la palla B(zg,e) C Q e definiamo

Q. := Q\B(zo,¢)

che é un aperto regolare.

Poniamo
v(@) == 7(x — o) = Vao (%)

che & una funzione di classe C> in R¥\{zy} 2 Q..

Applichiamo alle funzioni u, v la seconda identita di Green e otteniamo

ov ou
Av —vA = — —v— =
/E(u v —vAu) dx /{ms (u&/ Uay) do

—/ u@—v% d —/ u@—v% d
- 90 aV aV 7 OB(zo,¢) (3u aV 7

Nostro obiettivo € quello di passare al limite per € — 0.

Per come é stata definita, v € armonica in €)., pertanto si ha

/ (uAv — vAu) dx = —/ vAudr = —/ Yo, vAudr =% —/ vAudz
. c Q 0

dove nell’'ultimo passaggio ¢ stato applicato il teorema della convergenza
dominata di Lebesgue.

Questo é reso possibile grazie alle seguenti osservazioni:
e u € C?*(Q) quindi Au & continua sul compatto Q e quindi limitata

o [xo.|<1Ve>0
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o ve LLRY\{0})

loc

Per poter provare quest’ultimo punto si considera un compattoX C RY.
Allora esiste un R > 0 tale che K C B(xg, R). Si ha che

/ v(z)dr < / v(z)dr = / |z — 20> Ndx =
K B(zo,R) le—zo|<R

effettuando il cambio di variabile y = z — g

R R
= / ly* Ndy = / / (|yl*Ndo(y))dr = / r2 N NwyrNldr =
lyl<i 0 Jlyl=r 0

R R2
:NwN/ Tdr:NwN7<oo
0

che prova la locale sommabilita di v.

Pertanto ¢ giustificato il passaggio al limite sotto al segno di integrale.

0
/ u—v do
0B(z0,¢) v

La derivata normale di una funzione radiale é ancora una funzione radiale.

A questo punto consideriamo

Infatti considerando che la normale esterna a B(zg,€) é v = sy Siha
ov(x) 5 Ny T — X
=< D(|lx — xo|7 ), =
v (| 0| ) |£L‘ — $0|

_ r— X r— _
=< (2= Nl =zl N(!fﬂ—ﬂ:‘Z!)’\x—xZ\ >= (2= Mo —al ™

Su 0B(xg, €) si ha che |x — 2| = €, quindi

0
— / W do = —/ u(2 — N)etNdo =
9B(z0e) OV OB(w0,¢)

_ (N —2)N ( /8 o (0(0) ez + /8 . u(xo)da) _

e—0

= (N —2)e"" (o(1)Nwne™ " + u(zo) Nwye™ 1) == N(N — 2)wyu(zo)
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0
/ v—uda
OB(x0,¢) v

< sup|Du o — o do(x) =
Q 83(5120,8)

Ora vogliamo stimare

Si ha

0
/ v—uda
9B(x0,¢) v

= C(u)e® M Nuye ™ = C(u)Nwye =00
In conclusione abbiamo quindi che

dv ou
_/Q vAudr = / (ua — v$> do + N(N — 2)wyu(zg) + 0

Da cui isolando al primo membro u(zy) e ricordando la definizione data di v

si ottiene la tesi.
O]

Osservazione 4.
Se u € H(Q) allora

u(wo) = /8 ) @@)W Tz xo)%) do

Osservazione 5.
Sempre nel caso N > 3, se si considera come dominio 2 = B(xg,r) = B la

palla di centro x( e raggio » > 0 si ottiene

or ou (
u(zo) = / (ug — Fay) da—i—/B FAudz = —I'(r) /aB %dajtl“ /83 uda+/ I'Audz

Utilizzando 'osservazione 3 fatta precedentemente si ottiene

1
SR 1) [ A T Audz =
u(xo) NorN /03 udo — T'(r) /B udx + /B udx

1
= I'-T _
/B (€~ D) Auds + 1 /8 ude
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Introduciamo ora la funzione di Green che, definita con precise caratteri-
stiche, ci permette di avere una formulazione pitu generale di rappresentazione

di una funzione armonica.

Definizione 2.3 (Funzione di Green).
Sia © un aperto regolare di RY e sia h € C?(Q) armonica su 2. Si definisce

la funzione di Green per (2
G(x,y) =T(r —y) + h(z,y) con z,y € Qx#y
tale che G(x,y) = 0 su 0S.

In particolare si dimostra che esiste la funzione di Green per una palla

euclidea.

Teorema 2.2.4 (Seconda formula di rappresentazione di Green).
Sia Q un aperto regolare di RY, dotato di funzione di Green G, e u € C?(Q).
Allora Vx € Q) si ha:
0
ulw) = [ uly) 5 Gl v)daty) + | Glay)duly)dy
a0 v

Q
Dimostrazione.

Applichiamo la seconda identita di Green alla coppia di funzioni h e u:

ou oh
/Q (hAu — uAh)dy = /em (ha — u$> do

Essendo A una funzione armonica si ottiene:

oh ou
/Q hAUdy = — /89 (U—V — h_y) do

Ricordando la definizione di funzione di Green e sommando la prima formula

di rappresentazione con I’espressione ottenuta sopra si ha:

oG ou
u(z) = /ag (ua - 05)) do + /QGAu dy

Ricordando che G = 0 su 912 si ha:
oG

u(z) = u—da—i—/GAu dy
(@) /59 v Q



Capitolo 3
Formule di media del Laplaciano

Grazie alle formule di rappresentazione di Green viste nel capitolo prece-
dente, siamo ora in grado di andare a determinare le formule di media del
Laplaciano: quella di superficie e quella di volume.

Innanzitutto calcoliamo il volume e I'area della superficie di una palla eucli-
dea, che ci serviranno poi nelle formule di media.
Sia
B(zo,r) = {z e R : |z — zo| <1}
la palla euclidea di centro z( e raggio r > 0.
Il volume di B(z,7) ¢ dato da

|B(zo,7)] = / dr
B(xo,r)

ed effettuando il cambiamento di variabile x = z¢ + ry si ottiene
| B(xq,7)| :/ rNdy = rNwy
B(z,1)

Ora, si vuole calcolare I'area sul bordo. Pertanto si pone

r—x

F:RY RV, Flz)=-—"2

| — 20
ed essendo la normale esterna alla palla

r — T
14

o — o

13



14 3. Formule di media del Laplaciano

si ha
N
<Fv>=1 dwF =—
”

Applicando il teorema della divergenza si ottiene ’area sul bordo della palla

euclidea

|8B(x0,r)|:/ daz/ < Fv>do=
OB (zo,r) OB (zo,r)

N
= / divFdr = —rNwy = Nr¥ 1oy
B(zo,r) r

Possiamo enunciare le formule di media per le funzioni armoniche utilizzando

la prima formula di rappresentazione di Green per una palla.

Teorema 3.0.5 (Formula di media di superficie).
Sia Q un aperto di RY e sia u € H(Q). Si consideri la palla B(xq,7) C $,
allora vale

uan) = ! (2)do(z)

_ U
I(B(zo,7))| B (z0,7)
Dimostrazione.

Per la formula di rappresentazione di Green per una palla si ha

(20) :
U(Ty) = =
’ |0(B(z0,7))] dB(z0,r)

Essendo u armonica in € si ha Au = 0 nella B(xg,7), per cui

u(x)d0($)+/ (T(x—x0)—T(r))Au(x)dx

B(zo,r)

u(zg) = | ! u(z)do(x)

8(3(1’0, ’I“))| 0B(xo,r)

Teorema 3.0.6 (Formula di media di volume).
Sia Q un aperto di RN e sia u € H(Q). Si consideri una palla B(xg,7) C $,

allora vale .
u(zy) = u(z)dx
’ [(B(wo,7))] B(zo,r)



Dimostrazione.

Sia p € (0,r] e applichiamo la formula di media di superficie alla palla
B('x(% p)

1
u(xg) = —mm— udo
() Nwyph=1 /aBuo,p)

Si moltiplicano entrambi i membri per pV~! e successivamente si integra

rispetto a p su (0, r], ottenendo

T 1 T
N-1
P u(x dp——/ (/ uda)dp
A ( 0) Nwy 0 0B(xo,r)

calcolando l'integrale si ha

( )TN 1 / d
U\To)— = —/—— uaxr
0 N NC(JN B(wmo,r)

da cui segue il risultato

=) i,
ude = ———— udx
70NWN B(zo,r) |B(.§L’0, T)| B(=zo,r)

u(zg) =
L]

Dalla formula di media di volume e di superficie appena visti possiamo
dedurre quindi che il valore della funzione nel centro della palla é uguale al
valore medio integrale sia sulla superficie B che su tutta la palla B.

Questi teoremi sono anche noti come teoremi del valor medio.

Osservazione 6.
Sia u € H(S2), allora u verifica la formula di media di superficie se e solo se

verifica la formula di media di volume.

Dimostrazione.

Per quanto visto nella dimostrazione dell’ultimo teorema, se u verifica la
formula di media di superficie allora verifica anche quella di volume.
Dimostriamo il viceversa. Supponiamo che u soddisfi la formula di media di

volume. Allora per ogni palla B(xg,r) C €2 si ha

1
= d
o) = o [, vl
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1 T
= do ) d
w(@o) wNTN/o </|xx0|:p ! U) P

N

Quindi

Si moltiplicano entrambi i membri per wyr" e si deriva rispetto ad r, appli-

cando alla destra dell’'uguale il teorema fondamentale del calcolo integrale.
Si ha

NwnrNu(zy) = / udo — / udo = / udo
|x—z0|=r |x—x0]|=0 OB (zo,r)

quindi per ogni B(zo,7) C € si ottiene

1
SR d
u(zo) Noowr i1 /83(x0,r) udo

che ¢é la formula di media di superficie per w.



Capitolo 4
Disuguaglianza di Harnack

La Disuguaglianza di Harnack é una conseguenza delle formule di media
per le funzioni armoniche.
Inizialmente verra enunciata e dimostrata la Disuguaglianza su una palla e
successivamente si generalizzera a un compatto.
Concluderemo questo capitolo con un’applicazione diretta della Disugua-

glianza di Harnack: il teorema di Liouville.

4.1 Disuguaglianza di Harnack su una palla

Teorema 4.1.1 (Disuguaglianza di Harnack su una palla).
Sia Q0 un aperto regolare di RY e u € H(Q), tale che u > 0.
Sia poi xg € Q2 er > 0 tale che B(xg,4r) C Q. Allora vale

sup u<C(N) inf u con C(N)=3"
B(zo,r) B(zo,r)

Dimostrazione.

Si vuole provare che

sup u < C(N) inf u con C(N)=3"
B(zo,r) B(zo,r)

questo €& equivalente a dimostrare che
u(zy) < C(N)u(zg) Vay,xe € B(xo,T)

17



18 4. Disuguaglianza di Harnack

Siano quindi 1,29 € B(xg,r). Essendo B(xi,r) C B(xg,4r) C Q allora

posso applicare a B(z1,7) la formula di media di volume e si ottiene

1 1
u(xr) = ———m— u(x)dr = w(x)dx
( 1) |(B(x1’7n))| B(z1,7) ( ) wnrN /B(JCM”) ( )

Essendo che B(zy,7) C B(z2,3r) si ha

1 / 1
u(z)dr < / u(z)dr =
wNTN B(z1,r) WNTN B(z2,3r)
w3

1
= . dr = 3N
= \B<x2,3r>1/3<m,3@ uw)de = 3"u(z)

dove, nell’ultimo passaggio, é stata utilizzata la formula di media di volume
per u in B(x,3r) C B(xzg,4r) C Q.
Si ha quindi che

u(zy) < C(N)u(xs)

con x1, Ty elementi generici in B(z, 1), che conclude la dimostrazione

4.2 Disuguaglianza di Harnack sui compatti

Ora, si vuole andare a determinare la Disuguaglianza di Harnack per un
generico compatto contenuto in 2. A tal proposito é importante introdurre

i seguenti risultati.

Lemma 4.2.1.
Sia Q un aperto connesso di RN e K CcC Q. Allora esiste un insieme

compatto connesso K' tale che
KCK CQ

Dimostrazione.

K é un insieme compatto. Per definizione da ogni suo ricoprimento costituito
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da una famiglia di aperti si puo estrarre una sottofamiglia finita che ¢ ancora

un ricoprimento. Sia quindi
{Bj}jor,.p con By

il ricoprimento finito di K.
Vi,j = 1,...,t tali che ¢ # j si considera la poligonale p;; che congiunge i
centri di B; e Bj.

Essendo €) un connesso, si puo scegliere p;; tale che

Poniamo quindi

t
K, = (U BJ> UU pij
Jj=1 ]

Per come ¢ stato definito si ha che K’ ¢ un insieme connesso e compatto, che
contiene K, e che é contenuto in €.
m

Lemma 4.2.2.
Sia Q un aperto connesso di RN e K un insieme compatto e connesso con-
tenuto in €.

Allora dato un ricoprimento di K {B(x,75)},c5 eistono xi,...,x; € K tali
che

¢
K C U B(zy,ry,)

1

k=
e, posto Bj = B(xj,7,,) con j =1,....,t, si ha
BiNBy#@ (BiUBy)N B3 #D,...,(BiU...UB;,_1)N B, # &

Lemma 4.2.3.
Siano A, B instemi generici tali che ANB # @ e siau: AUB — R con

u > 0. Supponiamo esistano due costanti positive Cy e Cpg tali che

sup u < Cyinf v sup u < Cpinf u
A A B B
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Allora vale

sup u < Cy-Cpginf u

Dimostrazione.

Dimostrare che

sup u < (Cy-Cpginf u
AUB AUB

& equivalente a dimostrare che
u(z) < Cy-Cpu(y) Vrx,ye AUB
Si considerano z € AN B e x,y € AU B allora si ha:
o sex,y € Au(r) <Cuuly) < Ca-Cpu(y)
e sex,y € Bu(r) < Cauly) < Cy-Cpu(y)

esex € Aey € B u(r) < Cau(z) e u(z) < Cpu(y) (per definizione
z€Aez€B)

Quindi Vx,y € AU B si ha
u(z) < Cq - Cpu(y)

che conclude la dimostrazione.

]

Possiamo, ora, enunciare la Disuguaglianza di Harnack su un generico
compatto, nella cui dimostrazione verranno utilizzati i lemmi appena visti e

la Disuguaglianza di Harnack su una palla.

Teorema 4.2.4 (Disuguaglianza di Harnack sui compatti).
Sia Q un aperto connesso di RN e sia K CC Q. Sia poi u € H(Q) tale che
u > 0. Allora esiste una costante C = C(K, N) > 0 tale che

sup u < C(K,N)inf u
K K
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Dimostrazione.
Si consideri K compatto contenuto in € aperto connesso di RY.

Per il lemma 4.2.1 esiste un insieme compatto connesso K’ tale che
KCK CQ

Per ogni x € K, sia r, il raggio (numero reale positivo) tale che
B(x,4r,) C Q

{B(x,72)},cx rappresenta un ricoprimento aperto di K’. Quindi, applicando

il lemma 4.2.2 posso estrarre un sottoricoprimento finito
t
K'c | B
j=1
tale che

BiNBy#@ (BiUBy)N B3 #D,....,(BiU...UB;_1) N B # &

con B = B(x;,4r,;).

Essendo B(zj,4r,;) € Q Vj = 1,..,t e considerando una generica u €
H(Q2), u > 0, possiamo applicare la Disuguaglianza di Harnack su una palla,
ottenendo

sup u < C(N)inf u con j=1,..,t
B; B;

Pertanto per il lemma 4.2.3 si ha
sup u<C(N) inf u
Ui, B Uj=1 B

ed essendo

si ha

sup u <sup u < sup u<C(N)" inf u<C(N)tiIr(1,fu§C(N)ti%fu

t
K K’ ;_:1 B; Uj:l B;

che conclude la dimostrazione.
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4.3 Applicazioni Disuguaglianza di Harnack

Un’applicazione della disuguaglianza di Harnack ¢ il seguente teorema,

noto come Teorema di Liouville.

Teorema 4.3.1 (Teorema di Liouville).

Sia u € H(RY), u inferiormente limitata. Allora u é costante.

Dimostrazione.

Dalle ipotesi del teorema si ha che u é inferiormente limitata.

Chiamiamo, quindi, m := infgy u e definiamo v :=u — m.

Si ha che: v € H(RY), v > 0, infgn v = 0.

Sono quindi soddisfatte tutte le ipotesi della Disuguaglianza di Harnack su

una palla. Scegliendo zy = 0 si ha

sup v < C(N) inf v
B(0,r) B(0,r)

per qualsiasi raggio » > 0. Passando al limite per » — oo risulta

< C(N)inf
sﬂyg)v_ ( )%RHNU

ma essendo infgy v = 0 si ha

inf v=sup v=0
RN RN

Quindi v = 0, cioé u =m



Capitolo 5

Principio del massimo forte e del

massimo debole

5.1 Principio del massimo forte

Un altro risultato importante che riguarda le funzioni armoniche ¢ il prin-
cipio del massimo (minimo) forte. Questo ci dice che una funzione armonica
non pud assumere un valore di massimo (o di minimo) interno senza che essa
sia costante. I massimi e i minimi stretti di una funzione armonica vengono,

quindi, assunti sul bordo.

Teorema 5.1.1 (Principio del massimo forte).
Sia Q C RN un aperto connesso e sia u € H(Q).

Supponiamo che u assuma massimo in un punto interno di ), cioé
drg € Q :u(xg) > u(zr) Vo €
Allora u & costante in Q, cioé u = u(xg) in .

Dimostrazione.

Sia o € Q il punto in cui u assume massimo e definiamo I'insieme
Oy ={z € Q:u(zr) =u(x)}

23
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Possiamo subito affermare che €2,; é un chiuso, in quanto controimmagine di
un chiuso attraverso una funzione continua.

Vogliamo ora dimostrare che §2,; € aperto, cioé che preso un generico punto
in ), esiste un intorno aperto contenuto in €2;;.

Fissiamo z € ) e definiamo la funzione w := u — u(z)

Risulta che w € H(Q) e w < 0.

Per ogni raggio r > 0 tale che B(z,7) CC ), possiamo applicare la formula

di media di volume

1
w(z) = o /B(w) w(s)ds =0

Essendo w(x) < 0, allora deve necessariamente essere w(z) = 0 q.d. in B(z,r)

e per la continuita di u si ha che w(x) =0 in B(z,r), cioé u = u(z) = u(xo)
in B(z,r).
Quindi B(z,7) é contenuto in €2, da cui segue che ,; é aperto in €.
Per concludere, essendo €2, sia aperto che chiuso nell’insieme connesso €2,
allora si ha che Qy; = Q che conclude la dimostrazione.

m

Teorema 5.1.2 (Principio del minimo forte).
Sia Q CRY un aperto connesso e sia u € H(Q).

Supponiamo che u assuma minimo in un punto interno di C, cioé
Jrg € Q:u(xg) < u(zr) Vo €
Allora u & costante in Q, cioé u = u(xg) in .

Dimostrazione.

Si applica il principio del massimo forte alla funzione —u.

Possiamo ora enunciare il seguente teorema

Teorema 5.1.3.
Sia Q C RN un aperto limitato e sia u € H(Q), u € C*(Q) N C°(Q). Allora

sup v =sup u inf u=inf wu
Q 80 Q oN
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In particolare si ha

inf u <wu(r)<sup u z €
[%9] 90

5.2 Principio del massimo debole

Andiamo ora a enunciare il principio del massimo debole.

Teorema 5.2.1 (Principio del massimo debole).
Sia Q C RY un aperto limitato e sia u € H().
Supponiamo che

lim supu(z) <0 Yy € 0N

T—Y

Allora v < 0 in €.

Prima di procedere alla dimostrazione del principio del massimo debole

enunciamo il seguente lemma

Lemma 5.2.2.
Sia @ C RN un aperto limitato e sia u : Q) — R.

Allora esiste g € Q tale che

sup wu=sup u Vr>0
QNB(zo,r) Q

Dimostrazione.

Per assurdo, supponiamo che Vz € ) esiste un raggio r, > 0 tale che

sup u < sup u
QNB(zo,rz) Q

Essendo © un compatto, allora da un suo ricoprimento aperto

Qc|J Bl r)
z€Q

posso estrarre un sottoricoprimento finito

p
QC U B(zj,r5;) con x1,..0, € Q
j=1
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Da cui segue che

Sup u = Imax sup Uu
Q J=LP \ QNB(z;,rs,)

J

che ¢ in contraddizione con quanto supposto inizialmente.

]

Possiamo ora procedere con la dimostrazione del principio del massimo

debole

Dimostrazione.
Per le ipotesi del principio del massimo debole possiamo applicare il lemma
appena visto che ci garantisce Uesistenza di un zo € ) tale che

sup u=sup u Vr >0
QNB(zo,r) Q

Possiamo distinguere due casi.

I1 primo ¢ il caso in cui z¢ € 0€). Si ha

lim sup u(z) = lim sup u | =sup u<0
T—x0 r—0 QNB(xo,r) Q

e quindi v < 0 in €.
Il secondo caso riguarda l'ipotesi che z( € €.

Per il lemma e per la continuita di « in zq si ha

u(zg) = lim wu(x) = lim supu(z) = lim ( sup u) =sup u

T—x0 T—xQ r—0 QNB(xo,r) Q

quindi x ¢ un punto di massimo interno per la funzione u.
Allora per il principio del massimo forte segue che u = u(xg) nella compo-
nente connessa {2, contenente x.
Si considerano y € 92, e x € €1, allora
lm supu(z) = u(a)
Essendo €2, C ) e considerando z € €} si ha

lim sup u(z) < lim sup u(z)
Ty z—y
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Inoltre dato che y € 09, C 0N segue che

limsupu(z) <0

zZ—=Y

Unendo le disuguaglianze appena ricavate si ottiene

max u = u(zg) = limsupu(z) < limsupu(z) <0
Q Ty z—y

e quindi v < 0 in  che conclude la dimostrazione.

Teorema 5.2.3 (Principio del minimo debole).
Sia Q C RN un aperto limitato e sia u € H(Q).
Supponiamo che

lim infu(x) >0 Vye€ o

T—Y

Allora v > 0 in ).

Dimostrazione.

Si applica il principio del massimo debole alla funzione —u.
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