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Introduzione

Classificare un insieme di curve immerse in un certo spazio (euclideo, af-
fine o proiettivo, ...) significa determinare classi di curve equivalenti, cioe
insiemi di curve che hanno la proprieta di poter essere trasformate le une
nelle altre per mezzo di opportune trasformazioni dello spazio ambiente (iso-
metrie, affinita, proiettivita o altre applicazioni dipendenti dall’ambiente di
lavoro).

In questa tesi si ¢ interessati alla classificazione delle cubiche del piano proiet-
tivo complesso, cioe di curve algebriche proiettive rappresentate da polinomi
omogenei di grado 3 a coefficienti nel campo complesso. Si mostra inoltre che
le cubiche piane singolari irriducibili, cioe quelle per cui esiste esattamente
un punto da cui esce piu di una tangente alla cubica, si possono ottenere
come proiezioni piane della cubica gobba dello spazio proiettivo complesso.

Dopo aver richiamato concetti fondamentali che ricorreranno spesso nella
trattazione, si potra iniziare lo studio vero e proprio delle cubiche. Si mo-
strera che per le cubiche non singolari o liscie del piano proiettivo complesso,
cioe quelle tali che in ogni punto la tangente ¢ unica, esiste sempre una
proiettivita che le riconduce ad una cubica rappresentata da un polinomio
contenente un parametro che varia nel campo complesso con la sola limitazio-
ne di non poter assumere i valori 0 oppure 1. Sara proprio questo parametro
che portera alla dimostrazione che esistono infinite classi di equivalenza proi-
ettiva per le cubiche piane non singolari, a differenza di quanto avviene per le
curve proiettive di grado 2 o 1. Si mostrera poi che su questo tipo di cubiche

si puo definire una struttura di gruppo abeliano tramite un’operazione di



Introduzione

somma definita in modo puramente geometrico.

Invece, le cubiche singolari irriducibili si possono ricondurre a due classi di
equivalenza proiettive che raggruppano rispettivamente le cubiche con un
nodo, cioe un punto singolare in cui le tangenti principali sono distinte, e le
cubiche con una cuspide, punto singolare da cui esce una tangente principale
di molteplicita 2.

Si mostrera inoltre che le cubiche singolari sono curve razionali perche, in
una certa carta affine, possono essere rappresentate come il luogo dei punti
(X(t),Y(t)) con X(t) e Y(t) funzioni razionali in ¢; I'espressione della curva
in funzione di ¢ e detta forma parametrica razionale della curva.

La cubica gobba dello spazio proiettivo complesso € una cubica non conte-
nuta in un piano che puo essere espressa in forma parametrica. Focalizzando
I’attenzione sulle sue proiezioni piane, si distingueranno quelle di centro un
punto della cubica e quelle di centro un punto fuori di essa. Questo perche
dalle prime si ottiene una conica piana non degenere, mentre dalle seconde
si ottiene una cubica piana singolare con un nodo o una cuspide secondo i
casi. L’idea fondamentale ¢ che non si ottiene mai una cubica singolare liscia
perché non esiste una parametrizzazione razionale di quest’ultima (per una
dimostrazione diretta di questo fatto si veda [RE]), mentre la conica non

degenere, la cubica singolare e la cubica gobba sono curve razionali.

Il campo in cui si lavora sara sempre il campo C dei numeri complessi.



Capitolo 1

Richiami e premesse

In questo primo capitolo si richiamano alcune definizioni e teoremi che
verranno utilizzati per lo studio delle cubiche piane. Per le dimostrazioni e

per ulteriori approfondimenti si rimanda a [SE].

Con Clzy, ..., z,) si indica lanello dei polinomio nelle variabili z1, ..., z,,.

1.1 Ipersuperfici e curve

Definizione 1.1. Sia fissato su P" = P*(C) il riferimento standard. Un’ipersuperficie
algebrica S di P™ ¢ la classe di proporzionalita di un polinomio F' omoge-
neo non nullo, ¥ € Clxy, ..., x,]. Diciamo che pF' = 0 con p € C — {0} &

un’equazione per S.

Definizione 1.2. Sia F' un polinomio omogeneo non nullo di grado d e sia
S € P" l'ipersuperficie algebrica di equazione F' = 0. Il grado di § ¢ il grado
di F.

Se n = 2 l'ipersuperficie e detta curva proiettiva piana.

Se n = 3 l'ipersuperficie ¢ detta superficie di P3.

Se d =2 ed n > 4 lipersuperficie ¢ detta iperquadrica proiettiva.

Se d =n = 2 la curva e detta conica proiettiva.

Se d = 2 e n = 3 la superficie e detta quadrica proiettiva.
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1.1 Ipersuperfici e curve

Se d = 3,4,5,.. e n = 2 la curva ¢ detta cubica, quartica, quintica,...

proiettiva.

Definizione 1.3. Sia F' un polinomio omogeneo non nullo di grado d e sia
S € P" un’ipersuperficie algebrica di equazione F' = 0. Si chiama supporto di
S il luogo dei punti P = [ay, ..., a,] € P" tali che F(P) := F(ao,...,a,) = 0,
cioe il luogo degli zeri di F'.

La definizione e ben posta perche cambiando rappresentante per P sceglien-
do il punto [pao, ..., pa,| con p € C —{0,1} si verica che F(pay, ..., pa,) =
pF(ag,...,a,) = 0. Quindi la nozione data ¢ indipendente dalla scelta del

rappresentante per il punto.
Analoghe definizioni si danno nel caso affine:

Definizione 1.4. Un’ipersuperficie algebrica S di A" = A™(C) ¢ la classe
di proporzionalita di un polinomio f € C[zy, ..., z,| non costante. In questo

caso si dice che f(xy,...,z,) = 0 & un’equazione dell’ipersuperficie.

Definizione 1.5. Sia f € C[zy, ..., 2, non costante di grado d e sia S € A"
un’ipersuperficie algebrica di equazione f = 0. Il grado di S ¢ il grado del
polinomio f.

Se n = 2 si parla di curve affini piane.

Se n = 3 si parla di superfici affine piane.

Se d =n = 2 si parla di coniche affin.

Se d =2 ed n = 3 si parla di quadriche affina.

Se d=3,4,5,... ed n =2 si parla di cubiche, quartiche, quintiche,... affini.
Se d =2 ed n > 4 si parla di iperquadriche affini.

Definizione 1.6. Sia f € C|xy,...,z,] non costante di grado d e sia S € A"
un’ipersuperficie algebrica di equazione f = 0. Il supporto di S e l'insieme
dei punti P = (ay, .., a,) € A" tali che f(P) := f(a,...,a,) = 0, cioe il luogo
degli zeri di f.

Definizione 1.7. Una curva algebrica affine o proiettiva si dice irriducibile

se lo e il polinomio che la rappresenta. Si dice riducibile in caso contrario.



1.2 Molteplicita di intersezione

Inoltre si ricorda che due curve C e D si dicono affinemente o proietti-
vamente equivalenti se esistono rispettivamente un’affinita e una proiettivita
che portano la prima nella seconda.

Di seguito alcuni risultati generali sulle curve e sulle cubiche che verranno

utilizzati nella trattazione a seguire:

Teorema 1.1.1 ([SE], Teorema 33.1).

Siano C e D due curve algebriche piane, affini o proiettive, di gradi rispetti-
vamente m ed n. Se C e D non hanno infiniti punti in comune esse hanno
al p1i nm punti in comune.

Se C e D sono curve proiettive hanno almeno un punto in comune.

Teorema 1.1.2 (|[RE], Corollario 2.7).
Siano C e C' due cubiche aventi nove punti distinti in comune. Una cubica

D passante per otto det nove punti passa anche per il nono.

1.2 Molteplicita di intersezione

Sia C € A? = A?(C) una curva di equazione f(z,y) = 0 di grado n e sia

r € A% una retta di equazione

= It
{x T o (Lm) £ (0,0)
y=b+mt

L’intersezione di r e C & data dall’equazione, detta equazione risolvente:
fla+1lt,b+mt)=0 (1.1)

Il polinomio f e nullo se la retta ¢ contenuta nella cubica, altrimenti ¢ un
polinomio di grado al pitt n che ha al piu » < n radici contate con moltepli-
cita tg,...,t.. In questo caso i punti di intersezione di r con C sono i punti
(a + ltg, b+ mty), ..., (a + lt,., b+ mt,).

Sia dunque P € r, P = (a + lty,b + mty).



1.2 Molteplicita di intersezione

Definizione 1.8. La molteplicita di intersezione di C ed r in P é:

0 se P£C
i(C,r,P):=¢ o0 ser CC

m  se tg € una radice di molteplicita m per (1.1)

Analoga definizione si da nel piano proiettivo:
Sia C C P? = P?*(C) una curva di equazione F(xq,z1,22) = 0 di grado n e

sia r € P? una retta di equazione:

Ty = lQS + mot
lo L1 I
r1 =lis+mt con rg =2

Mo MMy Mg
To = lgS + m2t

L’intersezione tra r e C ¢ data dall’equazione, detta equazione risolvente:
F(ZOS + mot, l18 + mlt, lQS + m2t) =0 (12)

Il polinomio F' e nullo se la retta e contenuta nella cubica, altrimenti ¢ un po-
linomio di grado n che ha n radici contate con molteplicita (sg, to), ..., (Sn, tn)-
In questo caso i punti di intersezione tra r e C sono i punti [lyso +moto, l150 +
mito, l280 + mato), ..., [loSn + Motn, L1, + Mmaty, l2S, + mat,].
Per ulteriori approfondimenti si veda [SE] pagg. 385 e 386.

Sia ora P € T, P= [loSQ + moto, l180 + mlto, ZQS[) + mgtg].

Definizione 1.9. La molteplicita di intersezione di C ed r in P é:

0 se P£C
i(C,r,P):=¢ o0 ser CC

m  se [Sg, o] € una radice di molteplicita m per (1.2)

Osservazione 1. La definizione € ben posta poiche non dipende dalla para-

metrizzazione scelta per la retta e si puo verificare con calcolo diretto.



1.3 Hessiana e flessi

Proposizione 1.2.1 ([SE], Proposizione 33.9).
La molteplicita di intersezione di C ed r in P é una proprieta proiettiva, cioé
se ¢ ¢ una proiettivita di P? si ha i(¢(C), ¢(r), ¢(P)) = i(C,r, P).

Teorema 1.2.2 ([SE|, Teorema 33.5 e Teorema 33.7).

a) Siano C ed r una curva di grado n ed una retta di P* con r ¢ C. Allora
> pe, i(C 1, P) =n.

b) Siano C ed r una curva di grado n ed una retta di A* conr ¢ C. Allora
> per 1(C, 1, P) < n. Vale l'uguaglianza se e solo se il punto improprio di r

non € un punto improprio di C.

Definizione 1.10. Sia C una curva piana affine o proiettiva, sia P un punto
del piano affine o proiettivo e sia F il fascio di rette passanti per P. La

molteplicita di C in P é:
pp(C) := min,c£i(C, r, P)

Si ha che: up(C) =0seesolose P ¢C.
Se up(C) =1, si dice che P & un punto semplice per la curva.

Se up(C) > 2, si dice che P & un punto multiplo o singolare per la curva.

Definizione 1.11. Una cubica piana C affine o proiettiva si dice liscia o
non singolare se tutti i suoi punti sono semplici. Si dice singolare in caso

contrario.

1.3 Hessiana e flessi

Definizione 1.12. Sia C C P? curva di equazione F(zg, 1, 72) = 0 di grado
n > 3. L’hessiana di C & la curva di equazione H(xg,x1,2z2) = 0 dove

O*F 0*F O*F
0r2  Owgdry 0x0019

0*F O*F O?*F
Ox10x Ox? 01109

H(xg,x1,22) = det

0*F O*F *F
0x901y 0907, 03
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1.4 1l birapporto

Il grado di H(xo,z1,22) € 3(n — 2).

L’hessiana di una curva viene utilizzata per individuare i punti di flesso

della curva stessa. Si ha la seguente

Proposizione 1.3.1 ([SE], Proposizione 34.8).
I flessi di una curva proiettiva C sono i punti non singolari che la curva ha

m comune con la sua hessiana.
Da questa proposizione e dal teorema (1.1.1) si ricava che

Corollario 1.3.2 ([SE], Corollario 34.9).
Una curva proiettiva di grado n > 3, se non ha infiniti flessi, ne ha al piu

3n(n —2) e se non é singolare ne ha almeno uno.

1.4 1l birapporto

Definizione 1.13. Sia V un C-spazio vettoriale di dimensione due e siano
Py, Py, Py, Py € P(V) con Py, P, P3 distinti. Il birapporto dei quattro punti

considerati nell’ordine ¢
ﬁ<P17P27P3,P4) = % - CU{OO}
0

dove 1, y1 sono coordinate omogenee di P, nel riferimento proiettivo in cui

Py, P, sono i punti fondamentali e P3 e il punto unita.

Osservazione 2. Fissato un riferimento proiettivo rispetto al quale i quattro

punti hanno coordinate P; = [a;, b;] per i = 1,2,3,4 allora

a; Qg a2 as

by bl |by b
B(Py, Py, Ps, Py) =

Ao Ay a; as

by bal |by b

Infatti, con calcolo diretto, si ricava che il riferimento in cui P; e P5 sono i pun-

ti fondamentali e P; ¢ il punto unita & P = {p(222=9205 (g, p,), Gbs=ashi (4, b))} o roy

a1bo—asby ’ a1bo—asby



1.4 11 birapporto 11

Guba—uzbs = @bizaibi da cui espres-

e le coordinate di Py in P sono yg = ey = gt

sione voluta.

Inoltre se ajasazay # 0, moltiplicando e dividendo per ajasazay si ricava:

(a1b4 — a4bl)(a3b2 — agbg)a1a2a3a4 N

5(P17P27P37P4):

(a1b3 — CL3b1)(CL4bQ — a2b4)a1a2a3a4 N

(11b4 — a4b1 a362 — &2()3 1
- ’ " “aibs—azb by—azbs
ala/4 a3a2 ai sla(:f 1, a4 22022 4
(b4 b1)<b2 b3) 1
“\a, e/ N\ ax) (B _b)(B2 _ba)
a ar/Naz oaz) (- R)(Z - 3)
(b4 b1>(b3 b2> 1
“\aw ay/\as ay) (v _br)(bta _ b
g ar/Nagap) (B 2) (g - 2)

Ponendo X; = % per i = 1,2,3,4, si ha:

(Xy — X1) (X5 — Xo)
(Xy — Xo)(X3 — X1)

6(P17P27P37P4):

Il birapporto permette di stabilire quando due quaterne di punti sono in

corrispondenza tramite un isomorfismo proiettivo.

Teorema 1.4.1 ([SE], Teorema 27.7).
Siano P(V) e P(V') due rette proiettive e siano Py, Py, Ps, P, € P(V) e
Q1,Q2,Q3,Qs € P(V') con Py, Py, Py distinti e Q1,Q2, Q3 distinti. FEsiste
un isomorfismo f : P(V) — P(V’) tale che f(P;) = Q; Vi =1,...,4 se e solo
se B(Pr, P, P, Py) = B(Q1, Qa, Q3, Q)
Osservazione 3. 1l birapporto di quattro punti di una retta proiettiva dipende

dall’ordine in cui essi vengono presi. Posto § = (P, P, P3, Py) si hanno le

seguenti relazioni

B =B, Py, Ps, Py) = B(Py, P, Py, P3) = B(Ps, Py, P, Py) = B(Py, P3, P, P1)
5 =D0(P, Py, Py, Py) = B(Pa, Pr, Py, Pr) = B(Py, Py, Pr, Py) = 3(Ps, P, P, Pr)
1 -3 =p(P, P, Py, Py) = B(Ps, Py, Py, Py) = B(Py, Po, P, P3) = B(Py, P2, P3, P1)
ﬁ :ﬂ(PlaP3aP4aP2) :ﬂ(P?nPlaPQaPZI) :ﬂ(P4aP2aP1aP3) ZB(PZaPZhP?nPl)
=4 = B(Py, Py, Pa, Ps) = B(Py, Py, Py, Py) = (P, Py, Py, Py) = 3(Ps, Py, Py, P)
i :5(P17P47P37P2) :5(P47P17P27P3) :5(P31P27P11P4) :ﬁ(P21P37P41P1)
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1.4 1l birapporto

Cioe i 24 birapporti che si possono ottenere permutando quattro punti si ridu-
cono a 6 che sono in generale distinti. In conclusione il birapporto associato

ad una quaterna non e unico.

Questo problema si risolve introducendo il modulo di una quaterna di
punti di una retta proiettiva che invece e indipendente dall’ordine scelto

come si osservera piu avanti.

Definizione 1.14. Siano Py, P», P3, Py € P(V) retta proiettiva e sia 3( Py, Ps, P3, Py) =

(. Si consideri la funzione razionale:

(1> —t+1)3

j(t):w con teC—-4{0,1}

Il valore della funzione j(t) in & denotato con j(Py, P, P3, Py) ed & detto
modulo della quaterna Py, Py, P, Py.

Si puo parlare di modulo della quaterna non ordinata perche vale il

seguente:

Lemma 1.4.2 ([SE|, Lemma 27.8).
Siano §,0" € C—{0,1}, allora 3(B) = )(F') se e sole se t' € {ﬂ,%,l -
B, L L By

»1-5° B8 0 p—1J"

Cioe, il modulo di quattro punti distinti ¢ indipendente dall’ordine in cui
si considerano i punti.
La funzione j( Py, P, Ps, Py) permette di stabilire quando due quaterne di
punti ordinati sono proiettivamente equivalenti fra loro, come evidenziato

dal seguente risultato:

Teorema 1.4.3 ([SE], Teorema 27.9).
Due quaterne non ordinate di punti distinti Py, Py, P3, Py e Q1,Q2, Q3, Q4

di una retta proiettiva P(V) sono proiettivamente equivalenti se e solo se
](Pla P27 P37 P4) = j(Qla Q27 Q37 Q4)



Capitolo 2
Le cubiche non singolari o liscie

Si puo ora affrontare lo studio delle cubiche iniziando dalle cubiche liscie.
In questo capitolo si presenta la loro classificazione proiettiva e si mostra
come una cubica non singolare rappresenta un gruppo abeliano con un’ope-

razione di somma opportunamente definita.

Con L(A, B) si denota la retta congiungente i punti A e B.

2.1 Classificazione proiettiva

Teorema 2.1.1.
Ogni cubica non singolare, C C P? = P?(C) ¢ proiettivamente equivalente ad

una cubica di equazione affine:
Y?2=X(X-1)(X—¢) (2.1)
per qualche ¢ € C — {0, 1}.

Dimostrazione. Poiche C e non singolare possiede almeno un punto di flesso

P. Si consideri la proiettivita ¢ tale che:
a) P viene portato in Q = [0,0, 1]
b) la tangente inflessionale in @) sia xg =0

13
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2.1 Classificazione proiettiva

Si osserva che @ € un punto di flesso per ¢(C) perche “essere di flesso” ¢ una
proprieta proiettiva.
L’immagine di C tramite una qualsiasi proiettivita e rappresentata dal gene-

rico polinomio omogeneo di grado 3:

azy+ba} +cxy+dagzy +exizy + froxi + grors +hrize + 1z 25+ mazirs = 0
Deomeogeneizzando ¢(C) rispetto ad x, si ottiene la curva C' di equazione
p(X,Y) 1 aX?+0Y? +dX?Y + fXY?+eX? +hY?+mXY + gX +1Y +¢ =0

e il punto @) diventa l'origine degli assi del piano affine.
Imponendo le condizioni a) e b) sul polinomio p si ottiene I'immagine di C
tramite ¢ deomogeneizzata rispetto ad xs. Le condizioni si traducono nel

seguente modo:

a) p(0,0) = 0 da cui si ottiene ¢ =0

b) r: X = 0 sia la tangente inflessionale in (0,0) cioe:

8_Y(O’ 0) = 0 da cui si ottiene [ =0
dp C .
a—X(O, 0) # 0 da cui si ottiene g # 0

In ultimo, dato che @ & un punto di flesso dovra verificarsi che i(C’, r, (0,0)) =
3 da cui si ottiene h = 0.
Quindi ¢(C) & del tipo:

#(C) : axd + bx® + dadzy + exgas + frox] + groTs + MTT 1Ty =0

con b # 0, altrimenti si potrebbe raccogliere z, cioe ¢(C) conterrebbe una
retta.

Deomogeneizzando rispetto ad xy si ha

a+bX?+dX +eY + fX? 4 gY?+mXY =0



2.1 Classificazione proiettiva

e operando tramite ’affinita

' X=aX"+7v
¥ v _

_ ma y/ ! etmy
5g X Y — =

con «, 3,y € C — {0}, si ottiene una cubica la cui equazione &
a +VXP+dX + ' X?+¢Y?=0 con b #0 (2.2)

a cui C e proiettivamente equivalente tramite la composizione di ¢ e la

proiettivita indotta da ¢ che e la seguente:

Ty = X},
/ /
T = ax; + YT,

_ __ma,.t I etmy
Ty = —5rwy + fry — =5 ag

Rinominando le variabili X, Y, il polinomio (2.2) & del tipo

! al

!
d
Y?=g(X) con g(X)=0(X°+ X042 X+ )

Tale curva e non singolare allora il polinomo g ammette tre radici distinte
aq, g, ag, quindi g(X) = V(X — ag)(X — a2)(X — a3). Operando tramite
I’affinita:
X =(ag—a) X'+
{ Y =Y’

con ¢ tale che 62 = b'(ay — ;)?, e rinominado le variabili X,Y si ottiene
Y2 =X(X —1)(X —¢) dove ¢ = 25=2L O

Q2 —og

Osservazione 4. In realta la dimostrazione del teorema precedente dice di piu:
data una coppia (C, P) con C cubica e P un suo punto di flesso ¢ possibile
trovare una proiettivita ¢ tale che ¢(C) sia la cubica Y2 = X (X —1)(X —¢)
con c € C—{0,1} e ¢(P) = [0,0,1].
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2.1 Classificazione proiettiva

Dal teorema si ricava che due cubiche non singolari sono proiettivamen-
te equivalenti fra loro se sono entrambe proiettivamente equivalenti ad una
cubica di equazione (2.1). Si tratta ora di stabilire quante sono le classi di
equivalenza proiettiva.

Dal corollario (1.3.2) segue che una cubica possiede al piu 9 flessi distinti, se

non ne possiede infiniti. In particolare per le cubiche non singolari vale:

Teorema 2.1.2.

a) Una cubica non singolare C possiede esattamente nove flessi, che hanno
la proprieta che una retta che ne contiene due, ne contiene un terzo.

b) Dati comunque due flessi A e B di C, esiste una proiettivita ¢ : P> — P?
che trasforma C in sé stessa e scambia tra loro A e B lasciando fisso il flesso

allineato con A e B.

Dimostrazione. a) Si & gia osservato che la cubica C ha al piu 9 flessi. Si
dimostra con calcolo diretto che sono esattamente 9.

Si consideri la cubica nella forma (2.1), cioe:
C:Y? - X+ (c+1)X*—cX =0
e si ponga
FXY)=Y2 = X* 4 (c+ 1)X? — cX.

Si vede dall’equazione di C che un punto di flesso ¢ il punto improprio [0, 0, 1].

Infatti omogeneizzando la curva rispetto ad xg si ottiene:

zors — 15 + (c+ 1)aiwg — cryap = 0

che deomogeneizzata rispetto ad x, diventa:
Y3~ (c+1DXY?*+eX?Y — X =0.

Dato che il termine noto ¢ assente ma il complesso dei termini di primo grado
¢ diverso da zero, l'origine ¢ un punto semplice per la curva e la tangente
nell’origine si ottiene azzerando il complesso dei termini di primo grado, cioe

la tangente & la retta r : X = 0. Si verifica che i(C,r, (0,0)) = 3, cosi (0,0) &
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un punto di flesso. Omogeneizzando rispetto ad x5 si ottiene [0,0, 1] punto
di flesso.
Gli altri flessi si ricavano trovando i punti comuni fra C e la sua hessiana
h(X,Y).

L’hessiana di C ¢ il polinomio:

—2c1q 2(c+ D)xy — 2cxg 29
H(xo,x1,22) = det | 2(c+ 1)z — 2cxg —6x1 +2(c+ L)zg 0
2[E2 0 21]0

= 8[(c + 1)xg — 321](—ca120 — 23) — 8[(c + 1)x1 — 2C70)?

Deomogeneizzando H rispetto ad xq si ottiene h(X,Y"), dove:
h(X,Y)

8
Il risultante di f e %, rispetto ad Y e

=lc+1-3X](—cX —Y?) —[(c+1)X — 2c]?

R(X)=3X"—4(c+1)X* + 6cX* —

che ha quattro radici distinte X7, X5, X3, Xy, tutte non nulle. Infatti il di-
scriminante di R(X), cioe¢ il risultante di R(X) e della sua derivata prima,
¢ una costante diversa da zero e vale ¢*(c — 1)%, allora R(X) non ammette
radici multiple percio queste sono tutte distinte. Allora i punti (X;,Y;) per
1 =1,2,3,4 rappresentano quattro punti comuni tra f ed h e quindi quattro
flessi. Ma f e h hanno il termine in Y al quadrato allora per ¢ = 1,2, 3,4 anche
(X, —Y;) sono soluzioni per R(X). Percio in totale i due polinomi hanno otto
punti in comune. Ne segue che i flessi sono: [0,0,1], (X;,Y;), (X;, =Y;) per
1 =1,2,3,4 e sono esattamente nove.
Si considerino ora due flessi. E’ possibile supporre che uno dei due sia [0, 0, 1]
per losservazione 4; l'altro sia, ad esempio, (X1,Y7). Il flesso (X7,—-Y7) e
allineato con gli altri due. Infatti la retta proiettiva passante per [0,0,1] e
[1, X1,Y)] (che ¢ il punto (X, Y1) omogeneizzato rispetto ad zg) e:
To=1
r1 = Xt con [s,t] € P!
To = 5+ Yit
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Ponendo t = 1 ed s = X — Y] si ottiene punto [1, X, —Y7] che deomogeneiz-

zato ¢ il terzo flesso.

b) Si considerino tre flessi allineati; per I'osservazione 4 non e restrittivo sup-

porre che uno sia C' = [0,0, 1], quindi gli altri due saranno A = (X;,Y;) e

B = (X, —Y;) per un certo i. Si vede subito che una proiettivita che scambia

A e B lasciando invariato C' ¢ ¢ : P? — P? con ¢(xg, 11, T2) = (20, T1, —T2).
m

Osservazione 5. Sia F una fascio di rette proiettive passanti per il punto
P = [ag, a1, as]; F ¢ un P! identificabile con una retta r non passante per P,
che ¢ un P!, tramite, ad esempio, I'isomorfismo proiettivo che ad ogni retta
s del fascio associa il punto di intersezione tra s ed r. Quindi e ben definito

il modulo di quattro rette del fascio F.

Teorema 2.1.3 (di Salmon).
Sia C una cubica non singolare di P? e sia P un suo flesso. Allora C possiede
esattamente quattro tangenti distinte che contengono P, inclusa la tangente

i P. Inoltre il loro modulo ¢ indipendente dalla scelta di P.

Dimostrazione. Si supponga per ora che C sia una cubica della forma (2.1) e
che il punto di flesso sia P = [0,0, 1]. La cubica omogeneizzata rispetto ad
T €:

C': xoxs — 23 + (¢ + 1)atzg — cade, =0

e la generica retta passante per P é:

o — lQS
T r1=1Us con [s,t] € P!
To = lgS +t

Si trovino ora le rette tangenti a C in P.
C'nr:s[s*(lols — 1+ (c+ D)l — cl3ly) + 2olast + lot*] = 0

Risolvendo rispetto ad s:
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s=0

s2(lol3 — I3 + (c+ 1)3lg — cldly) + 2lplast + 1gt* = 0
A = Llg(BBt? — (e + 1)lylot? + cl3t?) = 0

allora si ha

L=0

lo=0

B2 — (c+ Dlylot®> + cl2t> = 0

A = 2tH(c—1)?

Iy, = oletEoler) oy — oy ey =

112 2

In corrispondenza di questi valori si trovano, nell’ordine, le rette: z; = 0,
9 =0, T1 = cxg, T1 = T9o.

Deomogeneizzando rispetto ad xzg: X = 0, la retta impropria, X =¢, X = 1.
Queste sono le quattro rette tangenti passanti per P.

Se C e una cubica non singolare qualsiasi, per 1'osservazione 4 si puo sempre
trovare una proietttivita ¢ : P* — P? tale che ¢(C) : Y?—X (X —1)(X —c¢) =
0 e y(P)=[0,0,1]. Dato che le tangenti per P e per ¢(P) si corrispondono
nella proiettivita, anche C ha quattro tangenti per P.

Il modulo delle tangenti ¢ indipendente dalla scelta del punto perche due
fasci di rette F e G di centro due punti di flesso P e () si corrispondono nella
proiettivita ¢ che lascia invariata la cubica, scambia i flessi tra loro e scambia
P con Q. Inoltre ¢ induce una proiettivita tra i due fasci F e G, che sono

due P!, e poiche il modulo ¢ invariante per proiettivita si ha la tesi. O

Definizione 2.1. Il modulo comune delle quaterne di tangenti passanti per
i flessi di una cubica non singolare C di P? si chiama modulo della cubica e si

indica con »(C).
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Proposizione 2.1.4.

Sia C C P? una cubica non singolare proiettivamente equivalente alla cubica
affine Y2 = X(X — 1)(X —¢).

Allora 3(C) = (c) = (& —ctl)?

c?(c—1)2

Dimostrazione. Si ripercorra quanto visto nella dimostrazione del teorema
di Salmon: dato che C e non singolare, possiede almeno un punto di flesso
P. Sia 1 la proiettivita che porta C in una cubica della forma (2.1) e tale
che ¥(P) = (0,0, 1]; ¢ porta le quattro tangenti passanti per P nelle quattro
tangenti passanti per [0, 0, 1]. Sia F il fascio di rette passanti per ¢ (P) ed r la

retta di equazione x5 = 0, per I'osservazione 5 esiste 1’'isomorfismo proiettivo:
¢o:F —r taleche s+—sNr
La ¢ opera sulle quattro tangenti per [0, 0, 1] associando loro i seguenti punti:
x1 =0 [1,0,0]
xg =0 10,1,0]
xr1 =z — [1,1,0]

x1 = cxo — [1,¢,0]

Ricordando che la retta r ¢ un P! e un isomorfisomo g : r — P! & dato da
g(la,b,0]) = [a, b], questi punti diventano i punti P, = [1,0], P, = [0, 1], P; =
[1,1], Py = [1,c|. Il birapporto tra Py, Py, P, Py ¢é:

1 1] |0 1

0 ¢ |1 1
B(Py, Py, Py, P)) = ——F——— =¢

0 1| |1 1

1 ¢/ |01

Allora il modulo dei quattro punti, cioe delle tangenti per [0,0, 1] e:

(@ —c+ 1)
j(C) - CQ(C— 1)2
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Questo e anche il modulo delle tangenti per P perche il modulo ¢ invariante
per proiettivita e ¢ induce una proiettivita tra il fascio di rette di centro P

e il fascio di rette di centro [0, 0, 1]. Percio vale:

€)=t =

Corollario 2.1.5.
Due cubiche non singolari C e C' di P? sono proiettivamente equivalenti se e

sole se j(C) = (C').

Dimostrazione. Se C e C' sono proiettivamente equivalenti allora sono en-
trambe equivalenti ad una cubica della forma (2.1). Quindi 3(C) = j(c) =
().

Viceversa, se (C) = 7(C’) allora esisitono ¢, ¢ € C tali che j(c) = j(c) e C, C’
sono rispettivamente proiettivamente equivalenti a due cubiche di equazioni

affini:

Y2 X(X—-1)(X-¢)=0 (2.3)
V2 X(X-1)(X-d)=0 (2.4)
Supponendo che ¢ # ¢ e dato che j(c) = 7(c), ¢ pud assumere i seguenti
valori: %, =5, 1—g¢ c;cl, ﬁ Ora e sufficiente determinare una proiettivita

che porta (2.3) in (2.4) nei casiin cui ¢ = £ e ¢ = 1—c. Per tutti gli altri casi
la proiettivita cercata sara composizioni delle due che ora si determinano.
Se ¢ = 1, I'equazione (2.4) diventa Y? = X (X —1)(X —1). Vista la scrittura

delle due curve si puo intuire che la proiettivita cercata sara indotta da

" X =aX'
| Y=

un’affinita del tipo:

Operando con la 1 su (2.3) si ottiene

V’Y"? =aX'(aX —1)(aX' —c)
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da cui
b2yl2 — QSX/(X, o 1) (Xl . E)

e dovra verificarsi che

ricavando a = ¢ e b = « tale che a?® = ¢*. Quindi la proiettivitd cercata &:

Ty = T,
] = cx)
Ty = QT

Se ¢ = 1 — ¢ 'equazione (2.4) diventa Y? = X(X —1)(X —1+¢). In questo

caso un’affinita come la 1) non va bene, bisogna operare con una del tipo:

) X =aX'+d
. Y = by’
La (2.3) diventa
VY”? = (aX'+d)(aX +d—1)(aX'+d—c)

cioe

(s () (x4

a a a
e deve verificarsi che

d _ _
o=-1
-1 _
—1 —
e —c—1
a
b2
=1
da cui a = —1,b =1i,d = 1. La proiettivita associata e:
_ /
- / ’
T = —T + X
Ty = iTh
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Dalla proposizione (2.1.4) e da questo corollario si ricava che le classi di
equivalenza proiettive delle cubiche non singolari sono infinite. In particolare,
posto M = {insieme delle classi di equivalenza proiettiva delle cubiche non singolari}
si ottiene una corrispondenza biunivoca tra M e tutti i possibili valori di j(c)

con ¢ # {0,1}. Ma tali valori sono infiniti, allora anche M & infinito.

2.2 La legge di gruppo su una cubica non

singolare

Sia C C IP? una cubica non singolare e si fissi un punto O qualsiasi della
cubica. Una retta passante per O e un altro punto P della cubica la incontra
in tre punti contati con molteplicita, di cui due gia noti. Si ponga R(O, P)
il terzo punto di intersezione della retta per O e P con la cubica assegnata.
Dato che le intersezioni si intendono contate con molteplicita, se la retta
per O e P & tangente a C in P oppure in O, si avra R(O, P) = P oppure
R(O,P) = 0.

Si ha la seguente definizione:

Definizione 2.2. Sia C una cubica non singolare di P? ed O un suo punto

fissato. L’applicazione somma e definita nel modo seguente:

+:CxC—C taleche A+ B=R(R(A B),0O)

Figura 2.1: Esempio di somma A+B.
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L’applicazione & ben definita perche ¢ ben definito R(A, B), grazie al fatto

che C e liscia e quindi la tangente in ogni punto ¢ unica.
Si ha il seguente:

Teorema 2.2.1.
Con loperazione +, la cubica non singolare C € un gruppo abeliano il cui

elemento neutro ¢ O.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema viene data solo in modo
parziale.

Si deve provare che per ’applicazione somma il punto O ¢ elemento neutro,
che esiste 'opposto per ogni punto della cubica e che valgono le proprieta

commutativa e associativa, ma quest’ultima non verra provata in generale.

a) E’ semplice verificare che O & I'elemento neutro. Sia A € C, la retta
passante per A ed O interseca la cubica nel terzo punto L = R(A,O) e
d’altra parte l'intersezione tra la retta per L ed O con la cubica da A

come terzo punto. Allora: A+O=R(R(A,0),0)=R(L,0)=A.

Figura 2.2: Costruzione per la verifica che O sia elemento neutro.

b) Per verificare che esiste I’elemento opposto, bisogna provare che per
ogni A € C esiste un B € C tale che A+ B = R(R(A, B),0) = O. Sia
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A € C, 'intersezione tra la retta tangente a C in O e la cubica da come
terzo punto M = R(O,O). Sia poi M’ = R(A, M). Per costruzione M’
e 'opposto di A. Infatti A+ M’ = R(R(A, M'),0) = R(M,0) = O.

Figura 2.3: Costruzione dell’opposto di A.

c¢) La proprieta commutativa e valida perche la retta generata da A e B,
o la tangente in A se A = B, € unica e lo ¢ anche R(A, B), quindi
A+ B=R(R(A,B),0)=R(R(B,A),0) =B+ A.

d) Dati A, B,C € C, per verificare I'associativita, cioe A + (B + C) =
(A+ B) + C, basta verificare che R(A, B+ C) = R(A+ B,C).
Per la costruzione di R(A+B, C') sono necessarie le rette: r; = L(A, B),ry =
L(R(A,B),0),rs = L(C, A+ B).
Per la costruzione di R(A, B + C) vengono utilizzate le rette: ¢ =
L(B,C),q, = L(R(B,C),0),q3 = L(A, B+ O).

Si considerino ora le curve
Di=ri+q+rs

Dy=q +1r2+q3
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Per COStI'UZiOIle Vale:
CND, ={A, B,C,0,R(A B),A+ B,R(B,C), B+ C,R(A+ B,C)}

CNDy={A B,C,0,R(A, B),A+ B,R(B,C),B+C,R(A,B+C)}

Si supponga che i nove punti trovati siano tutti distinti.

Le cubiche C e D; soddisfano le ipotesi del teorema (1.1.2), allora Dy
deve passare per R(A + B, (). Ma questo accade solo quando R(A +
B,C)=R(A,B+ ().

Se invece i punti non sono tutti distinti bisogna ricorrere a tecniche piu

avanzate.
|
|
\\A / - \ [
T\ J
[T\ R(A+B,C)Y”
: B (/7;%9 r4
, ™~ ——]
/ Se
L \ ~ /) r2
o _A+B R(AB)-
| e rl
| 13
’ N
|C o

Figura 2.4: Costruzione dei punti R(A+B,C) e R(A,B+C).

Nel caso che il punto O considerato sia un punto di flesso per la conica

si ottiene una costruzione molto semplice. Infatti si puo sempre trovare una
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proiettivita che porta C in €' : Y2 = X (X — 1)(X — ¢) e tale che il punto di
flesso di C venga portato nel punto improprio [0, 0, 1] che ¢ un punto di flesso
per C'. Percio si puo lavorare su C’ fissando il punto O = [0, 0, 1]. Si verifica
che le rette proiettive per O sono della forma pzy — vx; = 0 che nell’affine

sono le rette X = X con A = £ deomogeneizzando rispetto ad x. Tali

rette incontrano la cubica nei due punti (A, £=1/A(XA — 1)(A — ¢)) e nel punto
improprio. Quindi dato un punto P = (a,b) si ha che R(P,0) = (a, —b),
cioe il suo simmetrico rispetto all’asse X. Inoltre l'intersezione tra la retta
tangente in O alla cubica e la cubica stessa da O come radice di molteplicita
3, cio significa che R(O,O) = O e seguendo la traccia della dimostrazione di
cui sopra si verifica facilmente che I'inverso di P = (a,b) ¢ proprio (a,—b) il
suo simmetrico rispetto all’asse X.

Si puo percio enunciare il seguente teorema:

Teorema 2.2.2. Sia C una cubica nella forma Y? = X(X — 1)(X — ¢).
Allora esiste un’unica legge di gruppo avente il punto di flesso [0,0,1] come

elemento neutro, [’elemento opposto dato —(a,b) = (a,—0b) e tale che per ogni
P,Q,ReC valga: P+Q+ R=0 <= P,Q, R sono allineati.






Capitolo 3
Le cubiche singolari

In questo terzo capitolo si affronta la classificazione delle cubiche singolari
distinguendo il caso di una cubica singolare irriducibile da quello di una ridu-
cibile poiche le due non possono essere proiettivamente equivalenti. Questo
dipende dal fatto che I'isomorfismo di anelli indotto da una proiettivita ,
ciot 1 : Clxo, 1, x9] — Clxg, 21, 25 tale che @Z?(xl) = ;0T + ;11 + Qi 2%
fa corrispondere polinomi irriducibili a polinomi irriducibili. Si presenta poi
la parametrizzazione razionale, ovvero una rappresentazione delle cubiche
singolari in cui le variabili X, Y nel caso affine e xg, 1, 2 nel caso proiettivo,

si esprimono come funzioni razionali.

3.1 Classificazione delle cubiche singolari ir-
riducibili

Una cubica irriducibile singolare proiettiva ha al pit un punto singolare
che deve essere doppio. Infatti: sia C una cubica di equazione F'(zg, x1,22) =
0; si supponga per assurdo che P, P’ € C siano due punti singolari e sia r la
retta che li contiene. Si verifica che » ., i(C,7, @) > 3 ma il teorema (1.2.2)
implica allora che » C C e questo a sua volta implica che il polinomio lineare
che definisce r divide il polinomio F' (si veda [RE| Lemma 2.5 parte (i)),

cioe C e riducibile contro I'ipotesi. Allora la cubica ammette un unico punto

29
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singolare. Dato che la sommatoria di cui sopra e esattamente uguale a tre,
I'unico punto singolare puo essere triplo o doppio. La prima possibilita non
puo verificarsi perche altrimenti la cubica risulterebbe riducibile, spezzandosi
nell’unione di tre rette per P (si veda [SE] Complementi 34.11 punto (1)).

Cosi 'unico punto singolare ¢ un punto doppio.

Sia ora C C P? una cubica irriducibile di equazione F(zq,z1,72) = 0 e sia
P il suo punto doppio.
Si supponga che P sia un nodo. Si pu0 sempre trovare una proiettivita ¢
che porta P in @ = [0,0, 1] in modo tale che le tangenti principali in Q siano
zo=0ex =0.
Sia ¢(C) : G(xo, x1,x2) = 0, 'immagine di C tramite ¢ dove G(zg, x1,22) =0

¢ il generico polinomio:

G (20,21, T9) : axy+brir,+ergratdrory+erori+ fror Totmas +hay+iz zs+laize = 0
Deomogeneizzando rispetto ad x, si ottiene:

g(X,Y) = aX3+bX?Y +cX? +dX +e XY+ fXY +mY? + h+iY +1Y? =0

e il punto @ diventa l'origine. Per trovare la proiettivita bisogna imporre le

seguenti condizioni:

a) (0,0) € g(X,Y) cioe g(0,0) = 0 da cui si ricava h =0

b) (0,0) sia un punto doppio, cioe tutte le derivate prime calcolate in (0, 0)

devono essere zero:

0
8—;(0, 0) = 0 da cui si ricava d = 0
g—}g/((), 0) = 0 da cui si ricava i = 0

c) Le tangenti principali in (0,0) siano X =0e Y = 0:

g o
8X8Y(O’ 0) # 0 da cui si ricava che f # 0
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0%g

e (0,0) = 0 da cui si ricava ¢ =0
82

8—1/192(0, 0) = 0 da cui si ricava [ = 0

Ora, dividendo per f e rinominando i coefficienti, si puo scrivere:
¢(C) : axd + brir, + exors + xoT179 + M} = 0.
Applicando a ¢(C) la seguente proiettivita:

_ !
To = M1
!

T = 72y

/ / /
To = Y32y — by1x) — ey

con 71,72, 73 tali che 77 = a™', 73 =m™!, 75 = am e 117273 = 1, si ottiene la
cubica

rod 3 3 _
ToT Ty + 27 + 75 = 0.

Deomogeneizzando rispetto ad xf, e rinominando le variabili affini X e Y si
ha:
XY +X°+1=0

In conclusione ogni cubica irriducibile C e proiettivamente equivalente alla
cubica singolare irriducibile affine XY + X3 4+ 1 = 0. Si deduce, quindi, che
tutte le cubiche irriducibili con un nodo sono proiettivamente equivalenti tra
loro.
In particolare tali cubiche sono proiettivamente equivalenti alla cubica di
equazione affine

Y i=X*X 1)

la cui equazione proiettiva ¢: ror3 = 23 — x9z2. Tale cubica ha un nodo nel

punto [1,0,0] e un flesso nel punto [0, 0, 1].
Allora, le cubiche irriducibili con un nodo, oltre ad essere proiettivamente

equivalenti tra loro, possiedono almeno un flesso.
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Se, invece, P ¢ un punto doppio non ordinario, il cono tangente in P e
formato da una sola retta e P e una cuspide. In particolare ¢ una cuspide
ordinaria poiche detta ¢ la retta tangente a C in P, il polinomio dato dall’in-
tersezione della cubica con ¢ ha grado 3 ed ha percio tre radici contate con
molteplicita. Allora i(C,t, P) = 3. Si pud sempre trovare una proiettivita
che porta P in Q = [0,0, 1] e tale che la sua tangente principale in @ sia
xg = 0. Come prima, sia ¢(C) : G(zg,x1,22) = 0 I'immagine di C, dove

G(zo, 1, 22) = 0 & il generico polinomio:

G (20,21, T2) : azy+brir, +exirotdrori+erori+ fror vothai+izy+Hr zs+maize = 0
Deomogeneizzando rispetto ad x, si ottiene:

g(X,Y) = aX3+bX?Y +cX?+dX +eXY?+ fXY +RY 3 +i+1Y +mY? =0

e il punto @) diventa l'origine. Per trovare la proiettivita bisogna imporre le

seguenti condizioni:

a) (0,0) € g(X,Y) cioe g(0,0) = 0 da cui si ricava i = 0

b) (0,0) sia un punto doppio, quindi tutte le derivate prime calcolate in
(0,0) valgono zero:
5—;(0, 0) = 0 da cui si ricava d =0
0
8—5(0, 0) = 0 da cui si ricava [ = 0

c) la tangente principale in (0,0) sia X = 0:

g
8X8Y(0’ 0) = 0 da cui si ricava f =0
2
%(O, 0) = 0 da cui si ricava m = 0
d?g

5% (0,0) # 0 da cui si ricava ¢ # 0
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Percio, dividendo per ¢ e rinominando i coefficienti, si ottiene ’equazione:
3 2 2 2 3
o(C) = axy + bxyry + xjxe + exory + hay =0

con h # 0 altrimenti ¢(C) contiene la retta xy = 0.

Deomogeneizzando rispetto ad x( si ottiene il polinomio:
a+bX +Y +eX*+hX?=0

Operando su questo polinomio con 'affinita

UE X
Y = (5 —b)X' +Y’
e rinominando le variabili si ottiene:
Y+hX3+a=0 con acC

In ultimo applicando:

X = gX’
Y=Y -«

con 3 tale che 32 = h™!, e rinominando di nuovo le variabili si ha:
Y+X3=0

In conclusione una cubica singolare con un punto doppio non ordinario in P
¢ proiettivamente equivalente ad una cubica di equazione affine Y + X3 =
0 in cui non compaiono coefficienti del polinomio rappresentante la cubica
iniziale, allora tutte le cubiche irriducibili con una cuspide ordinaria sono
proiettivamente equivalentt tra loro.

In particolare, considerando la cubica
Y2 — X3

che ¢ irriducibile con una cuspide ordinaria nell’origine e un flesso in [0, 0, 1],
si deduce che tali cubiche hanno almeno un flesso.

Riassumendo i risultati ottenuti:
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Teorema 3.1.1.
a) Esistono due classi di equivalenza proiettiva di cubiche irriducibili e sin-

golari che sono rappresentate dalle cubiche di equazioni:
Y?=X*X—1) (3.1)
y?=Xx? (3.2)
Le cubiche della forma (3.1) hanno un nodo nell’origine e quelle della forma

(3.2) hanno una cuspide nell’origine.

b)Ogni cubica irriducibile ha almeno un flesso.

Figura 3.1: A sinistra una cubica con un nodo; a destra una cubica con una

cuspide.

Si vuole concludere la sezione mostrando alcune caratteristiche delle cu-

biche irriducibili.

Proposizione 3.1.2. Una cubica irriducibile con una cuspide possiede un

unico flesso.

Dimostrazione. Le cubiche irriducibili sono tutte proiettivamente equivalenti

tra loro percid basta dimostrare 'asserto per la cubica C : Y? = X3.
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Omogeneizzando rispetto ad zg si ottiene zox3 = 7 e la sua hessiana ¢

24z122 = 0. L’intersezione tra le due curve da i punti [1,0,0] e [0,0,1]. Ma

[1,0,0] & il punto singolare di C allora esiste un unico flesso che ¢ [0,0,1]. O

Proposizione 3.1.3. Una cubica irriducibile con un nodo possiede tre flessi

che sono allineati.

Dimostrazione. Anche in questo casa basta dimostrare ’asserto per la cubica
C: XY + X3 +1 = 0 perche vale I'equivalenza proiettiva.

Omogeneizzando rispetto ad g si ottiene zor1Te + 23 + 23 = 0 e la sua
hessiana & zor1z2 — 373 — 377 = 0. L’intersezione tra le due curve da i
punti [0,0,1],[~1,1,0], [LE¥3 L3 ] [1=1V3 1=V3 (] Ma il punto [0, 0, 1]

e un nodo quindi i flessi sono gli altri tre punti ottenuti. La retta passante

per [—1,1,0], [#, #3,0] ¢ r:xy = 0 a cul appartiene anche 1'ultimo
flesso. [

3.2 Classificazione delle cubiche singolari ri-
ducibili

Sia C : F(xg,r1,72) = 0 una cubica singolare riducibile, il polinomio

F(z9,x1,22) puo spezzarsi in due modi possibili:

a) F=L-Gcondeg L =1edeg G =2 irriducibile o viceversa. In questo

caso si hanno le seguenti configurazioni:

Figura 3.2: A sinistra una conica non degenere e una sua tangente; a destra

una conica non degenere € una sua secante.
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b) F=L-G-Hcondeg L =deg G=deg H=1. In questo secondo caso

si hanno le configurazioni di seguito:

Figura 3.3: A sinistra tre rette distinte incidenti in tre punti distinti; a destra

tre rette distinte incidenti in un unico punto.

Figura 3.4: A sinistra tre rette incidenti di cui due coincidenti; a destra tre

rette coincidenti.

3.3 Parametrizzazione razionale

Sia C C P2 una cubica singolare con un punto doppio in P.
Supponendo che P sia un nodo, per il teorema (3.1.1) esiste una proiettivita
¢ che porta C in una cubica C" di equazione (3.1) tale che P venga portato
nell’origine, nodo di C’. Sia F il fascio di rette passanti per (0,0). Una

generica retta r del fascio ha equazione:

r { ;(:T:; con (I,m) # (0,0)
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L’equazione risolvente e:
m*t? + P2 - PP =0

da cui si ricavano le soluzioni ¢ = 0 di molteplicita due, da cui si ottiene il

nodo, e t = m213+12_ Scartando la soluzione doppia trovata e sostituendo la

seconda nell’equazione di r si ottiene:

2,2
X = ml;—l
Y — m(m?+12)

l3

Questa parametrizzazione della curva e detta parametrizzazione razionale di
C’. Razionale perche X e Y sono funzioni razionali di [, m.

In questo modo si rappresenta la cubica al variare di » € F in modo che ogni
coppia di parametri ({,m) individui un suo punto.

Si stabilisce quindi la seguente applicazione:

m2 + 12 m(m? + 1?)
2’ 3 )

p: F—C,  plr)=(

O meglio, passando al piano proiettivo omogeneizzando rispetto ad z( ed

identificando il fascio omogeneizzato con P! si ha
WPt M (lm]) = [0+ ), m(m® 4 1)

Si noti che entrambe le applicazioni scritte sono suriettive ma non iniettive
in quanto le tangenti principali in (0, 0) identificano lo stesso punto (0, 0).
Ora, operando con ¢! sulla parametrizzazione ottenuta se ne ha una anche
per C e valgono le stesse considerazioni. Oppure si puo parametrizzare diret-
tamente C procedendo allo stesso modo con il fascio di rette di centro P.

Analogo discorso per una cubica irriducibile con una cuspide.

Esempio 3.1. Sia C : Y2 +2Y — X? — 3X? — 3X = 0 una cubica con una
cuspide in P = (—1,—1). L’affinita

X=X -1
Y=Y -1
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rende C equivalente alla cubica C’' : Y2 — X = 0 che ha una cuspide in (0, 0).

La generica retta per (0,0) é:

X =1t
T
Y =mt

L’equazione risolvente di C' ed r é:

con (I,m) # (0,0)

m?t? — B3 =0

da cui si ricavano le soluzioni ¢ = 0 di molteplicita due che non si considera

et = T—; Sostituendo quest’ultima nell’equazione di r si ottiene:
2
X ="
3
Y =%

Operando con I'affinita trovata, la parametrizzazione di C e:

{

X =
Y =

m2—1>
2

m3—13
13



Capitolo 4

La cubica gobba e le sue

proiezioni piane

Lo scopo di quest’ultimo capitolo e quello di studiare le proiezioni della
cubica gobba di P? su un piano. Si mostrera che le proiezioni della cubica
gobba di P? su di un piano di centro un punto non appartenente alla cubica
stessa sono cubiche piane singolari irriducibili: il grado rimane 3 ma la curva
acquista una singolarita. Le proiezioni piane della cubica gobba di centro un
punto che le appartiene danno invece una conica liscia: in questo caso, quin-
di, cala il grado ma la curva non acquista una singolarita. L’idea di fondo e
che non si ottiene mai una cubica singolare liscia perche questa non ammette
una parametrizzazione razionale (si veda [RE] per ulteriori approfondimenti)
mentre la conica non degenere, la cubica singolare e la cubica gobba sono

curve razionali.

Siano O e « rispettivamente un punto e un piano di P? con O ¢ a. Si

ricorda che la proiezione di centro O sul piano « e I'applicazione:
7:P* {0} — a taleche P+ L(O,P)Na

dove L(P,O) indica la retta congiungente i punti P ed O.

39
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4.1 La cubica gobba di P?

4.1 La cubica gobba di P?

La cubica gobba C di P? & 'immagine del morfismo di Veronese
$1,3: P! — P?, p1,3([l,m]) = %, Pm, Im?, m?].

Da qui si ricava subito la forma parametrica della cubica gobba:

g = l3
2
c:{ ™" ™ con [1,m] € P* (4.1)
Ty = Im?
x5 =m>

La parametrizzazione ¢ razionale, per cui la cubica gobba ¢ una curva razionale.
Si dimostra che la cubica gobba non e piana. Infatti sia o : axg + bry + cxrs +

dxs = 0 un generico piano di P3; si studi I'intersezione tra la cubica ed il

piano.

Si consideri il polinomio:
G(l,m) = al® + bl*m + clm? + dm? (4.2)

omogeneo di grado 3 nelle variabili [, m; le radici di questo polinomio sosti-
tuite nella (4.1) danno i punti di C N a. Dire che C C « equivale quindi
a dire che la (4.2) ¢ identicamente nulla in [l,m], cioe che G(I,m) da una
relazione lineare tra i monomi linearmente indipendenti 13, I?m, Im?, m3; ne
segue a = b = ¢ = d = 0, cioe C non & una curva piana. Allora G(I,m)
ammette tre radici contate con molteplicita; cioe 'intersezione tra la cubica
e il piano e data da tre punti contati con molteplicita.

Il fatto che un piano interseca la cubica gobba in tre punti contati con mol-
teplicita si esprime dicendo che la cubica gobba ¢ una curva di P? di grado
3.

Per lavorare sulla cubica gobba e anche utile scrivere la sua forma parametri-
ca in una certa carta affine, per esempio Uy = {[xg, z1, ¥9, 23] € P? | g # 0},

m

quindi supponendo [ # 0 e usando un solo parametro, si pone t = 7 e si
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ottiene:
o = 1
1 =1
cnU: ! con t€ A (4.3)
To = t2
I3 = t3

D’ora in poi con C si indichera sempre la cubica gobba sia in P? sia in Uy =2 A3,

specificando di volta in volta in quale forma la si considera.

4.2 Proiezioni piane della cubica gobba da un

suo punto

Sia V = [1,u,u? u?] € C e si consideri la proiezione 7 di centro V sul piano
« scelto come uno degli iperpiani coordinati, ad esempio sia « : xg = 0.

La proiezione 7 induce un’applicazione su C — {V'}:
Te—qvy:C—{V} —D

dove D e una conica non degenere. Infatti: il piano 3, generato da V' e da una
generica retta r appartenente ad «, interseca la cubica gobba in tre punti:
O, P, P,. Lerette s = L(V, P) et = L(V, P») giacciono su 3 e incontrano la
retta 7, e di conseguenza il piano «, in due punti By, By. Inoltre B; = 7(P;)
e By = w(P,), cosi appartengono a D. Cioe la retta r incontra D in due
punti, percio D ha grado 2 ed e una conica.

Per verificare che e non degenere si puo vedere direttamente. Dato che V &€
C, ¢ della forma V = [1,u,u? u3] per u # 0 fissato, sia poi Q # V un
punto generico della cubica gobba che non sta su «, e quindi della forma
Q = [1,v,v%,v3 con v # 0 e v # u e sia @ = [0,0,0,1] P'unico punto di

intersezione di C con « (con molteplicita 3). La retta per V e @ ha equazione
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4.2 Proiezioni piane della cubica gobba da un suo punto

parametrica;:

LU(]:)\‘F/L
= U\
L.@:d T on e P
Ty = UA+ VU

r3 = i\ +v3p

mentre
o = A
, T1 = U\ 1
L(V,Q") : con [A\pulelP
Ty = U\

x5 = U\ +

Cosi m(Q) = L(V,Q)Na = R = [0,v —u,v*> —u?,v® —u?] = [0,1,v +
w,v* + uv + u?], poiche u # v e 7(Q') = Q'. Tramite I'isomorfismo g :
a — P2 tale che ¢([0,a,b,c]) = [a,b,c], il generico punto R viene portato
in R =1[0,1,v + u,v? + uv + u?] e, chiamando yo, y1, ¥ le coordinate su P?,

I'immagine di C e la conica D nella forma parametrica:

yo =1
B=v+u

Yo = v? + uv + u?

a cui bisogna aggiungere ¢(@Q’) = [0,0, 1]. Quindi in coordinate affini X =
z—é, Y = z—i siha D' :Y — X2+ uX +u? = 0. Omogeneizzando rispetto ad
Yo si ritrova la conica D : yayo — 2 — uyoys + u’ys = 0, che naturalmente
dipende da u, cioé dal centro di proiezione. Si osservi che ¢(Q’) € D. La

matrice associata alla conica e:

W —lu L
A= —%u -1 0
0 0

che ha rango 3, quindi la conica ¢ non degenere.
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4.3 Proiezioni piane della cubica gobba da un

punto fuori di essa

Si consideri ora un punto V' = [ag, a1, as, az] & C, questa volta 7 induce

un’applicazione suriettiva:

me:C— D

dove D ¢é una cubica piana. Cio si puo dimostrare con un ragionamento ana-
logo a quello fatto precedentemente: sia r una generica retta del piano a. Il
piano (3 generato da r e V incontra la cubica in tre punti Py, P, P3 non tutti
e tre allineati. Infatti, se per assurdo cio accadesse, preso un quarto punto
P, fuori dalla retta comune p, il piano generato da P, e da p avrebbe almeno
4 punti (contati con molteplicita) in comune con C, e cio non & possibile. Le
rette s = L(V, Py),t = L(V, P,) e ¢ = L(V, P3) giacciono su 3 e incontrano la
retta r, e quindi il piano «, in tre punti By, By, B3 che rappresentano anche
le proiezioni di Pj, Py, P3. Percio By, By, By appartengono a D. Quindi la
retta r incontra D in tre punti e la curva ha grado 3.

Si dimostra poi che per il punto V passa una ed una sola secante o una
tangente a C, dove con secante si intende una retta che incontra C in due punti
distinti (si veda, ad esempio, [BC] Esempio 7.5.2). Si consideri C nella forma
parametrica (4.3); siano P = [L, A\, A2 NN # 0e Q = [1, pu, pu?, 1], pp # 0

due punti di C collineari con V. La matrice

ap a3 az as

A=11 X A\ X
Lopop?
ha rango 2, quindi in particolare
ay ao as apg ai; Qa9

AL o= |1 p p? =0
1A A (1 x X
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da cui il sistema:
{ apA(A — 1) — ar(A = p) (A + p) + az(A — p) = 0
i AM(A = p) — az(A = p)(A + ) + az(A — p) = 0
Se P # @ si ha A # p, quindi si puo dividere per A — p ottenendo:
ao A — ag( A+ p) + a3 =0
{ ar A\ — ag( A+ p) + a3 =0
Risolvendo in A + p e Ap:

2
__ —aj+aias
>\'u_ azap—a?
__ apaz—agaj
)\+’u_ azap—a?3

si ottiene un sistema simmetrico le cui soluzioni A e p si ricavano dalla

equazione 2 — (A + p)x + A = 0, cio¢ dall’equazione:
2% (azag — a?) — x(agas — azar) — a3 + ajas = 0. (4.4)

Quindi se il discriminante di (4.4) ¢ diverso da zero, si hanno due radici
distinte per A e u, cioe due punti distinti di C allineati con V. Si osservi
che il discriminante di (4.4) ¢ uguale a zero se e solo se V' appartiene alla
superficie quartica (zor3 — xox1)? — 4(woz9 — 22) (23 + 2123) = 0.

Dato che P e () appartengono alla stessa retta, vengono proiettati sullo stesso
punto da 7, cosi P = n(P) = n(Q) ¢ un punto doppio per D. Il punto P’
e un nodo per la cubica piana D se da V' esce una secante e quindi P # @,
mentre ¢ una cuspide se da V' esce la tangente a P che in questo caso coincide

con (), come si vede nei seguenti esempi.

La cubica gobba C ¢ considerata nella forma parametrica (4.1).

Esempio 4.1. SiaV =[1,0,1,0]€Cesiaa:2,=0,V & a.
Sia 7 : P2 — {V} — « la proiezione di centro V.

La retta per un punto Q = [ag, a;, as, as] € P? e per V &:

$0:a08+t
T = ais
T e con [s,t] € P!
I2:a28+t

T3 = ass
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Ora:
ra:as+t=0 = t=—ays

quindi 7(Q) = [ag — a2, a1,0,a3] e D = 7(C) & il luogo dei punti R = [I* —

Im?,1?m,0,m3]. Tramite I'isomorfismo g : « — P? tale che g([a,b,0,]) =

[a,b, c] e chiamando yo, y1, y2 le coordiante su P?, D ¢ una cubica piana la cui

forma parametrica e:
Yo = I3 — Im?

yi = >m

y2 = m?
Deomogeneizzando rispetto ad y2, e quindi supponendo m # 0, ponendo
l

m

si ottiene la cubica afline:

g X=u’—u
' Y =u?

u =

Operando con l'affinia

Y=X

si riconduce D ad una cubica della forma

D,,:{X’:uQ—l

X' =Y-1
o

Y =u®—u
Eliminando il parametro si ottiene D” : X3 4+ X2 —Y? = 0, che ¢ una cubica
irriducibile con un nodo in (0, 0) (si veda capitolo 3 paragrafo 1). Il nodo di D
¢ il punto ¢~*((0,0)) = (0,1). Omogeneizzando rispetto ad ys e applicando
g~ !sitrovail punto N = [0, 1,0, 1] che ¢ 'immagine di due punti della cubica
gobba.
La retta per V ed N e:

Ty = o
S :
{ T3 =1

Per trovare i punti dell’intersezione fra s e C si deve risolvere il seguente

13 = Im?
m? = ’m

sistema:
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Le soluzioni del sistema sono | = —m, [ = m e [ = m = 0, ma quest’ultima
non ¢ accettabile. In corrispondenza di questi valori si trovano i punti () =
1,1,1,1,] e @ = [-1,1,—1,1], che sono due punti distinti della cubica
gobba.

Esempio 4.2. Sia V =1[0,1,0,0] € Cesia a:x;1 =0, V & a. Si consideri
la proiezione 7 di centro V' sul piano a.

La retta passante per Q = [ag, a1, as,a3] € P3 e per V &:

To = QoS
r1 = t+ as
T con [s,t] € P!
To = Q2S
I3 = as3S

em(Q) =rNaeil punto R = [ag, 0, az, az]. La cubica D = «(C) ¢ il luogo
dei punti T = [13,0,Ilm? m?]. Tramite I'isomorfismo g : « — P? tale che
g([a,0,b,c]) = [a, b, |, chiamando yo, 91,92 le coordinate su questo P? e poi

deomogeneizzando rispetto ad yo e ponendo u = 7, si ottiene la cubica affine

g X =u?
' Y =u?

Eliminando il parametro si ha D' : Y2 = X3, cio¢ una cubica irriducibile con

in forma parametrica:

una cuspide in (0,0). Andando a ritroso con i passaggi, ovvero omogeneizzan-
do rispetto ad yo e operando con g~ ! si trova la cuspide di D, N = [1,0,0,0].
La retta per N e V e:
To = 0
s :
T3 = 0

L’intersezione tra s e la cubica gobba insiemisticamente si ha per m = 0, cioe

e N =1[1,0,0,0]. Si verifica che s ¢ la retta tangente a C in N.

Tutto cio si puo spiegare geometricamente.

a) Se da V' parte una secante s alla cubica gobba, s incontra C in due punti
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distinti Py, P, in cui le rette tangenti siano ¢y e t5. Le proiezioni di ¢y e t5 sul
piano « sono due rette r; ed 75 incidenti nel punto N = 7(P;) = 7(P,), nodo
di D = 7(C). Infatti se § ¢ il piano generato da V' e dalla retta generica I
passante per N, questo contiene s ed incontra la cubica gobba in Py, P, ed
un altro punto P3 non allineato con gli altri due. Se N non fosse un punto
doppio si avrebbe i(D,l, N) = 1 ed i(D,l,m(P3)) = 2 perche la retta [ deve
intersecare D in tre punti avendo questa grado 3. Cosi da NN uscirebbe la
retta tangente a D in 7(P3) e questo per [ generica, quindi da N uscirebbero
troppe tangenti a D. Inoltre N ¢ un nodo perche il piano § passante per V'
e t; incontra C due volte in P; e una volta in P,, infatti contiene la retta s.
Cosi la retta rq, proiezione di t; e anche intersezione tra o e 3 € una tangente
principale a D. Con un’analoga costruzione utilizzando la retta t, si verifica
che 7o = 7(ty) & un’altra tangente principale a D. Inoltre ry ¢ distinta da r;
perche se fosse 7(t;) = 7(t2) = 71 il piano « conterrebbe anche t,, e quindi

incontrerebbe C con molteplicita 4. Cosi N & un nodo.

P1

Figura 4.1: Proiezione piana della cubica gobba quando da V esce una

secante.

b) Se da V' parte una tangente ¢ alla cubica gobba, ¢ la incontra nel punto
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P contato due volte. Il piano (3 generato da O e dalla generica retta [ passante
per T'= 7(P) contiene la retta ¢, cosi incontra la cubica gobba nel punto P
un numero di volte maggiore o uguale a 2. Quindi la retta [ incontra D in T’
un numero di volte maggiore o uguale a 2, percio T' e un punto doppio per C.
In particolare T' € una cuspide perche tra il fascio di piani di asse t ne esiste
solo uno che interseca C in P esattamente tre volte, cioe il piano osculatore.
La sua proiezione su « & quell’unica retta che incontra C in T esattamente

tre volte ed € quindi la sua tangente principale, cosi T' ¢ una cuspide.

Figura 4.2: Proiezione piana della cubica gobba quando da V esce una

tangente.
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