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Introduzione

L’argomento di questa tesi ¢ il fenomeno di Gibbs, un fenomeno che ri-
guarda dei particolari polinomi trigonometrici, i polinomi di Fourier: questi
ultimi sono molto utilizzati per approssimare funzioni periodiche in quanto
tra tutti i polinomi trigonometrici sono quelli che minimizzano l’errore in
norma quadratica. Il fenomeno di Gibbs si puo descrivere in questo modo:
siano date una funzione f periodica che presenta punti di discontinuita di
prima specie e la sua approssimazione tramite serie di Fourier; quando si
tronca questa serie si avranno delle forti oscillazioni in prossimita dei punti
di discontinuita della funzione. Aumentando il numero di componenti della
serie troncata le oscillazioni si avvicinano sempre di piu ai relativi punti di
discontinuita ma il picco rimane lo stesso.

Nonostante questo fenomeno non porti il suo nome il primo a notare
questo fenomeno fu Henry Wilbraham, matematico inglese, che pubblico un
articolo riguardante questo argomento nel 1848 ma i suoi risultati furono
portati alla luce solo nel 1925 dal matematico scozzese Carslaw. Nel 1898 il
fisico statunitense Albert A. Michelson invio una lettera al fisico matematico
Josia Willard Gibbs; Michelson aveva notato questo fenomeno grazie al suo
analizzatore armonico, uno strumento capace di determinare le prime ottanta
coordinate di Fourier di una funzione data graficamente. In seguito a questa
lettera Gibbs decise di studiare il fenomeno e lo spiego in una lettera a Nature
nel 1899.

La tesi e stata divisa in tre capitoli. Il primo capitolo iniziera con la defi-
nizione di polinomio di Fourier e verranno riportate alcune proprieta di questi
polinomi: in particolare si dimostrera che i polinomi di Fourier minimizzano
I’errore in norma quadratica. Successivamente verra definita la sviluppabi-
lita in serie di Fourier di una funzione e verra quindi studiata la convergenza
puntuale delle serie di Fourier. Il capitolo si concludera con un teorema che
fornira delle condizioni sufficienti affinché la serie di Fourier di una funzione
periodica f converga puntualmente alla funzione f. Nel secondo capitolo ci
occuperemo della trattazione matematica del fenomeno di Gibbs. Inizieremo
con tre esempi di funzioni periodiche che presentano un punto di disconti-



nuita di prima specie: in particolare, grazie all'utilizzo di grafici creati con
Matlab mostreremo graficamente il fenomeno di Gibbs. Seguira un’analisi
quantitativa dell’errore in prossimita del punto di salto della funzione onda
quadra e infine il capitolo terminera fornendo un risultato generale; si dimo-
strera infatti che, se si utilizzano i polinomi di Fourier per approssimare una
funzione periodica, si presenta il fenomeno di Gibbs ogni qual volta si e in
prossimita di un punto di salto. Infine nel terzo capitolo si mostrera un modo
per correggere il fenomeno di Gibbs. Dopo aver definito le somme di Fejér si
dimostrera che utilizzando questi particolari polinomi trigonometrici non si
presenta il fenomeno di Gibbs. Il capitolo si conclude mostrando, attraverso
I'utilizzo di grafici ottenuti con Matlab, come utilizzando le somme di Fejér
al posto dei polinomi di Fourier non siano piu presenti forti oscillazioni in
prossimita dei punti di discontinuita.

In fondo e presente un appendice che contiene alcuni dei codici Matlab
utilizzati per ottenere i grafici presenti nella tesi.
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Capitolo 1

Serie di Fourier

1.1 Definizione e proprieta delle serie di Fou-
rier

Definizione 1.1. Si dice polinomio trigonometrico reale ogni funzione
p: R — R che possa scriversi nella maniera seguente

p(t) = % + Z (agcos (kt) + bysen (kt))

Diciamo che p ha grado n se a, e b, non sono entrambi nulli. Nel seguito
indicheremo con 7T}, I'insieme dei polinomi trigonometrici di
grado < n.

Teorema 1.1.1.
Sia p: R — R,

3

p(t) = % + (axcos (kt) + bysen (kt)) ,
k=1

un polinomio trigonometrico di grado < n allora

ak:l/ p(t) cos (kt) dt Vk >0

T

—T

1 s
b, = —/ p(t) sen (kt) dt Vk>1

—T



1. Serie di Fourier

Definizione 1.2. Sia f : R — R una funzione 27-periodica,
f € L' —mm[). Sichiama polinomio di Fourier di grado n di f il
seguente polinomio trigonometrico reale

S () (8) = 2+ 3" (acos (kt) + busen (kt))

2
k=1

dove -
ap = —/ f(s)cos(ks)ds — Vk>0

™ —T

e L
by = — f(s)sen(ks)ds Vk>1

™ —Tr

I numeri reali a; e by sono chiamati coefficienti di Fourier di f.

Il seguente teorema mostra che tra tutti i polinomi trigonometrici quelli
di Fourier sono quelli che minimizzano l’errore in norma quadratica. Per
questo sono i piu utilizzati per approssimare funzioni periodiche.

Teorema 1.1.2.
Sia f:R— R, feL?*(]—mn|). Fissaton € N, sia S, (f) il polinomio di
Fourier di gradon di f. Allora

150 (f) = fllz <llp=fll2 VpeTh

Dimostrazione. T, € uno spazio vettoriale di dimensione 2n + 1

B = {60,61, ”‘76271} — {%7 Cojg)7 " cof/(;rzt)7 se\/nT(Tt)7m’ ser\z/(;:t)} & una base di

T, rispetto al prodotto interno di L?
Allora S, (f) = 337, frer dove f = I7 ferdt
Inoltre se p € T}, allora Jcg, ¢1,...,co0n ER tc p= Zi’;o CLeE.
Allora

T T 2n 2n
[ wepra= [ pasy g2y adq-
- -7 k=1 k=0
T 2n T
— [ pasY(a-f) -5z
- k=0 -
T 2n ~ T 2n A 2n .
z/ det—Zf,fz/ Fat—2) fF+> fi=
o k=0 - k=0 k=0
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O

Introduciamo ora i nuclei di Dirichlet. Essi ci consentiranno di ottenere
importanti rappresentazioni integrali dei polinomi di Fourier.

Definizione 1.3. Si chiama nucleo di Dirichlet di grado n, con n € N il
polinomio trigonometrico

1 n
D, (t) ::§+Zcos(kt) teR
k=1

D,, € una funzione 27— periodica. Inoltre poiche

/ cos (kt)dt =0 Vi >1
0

™ 7T1
/Dn(t)dt:/ St ="

Sull'intervallo ]0, 7| il nucleo D,, si puo scrivere nel modo seguente:

risulta

sen ((n + %) t)

2sen (%)

per0 <t<m

Teorema 1.1.3.
Sia f: R — R una funzione 2w- periodica, f € L' (| — 7, w[). Allora

5,0 =2 [T IE=p, (g as

2

Vt e ReVn € N.
Inoltre se X € R allora

Vte ReVn € N.
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1.2 Convergenza delle serie di Fourier

Definizione 1.4. Sia f : R — R una funzione 27-periodica,
fel'(—mmn]),t€R. Sidice che f ¢ sviluppabile in serie di Fourier
nel punto t se la sua serie di Fourier converge nel punto t ed ha somma
uguale a f ().

Pertanto la funzione f e sviluppabile in serie di Fourier se

1. la successione (S, (f) (t)),ey € convergente
2. limy, 400 Sn (f) (8) = f (1)

Ora, e importante osservare che modificando il comportamento della fun-
zione f nei punti di un insieme di misura nulla (in particolare nel solo punto
t) i suoi coefficienti di Fourier, e quindi la successione dei polinomi S, (f),
non cambiano. Puo quindi accadere che si verifichi la condizione 1. ma non
la 2.

Per questo motivo si preferisce studiare il problema della sviluppabilita
in serie di Fourier ricercando prima la condizioni sufficienti per la convergen-
za di S, (f) (t) ad un certo valore reale A\ e che consentano di determinare
I’eventuale valore di A\. A quel punto la funzione f sara sviluppabile in ¢ se
A = f(t). Nel seguito riporteremo alcuni teoremi dai quali dedurremo dei
criteri di convergenza per le serie di Fourier.

Teorema 1.2.1 (Lemma di Riemann-Lebesgue).
Sia g:la,b| — R,g € L' (Ja,b[) con — 0o < a < b < +oo. Allora valgono i
sequenti limiti:

o limp/—qoo fabg (t) cos (Mt)dt =0
o limp/— oo fabg (t) sen (Mt)dt =0

Dimostrazione. Dimostriamo solo il primo limite; il secondo si dimostra in
modo analogo. Utilizziamo il fatto che C§° (Ja,b[) & denso in L' (Ja,b]).
Percio avremo che

b
V6>03¢€C§°(]a,b[)tc/ lg(t) —@(t)]dt < e

Allora avremo che

/a b g (¢) cos (Mt) dt‘ <
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/ab (g (t) — ¢ (t)) cos (Mt) dt‘ + /abcp () cos (Mt) dt‘ <

/ 9(t) — o (1) dt +

/a " () cos (M) dt‘ <

€+

/a b o (t) cos (M) dt'

Integrando per parti si ottiene

/abw(t)cos(Mt)dt: [cp(t) W}}/;@' (t)%MM”dt

M) ]?
[gp (t) senj& )} = 0 perche ¢ € C§° (] a,b]). Percio

b 1
/gp(t)cos(Mt)dt‘gm/ | (t)]dt — 0 per |[M]| — 400

Da cio segue la tesi. O

Teorema 1.2.2 (Teorema di localizzazione di Riemann).
Sia f : R — R una funzione 2m- periodica, f € L' (] — m,7[), t,\ € R.
Allora sono equivalenti:

(Z) Flimy, 400 S (f) (t) = A

(i) Fe > 0te limy o0 J (M _ A) sen((m43)9) 4o —

2 s

Dimostrazione. Per il Teorema 1.1.3 abbiamo che

(M) o lim E/OW(f(HSHf(t—S)_A) sen((nt3)s), _,

n—+oo T 2 2sen (%)

Poniamo

g(s) = (f(t—i-s);‘f(t—s) _)\> ﬁ.gELl(]C,WDVCG]O,T([

Allora per il Lemma di Riemann — Lebesgue

W CEEEIEE NN EETCES DV

lim —
- 2 2sen (%)

n—-+oo 7T
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L
Percid vale (i) <= lim,,_,, « % foc (w _ )\> Mds —0

< lim

n—-+o0o

Clft+s)+ f(t—s) sen((n+ )3)
0( 5 —>\) ds =0

& lim ;(f(t“);f(t_s) —)\) (@—%) sen((n—l—%) s) ds+

© i C(f(t—l—s)—i—f(t—s)_)\)QSen((n—l—%)s):O

2

n—-+o00

1 2

La funzione s (W — 2] & continua e limitata su ]0, c[.
2

Percio, per il Lemma di Riemann — Lebesgue

i Oc(f(tJrs);rf(t—s) _A) (ﬁ‘g) n(<n+%) > .

Allora avremo che

(i) & lim

n—-+00

C(f(t+s)—2+f<t—s> _A) sen((n+3)s) _

Teorema 1.2.3 (Teorema di Dini).
Sia f : R — R una funzione 27- periodica, f € L' (] — 7,7 [),t € R. Se

esiste finito
fl+s)+fE—s)

S = Jim 2
e se la funzione

¢ sommabile su |0, c[ per un opportuno ¢ €]0, [, allora la serie di Fourier di
f converge nel punto t e la sua somma & f*(t).

Dimostrazione. Poiche la funzione (1.1) € sommabile per il Lemma di Riemann—
Lebesgue

. Oc (f(t—l—s)—;—f(t—s) —f*(t)) sen((ns+§)s)dszo

n—-+oo
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Quindi per il Teorema di localizzazione di Riemann

3 lim S, (f)(t) = f* (t)

n—-+o0o

Teorema 1.2.4 (Criterio di Hélder).
Sia f: R — R una funzione 27- periodica, f € L* (| — 7,7 [), t,€ R.
Se Ja €]0,1] ed IM, 6 > 0tc

f(s) = f(w)| < Mls—ul
Vs,u €]t — 8,t[ eVs,u €]t,t + 6], allora
() 3f () =limy s f(t+s)ER ed If(t7) =lim,,or f(t—5) €R
(ii) Ilimn — +oo S, (f) (t) = f* (t)

Dimostrazione. Provare che 3f (t7) = lim,, o+ f (t +5) € R equivale a
provare che

Ve>035. >0tc |f(t+s)— f(t7)] <e Vs€l0,d]
Per ipotesi sappiamo che 3o €]0,1] ed M, 0 > 0 tc

|ft+s)—fF(tT)] < M|s]”

Vs, u €]0,0].
Fissiamo ¢ > 0. Poniamo 6y = (ﬁ)a , 0c =min {0,90} .
Allora

67

!ﬂH@—fWNgMM%f — ¢ Vs €0,

Siccome abbiamo preso un € > 0 arbitrario abbiamo provato che
Af (t1) =lim,, o+ f (t+ 5).
Analogamente si dimostra che 3f (¢7) = lim,_, o+ f (t — $)
Ora mi basta provare che vale (1) e poi la tesi sara provata per il T'eorema di Dini.

J@+s)+ft—s) . |1
‘ ! -1l <
<wf@+@—f@ﬂ+f@—$—f@ﬂ.1<
=~ 9 s
M

per 0<s<d
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La funzione

M

S —— 1
gl—o

¢ sommabile in ]0, 6] perche a > 0. Sia ¢ = min {70} . Allora la funzione ¢
sommabile in ]0, ¢[ con ¢ €]0, 7[.
Quindi anche la funzione

fl+s)—fA)+ft—s)—f()|1
2 S

S ——

e sommabile in ]0, ¢[ con ¢ €]0, 7] O

Da tutti questi teoremi si deduce un risultato importante che ci da una
condizione sufficiente per la convergenza delle serie di Fourier. Questo risul-
tato € motivato dal fatto che le funzioni regolari a tratti sono lipschitziane e
quindi soddisfano il criterio di Holder.

Teorema 1.2.5.
Sia Sia f : R — R una funzione 2w- periodica, f € L'(] — m,7[),C a
tratti in [—m, 7). Allora Vt € R la serie di Fourier converge a f* ().



Capitolo 2

Analisi del fenomeno di Gibbs

In questo capitolo ci occuperemo di spiegare piu in dettaglio il fenomeno
di Gibbs. Inizieremo con tre esempi di funzioni che presentano discontinuita
di prima specie. Di ogni funzione riportiamo il suo grafico e quello dei relativi
polinomi di Fourier di grado 20, 50 e 200. Questi grafici sono stati ottenuti
utilizzando il programma Matlab. Successivamente analizzeremo quantitati-
vamente il fenomeno nel caso della funzione onda quadra e infine forniremo
un risultato generale.

2.1 Esempi

Come anticipato in questa sezione forniremo tre esempi grafici che ci
permetteranno di comprendere graficamente il fenomeno di Gibbs. Le tre
funzioni sono le seguenti: onda quadra, onda a dente di sega e onda
semitriangolare. In particolare analizzando il grafico di quest’ultima si
nota che le sovraoscillazioni sono presenti solo in prossimita dei punti di
discontinuita di prima specie e non in prossimita dei punti di non derivabilita
di una funzione.

15



16 2. Analisi del fenomeno di Gibbs

2.1.1 Esempio 1: funzione onda quadra

f:R— R, f 27 — periodica
)1 te] -0
)= {1 t €]0, 7]

f ha una discontinuita di prima specie nel punto ¢t =0

15f 15F
n {/ A ‘ﬁ‘f
0.5 “‘ 0.5
|
of of
| \
| |
-0sf | -05f |
|
-15F X X X X X X X -15 L L
-2 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2 1.5 1 -0.5 0 0.5 1 15 2
(a) f, Sa20(f) (b) f, Ss0(f)
15F 15F
1t \hv 1 f"A‘\v = -
0.5 0.5F “
v‘
or [
|
0.5 0.5F ‘
|
o ‘\ * - - /\U
1.5 X X 15 L L
2 1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2 2 1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
(e) f, Sa00(f) (d) f, Sa0(f) ;
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2.1.2 Esempio 2: funzione onda semitriangolare

f R—R, f 271 — periodica

t+7m te|—

(g) f, S200(f) (h) f, S0 (f), ;
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2.1.3 Esempio 3: funzione onda a dente di sega

f:R— R, f 21 — periodica

_Jt+ 5 tel -0
f(t)_{t—g t €]0, 7]

f ha una discontinuita di prima specie nel punto ¢ = 0
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2.2 Analisi quantitativa della funzione onda
quadra

Dopo aver visto sperimentalmente il fenomeno di Gibbs dai grafici ottenu-
ti tramite implementazione matlab ora ci occuperemo dell’analisi quantitati-
va del fenomeno nel caso particolare della funzione onda quadra dell’Esempio
1.

-1 te] -0
1) = {1 t €]0, 7

Per prima cosa troviamo i coefficienti di Fourier di f.

1 [T 1 /[0 1 [
ag = — ft)dt =— —1dt + — ldt=—-1+1=0
™ ™ ™ Jo

Per £ > 1
1 ™
ak——/ f(t)cos (kt)dt =
™ —T
1 [° 17
:—/ —cos (k;t)dt—i——/ cos (kt) dt =
T ) x T Jo
_ L[ sen(kt) 0 +l sen (kt) ”:0
s k . k 0
1 ™
bk:—/ f(t) sen (kt)dt =
™ —T
1 [° I
:—/ —sen(k:t)dt+—/ sen (kt) dt =
T ) x T Jo
1 [cos (kt)]" 1 [—cos (kt)]"
= — +— —_— -
T k . T k 0
1 1_cos(—k:7r)_cos(k7r)+1 _ 2—2cos (km)
Cor\k k k k) km B

_Jo perkpari
% per k dispart
Quindi possiamo scrivere il polinomio di Fourier di f nel seguente modo:

n

S. (=Y ﬁsen (2k +1)1)

k=0



20 2. Analisi del fenomeno di Gibbs

Derivando si ottiene

n

SL(F) (1) = 3 Zeos (26 +1)1)

k=0

Utilizzando le formule di Prostaferesi otteniamo la seguente identita:
1 1
sen (t)cos ((2k + 1)t) = sen ((2k+2)t) — sen (2kt)

Percio
n

S (f) (t)sen (t) = % Z cos ((2k 4+ 1)t) sen (t) =
k=0
2 ¢« 2
= Z sen ((2k+2)t) — - Z sen (2kt) =
k=0 k=0

= %sen 2(n+1)t)

Quindi avremo che

2sen(2(n+1)t)
=== pert#0
S () () = {4(n+1) ©

= pert =0

™

s

Nell'intervallo [0, Z] la funzione S, (f) si annulla nei punti t; = ﬁ
7=1,...,n+1 e ha un andamento come la figura riportata sotto.

15

10

51

-10

Figura 2.1: 5§ (f)
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In particolare oscilla come in figura e le oscillazioni sono smorzate dal
fattore —— (t) che e decrescente in [ , 2] Studiando il segno di S, (f) vediamo
che la funz1one Sy, (f) hain ¢; un massimo relativo se j ¢ dispari e un minimo
relativo se 7 e pari. Inoltre t1 = ﬁ ¢ anche 'unico punto di massimo
assoluto. Ora, dato che S, ( fo S!(f) (s)ds dal grafico di S/, (f)
si intuisce che la successione delle aree comprese tra due zeri consecutivi
della funzione S;, (f) decresce in valore assoluto; percio decresce anche la
successione dei massimi di S, (f). In termini piu precisi, sfruttando il fatto

Sei( 5 ¢ positivo e strettamente decrescente tra 0 e § e che sen (2(n+1)t)

ha segno costante tra t; e t;41 Vj € {1,2,...,n} si trova:

- / S () ()] ds >

J

[ s sas

J

ti+1
>—/ |sen (2(n+1)s)|ds =
t]+1)

2

msen (t; y
2
(

tjt2
/ lsen (2(n+ 1) 5)| ds >

[ s

msen (tj11)

> / 180 () (3)] ds =

tit1 tiv1
e quindi
ta; ) toj+1 ,
Su (1) (t0) = S0 (D) tay-)= [ 1S G)ldset [ 1841 (5)lds > S (1) (ty-)
toj—1 to;
Ora mostriamo che la successione (Sn (f) (ﬁ)) dei massimi assoluti
neN
ha limite. Se poniamo y; = nk—L, k= O, 1,.,n+1le& = y”g'““ = (22?;;11);,
k=0,1,...,n avremo che % = 2k+1 e qu1nd1
s 4 1 (2k+1)m
Sn — | == — —
(f)(Z(n+1)> wkZ_OQk:Jrlsen(Q(nJrl ) kz (Y1 = yi)

Questa formula si puo interpretare nel seguente modo: i punti yo, Y1, ..., Yns1
formano una partizione dell'intervallo [0, 7]. & ¢ il punto medio dell’inter-

vallo [yk, yk+1] VE € {0,1,...,n} e %@’“) (Yk+1 — Yr) PUO essere visto come

il prodotto del valore della funzione %(t) calcolata in & per la lunghezza

dell'intervallo [yg, yky1]. In altri termini la formula scritta sopra esprime
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en(t)

t
relativa all'intervallo [0, 7]. Inoltre la norma della partizione yo, y1, ..., Ynt1
vale -7 e tende a 0 al tendere di n all’infinito. Percio dalla definizione stessa
di integrale deduciamo che

T 2 [T sen(t)
Sn(f)(—Z(n%—l))H;/o ; dt per n — 400

Sn (f) <m) come una somma integrale (di Cauchy) della funzione 2

A questo punto poniamo G = % Oﬂ %(t)dt ~ 1.178980... Analogamente si
dimostra che la successione dei minimi assoluti tende a —G per n — +00.
Abbiamo quindi provato che il salto della funzione f, nel punto t = 0, che

era pari a 2 viene enfatizzato di quasi il 18%. La costante G viene chiamata
Costante di Wilbraham-Gibbs.

2.3 Risultato generale

Ora, dopo aver analizzato il caso della funzione onda quadra, esporremo
alcuni risultati grazie ai quali si otterra un risultato generale. Per prima cosa
definiamo una variante dell’onda quadra appena studiata.

qg:R— R

q(t) = (n€Z)

0 2n—1<t<2n
1 2n<t<2n+1

Teorema 2.3.1.
Sia q : R — R la funzione definita qui sopra e sia S, (q) il polinomio di
Fourier ad esso associato. Allora

lim (maz:S, (q) (t)) =

n—-+o0o

(1+G)

DN | —

Inoltre

lim (maxS, (¢) (t) — minS, (q) (t)) =G

n—+o00
Teorema 2.3.2.
Sia (gn) ey una successione di funzioni continue in [a,b] che in tale intervallo
converge uniformemente ad una funzione g (che quindi risulta continua).
Sia (cn),en una successione C [a,b] che tende a c. Allora la successione
(9n (cn)),en € convergente, e
lim g, (c,) =g (c)

n——4o00
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Teorema 2.3.3.

Sia f : R — R, f 2L — periodica, con L > 0, una funzione C' a tratti in
[—L, L]. Allora S, (f) converge ad f uniformemente in ogni intervallo [, (]
in cui f € continua.

Teorema 2.3.4.

Sia f : R — R, f 2L — periodica, conL > 0, ty € R, f una funzione C*
a tratti in [to — L,tg + L] che presenta nel punto t = to una discontinuita
di prima specie con salto pari a A (ty) definito da A (to) := f (t5) — f (t5)-

Allora posto t,, = # vale che:
HE%&Aﬂ%iugzﬁﬁdiAng (2.1)
Inoltre
lim (S, () (to+ 1) — S () (to — ) = A(t) G (22)

n—-+o0o

Dimostrazione. Ridefinendo eventualmente il valore di f (¢¢) non ¢ limitativo

supporre f (to) = f* (to).
Poniamo ¢ (t) := ¢ (%W) Osserviamo che ¢ € una funzione onda quadra

con periodicita 2L e discontinuita nel punto t = t;.

Definiamo ¢ (t) = f (t) — f* (to) — #(} (t). Osserviamo che ¢ ¢ regolare
a tratti, 2L — periodica e continua in tg, infatti:
A
o(t0) = Flto) — £ o)~ 2L (1) =0
ggw®—£§2ﬂﬂ_f§)_f%)—Agdﬂ”Agw—Agd_O
— +) _ -
o0 = iy 2L 2050 - S0 20y o

Fissato un intervallo [ty — d, ¢y + 0] che non contiene altre discontinuita di f
(oltre a ty) ne risulta che ¢ € continua in I. Cosi per il Teorema 2.3.3 si ha
che S, (p) converge a ¢ uniformemente in I.

Sia quindi t,, = % Siccome vale 'uguaglianza S, (§) (to £ t,) = S, (q) (%w)
¢ lecito scrivere

50 (7) (% 8) = 5, (9) (o 0) + £ () + 5705, 0) (5127

Percio per il Teorema?2.3.1, Teorema2.3.2 e per il fatto che ¢, — 0 per
n — +oo risulta che:

G

lim S, (f) (to & £) = ¢ (to) + * (tg) = 2L0)

n—+oo 2



24

2. Analisi del fenomeno di Gibbs

Abbiamo cosi provato la (2.1). Da questa segue la (2.2), infatti:

lim (S, (f) (to + tn) — Su () (to — 1)) =

n—-+o0o
= i (1) + 256 - )+ 206 -

— Aty G



Capitolo 3

Un modo per correggere il
fenomeno di Gibbs

In questo capitolo introdurremo un’altra tipologia di polinomi trigono-
metrici, le somme di Fejér, e un nuovo tipo di convergenza, quella di Cesaro.
Successivamente mostreremo come eliminare il fenomeno di Gibbs utilizzan-
do le serie di Fejér al posto di quelle di Fourier per le funzioni che presentano
discontinuita di prima specie. Concluderendo mostrando graficamente co-
sa accade in prossimita dei punti di salto quando consideriamo le somme di
Fejér al posto dei polinomi di Fourier: verranno considerate le stesse funzioni
prese negli esempi del capitolo 2.

3.1 Somme di Fejér

Definizione 3.1. Sia (a,), .y una successione numerica. Ad essa possiamo
associare la successione (¢,),, .y definita da

n

1
Cp = a, VYn €N
n+1kz:% F

(cn)pen € detta successione delle medie di Cesaro.

Teorema 3.1.1 (Teorema di Cesaro).
Sia (ap), ey una successione numerica e sia (Cp), oy la successione delle medie
div Cesaro ad essa associata.

Allora avremo che

lim a,=1€R= lim ¢,=1
n—-+4o00o n—-4o00
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Supponiamo ora di avere una serie numerica Y, aj e consideriamo le
somme parziali S,, = Y _,_, ax. La media di Cesaro n-esima della serie ¢ la
media aritmetica delle prime n+1 somme parziali

1 n
o, = Zsk Vn € N
k=0

n+1

Per il T'eorema di Cesaro se la serie converge e vale Z;:a ay = [ allora anche
la successione delle medie di Cesaro converge e vale lim,, , ., 0, = [. Non
& vero il viceversa: per mostrarlo basta considerare la serie Y, (=1,
Sappiamo che questa serie non converge ma se consideriamo la successione
delle medie di Cesaro questa converge a % Si puo definire allora una nozione
piu debole di convergenza.

o e . +o0 . . .
Definizione 3.2. Sia ), a) una serie numerica e (0,),.y la successione
delle medie di Cesaro relativa alla serie. Allora diremo che la serie converge
secondo Cesaro se

lim o,=101€R

n—-4o00

Il valore [ di questo limite si dice somma secondo Cesaro.

Definizione 3.3. Sia f : R — R una funzione 27-periodica,
f e L' —m,nm). Sia Si(f) il polinomio di Fourier di grado k di f. Le
medie aritmetiche

1 n
an<f)=n+1k§:%5*k

si dicono somme di Fejér associate a f.

Ora definiremo i Nuclei di Fejér i quali ci permetteranno di ottenere una
rappresentazione integrale delle somme di Fejér.

Definizione 3.4. Sia n € N. La funzione F,, : R — R tc
1 n—1 1

——= > _osen((k+3)t) set#2mm

Fn (t) — {nsen(2> k=0 (( 2) ) (m c Z)

n

o set=2mm
T

si dice n-esimo nucleo di Fejér. Inoltre, se t €] — 7w, 7| allora

(sen ()"
n (sen (5))°

Valgono le seguenti proprieta del nucleo di Fejér.

Fn(t):
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1. Il nucleo di Fejér ¢ una funzione pari

2. Il nucleo di Fejér ¢ una funzione non negativa

3. Jy Fu(t)dt=m

4. Y6 €]0, [ F, (t) tende a zero uniformemente a zero per § < [t| <7

In particolare ci interessano le proprieta 2 e 4, che non sono soddisfatte
dal nucleo di Dirichlet. Queste proprieta caratterizzano infatti il diverso
comportamento delle somme di Fejér e dei polinomi di Fourier.

Teorema 3.1.2.
Sia f: R — R una funzione 2rw-periodica, f € L' (] — m,w[). Siano o, (f)
le somme di Cesaro di [ nel punto t €] — v, x[. Allora

o0 = [ HEE IO g

2

Teorema 3.1.3 (Teorema di Fejér).
Sia [ : R — R una funzione 2r-periodica, f € L' (| —m,7[). Sia (0,),ey la
successione delle somme di Fejér di f. Sia poit € Rtc 3f*(t). Allora vale
lim o, (f) (t) = f*(£)
n—-+00

Inoltre se f ¢ continua in [—m, 7| allora la successione (0y,),.y converge
uniformemente a f in [—m, 7|

Dimostrazione. Iniziamo provando la convergenza puntuale.
Sia t € R te 3f* (). Per la proprieta 3 abbiamo che

o) - r =2 [[(HEED ) oas

Considero quindi la funzione

f+s)+f(t—s)

o (s) = LIS ey
Avremo che lim,_,o+ g; (s) = 0, cioe
Ve > 030 > 0tc |g:(s)| <€ Vs €]0,0e,] (3.1)

Sfruttando il fatto che il nucleo di Fejér ¢ positivo abbiamo che

0w () (1) — £* (1)) < / " 100 (5)] P (5) ds =
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Oc,t 7r
- [ laer R @+ [ laIF )

Per comodita poniamo

5e,t
s / 190 (5)] Fo (s) ds
0

e
L= [ la(s)| £ (5)ds
56,15
Allora per (3.1) vale
K Fn
L < e/ (S)ds =€ (3.2)
o T

mentre per quanto riguarda I invece sappiamo che

(en() _ 1
(sen (3))° ~ m(sen (3))°

5 — 0 pern — +o0
n(sen (%))

F,(s) =

<

Percio

1 ™
I, < 5 / lg: (s)|ds — 0 pern — +o0 (3.3)
e

et
nisen 3

Da (3.2) e (3.3) si deduce la convergenza puntuale.

Proviamo ora la convergenza uniforme. Supponiamo f continua in [—, 7].
Per il teorema di Heine — C'antor avremo che f e uniformemente continua
nell'intervallo [—, 7], cioe

Ve>036.>0 tec |f(s)— f(u)]<e Vs,ue€[—m 7| tc|s—u|l <.
Quindi, fissato t € R, e > 0 si ha

0 >0 tc |f(t+s)—f({t)]<e Vse[—m 7| tc|s| < i

doee >0 tc |f(t—s)—f(t)] <e Vse[-m 7| tc|s| < da

Inoltre dato che f e continua vale

F)=r@t)=rt)=r@
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Poniamo quindi 0, = min {di., do. }. Allora avremo che

St —F)  fE=s) = ()

ft+s)+f(t—s)
‘ 2 _f(t)‘ 2 + 2 =
ft+s)—f(t) f—s)—f{) € ¢
S‘ B —+ 5 ‘<§+§:6

A questo punto la dimostrazione ¢ analoga a quella della convergenza puntua-
le con la differenza che stavolta o, a differenza del d., utilizzato nella prima
parte, dipende solo da € e non anche da t; questo determinera la convergenza
uniforme come conclusione invece che darci solo quella puntuale. ]

3.2 Correzione del fenomeno tramite le som-
me di Fejér
Ora mostreremo come € possibile eliminare il fenomeno di Gibbs utiliz-
zando le somme di Fejér al posto dei polinomi di Fourier.

Teorema 3.2.1.

Sia f: R — R una funzione 2w-periodica, f € L' (] — m, 7 [). Supponiamo

che Im, M € Rtcm < f(t) < M per quasi ogni t € [—n,x|. Allora
m<o,(f)t) <M Vte|[-mmn|

Dimostrazione.

o0 = [T g as

Poiche m < f(t) < M per quasi ogni t € [—m, | avremo che

L[ Rescanot [ o

Quindi per la proprieta 3 del nucleo di Fejér si ottiene che
m<o,(f)t) <M  Vte|-m 7]
O

Questo ci permette di dimostrare che utilizzando le somme di Fejér non
si verifica il fenomeno di Gibbs.
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Teorema 3.2.2.

Sia f : R — R, f 2L — periodica, conL > 0, ty € R, f una funzione C!

a tratti in [to — L, to + L] che presenta nel punto t = to una discontinuita di

prima specie con salto pari a A (to) definito da A (to) == f (t) — f (t5). Sia

(tn)nEN una successione tct, € RVn € N e t, — ty per n — +o00. Allora
limsup o, () () — T inf o, (£) (1) < | (1)

n—-+o0o
Dimostrazione. Supponiamo A (tp) > 0. Il caso A (tg) < 0 si dimostra in
modo analogo utilizzando —f al posto di f Ridefinendo eventualmente il
valore di f (o), non ¢ limitativo supporre, come faremo, che f sia continua
a destra di to, cioe f (ty) = f (tar). Poniamo ¢ (t) := ¢ (%) dove ¢ ¢ l'onda
quadra con periodicita pari a 2. Definiamo inoltre una funzione ¢ nel modo
seguente:
o (t):=f () —Alto) q(t)

Si noti intanto che ¢ € una funzione regolare a tratti in [to — L,to + L] ,
2L — periodica e continua in ¢ = to. Infatti dato che g (t5) = q(to) = 1,
mentre qN(ta ) = 0 avremo che

o (t5) = 1 (to) = Alto) = [ (tg) = ¢ (1) = (to)
Sia [ > 0 tc U'intervallo [ty — [, ty + [] non contenga altre discontinuita (oltre

atp) di f e tc g risulti continua in [tg — [, tg + []. Allora per il Teorema 2.3.3
avremo che

Sn (p) — ¢ uniformementein [ty — [, to + ]
Per il teorema precedente avremo che

0<q(t)<1 = 0<o,(q)(t) <1

Percio
t, —t
limsup o, (f) (t,) < limsup o, (¢) (t,)+limsup o, (q) < 0) < (to)+A (to)
n—+o00 n—-+o0o n—-+00 L
e

liminf o, (f) (t,) > liminf o, (¢) (t,) + liminf o, (¢

n—-4o00 n—-4o00 n—-4o00

() 2 o)
limsup o, (1) (6) —~ imint a7, (£) (t) < A (1)

n—-+0o

]

Abbiamo quindi provato che e possibile correggere il fenomeno di Gibbs
utilizzando le somme di Fejér al posto dei polinomi di Fourier.

Ora concluderemo mostrando graficamente il comportamente di alcune
somme di Fejér delle funzioni viste nel capitolo 2.
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3.2.1 Esempio 1: funzione onda quadra

f R—R, f 271 — periodica

f(#)

-1 te€]—m0]
-1 t€]o,n]

f ha una discontinuita di prima specie nel punto ¢t =0

15F

0.5

-0.5F

-15F

-0.5F

-15F

15

05r

-05r

151

151

(c) f, o200 (f)

15F

0.5F

15

0.5 /

-0.51 /
/

-2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15

(d) fv 020 (f)7 )
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3.2.2 Esempio 2: funzione onda semitriangolare

f:R— R, f 21 — periodica

(e) f, o2 (f) (£) f, os0 (f)

(g) .f7 0200 (f) (h) fv 020 (f)’ )
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3.2.3 Esempio 3: funzione onda a dente di sega
f R—R, f 271 — periodica

f<t):{t+§ te]l—m, 0

-5 t€lo,7

f ha una discontinuita di prima specie nel punto ¢ = 0

2 2
15
1 \
o8 \
, \
05 \
; \
-15
) 1 ) 1 2 5 1 1) 1 2
(1) f, o20(f) (G) f, os0(f)
2 2
15 ( 15
1 ‘ 1 \
\
05 05 |
0 ‘ , |
-05 05 “\‘
\
-1 -1 \
|
-15 -15
%5 1 0 1 2 % 1 [) 1 2
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Appendice A
Codici Matlab

Tutti i grafici presenti in questa tesi sono stati creati utilizzando il pro-
gramma Matlab. Qui sotto verranno riportati i codici di alcuni programmi
utilizzati per creare questi grafici.

Costruisce Sgo(f) nell’esempio 1

function y=polinomi_fourier_1_20(t)

y=0;

for k=1:1:20
fun1=0(t)-cos(k.*t);
fun2=0(t)cos(k.*t);
fun3=0(t)-sin(k.*t);
fund=0(t)sin(k.*t);
intl=integral (funl,-pi,0);
int2=integral (fun2,0,pi);
int3=integral (fun3,-pi,0);
int4=integral (fun4,0,pi);
a=1./pi.*intl+1./pi.*int2;
b=1./pi.*int3+1./pi.*int4;
y=y+a.*cos(k.*t)+b.*sin(k.*t);

end

end
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Disegna f, Sao(f), Ss0(f), S200(f) nell’esempio 1

function disegna_1
x=linspace(-2,2,1000) ;
yl=polinomi_fourier_1_20(x);
y2=polinomi_fourier_1_50(x);
y3=polinomi_fourier_1_200(x) ;
plot(x,y1,’r-’);

hold on;
plot(x,y2,’g-");
hold on;
plot(x,y3,’y-");
hold on;

x=linspace(-2,0,500);
plot (x,-1,’k-’)
hold on
x=linspace(0,2,500) ;
plot (x,1,’k-’)
axis equal;

end

Costruisce gqg( f) nell’esempio 1

function s=somma_fejer_1_20(t)

y=0;

s=0;

for k=1:1:20
fun1=0(t)-cos(k.*t);
fun2=0(t)cos(k.*t);
fun3=0(t)-sin(k.x*t);
fun4=0(t)sin(k.x*t);
intl=integral (funl,-pi,0);
int2=integral (fun2,0,pi);
int3=integral (fun3,-pi,0);
int4=integral (fun4,0,pi);
a=1./pi.*int1+1./pi.*int2;
b=1./pi.*int3+1./pi.*int4;
y=y+a.*cos(k.*t)+b.*sin(k.*t);
s=sty;

end

s=s./21;



end

Disegna f, o20(f), o50(f), 0200(f) nell’esempio 1

function disegna_fe_1
x=linspace(-2,2,1000);
yl=somma_fejer_1_20(x);
y2=somma_fejer_1_50(x);
y3=somma_fejer_1_200(x) ;
plot(x,yl,’r-’);
hold on;
plot(x,y2,’g-");
hold on;
plot(x,y3,’y-");
hold on;
x=linspace(-2,0,500) ;
plot (x,-1,’k-’)
hold on
x=linspace(0,2,500);
plot (x,1,’k-’)
axis equal;

end

Disegna Figura 2.1

function disegna_derivata_S_9
x=linspace(-pi./2,pi./2,1000);
y=2.%sin(2.%10.%*x)./(pi.*sin(x));
x1=linspace(-2,2,5000);
yl=linspace(-10,15,5000) ;
plot(x1,0,°k’);
hold on;
plot(0,y1,°k’);
hold on;
plot(x,y,’-’);
axis([-2 2 -10 15]);

end
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