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Introduzione

All’interno della mia tesi, verra introdotta la teoria delle funzioni in R"
a variazione limitata (BV'), seguendo le presentazioni di Lawrence C.Evans
e Ronald F.Gariepy nel libro Measure Theory and Fine Properties of
Functions e di Enrico Giusti nell’opera Minimal Surfaces and Func-
tions of Bounded Variation. Le funzioni BV sono funzioni le cui derivate
prime deboli sono misure di Radon, ossia misure di Borel regolari finite sui
compatti. In particolare verranno anche analizzati gli insiemi E che hanno
perimetro finito, ossia tali che la funzione indicatrice yg sia una funzione
BV.
Nello specifico, nel primo capitolo verranno date le definizioni di funzioni BV
e insiemi di perimetro finito, sia in una versione globale che in una locale,
verra enunciato un primo importante teorema per le funzioni BV e verra
analizzata la relazione tra funzioni di Sobolev e funzioni BV. Nel secondo
capitolo, invece, verranno analizzate la semicontinuita inferiore, 1’approssi-
mazione con funzioni lisce e la compattezza di funzioni BV, mentre nel ter-
zo capitolo verranno elencati alcuni risultati sulle funzioni BV riguardanti
la Traccia, 'Estensione e la formula di Coarea. Infine, nel quarto ed ulti-
mo capitolo, verranno studiate le disuguaglianze di Sobolev e Poincaré e le

disuguaglianze isoperimetriche per funzioni BV'.
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Capitolo 1

Definizioni, Teorema di

Struttura

D’ora in avanti, U denotera sempre un sottoinsieme aperto di R".
Definizione 1.1.

(i) Una funzione f € L*(U) ha variazione limitata in U se

sup {/deivqbd:v | ¢ € CHU;R™), |¢| < 1} < 00.

Scriviamo

BV(U)

per denotare lo spazio delle funzioni a variazione limitata in U. Non
identifichiamo due funzioni BV che sono uguali quasi ovunque (q.o0.)
secondo la misura di Lebesgue n-dimensionale.

Con C}(U;R™) denotiamo lo spazio delle funzioni C'! a valori in R" con

supporto compatto in U, dove intendiamo per supporto di una funzione

S

supp(f) = {z € R": f(x) # 0}

e con div ¢ indichiamo
dive = -
ive ; oz,

1



1. Definizioni, Teorema di Struttura

per ¢ = (¢1;¢27 . 7¢n)

(ii) Un sottoinsieme L"-misurabile ' C R™ ha perimetro finito in U se

Xe € BV(U)
dove con xg indichiamo
1 in B
XE =
0 in R" — F.

E conveniente introdurre anche versioni locali di questi concetti.
Definizione 1.2.

(i) Una funzione f € L{ (U) ha variazione localmente limitata in U

se per ogni insieme aperto V CC U,

sup{/ fdivedr | ¢ € CHV;R™), |¢| < 1} < 00.
v

Scriviamo

BVioe(U)

per denotare lo spazio di queste funzioni.

(ii) Un sottoinsieme L™-misurabile £ C R™ ha perimetro localmente
finito in U se
XE S B%0C<U)'

V cc U significa V' a chiusura compatta in U.

Teorema 1.1 (Teorema di Struttura per funzioni BVi,.). Assumiamo
che f € BV (U).

Allora esistono una misura di Radon i su U e una funzione p-misurabile
o:U—R"

tali che



(i) lo(@)| =1 p—qo. e

(ii) per ogni ¢ € CH(U;R™), abbiamo

/deivgbda::—/(]gb-ad,u.

Dimostrazione. 1. Definiamo il funzionale lineare L : C}(U;R") — R

attraverso
— / fdivedx
U
per ¢ € CH(U;R™). Poiché f € BVio.(U), abbiamo

sup {L(¢) | ¢ € CHV;R™),|¢| <1} = C(V) < 00

per ogni insieme aperto V CC U.
Infatti se ¢ ¢ tale che |¢| < 1 anche |—¢| < 1 e viceversa; la divergenza ¢
un operatore lineare per cui fv fdiv(—¢)dx = — fv fdivedr. Dunque

i due insiemi

{/ fdivedr | ¢ € CHV;R™),|¢| < 1},
1%

{—/ fdivedr | ¢ € CHV;R™), |¢| < 1}
v

sono uguali e anche il sup e lo stesso.
Di conseguenza, poiché sia [, fdive¢dr che — [, fdivedr appar-
tengono all'insieme { [, fdivgdz | ¢ € CHV;R"),|¢| <1}, anche il

modulo di questo integrale vi appartiene. Inoltre e tale che

_9
[l oo
‘H¢|I } < 1 per definizione di ||¢[/z~ e appartiene a C}(V;R™) poiché

¢ € CH(V;R"), per cui ‘L <H¢>II >‘ < C(V) per definizione di C(V),

ma per linearita di L questo e equivalente a dire
IL(¢)] < C(V)[[ ¢l 1= (%)
per ¢ € CH(V;R"). Essendo ¢ € C}(V;R™), con ||¢| 1= intendiamo

[0l = sup [g].

supp(¢)
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2. Prendiamo un qualsiasi compatto K C U e scegliamo un insieme aperto
V tale che K € V CC U. Per ogni ¢ € C.(U;R") con supp(¢) C K,
scegliamo ¢ € CH(V;R") (k € N) tale che ¢, — ¢ uniformemente su
V.

Definiamo

L(¢) = Jim L(¢);
dove L(¢x) ¢ ben definito poiché ¢, € CHV;R™) c CHU;R"™) per
ogni k € N. In accordo a (x) questo limite esiste ed e indipendente

dalla scelta della successione {¢y} .-, che converge a ¢. Infatti per (x)

abbiamo che

|L(¢x) — L(én)| = |L(ox — on)| < C(V)||dr — onll oo,

per linearita di L. Per cui essendo {¢x},-, di Cauchy rispetto alla
norma uniforme (¢, — ¢ uniformemente su V'), per confronto L(¢y) ¢
di Cauchy in R e quindi converge, poiché R ¢ completo. Dunque L si

estende univocamente a un funzionale lineare

L:C.(U;R") =R

sup {L() | ¢ € Cu(U:R"), [9] < 1, supp () € K} < o

per ogni compatto K C U, poiche L(¢) < C(V)||¢||~ < C(V) < o0
Vo € C.(U;R™), |¢p| < 1, supp(¢) C K, per cui anche il sup, poiché

C(V) maggiorante e il sup ¢ il piu piccolo maggiorante. Utilizzando

il Teorema A.1 con ¢ al posto di f e L(¢) = — [, fdivodz per
¢ € CHU;R"), si ottiene il Teorema di Struttura. O
Notazioni

(i) Se f € BVioc(U), d’ora in avanti scriveremo

IDf]



per la misura pu, e

[Df] = [Df][Lo,

ossia [D f] & una misura vettoriale con segno con densita o rispetto a

IDA]-

Dunque l'affermazione (ii) nel Teorema 1.1 si legge come

/fdlvabda:— /¢ cd|Df| = — /¢ any)

per tutte le funzioni ¢ € CL(U;R"), poiché o = D,[Df] e dunque come

notazione jH[D}c]H =0, ossia od || Df|| = d[Df].

(ii) Similmente, se f = xg e E ¢ un insieme di perimetro localmente finito

in U, d’ora in poi scriveremo
|OE]|

per la misura pu, e

Di conseguenza,

/ dive dr — / 6 v d|JOE|
E U

per ogni ¢ € CL(U;R").
Altre notazioni Se f € BV|..(U), scriviamo

—IDfILo"  (i=1...,n)

per 0 = (o!,...,0"). Per il Teorema A.2, possiamo scrivere

W= Hge + M,
dove
ph. << L ph L Cn
poiché u’ e L™ sono due misure di Radon.
Allora

:u;c = Enl—fl
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per funzioni f; € Li (U) (i = 1,...,n). Scriviamo
f:Ei = fz (Z: ,...771,)
Df = (fmp . 7fa:n>7
[Df]ac = (ILL;C,...,;LZC):,C"LD]C,
[Df]s = (:u; . ,,u?)
Quindi

[Df] = [Dflac +[Df]s = L*"LDf + [Df]s;

cosi che Df € L (U;R™) ¢ la densita della parte assolutamente continua di
[Df]

Osservazione.

(i) ||Df]|| & la misura variazione di f, poiché & detta cosi la misura di
Radon del Teorema A.1, identificando f con il funzionale lineare L
utilizzato nella dimostrazione del Teorema 1.1; [|0F| ¢ la misura
perimetro di F; e ||0F||(U) ¢ il perimetro di £ in U.

(i) Se f € BVio(U)NLY(U), allora f € BV (U) se e solo se ||Df||(U) < oo.

In questo caso definiamo
I llBvw) = f i@y + 1DFIU).
(iii) Dalla dimostrazione del Teorema A.1, vediamo che

IDFI(V) = sup {/V fdivode | 6 € CHV;RY), || < 1},
10E] (V) = sup { [ divads |6 e ViR, o] < 1}
E

per ogni aperto V CC U.



Esempio. Assumiamo f € W, (U), ossia che f € L'(V) e che le sue derivate
deboli f,, esistano e appartengano a L' (V') per ogni insieme aperto V CC U.
Allora per ogni insieme aperto V' CC U e per ogni ¢ € C}(V;R"), con
|¢| < 1, abbiamo

/deivaﬁd:c:—/U Df-¢dx§/V|Df]dx<oo.

Infatti abbiamo che fU fdivedr = fU div fodx — fU Df - ¢dx, ma per
definizione di derivata debole, essendo ¢ a supporto compatto in V CC U,
fU div fodx € 0. Poiché ¢ e a supporto compatto in V CC U, — fU Df -
¢dr=— [, Df-¢dx el'ultima disuguaglianza deriva dal fatto che | [ f| <
J1f] con f generica, dal Teorema A.14 e da |¢| < 1 e I'ultimo integrale &
finito poiche f € Wb (U).

Quindi f € BVioo(U), poiché se [, fdivedr = [, fdivede < [, |Df|dx <
oo per ogni ¢ € CH(V;R"), con |¢| < 1, vale anche

Sup{/v fdivedz, ¢ € CLH(V;R™), |4 31} g/v |Df|dz < oo

per ogni insieme aperto V' CC U, dove I'uguaglianza fU fdiveodr = fv fdivedx
vale poiché ¢ € C1(V;R").
In aggiunta,
IDfII = £" L |Df
e L™ — q.o. abbiamo
o Df #0
o S f#
0 se Df =0.
Infatti se Df #0

/deiv¢dx:—/UDf.¢dx

Df
=— | =L .4|Df|d
7] ¢|Df|dx

:—/anbdu
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poiché ||Df|| = L™ |Df] e [|[Df|| = p. Con invece Df =0, o = 0.
Quindi
Wi (U) C BVioe(U),

loc

e similmente

Wh\(U) c BV(U)

(dimostrazione analoga a quella di prima senza bisogno di passare da V).
In particolare,
WoP(U) € BVige(U) per 1 <p < oo

loc

poiché WLP(U) € W (U) € BVige(U) con p > 1.

loc loc

Dunque, ogni funzione di Sobolev ha variazione localmente limitata.

Esempio. Assumiamo che E sia un sottoinsieme liscio, aperto di R™ e
HYOE N K) < oo per ogni compatto K C U. Allora per V. CC U
aperto e per ogni ¢ € CH(V;R"), con |¢| < 1,

/ divodr = ¢ -vdH"!,
E OF

per il Teorema A.13, con v che denota la normale unitaria esterna lungo

OE e dove H"! & la misura di Hausdorff (n — 1)-dimensionale.
Quindi

/divqbdx:/ ¢-vdH" P <H"HOENV) < o0
E O0ENV

dove la disuguaglianza ¢ dovuta al Teorema A.14 poiché |¢p| < 1le |v| =1
e al fatto che H* " L(OENV) < H* Y OE N V) < oo, poiché V & a chiusura

compatta in U e dove
/ b-vdH" ! = é-vdH"?
OENV OF

poiché ¢ € CH(V;R").

Dunque F ha perimetro localmente finito in U poiché se vale

/ divpde < H"H(OENV) < oo
E



per ogni ¢ € CH(V;R") tale che |¢| < 1 vale anche per il sup, ossia, poiché
vale per ogni aperto V CC U, xg € BVjo.(U). In aggiunta,

|OE||(U) = H"  (OENTU)

Vg =V H" ! —qo. in OENU.

Infatti per quello appena dimostrato,
|0E)(U) = sup { [ xwdivods | o€ CUR,Jo] < 1} < W OENT)
U

ma noi sappiamo anche che E ¢ liscio, per cui la frontiera ¢ C2.
Dunque se la frontiera ¢ C?, v(z) sara una funzione di classe C! (¢ il gradiente
della parametrizzazione di OF) con |v(z)| = 1 per ogni = in OF, cosl possiamo
estenderla ad una funzione N definita su tutto R tale che N € C!}(R",R")
e |[N(z)] <1 per ogni z in R". Siano oran € C*(U), con |n| < 1e ¢ = Nun;
¢ cosi definita ¢ tale che |¢| < 1 e inoltre ¢ € CH(U,R™); si ha
/ divodr = ¢-vdH" ! :/ n(N -v)dH" :/ n dH"!

E OF OF OF
poiché N -v = |[v||? =1 su JF.
Quindi

sup / divopdr > sup / ndH" ' =H"YOENU),
peCe (U;R™),|4|<1J ENU neCee(U),nl<1 JoENU

in quanto essendo ¢ € CL(U;R™) e n € C°(U), integrare su ENU e OENU
¢ uguale a integrare su F e OF.

Per cui

|0E||(U) =H" (0ENU).
Dunque [|0E||(U) misura la “taglia” di F in U. Poiché yp ¢ W' (U) (in

accordo, ad esempio, al Teorema A.3), vediamo che

Wi (U) G BVioo(U), WHH(U) G BV(U).

loc

Cosi, non tutte le funzioni a variazione localmente limitata sono funzioni di
Sobolev.
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Osservazione. Quindi, se f € BVj.(U), possiamo scrivere come sopra
[Df] = [Dflac+ [Df]s = L*LDf + [Dfl.
Di conseguenza, f € BVi,.(U) appartiene a W,5P(U) se e solo se

fely (U), [Dfls=0, DfelL} (U).

loc loc



Capitolo 2

Approssimazione e compattezza

2.1 Semicontinuita inferiore

Teorema 2.1 (Semicontinuita inferiore della misura variazione).

Supponiamo f, € BV(U) (k € N) e
fr = [ in L (U).

Allora
IDAIW) < timint | DS ).

Dimostrazione. Sia ¢ € C}(U;R"), |¢| < 1. Allora

/fdivgbda::lim/ frdivodx
U k—oo Jir

poiché
/ (fx — f)divods| = / (fx — f)divode
u supp(¢)
< ||divgb||Loo/ |fe — fldx
supp(¢)
dove qui

||dive]|| L = sup |dive)

supp(¢)

11



12 2. Approssimazione e compattezza

poiché ¢ € CH(U;R™) e il limite & 0 con k — oo poiché f, — f in L

loc

(U) e
supp (¢) € un compatto di U.

Per cui
/ fdiveodr = lim/ frdivodr
U k—oo Jir
k—o0 U
gliminf/ d||D fxl
k—o00 U
= liminf || D fi||(U)
k—o0

dove la disuguaglianza ¢ dovuta al fatto che |¢| < 1, |ox| =1 p — q.o. per il
Teorema 1.1 e dunque per il Teorema A.14 —¢ - 0, < 1 e alla definizione
di lim inf

liinf [ Dfy () = Jim (inf [[Df]l (1)

Quindi poiché vale per tutte le ¢ € C1(U;R"), |¢| < 1, vale anche per il sup,

ossia

IDFIU) = sup {/ fdivods | ¢ € CH(URY), 9] < 1}

< limint | D fi]|(U).
k—o0

2.2 Approssimazione con funzioni lisce

Teorema 2.2 (Approssimazione locale con funzioni lisce).
Assumiamo f € BV (U).
Allora esistono funzioni { fx},—, C BV (U) N C>(U) tali che

(i) fr = fin L}U) e

(i) |Dfel|(U) = [[DfI[U) con k — oo.
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13

Osservazione. Notiamo attentamente che non stiamo affermando che
ID(fx = NHIIU) — 0. 0

Dimostrazione. 1. Fissiamo € > 0. Dato un intero positivo m, definiamo

per k € N gli insiemi aperti

1
U, == U | dist(z, U N B0, k .
% {xe | dist(z, )>m+k} 0,k +m)

Questi insiemi sono aperti, poiché sono intersezioni di aperti. Infatti
con B%(0, k +m) denotiamo la palla aperta di centro 0 e raggio k +m,
ossia

B°0,k+m)={y eR"| |y| < k+m}

1
{x€U|dist(x,8U) > m+/<:}

e un aperto per ogni k, poiché la funzione distanza da un insieme e
continua e la controimmagine continua di un aperto e aperta.

In seguito, scegliamo m cosi grande che
IDFIU = Uh) <. (%)
Poniamo Uy := () e definiamo
Vi =Ups1 — Uit (K EN).

Sia {Cx},—, una successione di funzioni lisce tale che

oo
GeCE(VE), 0<¢ <1 (keN), Y G=1sul.
k=1
Questa successione non e altro che la partizione dell’unita di U subor-
dinata al ricoprimento {V}}, ossia una famiglia di funzioni che soddisfa
le proprieta gia citate e in piu tale che in ogni punto solo un numero
finito di funzioni ha valore non nullo, per cui la somma i (h=1¢

k=1
finita in ogni punto (definizione indipendente dal concetto di somma
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infinita).
Fissiamo il mollificatore 7., determinato in questo modo.

Definiamo la funzione C*° 7 : R® — R con

c exp(m%l) se |z| <1
n(z) =
0 se |z| > 1.

La costante ¢ > 0 aggiustata in modo che
/ n(x)dx = 1.

ne(z) = einn(f) (€ >0,z € R™).

Scriviamo

Allora per ogni k, prendiamo €, > 0 cosl piccolo che

Supp(nsk * (ka)) - Vk
Jor e * (fGr) — fleldz < 57, (%)

Questo vale per la seguente proposizione.

Proposizione 2.3. Sia f € L. (R"). Valgono i sequenti fatti:

loc

(a) foe C*(R"), fe — f in LL_(R™) e se f € L'(R"), allora f. — f
in LY(R™);

(b) se A< f(x) < B per ogni x, allora A < f(x) < B per ogni x;

(c) se f,g € L'(R"), allora [, fgcdr= [,. fcgdzx;

(d) se f € CY(R"), allora 3= = (£L).;

(e) sesupp(f) C A, allora supp(f.) C Ac = {z : dist(z, A) < €}.

Per f. intendiamo nella proposizione f. := 7. % f, ossia

@) = [ e =) fw)dy.
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Il punto (a) e il punto (e) mi garantiscono che valgono le proprieta
elencate sopra. Infatti sia le funzioni f(j che le fD(, sono L'(U),
poiche ¢, € C°(V, CU) e f € LY(U), per cui n. * fCx — f¢, in LY(U)
e nex fD¢, — fDC in LY(U) per il punto (a). Inoltre supp(f¢y) C Vi,
per cui per il punto (e) possiamo prendere €, > 0 cosi piccolo che

supp(ne, * (fCk)) € Vi

Definiamo infine

fe = Znek * (ka)
k=1

Dalla definizione dei Vj, (la successione degli insiemi Uy, & crescente e
dunque abbiamo che Vk VNV, = Vh > k+3), dal fatto che i V} sono
un ricoprimento di U e dalla condizione supp(ne, * (fCx)) C Vi, segue
che in un intorno di ogni punto x € U ci sono solo un numero finito
di termini non nulli in questa somma, poiché ogni x € U appartiene
al massimo a tre degli insiemi {V,};_,. Quindi f. € C*(U), poiche
somma finita di funzioni C'"* in ogni intorno di ogni z € U, in quanto le
e, * (fC) appartengono a C*°(U) per il punto (a) della Proposizione
2.3, essendo f¢, € LY(U) D LL (U) per ogni k.

2. Poiche anche

F=Yf (ng:1>
k=1 k=1

[e.9]

(x%) implica che
1. = Fllor = / > (o (169 = )

< Z/Umek * (fC) — fCldr <€ (infattiZQ—i = 1)
k=1

k=1

dx

dove abbiamo sfruttato la disuguaglianza triangolare del modulo e dove
abbiamo portato fuori dall’integrale la somma per il Teorema A.12,
in quanto la successione delle somme parziali di |7, * (fCx) — fC| €

una successione monotona crescente e ho convergenza puntuale poiché
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somma finita in un intorno di ogni x € U.
Di conseguenza, f. — f in L'(U) quando € — 0; e dunque il Teorema
2.1 implica che

IDFI(U) < liminf | Df||(U) (x5 %)

dato che se f. — f in LY(U), allora f. — f anche in L _(U).

. Sia ora ¢ € CL({U;R"), |¢| < 1. Allora

fedivodr = Ney * (fCe) divoda = Mo, * (fCr) divodar
[ awoin= [ Sns ganivor =3 fau+(sc
= ;/U [/R New (T — ) f(y) G (y) div é(z) dy} dx

=3 [ [ wto-mavsen] swaua

=S [ e = vt s )y

k=1
dove abbiamo portato fuori dall’integrale la somma poiché per ogni = in
U esiste un intorno in cui abbiamo solo un numero finito di termini non
nulli. Quindi suddividendo U in questi intorni e sfruttando additivita
e linearita dell’integrale, riusciamo a portare fuori la somma. Nella
penultima uguaglianza, invece, abbiamo utilizzato il Teorema A.10.
Adesso, visto che ¢ ¢ 0 fuori da U, il mollificatore 7., ¢ simmetrico
(Ne,(x —y) = ne,(y — x)) e considerando i supporti delle funzioni in
gioco (supp(n.,) € (B(0,e0)), supp(6) C U e supp(G) € (Vi) € U),

possiamo “scambiare” gli insiemi di integrazione, dunque

S [ [ mta=nvetos] s

diventa
> [ 6w [ /| nek<y—w>;%<x>dx] dy

=3 [ H G, +dive) o)y
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Inoltre possiamo sfruttare la proprieta della convoluzione di scaricare

la derivata, in quanto ¢ ¢ una funzione C* a supporto compatto. Cosi

> [ 1060 divo) o) dy

si puo riscrivere come

[ Cediv (ne, * @) d.
> ], s

Dunque

/Ufgdivgbdx - g;/UkadiV(nek * @) dx
:% /U f div(Gu(ne, * 0)) da
E/Ufpgk - (e, * ¢) da
_ kz /U f div(Gu(ne, * 6)) da

_;L¢(n€k*(fDCk)_fDCk)d$

= 1T + L.
dove abbiamo utilizzato nella seconda uguaglianza la seguente formula
div(pF) = V¢ - F + ¢ div(F)

in cui ¢ € una funzione a valori in un campo di scalari e dove F' ¢ un

campo vettoriale.
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Nella penultima uguaglianza abbiamo sfruttato invece
R
(e o] n 8
=S [0 [ s S @t - o) dyde
0
= [ 30 [ 1@ e = oy dedy

=S [ ree s - g dedy

k=1 R" j=1 /R

dove nell'ultimo passaggio abbiamo fatto un cambio di variabile x =
y — z e abbiamo sfruttato il fatto che, essendo una traslazione, il mo-

dulo del determinante dello Jacobiano ¢ 1 e dunque dx = dz.

Di conseguenza, poiché 7. (—z) = n(z), essendo 7., mollificatore
simmetrico,

oo n C

S LS feetn SRt w20 dady

dove la penultima uguaglianza vale poiché ¢ € CHU;R") e () €
C*(V), per cui integrare in U o in R™ non cambia, in quanto in en-
trambi i casi l'integrale rimane esteso a supp(¢) N supp(¢x). Invece

I'ultima uguaglianza e vera perché f D¢ * 1., = 1, * [ DC.
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[ee] oo
Inoltre Y D¢, = 0 in U poiche ) (, = 1 e possiamo portare dentro
k=1 =

- k=1

la somma il segno di derivata, poiché abbiamo una somma finita in un
intorno di ogni x in U e quindi possiamo utilizzare la linearita della
derivata.

Per cui infine

/ fedivodr =
U
k=

= /U FAiv(Ge(ne, = ¢))dz — Y /U [Me, * DG (y) - o(y) dy

1

=3 [ Fdiv (Gl ) do
AR

= / ey £ DG () - 6(y) — £ 3 DG (y) - 6ly) dy

k=1
-3 /U £ div(Gu(ne, * 9)) de
=5 [ B FDG - 1061 ) - ) dy

k=1"U

- / PG )+ / Fdiv(Gu(e, * 6)) d
=37 [ b I DG~ £DG) () - o) dy
k=1"U

=11+ 1

dove abbiamo sfruttato la linearita del prodotto scalare e il fatto che
il prodotto scalare con l’elemento nullo ¢ sempre 0 e dove abbiamo

oo
portato fuori dallintegrale la somma » D(; poiché somma finita in
k=1

un intorno di ogni x € U.

4. Notiamo che

|Cr(1e, x @) < 1 (k €N),
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poich¢ 0 < (x <1le

ol =| [ nate = 00| < ol [ nufe- e <

in quanto |[¢||z~ = sup |¢p| <1e
supp(¢)

1 _
/ nek(:v—y)dx—/ —1 (x y) dx
n Rn €k Ek

avendo fatto il cambio di variabile me—_ky = 2z, dove il modulo del deter-
minante dello Jacobiano e €} e dunque dz = €} dz.

Notiamo inoltre, che ogni punto in U appartiene al massimo a tre degli
insiemi {Vj},, .

Quindi

11| =

[ vt x0)ds+ 3" [ Fdiv(Gutn, < 9)da
U = U

< IDfI(U) + > IDfI(Vk)
k=2

< [Df|(U) +3|Df|(U — Uh)
< |DfI(U)+3e da (%)

dove la prima disuguaglianza deriva dalla definizione di |Df|(U) e
[Df[(Vi), dal fatto che |Gi(ne, * @) < 1, Gi(n x ¢) € CZ(U,R") C
CHU,R™) e (i(ne, * ¢) € C(Vi,R™) € CH(Vi,R") e la seconda dal

fatto che ogni punto in U appartiene al massimo a tre degli insiemi
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{Vi}re, - Infatti
St =3 [ d
k=2 k=2 V&
- Z/ X Vi d:u
k=2 Y U-U1
= / ZXVk dp
U

U1 k=2

< 3/ dp
U-U;

— 31Df|(U — T7)

dove possiamo portare dentro l'integrale la somma poiché per ogni pun-
to in U esiste un intorno in cui abbiamo solo un numero finito di termini

non nulli e dove abbiamo maggiorato i Xv,con 3, dal momento che
ogni punto in U appartiene al rnassirrfg 2a tre degli insiemi {Vj},—, .
Inoltre abbiamo sfruttato il fatto che V,, C U — U; per ogni k > 2.
D’altro canto, (%) implica

|I5] < e.

Infatti

15l = | - ¢ - (e, * (f D) — f DG) da
== SR

< Me, * (fDCk) — fDG| da

dove abbiamo utilizzato la disuguaglianza triangolare del modulo, la
relazione | [ f| < [|f] con f generica e il Teorema A.14 applicato a

¢ e, * f DG — f DG, con [¢] < 1.
Dunque

/ fedivodr < ||Df|[(U) + 4e
U
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e quindi
[DfU) < [[DFIU) + 4e

dato che || Df||(U) + 4e & maggiorante dell’insieme

{/ fodivédr, ¢ € CHUR), 6| < 1}
U

mentre | D f]|(U) ¢ il sup (questo ci dice anche le funzioni f. € BV (U)
e dunque f. € BV(U) N C>®(U)). Mettendo insieme questa stima e

(% % x) otteniamo che
IDFII(U) = IDFIU) con €= 0.

[]

Teorema 2.4 (Approssimazione debole di derivate). Per f; dell’enun-

ciato del Teorema 2.2, definiamo la misura vettoriale di Radon

,uk(B) = ka dx
BNU

per ogni insieme di Borel B C R™. Poniamo anche

B) = d|Df].
uB)= [ anr
Allora

M — [

debolmente nel senso delle misure vettoriali di Radon in R™, ossia

lim fdu, = fdu VfeC.(R"R").
Rn

k—o0 R™

Dimostrazione. Fissiamo ¢ € C}(R";R") e € > 0. Definiamo U; CC U

come

. 1
Uy = {a:e U | dist(z,0U) > 1

con m intero positivo. Scegliamo poi una funzione liscia di cutoff ¢ che

soddisfa

}ﬂB0(0,1+m)

(=11in Uy, supp (() C U, 0<(<1.
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Allora

/nasduk:/ankadx

~ [ ¢o-Dpds+ [(1-Q)6-Dfda (%)
U U
=~ [avtcordr+ [ 1-Q6- Dfds

U U

dove abbiamo sfruttato 1'uguaglianza [, (¢ - D frdz = [, div((Co)fi)dz —
fU div(Co) fr dz, ma per definizione di derivata debole, essendo ¢ a supporto
compatto in U, [, div((¢¢)fi)dz = 0.

Poiché fi, — f in L'(U) e dunque fr, — f in L]

loc

(U), abbiamo che

/ (fe — F)div(Co) da
U

/ (fe — F)div(Co) da
supp(¢¢)

< ||div(C6)]| e / i — flde ¥,

supp(¢e)

poiché supp({¢) € un compatto di U, per cui il primo termine in (%) converge

a
- [antcorsas = [ co-dipy)
U U
— [ 6wdpn+ [(C-vo-dpfl (o)
U U
dove la prima uguaglianza segue dalla definizione di [D f] = || D f||o, essendo

(p € CHU,R™) e dunque vale per (¢ la (ii) del Teorema 1.1.

L’ultimo termine in (%*) & stimato da
[0l [ DFI(U = Un) < Ce.

Infatti in U; ¢ e costantemente 1 e dunque l'integrale rimane solo esteso a
U —U,. Ora

| €=ne-dp= [ ©=vo-odiDfl < ol DA - )

U-Ux
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poiché [¢ — 1] <1 e |¢] < ||| Lo

Dal Teorema 2.2 risulta |Df|[(U — U;) < € e ||¢]lr~ < C poiche ¢ €
CHR™;R").

Utilizzando il Teorema 2.2, vediamo che per k£ abbastanza grande, possiamo

controllare 'ultimo termine in (x) con
@Ml [[Dfl| (U = Ur) < Ce.

Infatti nel Teorema 2.2 abbiamo che ||Dfi|[(U) — ||Df||(U) con k — oo,
ma essendo U; C U, ||Dfy|(U — Uy) = ||Dfi|(U) — | D fi||(Ur). Inoltre Uy &
aperto, dunque per il Teorema 2.2 ||Df||(Uy) — ||Df||(U;) e quindi anche
IDfell(U = Ur) = IDFI(U = Uy), per cui
e 2 [IDfill (U = Uy) = IDFIU — Uh)
> [ Dfull(U = Uh) = IDFI(U = Th)
> [|DFll(U = Ur) — €

o0ssia con € = % otteniamo
| D fell(U = Ur) <e

Dunque

[ odu —/n¢du‘ -

- [atcorniar+ [ -0 Dt [ antcosas+ [ (c-o-dips)

- -

— di d di d
s‘ /U V() fudr + /U v(C) S d
Ce

/(1—<>¢-kadx
U

- 1)¢-d[Df]‘

IN

per ogni k sufficientemente grande.
Infatti [, div((o)frdr — [, div((s)fdx e dunque

< (.

‘—/div(Cgb)fkder/div(ng)fdx
U U
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Gli altri due termini sono < Ce per la stima precedente.

Sia ora ¢ € C.(R™ R"™). Per convoluzione esiste una successione ¢, (h € N)
di funzioni lisce a supporto compatto (un po’ piu grande del supporto di ¢)
che converge a ¢ uniformemente su supp(¢).

Sia € > 0. Allora

/ b — / ¢du‘
supp(¢) supp(¢)

/ (¢ — &n) dpuk / Ondpy — / on d/ﬁ‘
supp(¢) supp(®) supp(¢)

<

+

+ / (¢—¢h)d,u’:[1+f2+13
supp(¢)
Abbiamo
h=|[  @-endu|=|[ (@-a)-odDh
supp(¢) supp(¢)

< sup |9 — ||| Dfil|(U)

supp(¢)

< sup |¢ — onl[|[DfII(U)
supp(¢)

< g se h > h,

dove la seconda disuguaglianza vale poiché || D fi||(U) — || D f]|(U) e 'ultima
disuguaglianza poiché ¢ converge a ¢ uniformemente su supp(¢). Fissiamo
h = h. + 1. Nello stesso modo trattiamo 5.

Infatti

13:

/ <¢—¢h>du‘ = w-on-adin
supp(¢) supp(¢)

< sup [¢ — ¢n||Df]|(U)
supp(¢)
€

Sg se h > h,

dove nell'ultima disuguaglianza sfruttiamo sempre il fatto che ¢, converge a
¢ uniformemente su supp(¢).

Ora che h ¢ fissato applichiamo il risultato ottenuto per funzioni ¢ € C}(R™; R™)
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a I, scrivendo

€
[ ondm— [ <bhdu‘ <:
supp(¢) supp(¢)

Infatti I; < £ se k ¢ maggiore di un k che dipende da € e ¢, poiché abbiamo
dimostrato che [p. fdu, — [g. fdp per ogni f € CHR™R") e le ¢, €
Ce(R™R") € CHR™;R™). Ma ¢, ¢ fissato e dipende solo da e. Cosi ¢

conclusa la prova poiché

[ edu- | ¢du‘<€
supp(¢) supp(¢)

per ogni ¢ € C.(R",R™) e dunque py, — p debolmente nel senso delle misure
vettoriali di Radon. O

per k > k..

2.3 Compattezza

Teorema 2.5 (Compattezza per funzioni BV'). Sia U C R" aperto e
limitato, con frontiera lipschitziana OU. Assumiamo che {fy} o, sia una
successione in BV (U) che soddisfa

S%P | fxll BV ) < 0.

Allora esistono una sottosuccessione {fkj} e una funzione f € BV (U)

tali che

j=1
fi; = [ in LY(U)
con j — o0.
Dimostrazione. Per k € N scegliamo g, € C*(U) tale che
1
/]fk—gk\dx<%, sup/|ng]dx<oo; (%)
U k Ju

tali funzioni esistono in accordo al Teorema 2.2, poiché ogni f, € BV (U)
e dunque possiamo trovare una successione {g,} =, € BV(U) N C*®(U) ta-
le che g, = fr in LY(U) e ||Dg||(U) — |IDfi||(U). Per cui per ogni k
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possiamo trovare una g, tale che [, |fe — gildz = ||fi — gell@w) < 1
per definizione di limite con ¢ = % Inoltre sgp fU|ng|dx < 0o poiché

J|Dgi|dx < Sl;p“kaBV(U) + 2 < oo per ogni k e quindi anche il sup.
Per un’osservazione che segue il Teorema A.4, allora esistono una funzione
f € LY (U) e quindi in LY(U), poiché U & limitato e una sottosuccessio-
ne {g, };‘;1 tale che gy, — f in L'(U). Ma allora (x) implica che anche
fe, = f in L'(U) e dunque in L{ (U). Per il Teorema 2.1, poiche le

loc

fr, € BV(U), f € BV(U). O






Capitolo 3

Alcuni risultati sulle funzioni

BV

Assumiamo per i risultati sulla traccia di funzioni BV che U sia aperto
e limitato, con frontiera lipschitziana OU. Osserviamo che, poiché U e
localmente il grafico di una funzione Lipschitz ~, la normale unitaria esterna
v esiste H" !-quasi ovunque in AU, in accordo al Teorema A.5, in quanto
la funzione v ¢ differenziabile quasi ovunque e dunque la normale unitaria

esterna, che ¢ il gradiente di v normalizzato, esiste quasi ovunque.

Teorema 3.1 (Traccia di funzioni BV'). Assumiamo che U sia aperto e

limitato, con OU Lipschitz. Allora esiste una mappa lineare limitata
T :BV(U) — LY0U; H™ )
tale che
[ pavods == [ o-ap+ [ (o wrsane ()
per ogni f € BV (U) e ¢ € CHR™,R").
Il punto importante e che non richiediamo a ¢ di annullarsi vicino a oU.

Definizione 3.1. La funzione T'f, che ¢ univocamente definita a meno di
insiemi di misura H" 'L OU (H"! ristretta a OU) nulla, ¢ chiamata la

traccia di f su OU.

29
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3. Alcuni risultati sulle funzioni BV

Noi interpretiamo T'f come il “valore sul bordo” di f su oU.

Osservazione. Se f € WH(U) ¢ BV(U), la definizione di traccia data

coincide con quella per le funzioni di Sobolev. O]

Teorema 3.2 (Proprieta locali della traccia). Assumiamo che U sia
aperto, limitato, con OU Lipschitz. Supponiamo anche che f € BV (U).
Allora per H"*—quasi ogni x € OU,

lim |f =T f(x)|dy =0,

r—=0 B(z,r)NU

e cosi

Tf(x) =1lim fdy.

r—0 B(z,r)nU

Con B(z,r) intendiamo
B(z,r)={y e R" | [z —y| <r},
ossia la palla chiusa di centro x e raggio r.
Osservazione. Dunque in particolare se f € BV (U) N C(U), allora
Tf = flov H™' —qo.
O

Teorema 3.3 (Estensioni di funzioni BV'). Assumiamo che U C R" sia
aperto e limitato, con OU Lipschitz. Sia fi € BV(U), f, € BV(R* - U).

Defintamo

flay = {1 2S00
fa(z) zeR*=U.
Allora
f € BV(R")
e

IDFI®R) = [DAND) + [ DLIER" — ) + / T T,
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Osservazione. In particolare, sotto le precedenti assunzioni per U, I'esten-

sione

f su U
0 su R"-U

Ef .=
appartiene a BV (R™) ammesso che f € BV (U) e 'insieme U abbia perimetro
finito, con ||OU||(R™) = H"1(dU). O

In seguito metteremo in relazione la misura variazione di f e il perimetro
delle sue curve di livello. U denota sempre un sottoinsieme aperto di R"™.

Notazione Per f: U — R e t € R, definiamo
E,={zeU]| f(z)>t}.
Lemma 3.4. Se f € BV(U), la mappa
t=0E(U) (t €R)
¢ L'-misurabile.
Teorema 3.5 (Formula di coarea per funzioni BV).

(i) Se f € BV(U), allora E; ha perimetro finito per quasi ognit € R | e

IDFI(U) = / S OB dt.

(ii) Viceversa, se f € LY(U) e

/ |0E|(U) dt < oo,

(e}

allora f € BV (U).






Capitolo 4
Disuguaglianze isoperimetriche

Ora sviluppiamo certe disuguaglianze relative alla £"-misura di un insie-

me e il suo perimetro.

4.1 Disuguaglianze di Sobolev e Poincaré per
funzioni BV

Teorema 4.1 (Disuguaglianze per funzioni BV).

(1) Esiste una costante Cy tale che
1122 ey < CLl[DFII(R™)

per tutte le f € BV(R"), dove

(ii) Esiste una costante Cy tale che

1f = (Darll @y < C2DFIB (2,7))

per tutte le palle B(x,r) CR™ e f € BVioc(R™), dove
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(11i) Per ogni 0 < a < 1, esiste una costante Cs(«) tale che

£ By < Ca(@)IDFI(B (2, 7))

per tutte le palle B(xz,r) C R™ e tutte le f € BVioe(R™) che soddisfano

CBEnnif =0y
Lr(B(x,r)) -

Con BY(z,7) denotiamo la palla aperta di centro z e raggio r, ossia
Bz, r)={y e R" | |z —y| <r}.

Dimostrazione. 1. Per il Teorema 2.2, poiché f € BV (R"), scegliamo
fr € CX(R™) (k € N) tali che

fo—= fin LNRY), fr— f L"—qo. [IDfil(R") = [ Df[(R")

e fr — f L™ — q.o. poiché se ho una successione che converge in L!,
esiste una sottosuccessione che converge in maniera dominata e quindi
puntualmente g.o. Allora il Teorema A.8 e il Teorema A.7, applicato
quicon p=1cea f, € C®(R") e dunque in WH(R"), implicano
[ £1 1+ ny < h&g}f | fiell L1 ey
< lim Ci[D fell s en)

= G1||DfIIR™).

Questo prova (7).

2. L’affermazione (ii) segue similmente dal Teorema A.9. Per il Teore-
ma 2.2, poiché f € BVio.(R"), prendiamo f; € C*(B°(x,r)) (k € N)
tali che

fk_>f n Ll(B()(x?T))’ fk:_>f En_‘]-o-a
IDfull(B® (. 7)) = IDFI(B"(z, 7))
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Allora il Teorema A.8 ¢ il Teorema A.9, applicato con p = 1 e a
fr € C=(B%(z,r)) dunque in WH(B%(z,r)), implicano
1f = (el B < hgiglf 1fx = (fR)zrll L1 (B
< lim Go[|Dfyo[|(B°(, 7))
k—o00

= G| DfI[(B°(w,7)).

3. Supponiamo
. (Bl N {f = 0))
Lr(B(z,r))

>a>0. (%)
Allora
1f 2 By = I = (Faw + (el (B

S Hf - (f)x,rHLl*(B(xJ«)) + H(f)xﬂ“HLl*(B(;B’T))
< G| DFINB(, 7)) + |(f)x,r|(£"(B(x,r)))1_% (x)

per la (it) e poiché

(f I

Ma

|(f)ar | (L"(B(z, 7,)))17%

1

i) T (f y )" =1L Bl r))

LBz, )L (B(z,r)) "

1
fdy' VYR =TI
/B(:c,r)ﬂ{f;éO} Lr(B(z,r))
1

< 7ldy
Lr(B(z,)7 Jp@nniso

) </B<x,r>|f|1* ) h (e 0}>);

1
< HfHLI*(B(Z‘J‘))(]‘ - Oé)”

avendo utilizzato nella penultima disuguaglianza il Teorema A.15

con le funzioni f(z) = |f| ¢ g(z) = 1 e con - come coniugato di

1* e avendo sfruttato (x) nell’ultima disuguaglianza, poiché B(z,r) N
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{f # 0} ¢ il complementare dell'insieme B(x,r) N {f = 0} nella palla

LBz, )0{f#0}) L7 (B(z,r)N{f=0})
L (B(z,r)) =1- 0 (B@r) < 1 — a. Inoltre

nella prima disuguaglianza abbiamo utilizzato la relazione

/ fdy‘ < / fldy.
B(z,r)N{f#0} B(z,r)n{f#0}

A questo punto, inseriamo la stima ottenuta in (xx) per avere

B(z,r), dunque

Cs
1fll 2 By < —||Df(B°(x,7))
(1= —a))
e chiamando Cj(a) = ©2__ otteniamo (i77). O

 (1—(1—a))

4.2 Disuguaglianze isoperimetriche

Teorema 4.2 (Disuguaglianze isoperimetriche). Sia E un insieme li-

mitato di perimetro finito in R™.

(i) Allora
LME)"w < Ci|0E||(R™),

e
(i) per ogni palla B(x,r) C R,
min {£"(B(xz,7) N E), L"(B(x,7) — E)}'"»
< 2G| 0B |(B°(x, 7).

La costante C € quella che compare nel Teorema A.7. La costante Cy

invece ¢ la stessa del Teorema A.9.

Osservazione. L’affermazione (i) ¢ la disuguaglianza isoperimetrica e

(17) ¢ la disuguaglianza isoperimetrica relativa. ]

Dimostrazione. 1. La (i) ¢ la (i) del Teorema 4.1 con f = xg, che
appartiene a BV (R"™) poiché E ¢ insieme limitato di perimetro finito
in R". Infatti s gy = £7(E)"+ e | Dxsl(R) = |0E] (RY)
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2. Sia f = XB(a,)ne nella (i7) del Teorema 4.1, che appartiene a BVj,.(R")
poiché E ¢ insieme limitato di perimetro finito in R™. In questo caso
L"(B(z,r)NE)
LM(B(z,r))

(f):v,r -
Quindi

[l
B(z,r)

*

1dy

dy = / |XB(£L“,7")QE - (XB(x,r)ﬂE)x,r
B(z,r)

_ LYB(z,r)nE)|"
é$ME (B |
(B(z,7) N E)|"
*LME (B, | Y
( ng’)(é )) L£(B(z,r) N E)
(

L' B B\ g
o M<<>>) L(Blwr) = B)
in quanto

1 in B(zx,r)NE

XB(z,r)NE =
0 in B(x,r)— FE

nella palla B(x,r), poiché (B(x,r)—FE) ¢ il complementare di (B(z,r)N

E) nella palla B(z,r) e dunque abbiamo anche che M =1-

L (B(x,r))
%. Inoltre, essendo L™ una misura positiva, — £ B@nnk) |

Lr(B(w,r))
L"(B(z,r)NE)
L£r(B(z,r) -
Ora se L"(B(z,r)NE) < L"(B(z,r) — E), allora

11
<j/ |f——<f>ar1*dy>
B(z,r)

(B - B -
> | S pmy ) @0 )

%min (L"(B(z,7) N E), L"(B(x, r) — )}

=

v

poiché essendo L™(B(x,r) N E) < L*(B(x,r) — E)

e ) 2
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L’altro caso ¢ analogo, con nel secondo passaggio

1

[ L(B(z,r) ﬂE)} £ (B(o,r) — B

Lr(B(z,7))

anziché

L"(B(x,r) — E)
L(B(z,1))

e 'ultima disuguaglianza rimane uguale poiché con

LM B(z,r)— E) < L"B(x,r) N E)

e ) 25

} LY(B(z,r) N E) "«

Per cui poiché dalla (ii) del Teorema 4.1 abbiamo che

1f = (Dol amy < Col DB (2, 7))

per tutte le palle B(z,r) C R" e f € BVj,(R™) otteniamo con f =

XB(z,r)NE
min {£"(B(z,7) N E), L"(B(x, 1) — E)}*% < 2C5||0E||(B(x, )

per ogni palla B(x,r) C R". ]

Osservazione. Abbiamo mostrato che la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev implica la disuguaglianza isoperimetrica. In realta e vero anche
il viceversa: la disuguaglianza isoperimetrica implica la disuguaglianza di

Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.

Per mostrare quest’ultima affermazione, assumiamo f € Cl(R"™),f > 0.

Calcoliamo

[ 1pslds = D51
- [ lom@a

o0

1 o 1
> LM(E)' ™ w dt
> [ ewy
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dove la seconda uguaglianza deriva dalla (i) del Teorema 3.5 poiché f €
CHR™) c WHH(R™) € BV(R") e la disuguaglianza dalla (i) del Teorema
4.2, poiché se f € BV(R"™), E; ha perimetro finito per quasi ogni t € R e
E; ¢ limitato per ogni ¢, poiché E;, C supp(f) per ogni ¢ e supp(f) e limitato
poiché f € CH(R™).

Ora poniamo

f=min{t, £}, x(t) = (/ ft*drc)li (t € (0,00)).

Allora y & non decrescente su (0,00), poiché se 0 < t; <t3, 0 < fy, < fi, e
dunque x(t1) < x(t2). Per cui,

-
tlim x(t) = (/ v dw)

per il Teorema A.12, poiché fi(z) — f(z) Ve € R" cont — oo e fi, < fi,
V0 <t <ty
Inoltre, per A > 0, abbiamo

1—1
0<x(t+h)—x() < ( | fern — ft’l* dx) < hﬁn(Et)k%
Rn

dove nella seconda disuguaglianza sfrutto la relazione

| fernll e mmy = N fell 2e ey < I fown = Fell L ey

L’ultima disuguaglianza vale invece poiché |firn — fi| = |f(z) — f(x)] = 0
se f(x) <t <t+4+h, |fieh — fil = |f(x) —t] < hset < f(z) < t+ h,
|fion — fil =t +h—t|=hset <t+h< f(x). Percul |frn — fi| #0< h
quando f > t ossia su Ej.

Quindi x e localmente Lipschitz e

X () < LB
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per quasi ogni ¢, in quanto x’ (t) esiste q.o. per il Teorema A.5. Integrando
1-1 0o
< / fv dx) = / “(t)dt

= X
0

< / LME) " dt
0

< / LME) " dt

tra 0 e oo:

<Ci | [Df]dz
R

dove nell’'uguaglianza abbiamo sfruttato il Teorema A.11 applicato a x che

¢ Lipschitz e dunque assolutamente continua e le relazioni x(0) = 0,

lim x(t) = x(o0) = ( [ da:) o

Dunque abbiamo provato la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
con p =1 per ogni f € C}(R"), f > 0. Per densita di C}(R™) in WH1(R"),
estendiamo il risultato ad ogni f € Wh1(R"). O
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Risultati utilizzati nella tesi

Teorema A.1l (Teorema di Rappresentazione di Riesz). Sia
L:C.(R"R") - R
un funzionale lineare che soddisfa
sup{L(f) | f € C.(R",R™),|f] < 1, supp(f) € K} < o0

per ogni compatto K C R™. Allora esistono una misura di Radon p in R™ e

una funzione p-misurabile o : R™ — R™ tali che

lo(z)] =1 per p-quasi ogni x

L(f)y=[ [f-odu
Rn
per ogni f € C.(R™";R™).

Definizione A.1.
Chiamiamo p la misura variazione associata a L, che e definita per ogni

insieme aperto V' C R" da

p(V) = sup {L(f) | f € C(R",R™), [f| <1, supp(f) € V}.

41
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Definizione A.2.
Una funzione f: X — Y e detta p-misurabile se per ogni insieme aperto
U CY, l'insieme

)

e p-misurabile.

Teorema A.2 (Teorema di Decomposizione di Lebesgue). Siano v e

w due misure di Radon in R™.

(i) Allora

V = Ve + Vs

dove v, € vy sono misure di Radon in R™ con
Voe <<y, Vs L p.
(ii) In aggiunta,
D,w=D,vs, D=0 p—q.o;
e di consegquenza
v(A) = / D,vdp+ vs(A)
A

per ogni insieme di Borel A C R".

Definizione A.3.
Chiamiamo v, la parte assolutamente continua e v, la parte

singolare di v rispetto a pu.
Teorema A.3 (Funzioni di Sobolev ristrette alle linee).

(i) Se f € W-P(R™), allora per ogni k = 1,...,n le funzioni

loc
@) = (e bz, )

sono assolutamente continue in t nei sottoinsiemi compatti di R, per

quasi ogni punto ' = (x1,...,Tp_1,Thi1,--.,Tn) € R*L In aggiunta,

(f5)" € Lige(R™).

loc
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(ii) Viceversa, supponiamo f € LY (R™) e f =g L™ — q.o., dove per ogni
k=1,...,n le funzioni
gk(xlvt) = g(xb s 7xk’717t7xk+17 s 7-Tn)

sono assolutamente continue in t net sottoinsiemi compatti di R per
quasi ogni punto ' = (T1, ..., Tp_1, Tht1,-- -, Tn) € R*L rispetto alla

misura L' e g € LV _(R™). Allora f € WP(R™).

loc loc

Definizione A .4.

Per f* si intende

o 71"1_1}(1) fB(w) f dy se questo limite esiste
fr(@) =
0 altrimenti

con f € Li _(R™).

loc

Teorema A.4 (Teorema di compattezza per W'?). Assumiamo che U
sia aperto, limitato, OU sia Lipschitz, 1 < p < n. Supponiamo che {fi}r-,

sia una successione in WHP(U) che soddisfa
sup | frellwre @) < oo.

Allora esistono una sottosuccessione {fkj }jil e una funzione f € WiP(U)
tali che
Je, = f in LYU)
per ogni
1<qg<p”.

pn

Con p* denotiamo p* = et

Osservazione. (Utilizzata nella dimostrazione del Teorema 2.5).
Nel caso di p = 1, il teorema afferma che esistono una sottosuccessione
{fx, }jil e f € LY (U) tali che

lim [ fy, = fllzew) =0
j—00

per ogni 1 < ¢q < 1*. O]
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Teorema A.5 (Teorema di Rademacher). Se U ¢ un sottinsieme aperto
di R" e f:U — R™ ¢ una funzione Lipschitz, allora f e differenziabile
quast ovunque in U; ossia i punti in U in cut f non é differenziabile

formano un insieme di misura di Lebesque nulla.

Teorema A.6 (Formula di Coarea per funzioni C'). Siano
f,g:R* = R due funzioni C*, n > 1. Allora per ogni sottoinsieme
L"-misurabile A C R™,

/A o) D] d = / 9(y) dy.

Teorema A.7 (La disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev).
Assumendo

1 <p<n,

esiste una costante Cy, che dipende solo da p e n, tale che

( |fp*dx)p§(71( |Df|de>p
R™ Rn

per ogni f € WHP(R™).
* pn

Con p* denotiamo
p = .
n—p

Teorema A.8 (Lemma di Fatou). Sia {fi},-, una successione di

funzioni misurabili a valori in R definita su uno spazio di misura (S, %, p).
Se la successione converge puntualmente a una funzione f quasi ovunque su

S, allora

/fdugliminf/fkdu.
S k—o00 S

Teorema A.9 (Disuguaglianza di Poincare sulle palle). Per ogni

1 < p < n esiste una costante Cs, che dipende solo da p e n, tale che

(L v=tla) <cr(f ipivar)
B(z,r) B(z,r)

per tutte le palle B(z,r) CR", f € WH(B®(z,r)).

Con p* denotiamo
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Nel caso di p = 1, utilizzato per dimostrare (ii) del Teorema 4.1,
sfruttando il fatto che OB(x,r) ha misura di Lebesgue n-dimensionale nulla
e sapendo che L™"(B(z,r)) = r"w, otteniamo

1

(/ \f—<f>x,r\1*dy)”sczr£"<B<x,r>>f*1 (/ errdy)
B(z,r) BO(a,r)

con % —1= —% e dunque abbiamo
1

N ™ Cor
([ ir=tara) <22 ([ pra)-c ([ o)
B(z,r) T/ Wn BY(z,r) BOY(z,r)

per tutte le palle B(xz,r) C R", f € Wh(B%(z,r)), dove l'ultima costante

Cor
r Ywn

Cs ¢ uguale a

Teorema A.10 (Teorema di Fubini). Sia f una funzione sommabile in
R™ x R™,
Allora

(i) la funzione x — f(x,y) é sommabile in R™ per quasi ogni y in R™,

(i) la funzione y — [, f(x,y)dx é sommabile in R™ e vale

/Ranm f(a,y)dady = /m ( Rnf(x,y)dm) dy.

Teorema A.11 (Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale per
funzioni assolutamente continue). Una funzione f é assolutamente

continua su [a,b] se e solo se f' esiste q.o. in [a,b], f' & integrabile in |a,b] e
= /f’(t)dt, a<z<b.
Definizione A.5.

Una funzione finita f su un intervallo finito [a, b] si dice assolutamente
continua in [a,b] se dato € > 0, esiste § > 0 tale che per ogni collezione
{[a;, b;]} (finita o no) di sottointervalli disgiunti di [a, b],

Z|f fla;)| < e se Z|b—az|<5
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Osservazione. Ogni funzione f che soddisfa la condizione di Lipschitz

[f(@) = fy)l < Cle—y| Va,y € [a,b]
per una qualche costante C' > 0, e assolutamente continua. O

Teorema A.12 (Teorema di Beppo Levi). Se (X, %, u) é uno spazio di

misura e se { fn}.—, € una successione di funzioni misurabili su ¥ tale che
0< fi(z) < folz) <...<o0 VzelX
lim f,(z) = f(z) Vre X
n—oo
allora f & misurabile in X e
im [ fudn= [ fau
dove l'integrale & di Lebesgue. Il valore di ogni integrale puo essere infinito.

Teorema A.13 (Teorema della divergenza). Sia U C R™ un aperto
regolare, con v mormale unitaria esterna lungo OU. Sia
F=(F,F,... F,)ecCYU,R"), ossia C* suun aperto contenente U a

valori in R™. Allora

/didea::/ FvdH™ !
U oU

dove
, Z" OF;
leF = a—x]

J=1

e H" ' ¢ la misura di Hausdorff (n — 1)-dimensionale.

Definizione A.6.

Un aperto U C R" si dice regolare se
(i) U e limitato;
(ii) int(U) = U

(iii) AU & una (n — 1)-varieta differenziabile di classe almeno C*.
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Teorema A.14 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Sia V' uno
spazio prehilbertiano, ossia uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto
scalare (,) definito positivo, o uno spazio vettoriale complesso dotato di un
prodotto hermitiano ().
Allora

(w,0)] < ullllo]l Yu,v € V.

Teorema A.15 (Disuguaglianza di Hoélder). Sia Q uno spazio di
misura con misura e p > 1. Sia p’ > 1 ’esponente coniugato di p, ovvero
quel numero tale che

L,

p D
Si definisce inoltre p' = oo se p = 1.
Allora date due funzioni misurabili f € LP(Q) e g € L' (), si ha che
fge LY(Q) e

gl < W fllpllglly-

Esplicitando la norma p-esima nel caso p > 1 si ottiene la scrittura

/Qlfgldué {/Q\f\pdur [/ngyp’dur.
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Misure

Definizione B.1 (Misura di Borel).

Una misura g in R™ si dice di Borel se ogni insieme di Borel € py-misurabile.

Definizione B.2 (Misura di Borel regolare).
Una misura p in R” si dice di Borel regolare se p ¢ di Borel e per ogni
A C R™ esiste un insieme di Borel B tale che A C B e u(A) = u(B).

Definizione B.3 (Misura di Radon).
Una misura g in R” si dice di Radon se ¢ Borel regolare e se pu(K) < oo

per ogni compatto K C R".

Definizione B.4 (Misura con segno).
v € una misura con segno in R” se esistono una misura di Radon g in R"”

e una funzione localmente p-sommabile f: R" — [—00, 00] tali che

8= [

per ogni insieme compatto K C R".

In questo caso scriviamo
v=nulf

e f e detta densita di v rispetto a pu.
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Definizione B.5 (Misura di Hausdorff).

(i) Sla ACR™" 0<s<o00,0<d<o0. Scriviamo

H3(A) := inf {Za(s) (dlamT@)) | Ac | ¢y diam(Cy) < 5}

j=1

dove

con

(ii)) Per A e s come sopra, definiamo

H*(A) := lim H5(A) = sup H3(A)

poiché la funzione § — Hj(A) ¢ decrescente. Chiamiamo H* la misura

s-dimensionale di Hausdorff in R™.
Abbiamo inoltre H" = L™ in R™.

Definizione B.6 (Misure assolutamente continue).
Assumiamo che p e v siano due misure di Borel in R™.

La misura v ¢ assolutamente continua rispetto a p, in simboli
V<<,
se (A) = 0 implica v(A) = 0 per ogni insieme A C R".

Definizione B.7 (Misure reciprocamente singolari).
Assumiamo che p e v siano due misure di Borel in R™. Le misure v e

sono reciprocamente singolari, in simboli
vlp,
se esiste un insieme di Borel B C R"” tale che

w(R™ — B) =v(B) =0.
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Definizione B.8 (Partizione dell’unita).
Sia X C R" e sia U, un suo ricoprimento aperto. Si definisce partizione
dell’unita subordinata al ricoprimento U,, una successione di funzioni

lisce ©; : X — R che soddisfa le seguenti condizioni
1.0<O, <1, Vj;

2. per ogni x € X esiste U, tale che solo un numero finito di ©; non si

annulla in esso;
3. 2.6;(x) =1L
j=1

4. per ogni j, supp(©,) C U, per un qualche a.
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